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2.0. Äëèíà äóãè ýëëèïñà

Ýëëèïñ ñ ïîëóîñÿìè a è B � ýòî "ñïëþñíóòàÿ îêðóæíîñòü" , çàäà-
âàåìàÿ óðàâíåíèåì

x2

a2
+
y2

b2
= 1.

Ýëëèïñ äîïóñêàåò ïàðàìåòðèçàöèþ

x = a cos t, y = b sin t,

ïðåâðàùàþùóþ "äèôôåðåíöèàë äëèíû" â îáû÷íûé äèôôåðåíöè-
àë: √

(dx)2 + (dy)2 =
√

(−a sin t · dt)2 + (b cos t · dt)2 =
=
√
a2 sin2 t+ b2 cos2 t · dt.

Ýòî � åäèíñòâåííîå ìàëåíüêîå âû÷èñëåíèå â õîäå ïðåîáðàçîâà-
íèé ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè êëàññè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ, ñïîñîáíîå
âûçâàòü íåáîëüøîé èíòåëëåêòóàëüíûé äèñêîìôîðò ó ñòðîãîãî
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ñòóäåíòà-ìàòåìàòèêà 21-ãî âåêà1. Ìîæíî, îäíàêî, íå îñîáî â íåãî
âäóìûâàÿñü, ñ÷èòàòü ýòî âû÷èñëåíèå ëèøü ìîòèâèðóþùèì îïðåäå-

ëåíèå äëèíû äóãè ýëëèïñà êàê∫ t2

t1

√
a2 sin2 t+ b2 cos2 t · dt.

Ìû â äàëüíåéøåì áóäåì îáñóæäàòü íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ ýòîãî èí-
òåãðàëà, íàçûâàåìûå ýëëèïòè÷åñêèìè, ãèïåðýëëèïòè÷ñêèìè, óëü-
òðàýëëèïòè÷åñêèìè è ò. ï. Â îñíîâíîì, ÷òîáû îãðàíè÷èòü êîëè-
÷åñòâî ïàðàìåòðîâ (àðãóìåíòîâ) ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà òàê íàçûâàå-
ìûõ ïîëíûõ èíòåãðàëàõ, êîòîðûå â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå ñîîò-
âåòñòâóþò äëèíå ýëëèïñà öåëèêîì è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çíà÷åíèÿ
òðàíñöåíäåíòíîé ôóíêöèè

Len(a, b) :=

∫ 2π

0

√
a2 sin2 t+ b2 cos2 t · dt.

Ïî âîçìîæíîñòè áóäåì ñëåäîâàòü îáîçíà÷åíèÿì ñòàòüè
[BostMestre1988], äàëåå ÂÌ.

2.1. Îáîáùåíèÿ

2.1.0. Èíòåãðàëû àëãåáðàè÷åñêèõ ôîðì. Áîëåå òðàäèöèîííàÿ
çàïèñü èíòåãðàëîâ âðîäå äëèíû äóãè ýëëèïñà:

`en =

∫ √
a2 cos2 ϕ+ b2 sin2 ϕ · dϕ.

(Ïðåäïîëàãàåì a ≥ b > 0).

Àëãåáðàè÷íåå: sinϕ =: u, òîãäà

`en =

∫ √
a2(1− u2) + b2u2

du√
1− u2

=

∫ √
a2 − (a2 − b2)u2√

1− u2
du =

= a

∫ √
1− k2u2√
1− u2

du,

ãäå k :=
√
a2−b2
a

.

Ïðèíÿòî ïåðåïèñûâàòü

`en

a
=

∫
1− k2u2√

(1− u2)(1− k2u2)
du,

1(dx)2 ∈ ???
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è, äàëåå, ýòîò èíòåãðàë ðàçáèâàåòñÿ íà äâà:

`en

a
=

∫
I

−k2
∫
II

,

ãäå ∫
I

:=

∫
du√

(1− u2)(1− k2u2)
ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë 1-ãî ðîäà, îäíî èç ãëàâíûõ íàøèõ äåé-
ñòâóþùèõ ëèö, è ∫

II

:=

∫
u2du√

(1− u2)(1− k2u2)
� ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë 2-ãî ðîäà, êîòîðûì ìû âñåðú¼ç çàíè-
ìàòüñÿ íå áóäåì.

Ñëåäóþùèé âàæíûé øàã: ââåäåíèå çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðà k
êðèâîé

v2 = (1− u2)(1− k2u2) ,
íàçûâàåìîé êâàðòèêîé Ëåæàíäðà. Òåïåðü óïîìÿíóòûå èíòåãðàëû
ïðèîáðåòàþò âèä ∫

du

v
è
∫
u2du

v
,

ãäå u è v ñâÿçàíû ïîëèíîìèàëüíûì ñîîòíîøåíèåì Ëåæàíäðà. Î÷å-
âèäíîå îáîáùåíèå � äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ A,B, F ∈ R[x, y] èíòåãðàëû
âèäà ∫

A(x, y)dx

B(x, y)
,

ãäå x è y ñâÿçàíû ïîëèíîìèàëüíûì ñîîòíîøåíèåì F (x, y) = 0 �
èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, y � (ìíîãîçíà÷íàÿ) àëãåáðàè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îò
x. Çäåñü òðåáóåòñÿ òîëüêî, ÷òîáû F íå áûë êîíñòàíòîé ÏÎ v è B
íå äåëèëñÿ áû íà F ; â ýòîì ñëó÷àå A,B ∈ R[x,y]

FR[x,y] � ïîëèíîìèàëüíûå
ôóíêöèè íà êðèâîé "F (x, y) = 0" , ïðè÷¼ì B � íå òîæäåñòâåííûé
0. ×óòü áîëåå îáùàÿ çàïèñü òîãî æå ñàìîãî � êëàññ âûðàæåíèé∫

A1dx+ A2dy

B
,

òî åñòü èíòåãðàëîâ ðàöèîíàëüíûõ (äèôôåðåíöèàëüíûõ 1-)ÔÎÐÌ�
à ÍÅ ÔÓÍÊÖÈÉ, êàê èõ îáû÷íî íàçûâàþò ïî 200-ëåòíåé íåáðåæ-
íîñòè. "Òîãî æå ñàìîãî" � â ñèëó òîæäåñòâà

∂F

∂x
dx+

∂F

∂y
dy ≡ 0.
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Ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåë¼ííûå èíòåãðàëû èìåþò ñìûñë íà íåêî-
òîðûõ èíòåðâàëàõ (ìåæäó îñîáûìè òî÷êàìè...). Ìíîãèå ýëåìåíòàð-
íûå ôóíêöèè îòíîñÿòñÿ ê ýòîìó êëàññó:

log x1 :=

∫ x1

1

dx

x
, ãäå x1 > 0;

arctg x1 :=

∫ x1

0

dx

1 + x2
, ãäå −∞ < x1 <∞;

arcsinx1 :=

∫ x1

0

dx√
1− x2

, ãäå − 1 ≤ x1 ≤ 1 è F = x2 + y2 − 1.

Ìàòåìàòèêà âñòóïàëà â 19 âåê ñ íàäåæäîé ðàçîáðàòüñÿ â îáîá-
ùåíèÿõ ýòèõ ôóíêöèé íà ââåä¼ííûé îáùèé êëàññ è... íè÷åãî íå
ïîëó÷èëîñü. Íî íåóäà÷è ïðèâåëè ê áîëåå îáùèì ïîäõîäàì, óâåí-
÷àâøèìñÿ áëèñòàòåëüíûìè óñïåõàìè. Ñì. ñëåäóþùèé ïîäðàçäåë.

2.1.1. Âûõîä â êîìïëåêñíóþ îáëàñòü. Íàäî áûëî "âñåãî
ëèøü" çàìåíèòü R íà C! È, êðîìå òîãî

• ïðåîäîëåòü çàâèñèìîñòü îò âëîæåíèé, òî åñòü ïåðåéòè îò
ãåîìåòðèè ïîäìíîæåñòâ ôèêñèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ ê âíóòðåí-

íåé ãåîìåòðèè (Ãàóññ � . . . � Ðèìàí);
• ïåðåéòè îò àôôèííîé ãåîìåòðèè ê ïðîåêòèâíîé (ïðåäòå÷è �
Ëåîíàðäî äà Âèí÷è, Äåçàðã,..., ãåîìåòðû 19-ãî âåêà � Ïîíñåëå,
Øàëü, ...);
• íàó÷èòüñÿ ðàçðåøàòü îñîáåííîñòè àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ
(íåñêîëüêî íàöèîíàëüíûõ øêîë àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ïðåæ-
äå âñåãî � íåìåöêàÿ, àíãëèéñêàÿ, èòàëüÿíñêàÿ).

Ðåçóëüòàòû âïå÷àòëÿþò. Ãëàâíûå êëàññèêè � Àáåëü, ßêîáè,
Ðèìàí. Îäíî èç ñóùåñòâåííûõ äîñòèæåíèé (èãðàþùåå âàæíóþ
ðîëü â íàøåì êóðñå) � òåîðåìû ñëîæåíèÿ, îáîáùàþùèå

log x1 + log x2 ≡ log(x1x2),

arctg x1 + arctg x2 ≡ arctg
x1 + x2
1− x1x2

è ò. ï.

Îäíî èç âàæíûõ èäåéíûõ è òåõíè÷åñêèõ äîñòèæåíèé ýòîãî
ïåðèîäà � ñòðîãîå ïîíÿòèå äèôôåðåíöèàëà. Ïðèøëîñü îòíåñòè
"áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðèðàùåíèÿ" ê îáëàñòè ìåòàôîð. Êðîìå òîãî,
îêàçàëîñü, ÷òî äèôôåðåíöèàëû íå îáÿçàòåëüíî èíòåãðèðîâàòü:
îíè èíòåðåñíû ñàìè ïî ñåáå è, êðîìå òîãî, èìåþò ñìûñë íàä
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ïðîèçâîëüíûìè ïîëÿìè.

Â òåðìèíàõ àòëàñîâ è ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò åñòåñòâåííî îïðåäå-
ëÿþòñÿ ïîëþñà äèôôåðåíöèàëîâ è èõ ïîðÿäêè.

2.1.2. Ðîä, àáåëåâû äèôôåðåíöèàëû. Íàä C âàæíåéøèì
òîïîëîãè÷åñêèì (=äèñêðåòíûì...) èíâàðèàíòîì îêàçûâàåòñÿ ðîä

êðèâîé: êîëè÷åñòâî "ðó÷åê" äåñèíãóëÿðèçîâàííîé ïðîåêòèâèçîâàí-
íîé ìîäåëè ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé íà êðèâîé.

ÍÓÆÍÀ ÊÀÐÒÈÍÊÀ!

Àáåëåâûì äèôôåðåíöèàëîì (èíîãäà ñ÷èòàåòñÿ ïðàâèëüíûì ãî-
âîðèòü ðåãóëÿðíûì) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàë áåç ïîëþñîâ.

Òåîðåìà. Ïðîñòðàíñòâî àáåëåâûõ äèôôåðåöèàëîâ íà êîì-

ïëåêñíîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé êîíå÷íîìåðíî íàä C.

Ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà àëüòåðíàòèâíîå îïðåäåëåíèå
ðîäà êîìïëåêñíîé êðèâîé. Îíî îáîáùàåòñÿ íà êðèâûå íàä ïðîèç-
âîëüíûì ïîëåì.

2.1.3. Êðèâûå ðîäà ≤ 2. Ìû ïðèâåä¼ì èõ ïîëíóþ êëàññè-
ôèêàöèþ, îñòàâëÿÿ ÷èòàòåëþ ïðîäóìûâàíèÿ êëàññèôèêàöèè
àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ (òî åñòü ñëîâà âñå â ïðèâîäèìîé íèæå
ôîðìóëèðîâêå...).

Òåîðåìà. Âñå êðèâûå ðîäà ≤ 2 ÿâëÿþòñÿ äåñèíãóëÿðèçàöèÿ-

ìè ïðîåêòèâèçàöèé êðèâûõ, çàäàííûõ óðàâíåíèÿìè

w2 = P (z),

ãäå P � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè ≤ 6 áåç êðàòíûõ êîðíåé.

Ñîãëàñíî (÷àñòè÷íî...) îáùåïðèíÿòîé òðàäèöèè, ìû áóäåì
ïîëüçîâàòüñÿ ïàðîé êîîðäèíàò (z, w) = (x, y) â ñëó÷àå íå÷¼òíîé

ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà P , è ïàðîé êîîðäèíàò (z, w) = (u, v) â ñëó÷àå
÷¼òíîé ñòåïåíè � êàê â îïðåäåëåíèè óæå óïîìÿíóòîé êâàðòèêè
Ëåæàíäðà, ê êîòîðîìó ñëåäîâàëî áû äîáàâèòü óñëîâèå k /∈ {0,±1}.

Êðèâûå ðîäà 0, òàê íàçûâàåìûå ðàöèîíàëüíûå, íàä àëãåáðàè-
÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì íå îñîáåííî èíòåðåñíû. Âñå ðàöèîíàëüíûå
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äèôôåðåíöèàëû íà íèõ � íàïðèìåð, â ñëó÷àå P = 1 − u2 �
èíòåãðèðóþòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ � ñ ýòîãî íà÷èíàþòñÿ
òðàäèöèîííûå êóðñû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ìû æå ñåé÷àñ
ïåðåéä¼ì ê çàäàâàåìûì èíòåãðàëàìè òàê íàçûâàåìûì âûñøèì

òðàíñöåíäåíòíûì ôóíêöèÿì.

2.2. Ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû

2.2.0. Êðèâûå ðîäà 1. Óòî÷íèì òåîðåìó î êðèâûõ ðîäà ≤ 2.

Òåîðåìà. Êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì

w2 = P (z),

ãäå P � ìíîãî÷ëåí áåç êðàòíûõ êîðíåé, èìååò ðîä 1 òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñòåïåíü P ðàâíà 3 èëè 4.

Ïîÿñíèì íåîïðåäåë¼ííîñòü ñòåïåíè. Ïóñòü ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ
çàäàíà óðàâíåíèåì

v2 = (u− u1)(u− u2)(u− u3)(u− u4) (2.2.0a)

â êîîðäèíàòàõ u, v, î êîòîðûõ ìû äîãîâîðèëèñü (òî åñòü u1, u2, u3, u4) �
ðàçíûå ÷èñëà. Ïîëåçíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå ýòó êðèâóþ âìåñòå ñ ïðîåêöèåé
(u, v) 7→ u, ðàçâåòâë¼ííîé íàä òî÷êàìè {u1, u2, u3, u4}. Çàõîòåâ ïåðåâå-
ñòè îäíó èç òî÷åê âåòâëåíèÿ â áåñêîíå÷íîñòü, ââåä¼ì íîâóþ êîîðäèíàòó
ñîîòíîøåíèåì

x :=
1

u− u4
.

Ïîäåëèâ óðàâíåíèå (2.2.0a) íà (u− u4)4, ïðèä¼ì ê

v2

(u− u4)4
=
u− u1
u− u4

· u− u2
u− u4

· u− u3
u− u4

=

=
u− u4 + u4 − u1

u− u4
· u− u4 + u4 − u2

u− u4
· u− u4 + u4 − u3

u− u4
=

=
(
1 + (u4 − u1)x

)(
1 + (u4 − u2)x

)(
1 + (u4 − u3)x

)
.

Ââåäåíèå

y :=
v

(u− u4)2
è

λi = u4 − ui äëÿ i = 1, 2, 3 (2.2.0b)

äà¼ò êðèâóþ
y2 = (1− λ1x)(1− λ2x)(1− λ3x). (2.2.0c)

Çàìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (2.2.0c)

Èòàê, ïàðà ôóíêöèé
(
x = 1

u−u4 , y = v
(u−u4)2

)
îïðåäåëÿåò îòîáðà-

æåíèå êðèâîé (2.2.0a) íà êðèâóþ (2.2.0c). ×èòàòåëü ëåãêî ïðîâåðèò,
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÷òî ïàðà ôóíêöèé (u = u4 +
1
x , v = y

x2
) îñóùåñòâëÿåò ïî÷òè îáðàòíîå

îòîáðàæåíèå.

Ïî÷òè � ïîñêîëüêó îáà îòîáðàæåíèÿ íå îïðåäåëåíû â êîíå÷íûõ

ìíîæåñòâàõ òî÷åê; òàêèå ïî÷òè âçàèìíî îáðàòíûå îòîáðàæåíèÿ êðèâûõ

íàçûâàþòñÿ áèðàöèîíàëüíûìè. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè îíè îïðåäåëÿþò

îáðàòèìûå çàìåíû ïåðåìåííûõ.

Ìû îáúÿñíèëè, ïî÷åìó ïðåäñòàâëåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ
ñ ïîìîùüþ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíåé 3 è 4 ïðèíöèïèàëüíî íå ðàçëè÷à-
þòñÿ. Â äàëüíåéøåì, îäíàêî, îêàæåòñÿ, ÷òî ñòåïåíü 3 â íåêîòîðûõ
îòíîøåíèÿõ ïðåäïî÷òèòåëüíåå.

2.2.1. Êàíîíè÷åñêèå âèäû. Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû
óáåäèëèñü, ÷òî "îäíó è òó æå" êðèâóþ ìîæíî çàäàòü óðàâíåíèÿìè
ìíîãèìè ðàçíûìè ñïîñîáàìè; ïîëíîå îñâîåíèå ýòîãî òåçèñà è
çíàìåíóåò óïîìÿíóòûé âûøå ïåðåõîä îò âíåøíåé ãåîìåòðèè ê
âíóòðåííåé.

Èçîáèëèå çàïèñåé óðàâíåíèé îïðåäåëÿåòñÿ (ñðåäè ìíîãèõ ïðè÷èí)
òåì, ÷òî àáñöèññû ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ â òîì âèäå, â êîòîðîì ìû
èõ ðàññìàòðèâàåì, îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî äðîáíî-ëèíåéíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ u 7→ au+b

cu+d
â ñëó÷àå çàïèñè ñ ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè

4 è ñ òî÷íîñòüþ äî àôôèíííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ x 7→ ax + b â
ñëó÷àå ñòåïåíè 3.

Îäíàêî êàêàÿ-òî ñòàíäàðòèçàöèÿ óðàâíåíèé æåëàòåëüíà êàê
èç ïñèõîëîãè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, òàê è èç âû÷èñëèòåëüíûõ: äëÿ
òàáóëèðîâàíèÿ, ñîñòàâëåíèÿ áèáëèîòåê â ñèñòåìàõ êîìïüþòåðíîé
àëãåáðû è ò.ä. Â òå÷åíèå ñòîëåòèé èçó÷åíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíê-
öèé è ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ íàêîïëåíû äåñÿòêè êàíîíè÷åñêèõ
âèäîâ, èç êîòîðûõ ìû ïîêà óïîìÿíóëè òîëüêî êâàðòèêó Ëåæàíä-
ðà. Ýòî ÷óòü-÷óòü ãðîìîçäêîå íàèìåíîâàíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî
óðàâíåíèå

y2 = x(x− 1)(x− t)

òîæå ñâÿçûâàåòñÿ ñ èìåíåì Ëåæàíäðà; ìû ïðåäïî÷ò¼ì íàçûâàòü
êðèâóþ òàêîãî âèäà êóáèêîé Ëåæàíäðà.

Äðóãèå êàíîíè÷åñêèå âèäû áóäóò ââîäèòñÿ è èñïîëüçîâàòüñÿ
ïî ìåðå íåîáõîäèìîñòè.
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2.2.2. Ñëó÷àé âåùåñòâåííûõ êðèâûõ.

ÊÀÐÒÈÍÊÈ!!

2.2.3. ×èñëåííûå çíà÷åíèÿ, ñîâðåìåííûå òåõíîëîãèè.

Èíòåðåñ ê ýëëèïòè÷åñêèì èíòåãðàëàì â 18-ì âåêå â çíà÷èòåëüíîé
ñòåïåíè ñòèìóëèðîâàëñÿ èõ âîçíèêíîâåíèåì â çàäà÷àõ ìåõàíèêè;
âûäàþùèåñÿ ìàòåìàòèêè òðàòèëè ãîäû æèçíè íà ñîñòàâëåíèå
òàáëèö ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ.

Ñîâðåìåííîãî èíæåíåðà ïðîáëåìà ïîëó÷åíèÿ ÷èñëåííîãî çíà÷åíèÿ
ýëëèïòè÷åñêîãî èíòåãðàëà (à òàêæå èçîáðàæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ãðàôèêîâ, òàáëèö çàâèñèìîñòåé êàêèõ-ëèáî âåëè÷èí îò ïàðàìåòðîâ
è ò.ï.) çàáîòèò íå áîëüøå, ÷åì òðóäíîñòè ïðè ïóòåøåñòâèè â êàðåòå
èç Ïåòåðáóðãà â Ìîñêâó. Ê óñëóãàì ñîâðåìåííîãî èíæåíåðà åñòü
êîìïüþòåðíûå ïðîãðàììû, çíàþùèå "âñ¼" îá ýëëèïòè÷åñêèõ
èíòåãðàëàõ.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ïðîãðàììû MAPLE.

Åñëè ïîïðîñèòü å¼ âû÷èñëèòü íåîïðåäåë¼ííûé ñâÿçàííûé ñ
êóáèêîé Ëåæàíäðà íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë∫

dx√
x(x− 1)(x− t)

,

òî ïðîãðàììà îòâåòèò

2
t√

−tx2 + x3 + tx− x2
×
√
−x− t

t

√
x− 1

t− 1

√
x

t
× EllipticF

(√
−x− t

t
,

√
t

t− 1

)
.

Äîñòèæåíèå íåáîëüøîå, îäíàêî ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî â áèá-
ëèîòåêå ïðîãðàììû åñòü ôóíêöèÿ EllipticF , â òåðìèíàõ êîòîðîé
âûäà¼òñÿ îòâåò.

Åñëè æå çàõîòåòü âû÷èñëèòü çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà t îïðå-
äåë¼ííûé èíòåãðàë ∫ 1

0

dx√
x(x− 1)(x− t)

,

òî ïîëó÷èì íå óìåùàþùèéñÿ íà ýêðàíå îòâåò â òåðìèíàõ

EllipticK(
√

t−1
t
) è EllipticF (

√
t−1
t
,
√

t−1
t
), èç ôàêòà ñóùåñòâîâàíèÿ
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êîòîðîãî ñëåäóåò î÷åâèäíàÿ èíôîðìàöèÿ óæå ïðî äâå ôóíêöèè, â
êîòîðûõ ïðè æåëàíèè ìîæíî ðàçîáðàòüñÿ: ïî÷èòàòü ñïðàâî÷íóþ
ëèòåðàòóðó, íà÷åðòèòü ãðàôèêè, ðàçëîæèòü â ðÿäû è ò.ï.

Åñëè æå, íàêîíåö, çàïðîñèòü ÷èñëåííîå çíà÷åíèå, ñêàæåì,
èíòåãðàëà ∫ 1

2

0

dx√
x(x− 1)(x− 1

2
)
,

òî ïðîãðàììà îòâåòèò

2EllipticK

(
1

2

√
2

)
Ðàçáèðàòüñÿ â ôóíêöèè EllipticK íå îáÿçàòåëüíî: ìîæíî çàïðî-
ñèòü ÷èñëåííî çíà÷åíèå è ïîëó÷èòü 3.708149354. . . . Åñëè ïîëó÷åí-
íîé òî÷íîñòè íåäîñòàòî÷íî, òî ìîæíî íàñòðîèòü ïðîãðàììó íà âû-
÷èñëåíèå, ñêàæåì, 30 äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ è ïîëó÷èòü∫ 1

0

dx√
x(x− 1)(x− t)

= 3.70814935460274383686770069440 . . . .

Ðàçóìååòñÿ, îùóùåíèå âñåñèëèÿ îò ïîäîáíûõ îïåðàöèé èìååò ìàëî
îáùåãî ñ ïîíèìàíèåì ìàòåìàòè÷åñêîé ïðèðîäû ïðîèñõîäÿùåãî.

2.2.4. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà. Âîçâðàùàåìñÿ ê àáå-
ëåâó äèôôåðåíöèàëó∫

dϕ√
a2 cos2 ϕ+ b2 sin2 ϕ

=
1

a

∫
du√

(1− u2)(1− k2u2)
.

Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ çàìåíîé ïåðåìåííîé u = sinϕ, ïàðàìåòðû
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì k =

√
a2−b2
a

. Ïðåèìóùåñòâî òðèãîíîìåòðè-
÷åñêîé ôîðìû: b→ a.

ÂÌ, ñòð. 39:
x = a+ (b− a) sin2 ϕ.

ÂÌ, ñòð. 40:
y2 = 4(x− e1)(x− e2)(x− e3),

(e3 < e2 < e1)

2

∫ e2

e3

dx√
(x− e1)(x− e2)(x− e3)

=

=

∫ 2π

0

dϕ√
(e1 − e3) cos2 ϕ+ (e1 − e2) sin2 ϕ

.
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2.2.5. Ñâÿçü ñ agM: ôîðìóëà Ëàãðàíæà-Ãàóññà. Ãëàâíàÿ ôîð-
ìóëà: "íàøà"

2

π

∫ π
2

0

dϕ√
a2 cos2 ϕ+ b2 sin2 ϕ

=
1

agM(a, b)

è ÂÌ, ñòð. 40:

2

∫ e2

e3

dx√
(x− e1)(x− e2)(x− e3)

=
π

2agM(
√
e1 − e3,

√
e2 − e3)

2.3. Ïîäñòàíîâêà Ãàóññà è èçîãåíèè

2.3.0. Ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå êàê ãðóïïû. ÝÒÎ ÂÑÅ ÇÍÀ-
ÞÒ...

2.3.1. Êîíå÷íûå ãðóïïû ñäâèãîâ è ôàêòîðû ïî íèì.

Ñì. çàäà÷ó 2.6.

2.3.2. Èçîãåíèè. ÂÌ, ñòð. 44:

Ñíîâà e1 > e2 > e3, íî òåïåðü ê òîìó æå e1 + e2 + e3 = 0.
Ïîëîæèì

a :=
√
e1 − e3, b :=

√
e1 − e2.

Îòîáðàæåíèå Ãàóññà ïåðåïèøåì â âèäå

a′ =
a+ b

2
, b′ =

√
ab.

Ïîëîæèì

e′1 :=
a′2 + b′2

3
, e′2 :=

a′2 − 2b′2

3
, e′1 :=

b′2 − 2a′2

3
.

Îêàçûâàåòñÿ e′1 > e′2 > e′3 è

e′1 − e′3 = a′2,

e′1 − e′2 = b′2

ïðè e′1 + e′2 + e′3 = 0. Òåïåðü 2-èçîãåíèÿ ðåàëèçóåòñÿ ôîðìóëàìè

x = x′ +
(e′3 − e′1)(e′3 − e′2)

x′ − e′3
,

y = y′
(
1− (e′3 − e′1)(e′3 − e′2)

(x′ − e′3)2
)
.
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2.3.3. Ñâÿçü 2-èçîãåíèé ñ ïîäñòàíîâêàìè Ãàóññà. Ñì. çàäà÷ó
2.6. è ÂÌ âûøå, ñîãëàñíî êîòîðîìó∫ ∞

e1

dx√
(x− e1)(x− e2)(x− e3)

=

∫ ∞
e′1

dx′√
(x′ − e′1)(x′ − e′2)(x′ − e′3)

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[BostMestre1988] Jean-Benoit Bost and Jean-Francois Mestre, Moyenne

arithm�etico-g�eom�etrique et p�eriodes des courbes de genre 1 et 2. Gaz. Math.
38 (1988), 36�64.
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