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1 Âìåñòî ââåäåíèÿ (î ÷åì òîïîëîãèÿ è âîîáùå)

1.1 Ãîìåîìîðôèçìû

Òîïîëîãèÿ � íàóêà î ôîðìàõ. Ïîä ôîðìàìè, êîíå÷íî, ìîæíî ïîíèìàòü ðàçíîå. Ôîð-
ìàëüíîå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ �òîïîëîãèè íà ìíîæåñòâå�
ìîæíî íàéòè âî ìíîãèõ èñòî÷íèêàõ. Òå, êòî ïðîñòî õî÷åò èìåòü ñòðîãîå îïðåäåëåíèå
òîïîëîãèè ïåðåä ãëàçàìè, ìîãóò îáðàòèòüñÿ ê âèêèïåäèè, à òå, êòî õî÷åò â òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííóþ òîïîëîãèþ ñåðüåçíî âíèêíóòü, � ïî÷èòàéòå Ýëåìåíòàðíóþ òîïîëîãèþ
[6] è ïîäåëàéòå îòòóäà óïðàæíåíèÿ.

Äëÿ íàñ áóäåò äîñòàòî÷íî òàêîãî ïîíèìàíèÿ: òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, èëè
ôîðìà, � ýòî íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî â Rn. Ïðè ýòîì íóæíî äîãîâîðèòüñÿ î òîì,
êàêèå ïîäìíîæåñòâà ñ÷èòàòü îäèíàêîâûìè, à êàêèå � ðàçíûìè. Áàçîâîå ïîíÿòèå òóò
� ãîìåîìîðôèçì.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ãîìåîìîðôèçì èç òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X â òîïîëîãè÷å-
ñêîå ïðîñòðàíñòâî Y � ýòî íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ f : X Ñ Y , îáðàòíàÿ ê êîòîðîé òîæå
íåïðåðûâíà. Åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí ãîìåîìîðôèçì ìåæäó X è Y , òî ãîâîðÿò,
÷òî X ãîìåîìîðôíî Y , îáîçíà÷åíèå X � Y .

Çàìå÷àíèå 1.2. Åñòü ïðèìåð, îáúÿñíÿþùèé, çà÷åì òðåáîâàòü îò ãîìåîìîðôèçìà âñå,
÷òî íàïèñàíî â îïðåäåëåíèè. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f èç ïîëóîòêðûòîãî èíòåðâà-
ëà r0, 2πq â îêðóæíîñòü S1 � tx2 � y2 � 1u, çàäàííîå ôîðìóëîé fptq � pcos t, sin tq.
Ýòî îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî. È îíî âçàèìíî îäíîçíà÷íî, à çíà÷èò åñòü îáðàòíîå
îòîáðàæåíèå f�1 : S1 Ñ r0, 2πq. Îäíàêî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå óæå íå ÿâëÿåòñÿ íåïðå-
ðûâíûì: òî÷êè p1, 0q è pcosp�εq, sinp�εqq áëèçêè íà îêðóæíîñòè, íî ñîîòâåòñòâóþùèå
èì òî÷êè 0 è 2π � ε äàëåêè íà èíòåðâàëå r0, 2πq. À ðàç îáðàòíîå îòîáðàæåíèå f�1

ðàçðûâíî, f íå ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.

Ïðèìåð 1.3. Èìååì p�1, 1q � R (îòêðûòûé èíòåðâàë ãîìåîìîðôåí ïðÿìîé). Ýòî ïî-
òîìó ÷òî åñòü ôóíêöèÿ f : p�1, 1q Ñ R, fpxq � tgpπ

2
xq, êîòîðàÿ îñóùåñòâëÿåò áèåêöèþ

èç p�1, 1q â R, íåïðåðûâíà, è îáðàòíàÿ ê íåé (ñèðå÷ü, 2
π

arctgpyq) òîæå íåïðåðûâíà.

Èç ýòîãî ïðèìåðà, íåñìîòðÿ íà åãî ïðîñòîòó, ìîæíî óãëÿäåòü, ÷òî îãðàíè÷åííîå
ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü ãîìåîìîðôíî íåîãðàíè÷åííîìó (ò.å. ñâîéñòâî îãðàíè÷åííîñòè
íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ãîìåîìîðôèçìà). Îäíàêî ïîëåçíî çíàòü, ÷òî

Ïðåäëîæåíèå 1.4. Îáðàç êîìïàêòà ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè ÿâëÿåòñÿ êîì-
ïàêòîì. Â ÷àñòíîñòè, åñëè X � Y è X � êîìïàêò, òî Y � òîæå êîìïàêò.

Íàïîìíèì, ÷òî êîìïàêò � ýòî çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî â Rn.

Óïðàæíåíèå 1.5. Îñîçíàòü, ÷òî óòâåðæäåíèå âûøå � ýòî ïåðåôîðìóëèðîâêà òåîðåìû
Âåéåðøòðàññà èç ñòàíäàðòíîãî êóðñà ìàòàíàëèçà.

Óïðàæíåíèå 1.6. ßâíî ïîñòðîéòå ãîìåîìîðôèçì ìåæäó êðóãîì è êâàäðàòîì.

Ïðèìåð 1.7. Äâå òî÷êè íà ïðÿìîé t0, 1u � R íå ãîìåîìîðôíû òðåì òî÷êàì t�2, 3, πu �
R. Î÷åâèäíî, ïîòîìó ÷òî ìåæäó ýòèìè ìíîæåñòâàìè íåò áèåêöèé âîîáùå.
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Ïðèìåð 1.8. Äâà îòðåçêà X � r0, 1s Y r2, 3s � R íå ãîìåîìîðôíû òðåì îòðåçêàì
Y � r0, 1s Y r2, 3s Y r4, 5s � R. Èíòóèòèâíàÿ èäåÿ: ó íèõ ðàçíîå ÷èñëî êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè. Ôîðìàëüíî, êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà Z � ýòî íàèáîëüøåå ïî
âêëþ÷åíèþ ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà Z. Ïîäìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ñâÿç-
íûì, åñëè îíî îäíîâðåìåííî îòêðûòî è çàìêíóòî â òîïîëîãèè Z. Åñëè âàì èíòåðåñíî,
ïîïðîáóéòå ïîíÿòü, ïî÷åìó ýòî îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ èíòóèòèâíûì, ïî êðàéíåé
ìåðå äëÿ ïðèâåäåííûõ ïðèìåðîâ.

Ñóùåñòâóåò åùå îäíî îïðåäåëåíèå ñâÿçíîñòè è, ñîîòâåòñòâåííî, êîìïîíåíò ñâÿç-
íîñòè: ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü (îíî áîëüøå ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ìû çíàåì èç ðàáîòû
ñ ãðàôàìè). Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì, åñëè äëÿ
ëþáûõ äâóõ òî÷åê x1, x2 P X ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ ñ êîíöàìè â x1 è x2,
ïîëíîñòüþ ëåæàùàÿ â X. Òóò íàäî ïîíèìàòü, ÷òî îïðåäåëåíèÿ ñâÿçíîñòè è ëèíåéíîé
ñâÿçíîñòè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ýêâèâàëåíòíû. Íî ðàçëè÷èå ïðîÿâëÿåòñÿ íà ýêçîòè÷å-
ñêèõ ôðàêòàëüíûõ ïðèìåðàõ, êîòîðûõ ó íàñ òóò íå áóäåò.

Íåôîðìàëüíî ìîæíî ïîíèìàòü ãîìåîìîðôèçì êàê âîçìîæíîñòü ïðîäåôîðìèðî-
âàòü îäíî ìíîæåñòâî â äðóãîå, ïðè ýòîì ðàçðåøàåòñÿ êàê óãîäíî ðàñòÿãèâàòü ìíî-
æåñòâî, íî íå ðâàòü, íå ðåçàòü è íå ñêëåèâàòü. Âîîðóæèâøèñü ýòîé èäååé, ïåðåé-
äåì ê ïðèìåðàì ïîäìíîæåñòâ â R2, ñì. Ðèñ.1. Ïîïðîáóéòå îñîçíàòü ãîìåîìîðôèçìû
X1 � X2, Y1 � Y2, Z1 � Z2, K1 � K2, L1 � L2.

X1
X2

Y1 Y2

Z1 Z2

Г1 Г2
L1 L2

K1

K2

Ðèñ. 1: Òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà â R2

Ïðèìåð 1.9. Ëþáîå ïðîñòðàíñòâî âåðõíåãî ðÿäà ÍÅ ãîìåîìîðôíî ëþáîìó ïðîñòðàí-
ñòâó íèæíåãî ðÿäà. Èíòóèòèâíî òóò îïÿòü æå âñå ïîíÿòíî: òå, ÷òî ñâåðõó, äâóìåð-
íûå, à òå, ÷òî ñíèçó, îäíîìåðíûå. Îáðàòèòå âíèìàíèå: âñå ýòè ïîäìíîæåñòâà ëåæàò
íà 2-ìåðíîé ïëîñêîñòè R2 âàøåãî ýêðàíà, íî èõ ñîáñòâåííàÿ ðàçìåðíîñòü ìîæåò íå
ñîâïàäàòü ñ 2.

Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà óæ òî÷íî äîëæíà áûòü èíâàðèàíòîì ãîìåîìîðôèçìà,
èíà÷å ïîíÿòèå ãîìåîìîðôèçìà áûëî áû êàêèì-òî ñòðàííûì. Ñòðîãîãî îïðåäåëåíèÿ
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ðàçìåðíîñòè òóò íå áóäåò: â ïåðâîé ïîëîâèíå 20 âåêà ëþäè èç îáùåé òîïîëîãèè íà-
ïðèäóìûâàëè òàêîå êîëè÷åñòâî ðàçíûõ æóòêèõ îïðåäåëåíèé ðàçìåðíîñòè îáùèõ òî-
ïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ÷òî îò ýòîãî èçîáèëèÿ äî ñèõ ïîð ñòðàäàþò íà êàíäèäàò-
ñêîì ýêçàìåíå ïî òîïîëîãèè êàê àñïèðàíòû, òàê è ýêçàìåíàòîðû. Áîëüøèíñòâî ýòèõ
îïðåäåëåíèé ñåé÷àñ íèêîìó íå íóæíû.1

Ïðèìåð 1.10. Ïðîñòðàíñòâà K1 è L1 íå ãîìåîìîðôíû. Â íàñòîÿùèé ìîìåíò ñàìûé
ïðîñòîé ñïîñîá ýòî óâèäåòü � âûêèíóòü èç ïðîñòðàíñòâà îäíó òî÷êó. Åñëè èç K1

âûêèíóòü êàêóþ-íèáóäü òî÷êó (çà èñêëþ÷åíèåì êîíöîâ îòðåçêà), òî îíî ðàñïàäåòñÿ
íà äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè. Åñëè èç L1 âûêèíóòü ëþáóþ òî÷êó, òî îíî ïî-ïðåæíåìó
áóäåò ñîñòîÿòü èç îäíîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè.

Ýòîò àðãóìåíò ìîæíî äàëüøå ðàçâèâàòü. Íàïðèìåð, ìîæíî ïîñ÷èòàòü äëÿ ïðî-
ñòðàíñòâ èç íèæíåãî ðÿäà êîëè÷åñòâî òî÷åê, ïðè âûêèäûâàíèè ëþáîé èç êîòîðûõ
ïðîñòðàíñòâî òåðÿåò ñâÿçíîñòü. Äëÿ K1 è K2 òàêèõ òî÷åê áåñêîíå÷íî ìíîãî � âñå,
êðîìå äâóõ êîíöîâ. Äëÿ L1 è L2 òàêèõ òî÷åê íåò. Äëÿ Γ1 òàêèõ òî÷åê òîæå íåò. Äëÿ
Γ2 � òàêàÿ òî÷êà ðîâíî îäíà. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî Γ1 è Γ2 íå ãîìåîìîðôíû.
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Çàìå÷àíèå 1.11. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ôèãóðû â íèæíåé ñòðîêå Ðèñ. 1 ÿâëÿþòñÿ ãðà-
ôàìè. Åñëè òî÷íåå, òî ïëîñêèìè ãðàôàìè (ïëîñêèé ãðàô � ýòî ãðàô, íàðèñîâàííûé
íà ïëîñêîñòè áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé). Ìîæíî ïðèäóìàòü òàêîå ñèíòåòè÷åñêîå îïðåäåëå-
íèå ãîìåîìîðôèçìà ãðàôîâ (ëþáûõ, íå îáÿçàòåëüíî ïëîñêèõ). Îïðåäåëèì îïåðàöèþ:
â ãðàôå G ðàçðåøàåòñÿ âçÿòü ëþáîå ðåáðî è äîáàâèòü íà íåãî âåðøèíó (ðåáðî ðàçáè-
âàåòñÿ íà äâà ðåáðà). Îïðåäåëèì îáðàòíóþ îïåðàöèþ: ìîæíî âçÿòü ëþáóþ âåðøèíó
ñòåïåíè 2, ñòåðåòü ýòó âåðøèíó, è ñëèòü äâà ðåáðà â îäíî. Äâà ãðàôà íàçûâàþòñÿ
ãîìåîìîðôíûìè, åñëè îäèí èç äðóãîãî ìîæíî ïîëó÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ îïè-
ñàííûõ îïåðàöèé.

Äëÿ ãðàôîâ ýòî îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíî îáùåìó îïðåäåëåíèþ ãîìåîìîðôèçìà.
Ïî-äðóãîìó ìîæíî ýòó ìûñëü âûðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñêàæåì, ÷òî ãðàô G̃ ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîäðàçáèåíèåì ãðàôà G, åñëè G̃ ïîëó÷àåòñÿ èç G äîáàâëåíèåì äîïîëíèòåëüíûõ
âåðøèí íà ðåáðàõ. Òîãäà ãðàôû G è H ãîìåîìîðôíû â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà
ñóùåñòâóþò ïîäðàçáèåíèÿ G̃ è H̃ ýòèõ ãðàôîâ, êîòîðûå èçîìîðôíû ìåæäó ñîáîé.

Èç ñèíòåòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ ãîìåîìîðôèçìà ãðàôîâ ìîæíî âûâåñòè êàêèå-
íèáóäü ïîëåçíûå ôàêòû. Íàïðèìåð, ÷òî êîëè÷åñòâî nk âåðøèí ñòåïåíè k � 2 ÿâëÿåòñÿ
èíâàðèàíòîì ãîìåîìîðôèçìà. Â ÷àñòíîñòè, êîëè÷åñòâî âèñÿ÷èõ âåðøèí ÿâëÿåòñÿ èí-
âàðèàíòîì.

Ïåðåéäåì ê äâóìåðíûì ïðîñòðàíñòâàì. Êàê íàì ðàçëè÷èòü äâóìåðíûå òîïîëîãè-
÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà èç âåðõíåãî ðÿäà Ðèñ.1? Òóò âûêèäûâàíèå òî÷åê è ñâÿçíîñòü íå

1Çà èñêëþ÷åíèåì õàóñäîðôîâîé, èëè ôðàêòàëüíîé, ðàçìåðíîñòè. Ýòî ïîíÿòèå óæå äàâíî ïåðåêî-
÷åâàëî â ìåäèöèíñêèå ïðèëîæåíèÿ. Íî ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü êàê ðàç òàêè
èíâàðèàíòîì ãîìåîìîðôèçìà íå ÿâëÿåòñÿ (ëåãêî ïîñòðîèòü äâà ãîìåîìîðôíûõ ôðàêòàëà, èìåþùèõ
ðàçíûå õàóñäîðôîâû ðàçìåðíîñòè)

2Õîòÿ âûãëÿäÿò ïîõîæå. Ýòà ïîõîæåñòü îïèñûâàåòñÿ äðóãèì, áîëåå ñëàáûì ïîíÿòèåì ãîìîòîïè-
÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè, ñì. íèæå.
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Ðèñ. 2: Ãðàôû ñâåðõó íå èçîìîðôíû. Íî ó íèõ åñòü îáùåå ïîäðàçáèåíèå, ïîêàçàííîå
ñíèçó. Çíà÷èò ãðàôû ãîìåîìîðôíû.

ïîìîãàþò: êàêóþ òî÷êó íå âûêèäûâàé, ïðîñòðàíñòâî îñòàåòñÿ ñâÿçíûì. Íåôîðìàëü-
íî ãîâîðÿ, àðãóìåíò òóò òàêîé: ó ïðîñòðàíñòâ Xi äûðîê íåò, ó ïðîñòðàíñòâ Yi äûðêà
îäíà, à ó ïðîñòðàíñòâ Zi äâå äûðêè. Îñòàëîñü òîëüêî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå �äûðêà�.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòîãî ñäåëàòü íåëüçÿ. Çàòî ìîæíî ôîðìàëèçîâàòü ïîíÿòèå �êîëè-
÷åñòâî i-ìåðíûõ äûðîê òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X� � äëÿ ýòîé ôîðìàëèçàöèè
íóæíû ãîìîëîãèè è ÷èñëà Áåòòè ïðîñòðàíñòâà X, ñì. ïàðàãðàô 3.

Çàìå÷àíèå 1.12. Ìîæíî áûëî áû ïîïûòàòüñÿ ôîðìàëèçîâàòü ïîäñ÷åò ÷èñëà äûðîê
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàìåòèì, ÷òî åñëè èç ïëîñêîñòè R2 âûðåçàòü X1, òî îñòàíåòñÿ
ñâÿçíîå ìíîæåñòâî. Åñëè èç ïëîñêîñòè âûðåçàòü Y1, òî îñòàíåòñÿ ìíîæåñòâî èç äâóõ
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. À åñëè âûðåçàòü Z1, òî îñòàíåòñÿ òðåõêîìïîíåíòíîå ìíîæåñòâî.
Íî òóò âîçíèêàåò íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ôóíäàìåíòàëüíûõ âîïðîñîâ.

Âî-ïåðâûõ, ôîðìàëèçàöèÿ. Èç êàðòèíêè âðîäå áû î÷åâèäíî, ÷òî, íàïðèìåð, L1

ðàçäåëÿåò ïëîñêîñòü íà äâå ÷àñòè. Îáùåå óòâåðæäåíèå çâó÷èò òàê:

Òåîðåìà 1.13 (Òåîðåìà Æîðäàíà). Íåïðåðûâíàÿ çàìêíóòàÿ íåñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ
êðèâàÿ â R2 ðàçäåëÿåò ïëîñêîñòü íà äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè.

È îíî âåñüìà íåòðèâèàëüíî3.
Âî-âòîðûõ, åñòü òîíêîñòü: åñëè íàðèñîâàòü Y1 íà ïëîñêîñòè, òî ó äîïîëíåíèÿ R2zY1

áóäåò äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, à åñëè òî æå ñàìîå ìíîæåñòâî Y1 ðàññìîòðåòü êàê
ïîäìíîæåñòâî â R3, òî äîïîëíåíèå R3zY1, êîíå÷íî, áóäåò ñâÿçíûì. Ïîýòîìó íàäî ñëå-
äèòü çà òåì, â êàêîì îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå ìû ñèäèì.

3Ðàññêàçûâàþò, ÷òî íà Ìåõìàòå êîãäà-òî ÷èòàëñÿ ñïåöêóðñ èç 10 ëåêöèé, ïîñâÿùåííûé èñêëþ÷è-
òåëüíî ýòîìó äîêàçàòåëüñòâó
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Â-òðåòüèõ, âîò òàêîå óòâåðæäåíèå �åñëè ïðîñòðàíñòâà N1 � Rn è N2 � Rn ãîìåî-
ìîðôíû, òî RnzN1 � RnzN2� íåâåðíî. Ïðèìåðîì òîìó ñëóæèò çíàìåíèòàÿ �ðîãàòàÿ
ñôåðà Àëåêñàíäåðà�, ïðèäóìàííàÿ â íà÷àëå 20-ãî âåêà (ñì. âèêèïåäèþ). Óòâåðæäåíèå
î òîì, ÷òî ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ó ïðîñòðàíñòâ RnzN1 è RnzN2 ñîâïàäàåò, ïðè
ýòîì âåðíî. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðèè äâîéñòâåííîñòè
Àëåêñàíäåðà, î êîòîðîé óïîìÿíóòî â ðàçäåëå 3.10.

1.2 Ãîìîòîïèè

Åùå îäèí îáùåòîïîëîãè÷åñêèé êîíöåïò, êîòîðûé íóæíî çíàòü, íî ïðî êîòîðûé ÿ ïî-
äðîáíî ïèñàòü íå áóäó, à ñîøëþñü íà, íàïðèìåð, [12] � ýòî ãîìîòîïèè è ãîìîòîïè÷å-
ñêèå ýêâèâàëåíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1.14. Äâà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèÿ f, g : X Ñ Y ìåæäó òîïîëî-
ãè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå F : X�r0, 1s Ñ Y , òàêîå ÷òî F px, 0q � fpxq è F px, 1q � gpxq. Îáîçíà÷åíèå
f � g. Ñàìî îòîáðàæåíèå F íàçûâàåòñÿ ãîìîòîïèåé ìåæäó îòîáðàæåíèÿìè f è g.

Ãîìîòîïèþ ìîæíî ïîíèìàòü êàê ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé ft : X Ñ Y , ftpxq �
F px, tq, êîòîðîå ñ òå÷åíèåì âðåìåíè t P r0, 1s �íåïðåðûâíî äåôîðìèðóåò� îòîáðàæå-
íèå f0 � f â îòîáðàæåíèå f1 � g.

Ïðèìåð 1.15. Ðàññìîòðèì äâà îòîáðàæåíèÿ f, g : r�2, 2s Ñ r�2, 2s, îäíî òîæäåñòâåííîå
gpxq � x, à äðóãîå � âñå â òî÷êó, fpxq � 0 P r�2, 2s, @x P r�2, 2s. Ýòè äâà îòîáðàæåíèÿ
ãîìîòîïíû. Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî çàäàòü íåïðåðûâíóþ äåôîðìàöèþ ìåæäó f è g,
ïîëîæèâ, íàïðèìåð

ftpxq � F px, tq � tx.

Ïðè t � 0 âñå îòîáðàæàåòñÿ â îäíó òî÷êó, ïðè t � 1 âñå îòîáðàæàåòñÿ òîæäåñòâåííî,
êàê ìû è õîòåëè.

Ïðèìåð 1.16. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó ìîæíî ðàññìîòðåòü äâà îòîáðàæå-
íèÿ èç êðóãà ñ äûðêîé â ñåáÿ, ñì. Ðèñ. 3. Îäíî îòîáðàæåíèå f � òîæäåñòâåííîå, à
äðóãîå, g, ñõëîïûâàåò òî÷êè ïðîñòðàíñòâà Y íà çàìêíóòóþ êðèâóþ L, ëåæàùóþ âíóò-
ðè Y . Ýòè äâà îòîáðàæåíèÿ ãîìîòîïíû, ïîòîìó ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü íåïðåðûâíóþ
èíòåðïîëÿöèþ ìåæäó íèìè: â ìîìåíò âðåìåíè t îòïðàâèòü òî÷êó y P Y êóäà-òî íà
ïîëïóòè ìåæäó fpyq è gpyq â ñîîòíîøåíèè t : p1 � tq.

Îïðåäåëåíèå 1.17. Äâà òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà X è Y íàçûâàþòñÿ ãîìîòî-
ïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ïàðà îòîáðàæåíèé h : X Ñ Y è k : Y Ñ
X, òàêàÿ ÷òî êîìïîçèöèÿ h � k : Y Ñ Y ãîìîòîïíà òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ
idY : Y Ñ Y , à êîìïîçèöèÿ k � h : X Ñ X ãîìîòîïíà òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ
idX : X Ñ X. Îáîçíà÷åíèå X � Y .

Åñëè ïðè ýòîì îäíî èç îòîáðàæåíèé, ñêàæåì k : Y Ñ X, ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì ïîä-
ïðîñòðàíñòâà, òî ïîäïðîñòðàíñòâî Y íàçûâàåòñÿ äåôîðìàöèîííûì ðåòðàêòîì ïðî-
ñòðàíñòâà X. Ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî X (äåôîðìàöèîííî) ðåòðàãèðóåòñÿ íà Y .
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Ðèñ. 3: Ãîìîòîïíûå îòîáðàæåíèÿ èç Y â Y

Ïðèìåð 1.18. Ïðîñòðàíñòâà Y è L èç êàðòèíêè 3 ãîìîòîïíû. Â êà÷åñòâå h : Y Ñ L
ìîæíî âçÿòü îòîáðàæåíèå g èç ïðèìåðà 1.16, ïðîåöèðóþùåå ïðîäûðÿâëåííûé êðóã íà
êðèâóþ. Â êà÷åñòâå îòîáðàæåíèÿ k : LÑ Y ìîæíî âçÿòü åñòåñòâåííîå âëîæåíèå ýòîé
êðèâîé. Òîãäà h � k : LÑ L � ýòî óæå òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå idL, à êîìïîçèöèÿ
â îáðàòíîì ïîðÿäêå, k �h : Y Ñ Y � ïî ïîñòðîåíèþ ñîâïàäàåò ñ ïðîåêöèåé g, êîòîðàÿ,
êàê ìû âûÿñíèëè â ïðèìåðå 1.16, ãîìîòîïíà îòîáðàæåíèþ idY . Êðèâàÿ L ÿâëÿåòñÿ
äåôîðìàöèîííûì ðåòðàêòîì ìíîæåñòâà Y .

Óïðàæíåíèå 1.19. Ïðîâåðüòå, ÷òî ãîìîòîïíîñòü ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíî-
ñòè íà ìíîæåñòâå íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé èç X â Y , à ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòü � ýêâèâàëåíòíîñòüþ íà êëàññå âñåõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Ãîâîðÿ ïðîñòûìè ñëîâàìè, ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü íàì ðàçðåøàåò íå
òîëüêî íåïðåðûâíî äåôîðìèðîâàòü òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, êàê áûëî â ñëó÷àå
ãîìåîìîðôèçìà, íî è èñòîí÷àòü èõ, èëè, íàîáîðîò, óòîëùàòü. Â ÷àñòíîñòè, ðàçìåð-
íîñòü ó ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ïðîñòðàíñòâ ìîæåò áûòü ðàçíàÿ. Òàêîãî èíòó-
èòèâíîãî ïîíèìàíèÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè íàì áóäåò âïîëíå äîñòàòî÷íî4.
Òàê, íà Ðèñ. 1, ïðîñòðàíñòâà X1, X2, K1, K2 ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, ïðîñòðàí-
ñòâà Y1, Y2, L1, L2 ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, è ïðîñòðàíñòâà Z1, Z2,Γ1,Γ2 ãîìîòî-
ïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû. À âîò ìåæäó ñîáîé ýòè òðè ÷åòâåðêè ïîïàðíî íå ãîìîòîïè÷å-
ñêè ýêâèâàëåíòíû, ÷òî ìû ê êîíöó ýòîãî òåêñòà, íàäåþñü, ïîéìåì. Ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâ
X1, X2, K1, K2 îñîáåííî âàæåí.

Îïðåäåëåíèå 1.20. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ñòÿãèâàåìûì, åñëè
îíî ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ïðîñòðàíñòâó, ñîñòîÿùåìó èç îäíîé òî÷êè: X � pt.

Èíûìè ñëîâàìè, ïðîñòðàíñòâî X ñòÿãèâàåìî, åñëè îíî äåôîðìàöèîííî ðåòðàãèðó-
åòñÿ íà ëþáóþ (èëè íà êàêóþ-íèáóäü) ñâîþ òî÷êó.

Ïðèìåð 1.21. Âûïóêëûå ìíîæåñòâà ñòÿãèâàåìû (ïîòîìó ÷òî ìîæíî âûáðàòü òî÷êó
âíóòðè ìíîæåñòâà, è íåïðåðûâíî ãîìîòåòèðîâàòü ýòî ìíîæåñòâî ñ öåíòðîì â ýòîé
òî÷êå, ïîêà îíî íå ïðåâðàòèòñÿ â òî÷êó, ò.å. ïðè êîýôôèöèåíòå ãîìîòåòèè 0). Ãðàôû-
äåðåâüÿ ñòÿãèâàåìû (äîêàæèòå!). Ñèðåíåâàÿ çàãîãóëèíà íà Ðèñ. 4 ñòÿãèâàåìà.

4Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò áîëåå ïðÿìîëèíåéíûé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ ãîìîòîïè÷åñêîé
ýêâèâàëåíòíîñòè êàê ðàç ÷åðåç îïåðàöèè �èñòîí÷åíèÿ� è �óòîëùåíèÿ�. Ïðàâäà, â èòîãå ïîëó÷àåò-
ñÿ ïîíÿòèå ïðîñòîé ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðîå ÷óòü áîëåå ñèëüíîå, ÷åì îáû÷íàÿ
ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü
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Äîì Áèíãà íà Ðèñ. 4, ñïðàâà, ñòÿãèâàåì. Ñòðóêòóðà äîìà Áèíãà òàêîâà: åñòü äâå
êîìíàòû, â íèæíþþ èäåò âåíòèëÿöèîííàÿ øàõòà ñ êðûøè, à â âåðõíþþ � øàõòà èç
ïîëà, è â êîìíàòàõ åñòü ïåðåãîðîäêè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Ïîïðîáóéòå äîêàçàòü,
÷òî äîì Áèíãà ñòÿãèâàåì. Ñòàíäàðòíàÿ ïîäñêàçêà òóò òàêàÿ: èñòîí÷àòü òîïîëîãè÷å-
ñêîå ïðîñòðàíñòâî òóò óæå íåêóäà, íî ìîæíî âíà÷àëå íåìíîãî óòîëñòèòü. Ïîïðîáóéòå
ïðåäñòàâèòü, ÷òî ñòåíû äîìà Áèíãà ñäåëàíû èç òîíêîãî ñëîÿ ïëàñòèëèíà, è ïðåäñòàâü-
òå, êàê áû âû ñäåëàëè òàêóþ øòóêó èç ïðÿìîóãîëüíîãî áðóñêà ïëàñòèëèíà.

Ðèñ. 4: Ïðèìåðû ñòÿãèâàåìûõ ïðîñòðàíñòâ

Ïðèìåð 1.22. Îêðóæíîñòü S1 � tx2 � y2 � 1u íå ñòÿãèâàåìà (ýòî áóäåò ïîíÿòíî ïî-
ñëå ïîäðàçäåëà 3.5). Ïàðà òî÷åê íå ñòÿãèâàåìà (äîêàæèòå!). Áîëåå îáùî: äîêàæèòå,
÷òî ñòÿãèâàåìîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì. Ïóñòîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî íåñòÿãèâàåìî, ïîñêîëüêó èç òî÷êè â ïóñòîå ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé íåò
âîîáùå5, à çíà÷èò îïðåäåëåíèå ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè íå âûïîëíåíî.

2 Ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû

2.1 Êîìáèíàòîðíîå îïðåäåëåíèå ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà

Ïîñêîëüêó ìû õîòèì ñ ïîìîùüþ òîïîëîãèè ïðîèçâîäèòü êàêèå-òî âû÷èñëåíèÿ, íàì
íóæíî çàôèêñèðîâàòü íåêèé êëàññ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðûå ìîæíî êîì-
áèíàòîðíûì è êîíå÷íûì îáðàçîì îïèñàòü è çàãíàòü â êîìïüþòåð. Åñòåñòâåííûé ïðå-

5Â òåîðèè ìíîæåñòâ åñòü òàêîé ôîðìàëèçì: ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé èç íåïóñòîãî ìíîæåñòâà â
ïóñòîå ìíîæåñòâî � ïóñòî, à ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé èç ïóñòîãî ìíîæåñòâà â ïóñòîå ìíîæåñòâî
ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà, �òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ�. Åñëè âñïîìíèòü, ÷òî ìíîæåñòâî
îòîáðàæåíèé èçm-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà â n-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî èìååò ìîùíîñòü nm, òî äîâîëü-
íî åñòåñòâåííî, ÷òî 0m � 0 ïðè m ¡ 0, íî ïðè ýòîì ïîëàãàþò 00 � 1. Êñòàòè, èç ïóñòîãî ìíîæåñòâà
â ëþáîå ìíîæåñòâî ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíî îòîáðàæåíèå (n0 � 1).
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òåíäåíò íà ýòó ðîëü � ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû: ñ ýòîãî ïîíÿòèÿ è íà÷àëàñü êîì-
áèíàòîðíàÿ òîïîëîãèÿ.

×àñòü òîãî, ÷òî íàïèñàíî â ýòîì è ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ, âçÿòà èç [1]. Òàì íåêî-
òîðûå ïîíÿòèÿ îïðåäåëåíû áîëåå ðàçâåðíóòî.

Â äàëüíåéøåì ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà M îáîçíà÷àåòñÿ |M | ëèáî 7M , à 2M

îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà M . ×àñòî áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ
îáîçíà÷åíèå rms � t1, 2, . . . ,mu.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ñèìïëèöèàëüíûì êîìïë�åêñîì6 íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå âåðøèí
M íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü K � 2M ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà M , óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:

1. åñëè I P K è J � I, òî J P K;

2. ∅ P K.

Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà M íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K,
ýëåìåíòû I P K � åãî ñèìïëåêñàìè, à åñëè i P I, òî ãîâîðÿò, ÷òî i åñòü âåðøèíà
ñèìïëåêñà I. Ìíîæåñòâî âåðøèí M ìû áóäåì èíîãäà îáîçíà÷àòü V pKq. ×èñëî |I| � 1
íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ñèìïëåêñà I è îáîçíà÷àåòñÿ dim I. Ðàçìåðíîñòü ñèìïëèöè-
àëüíîãî êîìïëåêñàK åñòü ïî îïðåäåëåíèþ ìàêñèìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü åãî ñèìïëåêñîâ.
Çàìåòüòå, ÷òî ôîðìàëüíî ïóñòîé ñèìïëåêñ èìååò ðàçìåðíîñòü �1 (ê òàêîìó ôîðìà-
ëèçìó ìîæíî ïðèâûêíóòü, îí äîâîëüíî ïîëåçåí).

Ïðèìåð 2.2. Ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ ðàçìåðíîñòè ¤ 1 � ýòî ãðàô (áåç ïåòåëü è
êðàòíûõ ðåáåð).

Çàìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ îòíþäü íå ñëåäóåò, ÷òî âåðøèíà (ðàññìàòðèâàåìàÿ
êàê îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî) ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêñîì. Íàçîâåì âåðøèíó i P V pKq
ïðèçðà÷íîé, åñëè tiu R K. Ïðèçðà÷íàÿ âåðøèíà íå ìîæåò áûòü âåðøèíîé íèêàêîãî
ñèìïëåêñà â K, êàê ëåãêî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ. Ïîýòîìó, êàê ïðàâèëî, ïðèçðà÷íûå
âåðøèíû ìîæíî ïðîñòî âûêèíóòü èç ðàññìîòðåíèÿ.

Ìû ïðèâûêëè äóìàòü î ãðàôàõ â òåðìèíàõ êàðòèíîê. Ïîëåçíî òàêæå óìåòü ïðå-
âðàùàòü àáñòðàêòíûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ â ôîðìó, òî åñòü â òîïîëîãè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî, ñì. Ðèñ. 5. Ýòî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (íàçûâàåìîå ãåîìåòðè-
÷åñêîé ðåàëèçàöèåé ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà) ìîæíî îïèñàòü àíàëîãè÷íî òîìó,
êàê ýòî äåëàåòñÿ ñ ãðàôîì: êàæäîé âåðøèíå i P M ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå òî÷êà ei,
äëÿ êàæäîãî ðåáðà ti, ju P K ðèñóåòñÿ îòðåçîê ìåæäó ei è ej, äëÿ êàæäîé òðîéêè
ti, j, ku P K ðèñóåòñÿ òðåóãîëüíèê, íàòÿíóòûé íà ei, ej, ek, ÷åòâåðêå òî÷åê ñîîòâåòñòâó-
åò òåòðàýäð, è òàê äàëåå. Åùå, åñëè ìû ðèñóåì åãî â íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå, òî õî-
÷åòñÿ, ÷òîáû ýòîò àãðåãàò íå ñàìîïåðåñåêàëñÿ, ãäå íå ñëåäóåò. Äëÿ ýòîãî òî÷êè ei íàäî
áðàòü â äîñòàòî÷íî îáùåì ïîëîæåíèè â ïðîñòðàíñòâå äîñòàòî÷íî áîëüøîé ðàçìåðíî-
ñòè. Ëþáîé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà m âåðøèíàõ çàâåäîìî ìîæíî íàðèñîâàòü â
m-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

6Â ñëîâå êîìïëåêñ óäàðåíèå ñòàâèòñÿ íà áóêâó å, ñïàñèáî ôðàíöóçàì
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Îïðåäåëåíèå 2.3. ÏóñòüK � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà ìíîæåñòâå rms � t1, 2, . . . ,mu.
Ïóñòü e1, . . . , em � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Rm, è ïóñòü4I � convpei | i P Iq� ñèìïëåêñ, íà-
òÿíóòûé íà áàçèñíûå âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå èíäåêñàì èç ïîäìíîæåñòâà I � rms.
Ïîäìíîæåñòâî |K| �

�
IPK 4I � Rm íàçûâàåòñÿ (ñòàíäàðòíîé) ãåîìåòðè÷åñêîé ðåà-

ëèçàöèåé ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K.

1

2

3

4 5

6

7 8

10

9

11

0-мерные:
{1},{2},{3},{4},{5},{6},{7},{8},{9},{10},{11}

1-мерные:
{1,2},{1,9},{2,9},{1,11},{2,11},{9,11},{2,3},
{3,4},{2,5},{4,5},{3,6},{6,7},{6,8},{7,8},
{7,10},{8,10},{7,9},{9,10},{10,11}

2-мерные:
{1,2,9},{1,2,11},{1,9,11},{2,9,11},
{3,4,5},{6,7,8},{7,8,10},{9,10,11}

3-мерные:
{1,2,9,11}

(-1)-мерный: 

Ðèñ. 5: Ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ çàäàí ñïðàâà ïðè ïîìîùè ñïèñêà âñåõ ñâîèõ ñèì-
ïëåêñîâ. À ñëåâà èçîáðàæåíà åãî ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ. Ñòàíäàðòíàÿ ãåîìåòðè-
÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ îïðåäåëåíà â R11, íî äëÿ óäîáñòâà êàðòèíêà ñäåëàíà äâóìåðíîé

Óïðàæíåíèå 2.4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî |K| êîìïàêòíî.

Óïðàæíåíèå 2.5. Äîêàæèòå, ÷òî ó n-ìåðíîãî ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà ñóùåñòâóåò
ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ â R2n�1. (Ò.å., ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ ìîæíî íàðèñî-
âàòü â R2n�1 áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé. Ïîäñêàçêà: íàêèäàéòå âåðøèíû ñèìïëèöèàëüíîãî
êîìïëåêñà â R2n�1 ñëó÷àéíûì îáðàçîì è äîêàæèòå, ÷òî âñå ïîëó÷èòñÿ.)

Çàìå÷àíèå 2.6. ×àñòî ïðè ðàáîòå ñ òîïîëîãèåé ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ ôðàçà
�ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ� è ñîîòâåòñòâóþùåå îáîçíà÷åíèÿ ïðîãëàòûâàþòñÿ. Íà-
ïðèìåð, ãîâîðÿò, ÷òî êîìïëåêñ K1 ãîìåîìîðôåí K2, è ïèøóò K1 � K2, èìåÿ â âèäó
èõ ãåîìåòðè÷åñêèå ðåàëèçàöèè.

Îïðåäåëåíèå 2.7. Ñèìïëåêñ I P K íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ïî âêëþ÷åíèþ, åñëè
íå ñóùåñòâóåò òàêîãî J P K, ÷òî J ñòðîãî ñîäåðæèò I. Ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ K
íàçûâàåòñÿ ÷èñòûì (èëè ðàçìåðíîñòíî îäíîðîäíûì) åñëè âñå åãî ìàêñèìàëüíûå ïî
âêëþ÷åíèþ ñèìïëåêñû èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü.

Ïðèìåð 2.8. Íà Ðèñ. 5 ìàêñèìàëüíû ïî âêëþ÷åíèþ: t1, 2, 9, 11u, t3, 4, 5u, t6, 7, 8u,
t7, 8, 10u, t9, 10, 11u, t2, 3u, t3, 6u, t7, 9u. Ýòîò êîìïëåêñ íå÷èñò.

Çàìå÷àíèå 2.9. Êîíå÷íî, â öåëÿõ ýêîíîìèè âðåìåíè è ìåñòà ìû ìîãëè áû çàäàâàòü
ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñû íå â âèäå ïåðå÷íÿ âñåõ ñèìïëåêñîâ, à â âèäå ïåðå÷íÿ
òîëüêî ìàêñèìàëüíûõ ïî âêëþ÷åíèþ ñèìïëåêñîâ (ïîòîìó ÷òî âñå îñòàëüíûå ñèìïëåê-
ñû ìîæíî âîññòàíîâèòü, ïåðåáèðàÿ âñå âîçìîæíûå ïîäìíîæåñòâà ìàêñèìàëüíûõ).
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Ïðèìåð 2.10. Ïóñòü n pt îáîçíà÷àåò ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, ñîñòîÿùèé èç n òî÷åê
(ôîðìàëüíî, n pt � t∅, t1u, . . . , tnuu � 2rns). Äëÿ ïðîñòîòû, ïèøåì pt âìåñòî 1 pt.

Ïðèìåð 2.11. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆M ïîëíûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà ìíîæåñòâå
âåðøèí M , ò.å. êîìïëåêñ, ñîäåðæàùèé âñå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà M (∆M � 2M).
×åðåç B∆M áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, êîòîðûé ñîñòîèò èç âñåõ
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà M êðîìå ñàìîãî M (B∆M � 2MztMu). Áóäåì íàçûâàòü ∆M

ñèìïëåêñîì7 íà ìíîæåñòâå M , à B∆M � ãðàíèöåé ñèìïëåêñà íà ìíîæåñòâå M .

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñòàíäàðòíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ êîìïëåêñà ∆M �
ýòî äåéñòâèòåëüíî ñèìïëåêñ (â âûïóêëî-ãåîìåòðè÷åñêîì ñìûñëå), à ñòàíäàðòíàÿ ðåà-
ëèçàöèÿ êîìïëåêñà B∆M � ýòî ãðàíèöà ñèìïëåêñà.

Îïðåäåëåíèå 2.12. Ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû K è L íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè,
åñëè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè èõ âåðøèí, èíäóöèðóþùàÿ áèåêöèþ
ìåæäó K è L.

Ïîïðîñòó ãîâîðÿ, ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû èçîìîðôíû, åñëè îíè îòëè÷àþòñÿ
äðóã îò äðóãà òîëüêî ïåðåîáîçíà÷åíèåì âåðøèí. Êàê è â ñëó÷àå ãðàôîâ, ïîíÿòèÿ
èçîìîðôèçìà è ãîìåîìîðôèçìà ðàçëè÷àþòñÿ. Èçîìîðôíûå êîìïëåêñû, êîíå÷íî, ãî-
ìåîìîðôíû. Íî áûâàþò êîìïëåêñû, êîòîðûå íå èçîìîðôíû, íî ãîìåîìîðôíû.

Ïðèìåð 2.13. Ãðàíèöà ëþáîãî òðåõìåðíîãî ìíîãîãðàííèêà ãîìåîìîðôíà îáû÷íîé êðóã-
ëîé ñôåðå

S2 � tpx, y, zq P R3 | x2 � y2 � z2 � 1u.

Ãîìåîìîðôèçì ìîæíî ïîñòðîèòü òàê: ïîìåñòèòü íà÷àëî êîîðäèíàò âíóòðü ìíîãîãðàí-
íèêà, è ñïðîåöèðîâàòü ìíîãîãðàííèê èç íà÷àëà êîîðäèíàò íà êðóãëóþ ñôåðó. Â ÷àñò-
íîñòè, ãðàíèöû òåòðàýäðà, îêòàýäðà è èêîñàýäðà, óòÿíóòûå ñ âèêèïåäèè íà Ðèñ. 6 âñå
äðóã äðóãó ãîìåîìîðôíû. Ïðè ýòîì ýòè êîìïëåêñû, êîíå÷íî, íå èçîìîðôíû: íàïðè-
ìåð, ó íèõ ðàçíîå ÷èñëî âåðøèí.

2.2 Ãîìåîìîðôèçìû ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ

Íà áóäóùåå äîâîëüíî ïîëåçíî ââåñòè ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ÷àñòî âñòðå÷àþ-
ùèõñÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

Sn � tx � px1, . . . , xnq P Rn�1 | x21 � � � � � x2n�1 � 1u, n� ìåðíàÿ ñôåðà;

Dn � tx � px1, . . . , xnq P Rn | x21 � � � � � x2n ¤ 1u, n� ìåðíûé äèñê (èëè øàð);

7ß ñëûøàë, ÷òî íåêîòîðûå ïðîãðàììèñòû íà ÔÊÍ íàçûâàþò ñèìïëåêñîì âûïóêëóþ îáîëî÷êó
ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà òî÷åê. Âûðàæàþ ñâîé ïðîòåñò ïðîòèâ òàêîãî ñîãëàøåíèÿ. Âûïóêëàÿ îáî-
ëî÷êà êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê � ýòî ìíîãîãðàííèê. À ñèìïëåêñ � ýòî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà àôôèííî
íåçàâèñèìîãî íàáîðà òî÷åê. Ñèìïëåêñû ðàçìåðíîñòåé 1, 2 è 3, � ýòî îòðåçîê, òðåóãîëüíèê è òåòðàýäð
ñîîòâåòñòâåííî.
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Ðèñ. 6: Ïðèìåðû ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ � ãðàíèöû ñèìïëèöèàëüíûõ ìíîãî-
ãðàííèêîâ (�ñèìïëèöèàëüíûé� çíà÷èò, ÷òî ëþáàÿ ñîáñòâåííàÿ ãðàíü ÿâëÿåòñÿ ñèì-
ïëåêñîì. Â äàííîì ñëó÷àå � ëèáî âåðøèíîé, ëèáî ðåáðîì, ëèáî òðåóãîëüíèêîì)

Çàìå÷àíèå 2.14. Àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî ïðèìåðó (2.13), ãðàíèöà ëþáîãî n-ìåðíîãî
ñèìïëèöèàëüíîãî ìíîãîãðàííèêà ãîìåîìîðôíà êðóãëîé pn� 1q-ìåðíîé ñôåðå Sn�1. À
çíà÷èò âñå òàêèå òðèàíãóëÿöèè ãîìåîìîðôíû ìåæäó ñîáîé. Ïðè ýòîì êîìáèíàòîðèêà
ó ñèìïëèöèàëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ ìîæåò áûòü ñàìîé ðàçíîé, ñì. ïîäðîáíîñòè â [1].

Óïðàæíåíèå 2.15. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé n-ìåðíûé ìíîãîãðàííèê ãîìåîìîðôåí Dn, à
åãî ãðàíèöà ãîìåîìîðôíà ñôåðå BDn � Sn�1.

Îïðåäåëåíèå 2.16. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à K � ñèìïëèöèàëü-
íûé êîìïëåêñ, òàêîé ÷òî |K| � X. Òîãäà K íàçûâàåòñÿ òðèàíãóëÿöèåé ïðîñòðàíñòâà
X.

Çàìå÷àíèå 2.17. Êîíå÷íî, ñóùåñòâóþò íåòðèàíãóëèðóåìûå ïðîñòðàíñòâà, òî åñòü ïðî-
ñòðàíñòâà, ó êîòîðûõ íåò íè îäíîé òðèàíãóëÿöèè. Íàïðèìåð, îòêðûòûé èíòåðâàë
p0, 1q � R: êàê ìû çíàåì èç Ïðåäëîæåíèÿ 1.4, ñâîéñòâî êîìïàêòíîñòè � ýòî èíâàðèàíò
ãîìåîìîðôèçìà, âñå ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû êîìïàêòíû, à îòêðûòûé èíòåðâàë �
íåò. Íî ýòî íåèíòåðåñíûé ïðèìåð: ìû ìîãëè áû â îïðåäåëåíèè ñèìïëèöèàëüíîãî êîì-
ïëåêñà íå òðåáîâàòü, ÷òîáû âìåñòå ñ ëþáûì ñèìïëåêñîì êîìïëåêñ ñîäåðæàë è âñå åãî
ãðàíè. Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè îòðåçîê áåç ñâîèõ êîíöîâ áûë áû �ñèìïëèöèàëüíûì
êîìïëåêñîì�. Òàêèå îòêðûòûå è ïîëóîòêðûòûå ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ ðó÷íûìè,
èëè îïðåäåëèìûìè8, êàêèå-òî ïîäðîáíîñòè ïðî òàêèå ïðîñòðàíñòâà ìîæíî íàéòè â
[7].

Ïðèìåðû äèêèõ íåòðèàíãóëèðóåìûõ ïðîñòðàíñòâ � ýòî íåêîòîðûå ôðàêòàëû. Íà-
ïðèìåð, â òðåóãîëüíèêå Ñåðïèíñêîãî, Ðèñ. 7, áåñêîíå÷íî ìíîãî äûðîê, ÷åãî îò êî-
íå÷íîãî ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà âðÿä ëè îæèäàåøü. Äðóãàÿ ïðè÷èíà, ïî êîòîðîé
ìíîãèå ôðàêòàëû íå òðèàíãóëèðóåìû � íàëè÷èå ñêîëü óãîäíî ìåëêèõ îñîáåííîñòåé.
Åñëè âçÿòü ãåîìåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà, è ïîñìîòðåòü
ïîä ìèêðîñêîïîì êàêóþ-íèáóäü åãî òî÷êó, òî íà÷èíàÿ ñ êàêîãî-òî ìîìåíòà íè÷åãî
íîâîãî óâåëè÷åíèå äàâàòü íå áóäåò, ñì. Ðèñ. 8. À ó òðåóãîëüíèêà Ñåðïèíñêîãî ïðè
óâåëè÷åíèè áóäóò âèäíû âñå íîâûå è íîâûå äûðî÷êè.

8tame, de�nable
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Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî åñòü ïðèìåðû ñîâñåì ýêçîòè÷åñêèå. Çàáåãàÿ âïåðåä, ïðèâåäåì
ñëåäóþùåå âàæíîå îïðåäåëåíèå. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì
ìíîãîîáðàçèåì (òîïîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì áåç êðàÿ), åñëè ó ëþáîé åãî òî÷êè ñó-
ùåñòâóåò îêðåñòíîñòü, ãîìåîìîðôíàÿ ïðîñòðàíñòâó Rn. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ó òà-
êîãî ïðîñòðàíñòâà ðàññìàòðèâàòü ïîä ìèêðîñêîïîì ëþáóþ òî÷êó, òî óâèäèì îáû÷íîå
åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Ìîæíî ëè òðèàíãóëèðîâàòü òàêîå ïðîñòðàíñòâî? Äî îòíî-
ñèòåëüíî íåäàâíåãî âðåìåíè ýòîò âîïðîñ íàçûâàëñÿ �ãèïîòåçîé òðèàíãóëèðóåìîñòè�
(ãèïîòåçà ñîñòîÿëà â òîì, ÷òî òðèàíãóëèðîâàòü ìîæíî). Â 80-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà
áûëî äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò êîìïàêòíûå 4-ìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ, êîòîðûå íåâîç-
ìîæíî òðèàíãóëèðîâàòü. Â ðàçìåðíîñòÿõ 5 òàêèå ïðèìåðû òîæå åñòü, íî ýòî áûëî
äîêàçàíî òîëüêî â 21 âåêå, ñì. [9]. Ýòè ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ òðèàíãóëèðóå-
ìîñòè íå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðîñòðàíñòâî áûëî õîðîøî óñòðîåíî â ìàëûõ ìàñøòàáàõ.

Ðèñ. 7: Òðåóãîëüíèê Ñåðïèíñêîãî � íåòðèàíãóëèðóåìîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

1

2

3

4 5

6

7 8

10

9

11

9

Ðèñ. 8: Ñìîòðèì íà âåðøèíó ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà ïîä ìèêðîñêîïîì

Ó íàñ åñòü ïîíÿòèå ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà, è åñòü ïîíÿòèå ãîìåîìîðôèçìà.
Åñòåñòâåííî áûëî áû ïîïûòàòüñÿ ïðèäóìàòü ñèíòåòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ãîìåîìîð-
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ôèçìà ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ, ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ ãðàôîâ
â Çàìå÷àíèè 1.11.

Îïðåäåëåíèå 2.18. Ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñûK è L íàçûâàþòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíî
ãîìåîìîðôíûìè (èëè PL-ãîìåîìîðôíûìè), åñëè ñóùåñòâóþò ñèìïëèöèàëüíîå ïîäðàç-
áèåíèå K̃ êîìïëåêñà K è ñèìïëèöèàëüíîå ïîäðàçáèåíèå L̃ êîìïëåêñà L, òàêèå ÷òî K̃
è L̃ èçîìîðôíû.

Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ïîäðàçáèåíèÿ è ïðî÷èõ ïîíÿòèé êóñî÷íî ëèíåéíîé òîïîëî-
ãèè ìû íå ïðèâîäèì. Æåëàþùèå ìîãóò èõ íàéòè, ïîãðóçèâøèñü â êíèãó Ðóðêà�
Ñàíäåðñîíà [10]. Íî, íàäåþñü, ÷òî Ðèñ. 9 äàåò ïðèìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå, î ÷åì èäåò
ðå÷ü.

Ðèñ. 9: Ñâåðõó ïîêàçàíû äâà êîìïëåêñà, à ñíèçó � èõ îáùåå ñèìïëèöèàëüíîå ïîäðàç-
áèåíèå. Çíà÷èò, êîìïëåêñû ñâåðõó êóñî÷íî ëèíåéíî ãîìåîìîðôíû

Çàìå÷àíèå 2.19. Â îòëè÷èå îò ãðàôîâ, îïðåäåëåíèå PL-ãîìåîìîðôèçìà äëÿ îáùèõ
ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ íå ýêâèâàëåíòíî ãîìåîìîðôèçìó (õîòÿ, êîíå÷íî, èç êó-
ñî÷íî ëèíåéíîãî ãîìåîìîðôèçìà ñëåäóåò îáû÷íûé). Âîïðîñ î òîì, ñëåäóåò ëè èç ãî-
ìåîìîðôèçìà ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ èõ PL-ãîìåîìîðôèçì, èñòîðè÷åñêè î÷åíü
âàæåí, è íîñèò ñïåöèàëüíîå íàçâàíèå Hauptvermutung, �îñíîâíàÿ ãèïîòåçà êîìáèíà-
òîðíîé òîïîëîãèè� (ãèïîòåçà, ñîáñòâåííî, áûëà â òîì, ÷òî PL-ãîìåîìîðôèçì ñëåäó-
åò èç ãîìåîìîðôèçìà, íî åå îïðîâåðãëè â 60-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà). Èñòîðè÷åñêèé
ýêñêóðñ ñì. íà wiki. Óïîìÿíåì òîëüêî, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå âïîëíå êîíêðåòíûå òðè-
àíãóëÿöèè 5-ìåðíîé ñôåðû S5, êîòîðûå íå PL-ãîìåîìîðôíû (ðå÷ü èäåò î òåîðåìå
Êýííîíà�Ýäâàðäñà, ÷óòü áîëüøå ïîäðîáíîñòåé åñòü â [1]).

Çàìå÷àíèå 2.20. Åùå îäèí âîïðîñ, êîòîðûé òóò ïîëåçíî çàòðîíóòü � íàñêîëüêî àëãî-
ðèòìè÷åñêè ñëîæíà çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ãîìåîìîðôèçìà ìåæäó ñèìïëèöèàëüíûìè
êîìïëåêñàìè? Îòâåò ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íåîæèäàííûì: ýòà çàäà÷à âîîáùå àëãîðèò-
ìè÷åñêè íåðàçðåøèìà. Òåîðåìà Íîâèêîâà [5] ãëàñèò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà,
êîòîðûé îòâå÷àë áû íà âîïðîñ, ãîìåîìîðôåí ëè çàäàííûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ
n-ìåðíîé ñôåðå Sn, ãäå n ¥ 5.
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Èç âñåãî ñêàçàííîãî ñîçäàåòñÿ (ñïðàâåäëèâîå) âïå÷àòëåíèå, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíûå
êîíöåïöèè òîïîëîãèè ñ âû÷èñëèòåëüíîé íàóêîé íå îñîáî äðóæàò.

2.3 Íåêîòîðûå êîíñòðóêöèè ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ

Ýòè êîíñòðóêöèè ïîëåçíî çíàòü äëÿ îáùåãî ðàçâèòèÿ, îäíàêî åñëè âàì íå òåðïèòñÿ
ïåðåéòè ê ãîìîëîãèÿì, òî ïðè ïåðâîì ïðî÷òåíèè ìîæíî ýòîò ïîäðàçäåë ïðîïóñòèòü.

Îïðåäåëåíèå 2.21. Ïóñòü K1 è K2 � ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû íà ìíîæåñòâàõ
M1 è M2 ñîîòâåòñòâåííî. Äæîéíîì K1 � K2 íàçûâàåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ
íà íåñâÿçíîì îáúåäèíåíèè M1 \M2, ÷üè ñèìïëåêñû èìåþò âèä I1 \ I2 � M1 \M2,
ãäå I1 P K1, I2 P K2. Ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ K � pt íàçûâàåòñÿ êîíóñîì íàä K
(ñ âåðøèíîé êîíóñà pt) è îáîçíà÷àåòñÿ ConeK. Ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ K � p2 ptq
íàçûâàåòñÿ íàäñòðîéêîé íàä K è îáîçíà÷àåòñÿ ΣK.

K Cone K ΣK

Ðèñ. 10: Ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, êîíóñ íàä íèì è íàäñòðîéêà íàä íèì

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî |K1�K2| � |K1|�|K2|, |ConeK| � Cone |K| è |ΣK| � Σ|K|,
ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ñòîÿò ñòàíäàðòíûå òîïîëîãè÷åñêèå îïåðàöèè äæîéíà, êîíóñà è
íàäñòðîéêè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (îòñûëàåì ê äðóãèì èñòî÷íèêàì).

Óïðàæíåíèå 2.22. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàöèÿ äæîéíà àññîöèàòèâíà: pK � Lq �N � K �
pL �Nq, ãäå � ïîíèìàåòñÿ êàê èçîìîðôèçì ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ.

Óïðàæíåíèå 2.23. Äîêàæèòå, ÷òî êîíóñ íàä ëþáûì ñèìïëèöèàëüíûì êîìïëåêñîì ÿâ-
ëÿåòñÿ ñòÿãèâàåìûì òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Óïðàæíåíèå 2.24. (0) Äîêàæèòå, ÷òî 2 pt �2 pt � ýòî ãðàíèöà êâàäðàòà, à 2 pt �2 pt �2 pt
� ãðàíèöà îêòàýäðà. (1) Äîêàæèòå, ÷òî n-êðàòíûé äæîéí 2 pt �2 pt � � � � � 2 pt ãîìåî-
ìîðôåí pn� 1q-ìåðíîé ñôåðå Sn. (2) Äîêàæèòå, ÷òî Sn � Sk � Sn�k�1.

Êîíñòðóêöèÿ 2.25. Ââèäó ïîñëåäíåãî óïðàæíåíèÿ, ìîæíî îïðåäåëèòü îïåðàöèþ j-
êðàòíîé íàäñòðîéêè

ΣjX � ΣΣ � � �Σlooomooon
j ðàç

X � |2 pt �2 pt � � � � � 2 pt |loooooooooooomoooooooooooon
j ðàç

�X � Sj�1 �X.
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Àíàëîãè÷íî, ìîæíî îïðåäåëèòü j-êðàòíûé êîíóñ

Conej X � Cone Cone � � �Conelooooooooooomooooooooooon
j ðàç

X � p1pt � � � � � 1ptqloooooooomoooooooon
j ðàç

�X � Dj�1 �X.

Ïîñëåäíèé ãîìåîìîðôèçì ëåãêî óãëÿäåòü èç òîãî, ÷òî äæîéí j îäíîòî÷å÷íûõ ïðî-
ñòðàíñòâ � ýòî ïîïðîñòó pj � 1q-ìåðíûé ñèìïëåêñ, êîòîðûé ãîìåîìîðôåí äèñêó Dj�1

ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ 2.15.

Â îïðåäåëåíèÿõ íèæå K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà ìíîæåñòâå âåðøèí M .

Îïðåäåëåíèå 2.26. Ïóñòü l ¥ 0 � öåëîå ÷èñëî. Ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ Kplq def

�
tI PM | I P K, dim I ¤ lu íà M íàçûâàåòñÿ l-ìåðíûì îñòîâîì êîìïëåêñà K.

Îïðåäåëåíèå 2.27. Ïóñòü J �M � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî âåðøèí. Ñèìïëèöè-
àëüíûé êîìïëåêñ KJ

def

� tI � J | I P Ku íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ïîäêîìïëåêñîì êîìïëåêñà
K íà ìíîæåñòâå J .

Îïðåäåëåíèå 2.28. Ïóñòü I P K. Çâåçäîé ñèìïëåêñà I â êîìïëåêñå K íàçûâàåòñÿ
ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ starK I

def

� tJ � M | J Y I P Ku. Ëèíêîì ñèìïëåêñà I â

êîìïëåêñå K íàçûâàåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ linkK I
def

� tJ �MzI | J \ I P Ku.

1

2

3

4 5

6

7 8

10

9

11

7 1

2

10

9

11

7

K

star  {9}K

6

7 8

10

7

star  {7,8}K

1

2

10

11

7

link  {9}K

6

10

link  {7,8}Klink  {7,8}   ∂{7,8}K *
6

7 8

10

7

Ðèñ. 11: Ïðèìåð ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà, çâåçä è ëèíêîâ åãî ñèìïëåêñîâ

Çàìå÷àíèå 2.29. Ôîðìàëüíî, ëèíê � ýòî ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà ìíîæåñòâå
MzI. Îäíàêî íà ïðàêòèêå ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî áîëüøèíñòâî èç ýòèõ âåðøèí �
ïðèçðà÷íûå (ò.å. íå ëåæàò íè â êàêèõ ñèìïëåêñàõ, è ñàìè òàêîâûìè íå ÿâëÿþòñÿ).
Ýòî êàê ðàç òîò ñëó÷àé, êîãäà âñå ýòè ïðèçðà÷íûå âåðøèíû íàäî âûáðîñèòü.
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Èç ôîðìàëüíûõ îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî linkK ∅ � K.

Óïðàæíåíèå 2.30. dim linkK I ¤ dimK�|I|. Åñëè K ÷èñòûé, òî dim linkK I � dimK�
|I|.

Óïðàæíåíèå 2.31. starK I � ∆I � linkK I. Â ÷àñòíîñòè, çâåçäà ëþáîãî íåïóñòîãî ñèì-
ïëåêñà ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì, à çíà÷èò ñòÿãèâàåìà.

Çàìå÷àíèå 2.32. Êàêîâ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë çâåçäû ñèìïëåêñà? Çâåçäà ñèìïëåêñà I
� ýòî òî, ÷òî âèäíî, åñëè ðàññìîòðåòü ïîä ìèêðîñêîïîì êàêóþ-íèáóäü òî÷êó, ëåæà-
ùóþ âíóòðè ñèìïëåêñà I. Ñðàâíèòå Ðèñ. 8 è 11.

Ëèíê � ýòî òî, ÷òî îñòàåòñÿ îò çâåçäû, åñëè èçúÿòü èñõîäíûé ñèìïëåêñ, ñî âñåìè
âûòåêàþùèìè ïîñëåäñòâèÿìè. Åñëè i � âåðøèíà ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K, òî
linkKtiu ìîæíî ïîíèìàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåäñòàâüòå âñåëåííóþ ôîðìû K, è
âîîáðàçèòå ñåáÿ ñóùåñòâîì, ñîçåðöàþùèì âñåëåííóþ èç íàáëþäàòåëüíîãî ïóíêòà i.
Òîãäà ãîðèçîíò, êîòîðûé âû óâèäèòå âîêðóã ñåáÿ è åñòü linkKtiu.

Ñ ëèíêîì ñèìïëåêñîâ áîëüøåé ðàçìåðíîñòè íåìíîãî ñëîæíåå. Åñëè áû íàøå ãè-
ïîòåòè÷åñêîå ñóùåñòâî ñèäåëî ãäå-íèáóäü ïîñåðåäèíå ñèìïëåêñà I, dim I � k, òî îíî
áû âäîëü íàïðàâëåíèé �îðòîãîíàëüíûõ� ñèìïëåêñó I âèäåëî áû ëèíê linkK I, à â íà-
ïðàâëåíèÿõ ïàðàëëåëüíûõ ñèìïëåêñó âèäåëî áû ãðàíèöó ýòîãî ñèìïëåêñà, òî åñòü B|I|.
Òàêèì îáðàçîì, ôîðìà âñåãî ãîðèçîíòà, êîòîðóþ âèäèò ñóùåñòâî, åñòü

B|I| � | linkK I| � Sk�1 � | linkK I| � |Σk linkK I|. (2.1)

Ïðèìåð ïîêàçàí íà Ðèñ. 11, â ðàìî÷êå.

Óïðàæíåíèå 2.33. Ïóñòü x � òî÷êà, ëåæàùàÿ â îòíîñèòåëüíîé âíóòðåííîñòè (ãåîìåò-
ðè÷åñêîãî) ñèìïëåêñà I. Òîãäà ïîäïðîñòðàíñòâî B|I| � | linkK I| ÿâëÿåòñÿ äåôîðìàöè-
îííûì ðåòðàêòîì ïðîñòðàíñòâà | starK I|zx

3 Ãîìîëîãèè

3.1 Ââåäåíèå: ñ÷åò öèêëîâ â ãðàôå

Ïîñìîòðèì íà ãðàô Γ, èçîáðàæåííûé íà Ðèñ. 12. Ñêîëüêî öèêëîâ â ýòîì ãðàôå? Åñëè
ïîä öèêëîì ïîíèìàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïîâòîðÿùèõñÿ ðåáåð, êîòîðûå ñîåäèíåíû
â öåïî÷êó, êîíåö êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì, òî ìîæíî ïîäíàïðÿ÷üñÿ è íàñ÷èòàòü 6
öèêëîâ: θi, 1 ¤ i ¤ 6. Òåïåðü ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ìû íàó÷èëèñü ñêëàäûâàòü öèêëû,
è åñëè îäíî ðåáðî ïîâòîðèëîñü â äâóõ ñêëàäûâàåìûõ öèêëàõ, òî îíî ñîêðàòèëîñü.
Òîãäà ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî θ4 � θ1 � θ2, θ5 � θ2 � θ3, θ6 � θ1 � θ2 � θ3. À åùå
ó íàñ ïîÿâèòñÿ íîâàÿ øòóêà θ7 � θ1 � θ3, êîòîðóþ ìû, ñäàâàÿ ýêçàìåí ïî äèñêðåòíîé
ìàòåìàòèêå, öèêëîì íàçâàòü ïîáîÿëèñü áû. À åùå, åñëè ìû ñëîæèì ëþáîé öèêë ñ
ñàìèì ñîáîé, òî ïîëó÷èì θ8 � 0 (òî åñòü ïóñòîé öèêë, öèêë áåç ðåáåð).

Èç ýòîé àðèôìåòèêè ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä: äëÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ âñåõ
(ãåîìåòðè÷åñêèõ) öèêëîâ â ãðàôå Γ íàì äîñòàòî÷íî òîëüêî òðåõ èç íèõ, íàïðèìåð

17



1

2
3

4

5

6

7

8

9

1

2

3 4

5

6

7

8

9

1

2

3 4

5

6

7

8

9

1

2

3 4

5

6

7

8

9

θ1 θ2 θ3

1

2

3 4

5

6

7

8

9

θ4

1

2

3 4

5

6

7

8

9

θ5

1

2

3 4

5

6

7

8

9

θ6

1

2

3 4

5

6

7

8

9

θ7

Ðèñ. 12: Ãðàô è àëãåáðàè÷åñêèå öèêëû â ãðàôå.

θ1, θ2, θ3. Îñòàëüíûå ïîëó÷àþòñÿ èç íèõ ñ ïîìîùüþ ñëîæåíèÿ (ïîëó÷àþòñÿ åùå êàêèå-
òî ñòðàííûå øòóêè, θ7 è θ8, íî è ëàäíî).

Åñëè áû ìû êàê-òî ïî äðóãîìó íàðèñîâàëè ãðàô Γ, òî, âîçìîæíî, áûëî áû åñòå-
ñòâåííåå ðàññìîòðåòü öèêëû θ2, θ5, θ6. ×åðåç ýòè öèêëû ëþáîé äðóãîé òîæå âûðàæàåò-
ñÿ. Ïîëó÷èëè ÷èñëî 3 (êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå tθ1, θ2, θ3u èëè âî ìíîæåñòâå
tθ2, θ5, θ6u). Ýòî ÷èñëî 3 è åñòü �êîëè÷åñòâî 1-ìåðíûõ äûðîê b1pΓq� â ãðàôå Γ, êîòîðîå
àíîíñèðîâàëîñü â ïåðâîì ïàðàãðàôå.

Íàâåäåì â ýòîì ïðèìåðå íåêîòîðóþ ñòðîãîñòü. Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî C1pΓ;Z2q íàä ïîëåì Z2 (ïîëå âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 2) ñ áàçèñîì te1, e2, . . . , esu, ãäå
ei � ýòî âñå âîçìîæíûå ðåáðà ãðàôà Γ. Îíî íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì 1-ìåðíûõ öå-
ïåé ãðàôà Γ (ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z2). Ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà öåïåé C1pΓ;Z2q èìåþò
âèä

σ � εe1e1 � � � � � εeses, εi P Z2.

Íà êàðòèíêå ýëåìåíò σ ìîæíî èçîáðàçèòü, íàðèñîâàâ ìíîæåñòâî suppσ òåõ ðåáåð ei,
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äëÿ êîòîðûõ εi � 1. Ðåáðà, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ â êîìáèíàöèè σ ñ êîýôôèöèåíòîì 0
ìû íå ðèñóåì. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà öåïåé dimZ2 C1pΓ;Z2q ïî ïîñòðîåíèþ ðàâíà
÷èñëó ðåáåð ãðàôà, â íàøåì ñëó÷àå � 11.

Òåïåðü îïðåäåëèì ïîäïðîñòðàíñòâî 1-ìåðíûõ (àëãåáðàè÷åñêèõ) öèêëîâ â ïðîñòðàí-
ñòâå C1pΓ;Z2q. Íàçîâåì öåïü σ öèêëîì, åñëè äëÿ ëþáîé âåðøèíû ãðàôà êîëè÷åñòâî
èíöèäåíòíûõ åé ðåáåð èç ìíîæåñòâà suppσ ÷åòíî. Íàä ïîëåì Z2 ýòî ìîæíî âûðàçèòü
âîò òàêèì óñëîâèåì:

@v P V pEq :
à

ePsuppσ
eQv

εe � 0

Ïîñêîëüêó âñå ýòè óñëîâèÿ ëèíåéíû, àëãåáðàè÷åñêèå 1-öèêëû îáðàçóþò âåêòîðíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç Z1pΓ;Z2q. Ðàçìåðíîñòü β1pΓq � dimZ2 Z1pΓ;Z2q
íàçûâàåòñÿ ïåðâûì ÷èñëîì Áåòòè ãðàôà Γ.

Óïðàæíåíèå 3.1. Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ ãðàôà Γ èçîáðàæåííîãî íà Ðèñ. 12 ïðîñòðàíñòâî
Z1pΓ;Z2q ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç öèêëîâ θi, 1 ¤ i ¤ 8, îïèñàííûõ â íà÷àëå ïàðàãðàôà.
Òåì ñàìûì, ïîëó÷àåì β1pΓq � 3.

β1pΓq � ýòî è åñòü òî ñàìîå êîëè÷åñòâî 1-ìåðíûõ äûðîê, êîòîðûå ìû âèäèì â
ãðàôå.

Óïðàæíåíèå 3.2. Äîêàæèòå ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ ãðàôà Γ:

β1pΓq � p÷èñëî ðåáåðq � p÷èñëî âåðøèíq � p÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòèq.

3.2 Ââåäåíèå: ïåðâîå çíàêîìñòâî ñ ãîìîëîãèÿìè

Òåïåðü ìû óñëîæíèì çàäà÷ó: ïîñìîòðèì íà ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ (ñì. Ðèñ. 5) è
ïîïûòàåìñÿ ñîñ÷èòàòü ÷èñëî 1-ìåðíûõ äûðîê â íåì. Áóäåì ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ òàêèì
ïîíèìàíèåì: 1-äûðêà � ýòî ÷òî-òî, ÷òî ìîæíî îáõâàòèòü çàìêíóòîé êðèâîé. Òàêèì
îáðàçîì, äûðêà � ýòî öèêë â 1-ìåðíîì îñòîâå ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà. Íî íå
êàæäûé öèêë îáðàçóåò äûðêó � íåêîòîðûå öèêëû ó íàñ òåïåðü çàòÿíóòû ñèìïëåêñà-
ìè á�îëüøèõ ðàçìåðíîñòåé. Ïîýòîìó ïðè ïîäñ÷åòå äûðîê (èëè ãîìîëîãèé) íàì íóæíî
ó÷èòûâàòü öèêëû, íî íå ó÷èòûâàòü òå èç íèõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ãðàíèöàìè ÷åãî-
íèáóäü.

Ïðèìåð 3.3. Íà Ðèñ. 13 ïåðå÷èñëåíû âñå áàçèñíûå öèêëû â ñèìïëèöèàëüíîì êîìïëåê-
ñå, âåðíåå, â åãî îäíîìåðíîì îñòîâå. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî öèêë p1� 9� 11� 1q íå
âûïèñàí: îí âûðàæàåòñÿ â âèäå ñóììû p1� 2� 11� 1q� p2� 9� 11� 2q� p1� 2� 9� 1q
ïåðå÷èñëåííûõ.

Åñëè K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, òî îïðåäåëèì ïðîñòðàíòñâà öåïåé C1pK;Z2q
è öèêëîâ Z1pK;Z2q êàê ñîîòâåòñâóþùèå ïðîñòðàíñòâà äëÿ åãî îäíîìåðíîãî îñòîâà.

Îïðåäåëèì ïîíÿòèå ãðàíèöû òðåóãîëüíèêà. Åñëè I � ti0, i1, i2u P K äâóìåðíûé
ñèìïëåêñ â K, òî îïðåäåëèì åãî ãðàíèöó êàê öåïü

BI � ti0, i1u � ti0, i2u � ti1, i2u P C1pK;Z2q
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Базисные 1-циклы:
(1-2-11-1), (2-9-11-2), (1-2-9-1),
(9-10-11-9), (7-9-10-7), (7-8-10-7),
(6-7-8-6), (3-4-5), (2-3-6-7-9-2)

1-границы:
(1-2-11-1), (2-9-11-2), (1-2-9-1),
(9-10-11-9), (7-8-10-7),
(6-7-8-6), (3-4-5)

1-гомологии порождены классами 
циклов
(7-9-10-7), (2-3-6-7-9-2)

Ðèñ. 13: 1-öèêëû, 1-ãðàíèöû è 1-ãîìîëîãèè ñèìïëöèàëüíîãî êîìïëåêñà

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà öåïü ÿâëÿåòñÿ 1-öèêëîì (âî âñåõ ñìûñëàõ: è â ãåîìåòðè÷åñêîì è â
àëãåáðàè÷åñêîì), BI P Z1pK;Zq. Îïðåäåëèì âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî B1pK;Z2q �
Z1pK;Z2q, ïîðîæäåííîå ýëåìåíòàìè BI äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ äâóìåðíûõ ñèìïëåêñîâ
I P K, dim I � 2. Ïðîñòðàíñòâî B1pK;Z2q íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì 1-ìåðíûõ ãðà-
íèö ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K.

Îïðåäåëåíèå 3.4. Âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì 1-ìåðíûõ ãîìîëîãèé ñèìïëèöèàëüíîãî
êîìïëåêñà K íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî

H1pK;Z2q � Z1pK;Z2q{B1pK;Z2q.

Ïåðâûì ÷èñëîì Áåòòè ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñàK íàçûâàåòñÿ β1pKq � dimZ2 H1pK;Z2q.

Âû ìîæåòå ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå íå ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî áûëî ñêà-
çàíî â ïðîøëîì ïàðàãðàôå ïðî ãðàôû: ó ãðàôà Γ äâóìåðíûõ ñèìïëåêñîâ íåò âîîáùå,
ïîýòîìó B1pΓ;Z2q � 0, è ìû èìååì H1pΓ;Z2q � Z1pΓ;Z2q.

Ïðèìåð 3.5. Íà Ðèñ. 13 ïåðå÷èñëåíû áàçèñíûå 1-ãðàíèöû. Ãðàíèöà ñèìïëåêñà t1, 9, 11u
â ñïèñêå íå óêàçàíà, ïîòîìó ÷òî îíà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ãðàíèöû ñèìïëåêñîâ t1, 2, 9u,
t1, 2, 11u, t2, 9, 11u. Ïîëó÷àåì, ÷òî dimZ1pK;Z2q � 9, dimB1pK;Z2q � 7, è, íàêîíåö

β1pKq � dimH1pK;Z2q � dimZ1pK;Z2q � dimB1pK;Z2q � 9 � 7 � 2.

Ó êîìïëåêñà íà ðèñóíêå äâå äûðêè, òåïåðü ìû ýòî ÷åñòíî ïîñ÷èòàëè.

Óïðàæíåíèå 3.6. Íàéäèòå H1pB∆3;Z2q, 1-ûå ãîìîëîãèè ãðàíèöû òåòðàýäðà.

Óïðàæíåíèå 3.7. Íàéäèòå H1pK;Z2q, ãäå K � 2-ìåðíûé îñòîâ 4-ìåðíîãî ñèìïëåêñà,
òî åñòü ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà ìíîæåñòâå r5s � t1, 2, 3, 4, 5u, ñîñòîÿùèé èç âñåõ
ïîäìíîæåñòâ ìîùíîñòè ¤ 3.

Óïðàæíåíèå 3.8. Ðàññìîòðèì ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ U3, ìíîæåñòâî âåðøèí êîòî-
ðîãî åñòü ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ âåêòîðîâ â Z3

2 (èòîãî 7 âåðøèí), à ñèìïëåêñû íàòÿíóòû
íà òå è òîëüêî òå íàáîðû âåðøèí, êîòîðûå ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Âû÷èñëèòå (âðó÷íóþ
èëè íà êîìïüþòåðå) β1pU3;Z2q.
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Åñëè âû âûïîëíèëè ýòè óïðàæíåíèÿ, òî ïîíèìàåòå, ïî÷åìó íàì íå ñòîèò îãðàíè-
÷èâàòüñÿ òîëüêî 1-ìåðíûìè öèêëàìè, ãðàíèöàìè è ãîìîëîãèÿìè, è ïî÷åìó âîçíèêàåò
íåîáõîäèìîñòü â i-ìåðíûõ àíàëîãàõ ýòèõ ïîíÿòèé. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â ïîñëåäíèõ
äâóõ ïàðàãðàôàõ âñå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà áûëè íàä ïîëåì Z2. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ
òåîðèè ãîìîëîãèé ýòî íèêàêîé ïðèíöèïèàëüíîé ðîëè íå èãðàåò: ãîìîëîãèè ìîæíî
ñòðîèòü ñ êîýôôèöèåíòàìè â ëþáîì ïîëå, à åùå ëó÷øå � ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè. Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê ôîðìàëüíîìó è ïîëíîìó îïðåäåëåíèþ ñèìïëèöèàëüíûõ
ãîìîëîãèé, ïîëåçíî âñïîìíèòü êîå-÷òî èç àëãåáðû.

3.3 Íàïîìèíàíèå èç àëãåáðû

Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöå. Íàì, ïî ñóòè, áóäóò èíòåðåñíû 3 ñëó÷àÿ: êîëüöî
Z öåëûõ ÷èñåë, ïîëå Z2 âû÷åòîâ mod 2, è ïîëå Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Êîëüöî R
áóäåò ðàâíî îäíîìó èç ýòèõ òðåõ9.

Îïðåäåëåíèå 3.9. Ìîäóëåì íàä êîëüöîì R (èëè R-ìîäóëåì) íàçûâàåòñÿ àáåëåâà
ãðóïïàM , ñíàáæåííàÿ îïåðàöèåéR�M ÑM (ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ ýëåìåíòà r P R íà
ýëåìåíò m PM çàïèñûâàåòñÿ ïðîñòî êàê r �m PM)10, è óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì
ñâîéñòâàì:

1. @r1, r2 P R, @m PM : pr1r2q �m � r1pr2 �mq;

2. 1 �m � m;

3. @r1, r2 P R, @m PM : pr1 � r2q �m � pr1 �mq � pr2 �mq;

4. @r P R, @m1,m2 PM : r � pm1 �m2q � r �m1 � r �m2.

Ýòè àêñèîìû òàêèå æå êàê ó âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Òîëüêî âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî îïðåäåëåíî íàä ïîëåì, à òåïåðü ìû ðàçðåøèëè âìåñòî ïîëÿ áðàòü ïðîèçâîëüíîå
êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé.

Óïðàæíåíèå 3.10. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè R � ïîëå, òî ìîäóëü íàä R � ýòî òî æå ñàìîå,
÷òî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì (íà ñëó÷àé, åñëè âû ó÷èëè êàêîå-íèáóäü îïðå-
äåëåíèå âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå íå ñîâïàäàåò ñ òåì, ÷òî íàïèñàíî âûøå).

Óïðàæíåíèå 3.11. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ àáåëåâà ãðóïïà A ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì íàä êîëü-
öîì Z. Ïîäñêàçêà: âàì íóæíî ïîñòðîèòü ýëåìåíò ma P A ïî öåëîìó ÷èñëó m P Z è
ýëåìåíòó a P A. Ïîäóìàéòå, êàê ýòî íàäî ñäåëàòü, è ïî÷åìó âûïîëíåíû âñå íóæíûå
ñâîéñòâà.

Ïðèìåð 3.12. Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ñâîáîäíûì R-ìîäóëåì
íà ìíîæåñòâå S íàçûâàåòñÿ ìîäóëü RxSy, ñîñòîÿùèé èç âñåâîçìîæíûõ âûðàæåíèé

9Ñòðîãî ãîâîðÿ, äëÿ òîãî ÷òîáû âñå íàïèñàííîå íèæå áûëî âåðíûì, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû R áûëî
îáëàñòüþ ãëàâíûõ èäåàëîâ. È Z è ëþáîå ïîëå òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ.

10à èíîãäà è òî÷êó ìû ñòàâèòü íå áóäåì
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âèäà
°
sPS as � s, ãäå as P R. Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå íà ýëåìåíòû àëãåáðû A îïðåäå-

ëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì. Ìîùíîñòü |S|, íàçûâàåòñÿ ðàíãîì, èëè ðàçìåðíîñòüþ
ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ AxSy.

Îïðåäåëåíèå 3.13. Ïóñòü M,N � ìîäóëè íàä êîëüöîì R. Îòîáðàæåíèå f : M Ñ
N íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì R-ìîäóëåé (èëè R-ãîìîìîðôèçìîì), åñëè âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå ñâîéñòâà

1. f ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì àáåëåâûõ ãðóïï;

2. @r P R, @m PM : fprmq � rfpmq.

Ãîìîìîðôèçì ìîäóëåé � ýòî åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ëèíåéíîãî îòîáðà-
æåíèÿ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïîíÿòèå ÿäðà Ker f è îáðàçà Im f äëÿR-ãîìîìîðôèçìà
f îïðåäåëÿþòñÿ êàê äëÿ àáåëåâûõ ãðóïï. Òîëüêî íóæíî ïîíèìàòü, ÷òî è Ker f è Im f
âíîâü ÿâëÿþòñÿ R-ìîäóëÿìè. Äëÿ ïàðû R-ìîäóëåéM � N ìîæíî îïðåäåëèòü ôàêòîð-
ìîäóëü N{M . Îïðåäåëåíèå êàê äëÿ àáåëåâûõ ãðóïï, òîëüêî íà ïîëó÷åííîé ãðóïïå
èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ ñòðóêòóðà R-ìîäóëÿ.

Ìû âèäèì, ÷òî Z-ìîäóëè � ýòî ïðîñòî àáåëåâû ãðóïïû, à ãîìîìîðôèçìû � ýòî
ïðîñòî ãîìîìîðôèçìû àáåëåâûõ ãðóïï. Q-ìîäóëè è Z2-ìîäóëè ýòî ïðîñòî âåêòîðíûå
ïðîñòðàíñòâà íàä Q è Z2 ñîîòâåòñòâåííî, à èõ ãîìîìîðôèçìû � ýòî ëèíåéíûå îòîá-
ðàæåíèÿ. Ñëîâî ìîäóëü äàëåå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ åäèíîîáðàçèÿ èçëîæåíèÿ:
íèêàêîé îñîáîé íàóêè î ìîäóëÿõ íàì â áëèæàéøåå âðåìÿ íå ïîíàäîáèòñÿ. Îäíàêî ïðî
Z-ìîäóëè, òî åñòü àáåëåâû ãðóïïû, ïîëåçíî êîå-÷òî âñïîìíèòü.

Ïðåäëîæåíèå 3.14. Ëþáàÿ êîíå÷íîïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà A èçîìîðôíà ãðóï-
ïå F � T , ãäå F � Zk � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà, à T � Zn1 � � � � � Znl

� êîíå÷íàÿ
àáåëåâà ãðóïïà11. Ãðóïïó T ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ïîäãðóïïó â A, ñîñòîÿùóþ èç
ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, à ãðóïïà F èçîìîðôíà ôàêòîðãðóïïå A{T .

Îïðåäåëåíèå 3.15. Ãðóïïà T íàçûâàåòñÿ êðó÷åíèåì â ãðóïïå A, à k � ðàíãîì A.
Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ðàíã êàê ðàçìåðíîñòü k � dimA (ýòî íå î÷åíü ïðàâèëüíî, íî
ñóòü ïåðåäàåò).

Ñ âåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè âñå ïðîùå: ó âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà åñòü ðàçìåð-
íîñòü. Åñëè ïîëå çàôèêñèðîâàíî, òî ëþáûå äâà âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâà îäèíàêîâîé
ðàçìåðíîñòè èçîìîðôíû.

3.4 Ñèìïëèöèàëüíûå ãîìîëîãèè

Ïóñòü K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà ìíîæåñòâå rms. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà ìíî-
æåñòâå âåðøèí çàäàí åñòåñòâåííûé ïîðÿäîê: 1   2   � � �   m. Ôèêñèðóåì îñíîâíîå
êîëüöî R � ïîëå èëè êîëüöî Z.

11Òóò ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ni ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè ïðîñòûõ ÷èñåë, ñîãëàñíî êèòàéñêîé òåîðåìå
îá îñòàòêàõ
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Îïðåäåëåíèå 3.16. Ïðè j ¥ 0 îïðåäåëèì ãðóïïó

CjpK;Rq
def

� RxI P K | dim I � jy � t
¸

IPK,dim I�j

aII | aI P Ru

(ñâîáîäíûé R-ìîäóëü, ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì ñèìïëåêñîâ ðàçìåðíîñòè j êîìïëåê-
ñà K). Ýòîò ìîäóëü íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì j-ìåðíûõ öåïåé êîìïëåêñà K ñ êîýôôèöè-
åíòàìè â R.

Çàäàäèì R-ãîìîìîðôèçì B : CjpK;Rq Ñ Cj�1pK;Rq, íàçûâàåìûé ñèìïëèöèàëü-
íûì äèôôåðåíöèàëîì. Ïîñêîëüêó ìîäóëü CjpK;Rq ñâîáîäíî ïîðîæäåí ýëåìåíòàìè
I P K, dim I � j, äîñòàòî÷íî çàäàòü çíà÷åíèå äèôôåðåíöèàëà íà ýòèõ ýëåìåíòàõ.
Ïóñòü I � ti0, � � � , iju, ãäå i0   � � �   ij. Ïîëîæèì

BI
def

�
j̧

s�0

p�1qsti0, . . . , pis, . . . , iju P Cj�1pK;Rq.

Çàìå÷àíèå 3.17. Ââåäåííîå îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèàëà B ñîãëàñóåòñÿ ñî ñòàíäàðò-
íûì îáîçíà÷åíèåì äëÿ ãðàíèöû ìíîæåñòâà. Ãðàíèöà BI ñèìïëåêñà I ñîñòîèò èç âñåõ
åãî ãèïåðãðàíåé.

Èìååì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìîìîðôèçìîâ ìîäóëåé

. . .
B
Ñ CjpK;Rq

B
Ñ Cj�1pK;Rq

B
Ñ � � �

B
Ñ C1pK;Rq

B
Ñ C0pK;Rq

B
Ñ 0. (3.1)

Óïðàæíåíèå 3.18. Äîêàæèòå, ÷òî BBI � 0 äëÿ ñèìïëåêñà I ëþáîé ðàçìåðíîñòè.

Ñàìîå âðåìÿ äëÿ ñëåäóþùåãî îáùåãî îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.19. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

� � �Mk
BkÑMk�1

Bk�1
Ñ Mk�2

BkÑ � � �
B1ÑM0

B0ÑM�1
B�1
Ñ � � �

R-ìîäóëåé èR-ãîìîìîðôèçìîâ ìåæäó íèìè íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì êîìïë�åêñîì
(èëè êîìïëåêñîì ñ ãîìîëîãè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëîì), åñëè äëÿ ëþáîãî i êîìïîçèöèÿ
Bi�1 � Bi � 0.

Òàêèì îáðàçîì ìîäóëè CjpK;Rq è äèôôåðåíöèàëû12 B îáðàçóþò äèôôåðåíöèàëü-
íûé êîìïëåêñ pC�pK;Rq, Bq, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì êîìïëåêñîì ñèì-
ïëèöèàëüíûõ öåïåé êîìëåêñà K (ñ êîýôôèöèåíòàìè â R). Åñëè ó ñèìïëèöèàëüíîãî
êîìïëåêñàK íåò íè îäíîãî ñèìïëåêñà ðàçìåðíîñòè j, òî ïîëàãàþò CjpK;Rq � 0 (òàêîå
ïðîèñõîäèò, åñëè j ¡ dimK èëè j   0).

12Èíîãäà óäîáíî ïèñàòü ó äèôôåðåíöèàëà èíäåêñ, ÷òîáû ïîíèìàòü, ýëåìåíòû êàêîãî ìîäóëÿ îí
ïðèíèìàåò íà âõîä. À ìîæíî èíäåêñ íå ïèñàòü, ÷òîáû íå ïåðåóñëîæíÿòü çàïèñü. Îáû÷íî èç êîíòåêñòà
ïîíÿòíî, ê ÷åìó ïðèìåíÿåòñÿ B, ïîýòîìó ìû ïèñàòü èíäåêñ íå áóäåì.
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Îïðåäåëåíèå 3.20. Ìîäóëü j-ìåðíûõ ñèìïëèöèàëüíûõ öèêëîâ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ZjpK;Rq � KerpB : CjpK;Rq Ñ Cj�1pK;Rqq.

Ìîäóëü j-ìåðíûõ ñèìïëèöèàëüíûõ ãðàíèö îïðåäåëÿåòñÿ êàê

BjpK;Rq � ImpB : Cj�1pK;Rq Ñ CjpK;Rqq.

Óïðàæíåíèå 3.21. Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî îáùåå îïðåäåëåíèå ñîãëàñóåòñÿ ñ îïðåäåëåíèåì
ãðóïï Z1pK;Z2q è B1pK;Z2q, ïðèâåäåííûì â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ.

Èç óïðàæíåíèÿ 3.18 ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ j-ìåðíàÿ ãðàíèöà ÿâëÿåòñÿ j-ìåðíûì öèê-
ëîì, òî åñòü èìååòñÿ öåïî÷êà âêëþ÷åíèé R-ìîäóëåé.

BjpK;Rq � ZjpK;Rq � CjpK;Rq.

Îïðåäåëåíèå 3.22. Ìîäóëåì j-ìåðíûõ ñèìïëèöèàëüíûõ ãîìîëîãèé (ñ êîýôôèöèåí-
òàìè â R) íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-ìîäóëü

HjpK;Rq
def

� ZjpK;Rq{BjpK;Rq.

×èñëî βjpKq � dimRHjpK;Rq íàçûâàåòñÿ j-ì ÷èñëîì Áåòòè êîìïëåêñà K.

Ãîâîðÿ ñîâñåì ôîðìàëüíî, ÷èñëà Áåòòè çàâèñÿò íå òîëüêî îò K, íî è îò êîëüöà
êîýôôèöèåíòîâ, íî ýòó çàâèñèìîñòü â îáîçíà÷åíèè îïóñêàþò.

Óïðàæíåíèå 3.23. Íàéäèòå H2pB∆3;Z2q, H2pB∆3;Zq è H2pB∆3;Qq. Îïèøèòå 2-ìåðíûå
ãîìîëîãèè ãðàíèöû îêòàýäðà.

Óïðàæíåíèå 3.24. Îïèøèòå ìîäóëè 2-ìåðíûõ ãîìîëîãèé 2-ìåðíûõ ñèìïëèöèàëüíûõ
êîìïëåêñîâ èç óïðàæíåíèé 3.7 è 3.8 (ñ êîýôôèöèåíòàìè â âàøåì ëþáèìîì êîëüöå R).

Óïðàæíåíèå 3.25. Äîêàæèòå, ÷òî H0pK;Rq � Rc, ãäå c � ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K. Â ÷àñòíîñòè, β0pRq

Óïðàæíåíèå 3.26. Âû÷èñëèòå âñå ãîìîëîãèè è ÷èñëà Áåòòè ñ êîýôôèöèåíòàìè â
Z2,Q,Z äëÿ ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K, èçîáðàæåííîãî íà Ðèñ. 14. Òî, ÷òî íà
ðèñóíêå äóáëèðóþòñÿ òî÷êè 1, 2 è 3 � ýòî íå îøèáêà. Èìååòñÿ â âèäó, ÷òî ýòè òî÷êè
â êîìïëåêñå îòîæäåñòâëåíû (òî åñòü ýòî â ñàìîì äåëå îäíà òî÷êà).

Äâóìåðíûé äèñê, ó êîòîðîãî îòîæäåñòâëåíû ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè íà ãðàíè-
öå, íàçûâàåòñÿ äâóìåðíîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòüþ RP 2. Â ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè
2-ìåðíîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòüþ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç
íà÷àëî êîîðäèíàò. Êàæäàÿ òàêàÿ ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò åäèíè÷íóþ ñôåðó â äâóõ äèà-
ìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷êàõ. Ïîýòîìó ìîæíî ïîíèìàòü RP 2 êàê äâóìåðíóþ
ñôåðó, ó êîòîðîé êàæäóþ òî÷êó ïðèêëåèëè ê ïðîòèâîïîëîæíîé. Åñëè âûêèíóòü èç
ðàññìîòðåíèÿ îòêðûòóþ ïîëóñôåðó, êàê ðàç è ïîëó÷àåòñÿ 2-ìåðíûé äèñê, ó êîòîðîãî
îòîæäåñòâëåíû ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè íà ãðàíèöå. Åñëè âçÿòü ëþáóþ äîñòàòî÷íî
ìåëêóþ öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íóþ òðèàíãóëÿöèþ äâóìåðíîé ñôåðû è îòîæäåñòâèòü
â íåé ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè, òî ïîëó÷èòñÿ òðèàíãóëÿöèÿ RP 2. Òðèàíãóëÿöèÿ, èçîá-
ðàæåííàÿ íà Ðèñ. 14 åñòü íå ÷òî èíîå êàê ïîëîâèíêà îò ãðàíèöû èêîñàýäðà.
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Ðèñ. 14: Òðèàíãóëÿöèÿ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè è ñàìà ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü

1 2 3

4

5
6

7 4

5

1 2 3

1

1

Ðèñ. 15: Òðèàíãóëÿöèÿ òîðà è ñàì òîð

Óïðàæíåíèå 3.27. Âû÷èñëèòå âñå ãîìîëîãèè è ÷èñëà Áåòòè ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z2

ó ìèíèìàëüíîé òðèàíãóëÿöèè 2-ìåðíîãî òîðà, ïîêàçàííîé íà Ðèñ. 15.

Óïðàæíåíèå 3.28. ÏóñòüK � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, àKpsq � åãî s-ìåðíûé îñòîâ.
Äîêàæèòå, ÷òî HipK;Rq � HipK

psq;Rq ïðè i   s.

Îïðåäåëåíèå 3.29. Ïóñòü fj îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî j-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ êîìïëåê-
ñà K, à n � åãî ðàçìåðíîñòü. Ìàññèâ ÷èñåë pf0, f1, . . . , fnq íàçûâàåòñÿ f -âåêòîðîì
ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà.

Èç îïðåäåëåíèÿ ìû èìååì fj � dimR CjpK;Rq.

Óïðàæíåíèå 3.30. Ïóñòü kj � dimR KerpB : CjpK;Rq Ñ Cj�1pK;Rqq. Äîïóñòèì, äëÿ
ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K èçâåñòíû f -÷èñëà fj è ÷èñëà kj. Âûðàçèòå ÷åðåç ýòè
äàííûå ðàçìåðíîñòè îáðàçîâ ImpB : CjpK;Rq Ñ Cj�1pK;Rqq è ÷èñëà Áåòòè βj êîì-
ïëåêñà K.

Åñëè âû ñäåëàëè ýòî óïðàæíåíèå, òî ñëåäóþùåå áóäåò ïðîñòûì:

Óïðàæíåíèå 3.31. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n � dimK, ÷èñëà Áåòòè è f -÷èñëà êîìïëåêñà
K ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

f0 � f1 � f2 � f3 � � � � � p�1qnfn � β0 � β1 � β2 � � � � � p�1qnβn
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Îïðåäåëåíèå 3.32. ×èñëî χpKq � f0 � f1 � � � � � p�1qnfn íàçûâàåòñÿ ýéëåðîâîé
õàðàêòåðèñòèêîé ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K.

Óïðàæíåíèå 3.33. Äîêàæèòå, ÷òî ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà óäîâëåòâîðÿåò ôîðìóëå
âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ

χpK Y Lq � χpKq � χpLq � χpK X Lq.

3.5 Èíâàðèàíòíîñòü ãîìîëîãèé

Ñôîðìóëèðóåì (ïîêà áåç äîêàçàòåëüñòâà) òåîðåìû, ïîä÷åðêèâàþùèå âàæíîñòü ãîìî-
ëîãèé.

Òåîðåìà 3.34. Ìîäóëè ñèìïëèöèàëüíûõ ãîìîëîãèé è ÷èñëà Áåòòè ÿâëÿþòñÿ òîïî-
ëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì, ò.å. íå çàâèñÿò îò òðèàíãóëÿöèè ïðîñòðàíñòâà. Èíûìè
ñëîâàìè, åñëè K1, K2 � òàêèå ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû, ÷òî |K1| � |K2|, òî
HjpK1;Rq � HjpK2;Rq ïðè âñåõ j è R.

Òåîðåìà 3.35. Ìîäóëè ñèìïëèöèàëüíûõ ãîìîëîãèé è ÷èñëà Áåòòè ÿâëÿþòñÿ ãîìî-
òîïè÷åñêèì èíâàðèàíòîì. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè K1, K2 � òàêèå ñèìïëèöèàëüíûå
êîìïëåêñû, ÷òî |K1| � |K2|, òî HjpK1;Rq � HjpK2;Rq ïðè âñåõ j è R.

Çàìå÷àíèå 3.36. Ïîñêîëüêó èç ãîìåîìîðôèçìà ñëåäóåò ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòü, ïîíÿòíîå äåëî, ÷òî âòîðàÿ òåîðåìà ïîëíîñòüþ ïîêðûâàåò ïåðâóþ. Îäíàêî, äëÿ
íà÷àëà ïîëåçíî ïîíÿòü, îòêóäà áåðåòñÿ ïåðâàÿ òåîðåìà. Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà òàêîé:
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâ X ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñèíãóëÿðíûõ
ãîìîëîãèé HjpX;Rq, êîòîðîå íèêàê íå çàâèñèò îò òðèàíãóëÿöèè (ñì. ïîäðàçäåë 3.9).
Äàëåå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé òðèàíãóëÿöèè K ïðîñòðàíñòâà X ñèìïëèöèàëü-
íûå ãîìîëîãèè HjpK;Rq èçîìîðôíû ñèíãóëÿðíûì ãîìîëîãèÿì HjpX;Rq, îòêóäà âñå
è ñëåäóåò. Âòîðàÿ òåîðåìà, â ñâîþ î÷åðåäü, òîæå ôîðìóëèðóåòñÿ è äîêàçûâàåòñÿ äëÿ
ñèíãóëÿðíûõ ãîìîëîãèé.

Óïðàæíåíèå 3.37. Íàéäèòå ãîìîëîãèè n-ìåðíîãî äèñêà.

Èç óïðàæíåíèÿ 3.31 ñëåäóåò, ÷òî ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà χpKq âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
÷èñëà Áåòòè. À ðàç ÷èñëà Áåòòè ÿâëÿþòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèì èíâàðèàíòîì, çíà÷èò

Ñëåäñòâèå 3.38. Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà ÿâëÿåòñÿ
èíâàðèàíòîì êàê ãîìåîìîðôèçìà, òàê è ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ñëåäñòâèå 3.39 (Ôîðìóëà Ýéëåðà). Äëÿ ëþáîé òðèàíãóëÿöèè 2-ìåðíîé ñôåðû ÷èñ-
ëî f0 � f1 � f2 îäíî è òî æå. Ïîñ÷èòàâ ýòî ÷èñëî äëÿ ãðàíèöû òåòðàýäðà, ëåãêî
óáåäèòüñÿ, ÷òî îíî ðàâíî 2.

Ñëåäñòâèå 3.40. Âû÷èñëèòå ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó äëÿ âñåõ ñèìïëèöèàëüíûõ
êîìïëåêñîâ è âñåõ òðèàíãóëèðóåìûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, èçîáðàæåííûõ
íà êàðòèíêàõ äî ýòîãî ìîìåíòà.
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Óïðàæíåíèå 3.41. Íàéäèòå ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó n-ìåðíîé ñôåðû. (Çàìå÷àíèå:
íóæíî âûáðàòü êàêóþ-íèáóäü ïðîñòóþ òðèàíãóëÿöèþ n-ìåðíîé ñôåðû, ïîñ÷èòàòü åå
f -âåêòîð, è âû÷èñëèòü åãî çíàêîïåðåìåííóþ ñóììó. Ñàìîå ïðîñòîå è åñòåñòâåííîå �
âçÿòü â êà÷åñòâå òðèàíãóëÿöèè ãðàíèöó pn� 1q-ìåðíîãî ñèìïëåêñà.)

Óïðàæíåíèå 3.42. Íàéäèòå âñå ÷èñëà Áåòòè k-ìåðíîãî îñòîâà n-ìåðíîãî ñèìïëåêñà.
(Ïîäñêàçêà: à âû òî÷íî ñäåëàëè óïðàæíåíèå 3.28?).

Óïðàæíåíèå 3.43. Íàéäèòå ãîìîëîãèè n-ìåðíîé ñôåðû.

3.6 Ïðèâåäåííûå ãîìîëîãèè

Îïðåäåëåíèå 3.44. Îïðåäåëèì ãîìîìîðôèçì àóãìåíòàöèè ε : C0pK;Rq Ñ R ôîð-
ìóëîé ε :

°
iPrms aitiu ÞÑ

°
iPrms ai. Ðàññìîòðèì àóãìåíòèðîâàííûé êîìïëåêñ ñèìïëè-

öèàëüíûõ öåïåé:

. . .
B
Ñ CjpK;Rq

B
Ñ Cj�1pK;Rq

B
Ñ � � �

B
Ñ C1pK;Rq

B
Ñ C0pK;Rq

ε
Ñ R

B
Ñ 0. (3.2)

Óäîáíî ôîðìàëüíî ïîëîæèòü C�1pK;Rq � R è ñ÷èòàòü ãîìîìîðôèçì àóãìåíòàöèè
åùå îäíèì äèôôåðåíöèàëîì: èç C0pK;Rq â C�1pK;Rq. Ýòî èìååò íåêîòîðûé ñìûñë,
åñëè ìû âñïîìíèì, ÷òî ôîðìàëüíî â ñèìïëèöèàëüíîì êîìïëåêñå èìååòñÿ ïóñòîé ñèì-
ïëåêñ ∅ ðàçìåðíîñòè �1. Öåïè, ïîðîæäåííûå ýòèì ñèìïëåêñîì, êàê ðàç è äàþò äîáà-
âî÷íûé ÷ëåí C�1pK;Rq.

Îïðåäåëåíèå 3.45. Ãîìîëîãèè àóãìåíòèðîâàííîãî êîìïëåêñà (3.2) íàçûâàþòñÿ ïðè-
âåäåííûìè ñèìïëèöèàëüíûìè ãîìîëîãèÿìè êîìïëåêñà K:

rHjpK;Rq
def

�
KerpB : CjpK;Rq Ñ Cj�1pK;Rqq

ImpB : Cj�1pK;Rq Ñ CjpK;Rqq
,

ãäå íà ýòîò ðàç j ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèå �1.

Çàìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ HjpK;Rq � rHjpK;Rq ïðè j ¥ 1, à ðàíã rH0pK;Rq
íà åäèíèöó ìåíüøå ðàíãà H0pK;Rq äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî êîìïëåêñà K. Â ÷àñòíîñòè,rH0pK;Rq � 0, åñëè |K| � ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî.

Çàìå÷àíèå 3.46. ÅñëèK � ïóñòîé, ëèáî âñå âåðøèíûK ïðèçðà÷íû, òî âñå, íàïèñàííîå
âûøå, òàêæå èìååò ñìûñë. Â ýòîì (è òîëüêî ýòîì) ñëó÷àå èìååì rH�1pK;Rq � R. À
îñòàëüíûå ãîìîëîãèè ïóñòîãî ìíîæåñòâà � íóëåâûå!

Çàìå÷àíèå 3.47. Íà ñàìîì äåëå, èìåííî ïðèâåäåííûå ãîìîëîãèè ñ÷èòàþò êîëè÷åñòâî
äûðîê â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ j-ìåðíûõ ãîìîëîãèé ïðè j ¥ 1 ðàçíèöû
ìåæäó îáû÷íûìè è ïðèâåäåííûìè ãîìîëîãèÿìè íåò íèêàêîé. Çàòî â ðàçìåðíîñòè 0
ïðèâåäåííûå ãîìîëîãèè ïîçâîëÿþò èñïðàâèòü íåêîòîðóþ íåóâÿçêó. Ñîãëàñíî óïðàæ-
íåíèþ 3.25, ÷èñëî β0pKq � dimH0pK;Rq ðàâíî ÷èñëó c êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè êîìïëåê-

ñà K. Çíà÷èò, dim rH0pKq � c � 1. Ýòî âåñüìà åñòåñòâåííî: åñëè êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
c øòóê, òî âîò äûðîê ìåæäó íèìè äîëæíî áûòü êàê ðàç c� 1.
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3.7 Çàìåíà êîýôôèöèåíòîâ

Åñëè âû äîáèëè óïðàæíåíèå 3.26, òî çíàåòå, ÷òî ÷èñëà Áåòòè êîìïëåêñà K, ïîñ÷èòàí-
íûå ñ ðàçíûìè êîýôôèöèåíòàìè R, ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ. Îäíàêî, â íåêîòîðîì ñìûñëå,
íàèáîëåå èíôîðìàòèâíû ãîìîëîãèè ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z: èç íèõ ìîæíî èçâëå÷ü
H�pK;Rq äëÿ ëþáîãî R. Îá ýòîì íàì ãîâîðèò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3.48 (Òåîðåìà îá óíèâåðñàëüíûõ êîýôôèöèåíòàõ). Äëÿ ñèìïëèöèàëüíîãî
êîìïëåêñà K è êîëüöà R èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì

HjpK;Rq � pHjpK;Zq bRq ` Tor1pHj�1pK;Zq, Rq.

Äâà çàìå÷àíèÿ. Âî-ïåðâûõ, òåîðåìà ñôîðìóëèðîâàíà íå â ñàìîì îáùåì âèäå. Âî-
âòîðûõ, â òåîðåìå âîçíèêëè íåêèå íåïîíÿòíûå b è Tor1. M b N � ýòî òåíçîðíîå
ïðîèçâåäåíèå äâóõ àáåëåâûõ ãðóïï, à Tor1pM,Nq � åãî ïåðâûé ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð.
Ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ ýòèõ øòóê ìîæíî íàéòè êàê â êíèãàõ ïî ãîìîëîãè÷åñêîé àëãåáðå,
òàê è â ëþáîé íà÷àëüíîé êíèãå ïî àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè, íàïðèìåð [12]. ß æå
çäåñü ïðîñòî îãðàíè÷óñü ðåöåïòîì, ïîçâîëÿþùèì ýòè øòóêè âû÷èñëÿòü.

Êîíñòðóêöèÿ 3.49. Ïåðâîå ïðàâèëî: îáå îïåðàöèè b è Tor1 �áèàääèòèâíû� (êàòåãîð-
íûé àíàëîã áèëèíåéíîñòè):

pM1`M2qbN � pM1bNq`pM2bNq, Tor1pM1`M2, Nq � Tor1pM1, Nq`Tor1pM2, Nq,

è àíàëîãè÷íî ïî âòîðîìó àðãóìåíòó. Äàëåå, îáå îïåðàöèè ñèììåòðè÷íû:

M bN � N bM, Tor1pM,Nq � Tor1pN,Mq.

Â êà÷åñòâå àáåëåâûõ ãðóïï, ê êîòîðûì ìû áóäåì ïðèìåíÿòü ýòè îïåðàöèè, ó íàñ áûâà-
þò òîëüêî Z, Zpk (ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî), èõ ïðÿìûå ñóììû, à òàêæå ïðÿìûå ñóììû
íåñêîëüêèõ ýêçåìïëÿðîâ Q. Ïîýòîìó äëÿ âû÷èñëåíèé íàì äîñòàòî÷íî îïèñàòü äåé-
ñòâèå îïåðàöèé b è Tor1 íà ãðóïïû èç ñïèñêà tZ,Zpk ,Qu. Îòâåò ïðèâåäåí â òàáëèöàõ 1
è 2.

b Z Q Zpk
Z Z Q Zpk
Q Q Q 0

Zql Zql 0

#
0, åñëè p � q

Zpminpk,lq , åñëè p � q.

Òàáëèöà 1: Òàáëèöà òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ äëÿ ðàñïðîñòðàíåííûõ àáåëåâûõ ãðóïï

Óïðàæíåíèå 3.50. Íàéäèòå Qk bQm è Zkp b Zmp , ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî.
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Tor1 Z Q Zpk
Z 0 0 0
Q 0 0 0

Zql 0 0

$'&'%
0, åñëè p � q

0, åñëè p � q, k � l

Zpk , åñëè p � q, k � l.

Òàáëèöà 2: Òàáëèöà Tor1-ôóíêòîðîâ äëÿ ðàñïðîñòðàíåííûõ àáåëåâûõ ãðóïï

Çàìå÷àíèå 3.51. Êîììåíòàðèé äëÿ èñêóøåííûõ â ãîìîëîãè÷åñêîé àëãåáðå. Ìîæåò âîç-
íèêíóòü âîïðîñ, ïî÷åìó Tor1 åñòü, à �òîðîâ� ñ äðóãèìè èíäåêñàìè íåò. Íà ñàìîì äåëå,
îíè åñòü. Tor0pM,Nq ýòî è åñòü òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå M b N . À TorspM,Nq � ýòî
s-ûé ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð îò òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ê ñ÷àñòüþ, òåíçîðíûå ïðî-
èçâåäåíèÿ ó íàñ áåðóòñÿ íàä êîëüöîì Z (ñòðîãî ãîâîðÿ, íàäî áûëî áû ïèñàòüMbZN),
à Z � ýòî îáëàñòü ãëàâíûõ èäåàëîâ. Ó ëþáîãî êîíå÷íîïîðîæäåííîãî ìîäóëÿ íàä îáëà-
ñòüþ ãëàâíûõ èäåàëîâ13 ñóùåñòâóåò ñâîáîäíàÿ ðåçîëüâåíòà äëèíû 1. Çíà÷èò ìîäóëè
TorZi pM,Nq çàíóëÿþòñÿ ïðè i ¡ 1.

Óïðàæíåíèå 3.52. Åñëè âû çíàåòå ñòðîãîå îïðåäåëåíèå òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è
Tor-ôóíêòîðà, äîêàæèòå óïîìÿíóòûå ñâîéñòâà áèàääèòèâíîñòè, ñèììåòðè÷íîñòè, è
îáîñíóéòå ðåçóëüòàòû òàáëèö 1 è 2.

Ïðèìåð 3.53. Ïóñòü A � Z2`Z20`Z2. Âû÷èñëèì AbQ è AbZ2. Âíà÷àëå ïðèâåäåì A ê
âèäó, â êîòîðîì ìîæíî ïðèìåíÿòü ñâîéñòâà îïèñàííûå âûøå, à èìåííî, âîñïîëüçóåìñÿ
Êèòàéñêîé òåîðåìîé îá îñòàòêàõ: Z20 � Z4 ` Z5. Äëÿ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñ Q
èìååì

AbQ � pZ` Z` Z4 ` Z5 ` Z2q bQ �

pZbQq ` pZbQq ` pZ4 bQq ` pZ5 bQq ` pZ2 bQq �
Q`Q` 0 ` 0 ` 0 � Q2. (3.3)

Âèäíî, ÷òî îïåðàöèÿ �ïîòåíçîðèòü ñ Q� óáèâàåò âñå êðó÷åíèå, à ñâîáîäíûé Z-ìîäóëü
ïðåâðàùàåò â âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä Q òîé æå ðàçìåðíîñòè.

Äëÿ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñ Z2 èìååì

Ab Z2 � pZ` Z` Z4 ` Z5 ` Z2q b Z2 �

pZb Z2q ` pZb Z2q ` pZ4 b Z2q ` pZ5 b Z2q ` pZ2 b Z2q �

Z2 ` Z2 ` Z2 ` 0 ` Z2 � Z4
2. (3.4)

Âèäíî, ÷òî îïåðàöèÿ �ïîòåíçîðèòü ñ Z2� ïðåâðàùàåò êàê Z, òàê è êàæäóþ êîìïîíåíòó
Z2k 2-êðó÷åíèÿ â êîìïîíåíòó Z2.

13Ýòî çíàìåíèòàÿ ñòðóêòóðíàÿ òåîðåìà î êîíå÷íîïîðîæäåííûõ ìîäóëÿõ íàä îáëàñòüþ ãëàâíûõ
èäåàëîâ, èç êîòîðîé âûâîäèòñÿ êëàññèôèêàöèÿ êîíå÷íîïîðîæäåííûõ àáåëåâûõ ãðóïï è òåîðåìà î
ÆÍÔ.
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Òåïåðü âû÷èñëèì Tor1pA,Z2q è Tor1pA,Qq. Èìååì

Tor1pA;Qq � Tor1pZ` Z` Z4 ` Z5 ` Z2;Qq � 0.

Êîãäà îäèí èç àðãóìåíòîâ Tor1 åñòü Q, ïîëó÷àåì íà âûõîäå íîëü. Ñëó÷àé ñ Z2 èíòå-
ðåñíåå:

Tor1pA;Z2q � Tor1pZ` Z` Z4 ` Z5 ` Z2;Z2q � 0 ` 0 ` 0 ` 0 ` Z2.

Âûæèëà òîëüêî êîìïîíåíòà Z2 � ÷òî âèäíî èç Òàáë. 2. Îáîçíà÷åíèå Tor1 ïðîèñõîäèò
îò ñëîâà torsion, êðó÷åíèå, â òî÷íîñòè ïîòîìó ÷òî Tor1 ïîçâîëÿåò âûäåëèòü èç ãðóïïû
êðó÷åíèå ñòðîãî îïðåäåëåííîãî ïîðÿäêà.

Óïðàæíåíèå 3.54. Äîïóñòèì, âû ðåøèëè óïðàæíåíèå 3.26 ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z, è
ó âàñ ïîëó÷èëñÿ òàêîé îòâåò H0pRP 2;Zq � Z, H1pRP 2;Zq � Z2, H2pRP 2;Zq � 0 (à
îí äîëæåí áûë ïîëó÷èòüñÿ èìåííî òàêèì). Âû÷èñëèòå ïî òåîðåìå îá óíèâåðñàëüíûõ
êîýôôèöèåíòàõ HipRP 2;Qq è HipRP 2;Z2q.

Óïðàæíåíèå 3.55. Äîïóñòèì, äëÿ íåêîòîðîãî ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K ãðóïïû
ãîìîëîãèé íàä Z ïîëó÷èëèñü êàê ïîêàçàíî â òàáëèöå

i 0 1 2 3
HipK;Zq Z Z2 ` Z30 Z3 ` Z6 ` Z2 Z2 ` Z2

(à âñå îñòàëüíûå ãîìîëîãèè � íóëåâûå). Âû÷èñëèòå âñå íåíóëåâûå ãîìîëîãèè ñ êî-
ýôôèöèåíòàìè â Q è â Z2. Ìîæåò ëè òàêîé êîìïëåêñ K áûòü òðåõìåðíûì? Êàêîå
îáúÿñíåíèå (ïîìèìî òåîðåìû îá óíèâåðñàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ) âû áû ïðåäëîæèëè?

Óïðàæíåíèå 3.56. Äîïóñòèì, äëÿ ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñàK èçâåñòíû ÷èñëà Áåò-
òè, ïîñ÷èòàííûå äëÿ ïîëåé êîýôôèöèåíòîâ R � Q è R � Zp, ãäå p ïðîáåãàåò âñå
âîçìîæíûå ïðîñòûå ÷èñëà. Ìîæíî ëè ïî ýòîé èíôîðìàöèè âîññòàíîâèòü H�pK;Zq?

3.8 Îïåðàöèè ñ òîïîëîãè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè è ýôôåêò íà

ãîìîëîãèÿõ

Ïóñòü X�Y � îáîçíà÷àåò äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ. Çàìåòèì, ÷òî ïðîèç-
âåäåíèå äâóõ ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ àâòîìàòè÷åñêè íå ÿâëÿåòñÿ ñèìïëèöèàëü-
íûì êîìïëåêñîì (íàïðèìåð, îòðåçîê � ýòî ñèìïëåêñ, à ïðîèçâåäåíèå äâóõ îòðåçêîâ
� êâàäðàò, à íå òðåóãîëüíèê). Îäíàêî, ïðîèçâåäåíèå ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ
ìîæíî òðèàíãóëèðîâàòü, è âñå-òàêè ïðåâðàòèòü â ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ.

Äîïóñòèì, â X è Y âûäåëåíû òî÷êè x0 P X è y0 P Y . Áóêåòîì íàçûâàåòñÿ òîïîëî-
ãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

X _ Y � pX � y0q Y px0 � Y q � X � Y.

Ìîæíî ïîíèìàòü áóêåò êàê âçÿòèå íåñâÿçíîãî îáúåäèíåíèÿ X \ Y äâóõ ïðîñòðàíñòâ,
à çàòåì ñêëåèâàíèå òî÷åê x0 P X è y0 P Y ñì. Ðèñ. 16. Îïåðàöèè íàäñòðîéêè è äæîéíà
áûëè îïðåäåëåíû ðàíåå.
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X

Y
(x ,y )0 0

X х Y 

X

Y
(x ,y )0 0

X v Y 

Ðèñ. 16: Ïðîèçâåäåíèå è áóêåò

×èòàòåëåì ïðåäëàãàåòñÿ ïîäóìàòü íàä ñëåäóþùèìè óïðàæíåíèÿìè (âçÿâ â êà÷å-
ñòâå ïðîèçâîëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû), ëèáî íàéòè èõ ñòðîãèå
äîêàçàòåëüñòâà.

Óïðàæíåíèå 3.57. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî i âûïîëíåíîHipX\Y q � HipXq`HipY q.

Óïðàæíåíèå 3.58. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî i âûïîëíåíî rHipX_Y q � rHipXq` rHipY q.

Óïðàæíåíèå 3.59. (Èçîìîðôèçì íàäñòðîéêè) Äëÿ ëþáîãî i âûïîëíåíîrHi�1pΣX;Rq � rHipX;Rq.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äëÿ óïðàæíåíèÿ òÿæåëîâàòî, íî íà ïðàêòèêå âåñüìà ïî-
ëåçíî.

Òåîðåìà 3.60 (Òîïîëîãè÷åñêàÿ ôîðìóëà Êþííåòà). Åñëè R � ïîëå, òî èìåþòñÿ
èçîìîðôèçìû

HjpX � Y ;Rq �
¸

k�s�j
HjpX;Rq bHspY ;Rq

Â ñëó÷àå R � Z èìååì

HjpX;Rq �

� ¸
k�s�j

HkpX;Rq bHspY ;Rq

�
`

� ¸
k�s�j�1

Tor1pHkpX;Rq, HspY ;Rqq

�
.

Óïðàæíåíèå 3.61. Ïîìíÿ, ÷òî äâóìåðíûé òîð T 2 åñòü ïðîèçâåäåíèå äâóõ îêðóæíî-
ñòåé: T 2 � S1 � S1, íàéäèòå åãî ãîìîëîãèè. Ñðàâíèòå ñ óïðàæíåíèåì 3.27.

Óïðàæíåíèå 3.62. Íàéäèòå ãîìîëîãèè n-ìåðíîãî òîðà T n � S1 � � � � � S1 ñ êîýôôè-
öèåíòàìè â Z.
Óïðàæíåíèå 3.63. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâà S2_S1_S1 è T 2 èìåþò èçîìîðôíûå
ãîìîëîãèè. (*) Äîêàæèòå, ÷òî ýòè ïðîñòðàíñòâà íå ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû14

14Òóò, î÷åâèäíî, íóæåí êàêîé-òî äðóãîé èíâàðèàíò ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè, à ó íàñ íè÷å-
ãî êðîìå ãîìîëîãèé â ýòîì òåêñòå íåò. Ïîïðîáóéòå ñàìîñòîÿòåëüíî ðàçîáðàòüñÿ ñ ôóíäàìåíòàëüíîé
ãðóïïîé.
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Óïðàæíåíèå 3.64. Íàéäèòå HipRP 2 � RP 2;Zq.
Óïðàæíåíèå 3.65. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôèíèòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë b0, b1, . . . , bn, 0, 0, . . . ïðèäóìàéòå ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ K, òàêîé ÷òî βjpKq �
bj äëÿ âñåõ j.

Óïðàæíåíèå 3.66. Äîêàæèòå �òåîðåìó Ôóáèíè� äëÿ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè:

χpK � Lq � χpKq � χpLq

Çàìå÷àíèå 3.67. Ïðåäûäóùåå óïðàæíåíèå âìåñòå ñ óïðàæíåíèåì 3.33 ïîçâîëÿþò âîñ-
ïðèíèìàòü ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó êàê íåêóþ ìåðó íà (õîðîøèõ) òîïîëîãè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâàõ. À äëÿ ÷åãî ÷åëîâå÷åñòâó íóæíà ìåðà? ×òî îïðåäåëÿòü èíòåãðàëû Ëå-
áåãà! Äà, ïî ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêå ìîæíî èíòåãðèðîâàòü � ýòî äîâîëüíî ìîäíîå
íàïðàâëåíèå â òåîðåòè÷åñêîé ìàòåìàòèêå.

À â ïðèêëàäíîé òîïîëîãèè ëþäè ïûòàëèñü ïðèñïîñîáèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî ýéëå-
ðîâîé õàðàêòåðèñòèêå äëÿ ïîäñ÷åòà ÷èñëà ìàøèí íà àâòîñòîÿíêå [3].

3.9 Ñèíãóëÿðíûå ãîìîëîãèè

Íàñòàëî âðåìÿ îáúÿñíèòü, êàê îïðåäåëèòü ãîìîëîãèè òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà,
÷òîáû ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ íå çàâèñåë îò òðèàíãóëÿöèè. Èäåÿ òóò òàêàÿ: ìû, â íåêî-
òîðîì ñìûñëå, ðàññìàòðèâàåì âñå âîçìîæíûå ñïîñîáû òðèàíãóëèðîâàòü ïðîñòðàíñòâî
îäíîâðåìåííî.

Êîíñòðóêöèÿ 3.68. ÏóñòüX � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ñèíãóëÿðíûì15 j-ìåðíûì
ñèìïëåêñîì â X íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå σ : 4j Ñ X, ãäå 4j � j-
ìåðíûé ñèìïëåêñ. Ðàññìîòðèì CjpX;Rq � ñâîáîäíûé R-ìîäóëü, ïîðîæäåííûé âñåìè
j-ìåðíûìè ñèíãóëÿðíûìè ñèìïëåêñàìè ïðîñòðàíñòâà X. Ïóñòü 4j èìååò âåðøèíû
p0, . . . , pj. Ââåäåì ñèíãóëÿðíûé äèôôåðåíöèàë B : CjpX;Rq Ñ Cj�1pX;Rq, äåéñòâóþ-
ùèé íà îáðàçóþùåé (ò.å. íà ñèíãóëÿðíîì ñèìïëåêñå σ) êàê

Bσ
def

�
j̧

s�0

p�1qsσ|tp0,...,xps,...,pju,

ãäå σ|tp0,...,xps,...,pju � îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ σ íà ãèïåðãðàíü ñèìïëåêñà 4j, íå ñî-
äåðæàùóþ âåðøèíó ps (ò.å. ïî îïðåäåëåíèþ σ|tp0,...,xps,...,pju åñòü pj � 1q-ìåðíûé ñèíãó-
ëÿðíûé ñèìïëåêñ, à çíà÷èò ëåæèò â ãðóïïå Cj�1pX;Rq). Èìååì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
R-ãîìîìîðôèçìîâ

. . .
B
Ñ CjpX;Rq

B
Ñ Cj�1pX;Rq

B
Ñ � � �

B
Ñ C1pX;Rq

B
Ñ C0pX;Rq

B
Ñ 0, (3.5)

15×àñòü ñèìïëåêñà ïðè îòîáðàæåíèè ìîæåò ñõëîïíóòüñÿ â òî÷êó, íàïðèìåð. Îáðàç îòîáðàæåíèÿ
ìîæåò áûòü âåñüìà íå ïîõîæ íà ñèìïëåêñ, ïîòîìó èõ è íàçûâàþò ñèíãóëÿðíûìè.

32



ãäå, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, B � B � 0, ò.å. èìååì äèôôåðåíöèàëüíûé êîìïëåêñ. Ãðóïïîé
j-õ (ñèíãóëÿðíûõ) ãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâà X (ñ êîýôôèöèåíòàìè â R) íàçûâàåòñÿ
R-ìîäóëü

HjpX;Rq
def

�
KerpB : CjpX;Rq Ñ Cj�1pX;Rqq

ImpB : Cj�1pX;Rq Ñ CjpX;Rqq
.

Êàê è ðàíåå, ìîæíî îïðåäåëèòü ãîìîìîðôèçì àóãìåíòàöèè ε : C0pX;Rq Ñ R, îòîáðà-
æàþùèé êàæäûé 0-ìåðíûé ñèíãóëÿðíûé ñèìïëåêñ (ò.å. ïîïðîñòó òî÷êó ïðîñòðàíñòâà

X) â 1 P R. Ïðèâåäåííûå ñèíãóëÿðíûå ãîìîëîãèè rHjpX;Rq îïðåäåëÿþòñÿ êàê ãîìî-
ëîãèè àóãìåíòèðîâàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî êîìïëåêñà ñèíãóëÿðíûõ öåïåé (ïîëíî-
ñòüþ àíàëîãè÷íî ïðèâåäåííûì ñèìïëèöèàëüíûì ãîìîëîãèÿì).

Óïðàæíåíèå 3.69. Äîêàæèòå ïî îïðåäåëåíèþ (ò.å. íå ïîëüçóÿñü òåîðåìîé íèæå), ÷òî
H0pX;Zq � Z â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà X ëèíåéíî ñâÿçíî.

Òåîðåìà 3.70. Åñëè K � òðèàíãóëÿöèÿ ïðîñòðàíñòâà X, òî ñèìïëèöèàëüíûå ãî-
ìîëîãèè HjpK;Rq èçîìîðôíû ñèíãóëÿðíûì HjpX;Rq.

Ñèíãóëÿðíûå ãîìîëîãèè ñîâïàäàþò ñ ñèìïëèöèàëüíûìè ãîìîëîãèÿìè äëÿ òåõ ïðî-
ñòðàíñòâ, íà êîòîðûõ îáà ïîíÿòèÿ îïðåäåëåíû. Âîçíèêàåò âîïðîñ: çà÷åì òîãäà íóæ-
íû ñèìïëèöèàëüíûå ãîìîëîãèè, âåäü îíè íåèíâàðèàíòíî îïðåäåëÿþòñÿ? Ìàòåìàòèêó-
òåîðåòèêó îíè, äåéñòâèòåëüíî, (ïî÷òè) íå íóæíû. Îäíàêî, åñëè õî÷åòñÿ ÷òî-òî ïî-
ñ÷èòàòü íà êîìïüþòåðå, ñèíãóëÿðíûå ãîìîëîãèè íå ïîäõîäÿò: ìîäóëè CjpX;Qq � ýòî
áåçóìíûå êîíòèíóàëüíîìåðíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, èõ íèêàê â êîìïüþòåð íå çà-
ïèõíåøü. À â ñëó÷àå ñèìïëèöèàëüíûõ ãîìîëîãèé âñå ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ðàíãîâ
êîíå÷íûõ ìàòðèö (ñì. óïðàæíåíèå 3.30), à ïîòîìó èìååò îòíîñèòåëüíî ïðèåìëåìóþ
ñëîæíîñòü k3 îò ðàçìåðà k âõîäíûõ äàííûõ.

Ðèñ. 17: Ãàâàéñêàÿ ñåðüãà è åå äâóìåðíûé àíàëîã

Çàìå÷àíèå 3.71. Ñóùåñòâóþò ïàðàäîêñàëüíûå ïðèìåðû, äåìîíñòðèðóþùèå íåòðèâè-
àëüíîñòü ñèíãóëÿðíûõ ãîìîëîãèé äëÿ íåòðèàíãóëèðóåìûõ ïðîñòðàíñòâ. Ðàññìîòðèì
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ïðîñòðàíñòâî X � áóêåò ñ÷åòíîãî ÷èñëà 2-ñôåð, ðàäèóñû êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ,
ñì. Ðèñ. 17 (åñëè âìåñòî 2-ñôåð èñïîëüçîâàòü îêðóæíîñòè, òî òàêîå òîïîëîãè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ãàâàéñêîé ñåðüãîé). Õîòÿ êàê áóäòî X � äâóìåðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî (âñå îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè â ýòîì åäèíîãëàñíû), òåîðå-
ìà Áàððàòà�Ìèëíîðà ãëàñèò, ÷òî H3pX;Qq � 0, ñì. [2]. Ãîìîëîãèè HipX;Qq ïðè i ¡ 3
ó ýòîãî ïðîñòðàíñòâà òîæå íåòðèâèàëüíûå.

3.10 Ïîëåçíûå äâîéñòâåííîñòè, âêðàòöå

Íàïîìíèì, ÷òî n-ìåðíîå òîïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå � ýòî òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî, ó êàæäîé òî÷êè êîòîðîãî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü, ãîìåîìîðôíàÿ Rn. Êîì-
ïàêòíîå n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóåìûì16, åñëè HnpX;Zq � Z (â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå, äëÿ êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé âûïîëíåíî HnpX;Zq � 0)

Òåîðåìà 3.72 (Äâîéñòâåííîñòü Ïóàíêàðå). Åñëè X � êîìïàêòíîå n-ìåðíîå òîïî-
ëîãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, òî äëÿ ÷èñåë Áåòòè ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z2 âûïîëíåíî
βipXq � βb�ipXq. Åñëè ýòî ìíîãîîáðàçèå îðèåíòèðóåìî, òî βipXq � βb�ipXq äëÿ ëþ-
áûõ êîýôôèöèåíòîâ, âêëþ÷àÿ Z.

Óïðàæíåíèå 3.73. Ïðîâåðüòå ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ ìíîãîîáðàçèé T n, Sn, RP 2, êîòî-
ðûå ó íàñ âñòðå÷àëèñü ðàíåå.

Òåîðåìà 3.74 (Äâîéñòâåííîñòü Àëåêñàíäåðà). Ïóñòü X � Sn ïîäïðîñòðàíñòâî17.

Òîãäà dim rHipXq � dim rHn�1�ipS
nzXq.

3.11 Ãîìîëîãè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ è ãîìîëîãè÷åñêèå ñôåðû

Óïðàæíåíèå 3.75. Ïóñòü I P K è J P linkK I. Äîêàæèòå, ÷òî êîìïëåêñ linklinkK I J èçî-
ìîðôåí êîìïëåêñó linkKpI\Jq (ëèíê ëèíêà � ýòî ñíîâà ëèíê â èñõîäíîì êîìïëåêñå).

Êàê áûëî óïîìÿíóòî âûøå, âîîáùå ãîâîðÿ íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü, ãîìåîìîðôåí
ëè çàäàííûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ ñôåðå. Àíàëîãè÷íî, íåâîçìîæíî óçíàòü, ÿâ-
ëÿåòñÿ ëè çàäàííûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ òîïîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì. Îä-
íàêî, ñ ïîìîùüþ ãîìîëîãèé ìîæíî îïðåäåëèòü ïîíÿòèÿ ãîìîëîãè÷åñêîé n-ñôåðû, è
ãîìîëîãè÷åñêîãî n-ìíîãîîáðàçèÿ, êîòîðûå àëãîðèòìè÷åñêè ðàñïîçíàâàåìû.

Îïðåäåëåíèå 3.76. ×èñòûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñK íàçûâàåòñÿ (òðèàíãóëèðó-
åìûì) ãîìîëîãè÷åñêèì n-ìíîãîîáðàçèåì (íàä êîëüöîì R), åñëè äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî
ñèìïëåêñà I P K, I � ∅ êîìïëåêñ linkK I èìååò òàêèå æå ãîìîëîãèè (ñ êîýôôèöèåí-
òàìè â R), êàê pn� |I|q-ìåðíàÿ ñôåðà.

16Ýòî íå îïðåäåëåíèå, à ñâîéñòâî, íà ñàìîì äåëå. Íî îíî äîâîëüíî óäîáíîå.
17Äîñòàòî÷íî õîðîøåå è äîñòàòî÷íî õîðîøî âëîæåííîå. Íàïðèìåð, ñèìïëèöèàëüíûé ïîäêîìïëåêñ

â íåêîòîðîé òðèàíãóëÿöèè ñôåðû òî÷íî ñãîäèòñÿ.
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Îïðåäåëåíèå 3.77. Ãîìîëîãè÷åñêîå n-ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ ãîìîëîãè÷åñêîé n-
ñôåðîé (íàä êîëüöîì R), åñëè ñàì êîìïëåêñ K èìååò òàêèå æå ãîìîëîãèè (ñ êîýôôè-
öèåíòàìè â R), êàê n-ìåðíàÿ ñôåðà.

Óïðàæíåíèå 3.78. Äîêàæèòå, ÷òî ëèíê ëþáîãî íåïóñòîãî ñèìïëåêñà â ãîìîëîãè÷åñêîì
ìíîãîîáðàçèè � ýòî ãîìîëîãè÷åñêàÿ ñôåðà.

Çàìå÷àíèå 3.79. Âñïîìíèì çàìå÷àíèå 2.32: åñëè çàñåëèòü ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ
K ðàçóìíûìè ñóùåñòâàìè, òî ñóùåñòâî, íàõîäÿùååñÿ âíóòðè ñèìïëåêñà I P K âèäèò
ãîðèçîíò ôîðìû

BI � linkK I � Σ|I|�1 linkK I

(ñì. êîíñòðóêöèþ êðàòíîé íàäñòðîéêè 2.25). Ñîãëàñíî èçîìîðôèçìó íàäñòðîéêè (óïðàæ-
íåíèå 3.59), åñëè linkK I èìååò ãîìîëîãèè êàê ó pn�|I|q-ìåðíîé ñôåðû, òî Σ|I|�1 linkK I
èìååò ãîìîëîãèè êàê ó pn � 1q-ìåðíîé ñôåðû. Ýòî ñîîáðàæåíèå îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó
îïðåäåëåíèå ãîìîëîãè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñîãëàñóåòñÿ ñî çäðàâûì ñìûñëîì.

Äåéñòâèòåëüíî, ìíîãîîáðàçèå � ýòî ÷òî-òî, ïîõîæåå íà åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî
â îêðåñòíîñòè êàæäîé ñâîåé òî÷êè. Ñóùåñòâó, æèâóùåìó íà ìíîãîîáðàçèè, êàæåòñÿ,
÷òî åãî îêðóæàåò n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, à çíà÷èò îí âèäèò ãîðèçîíò â âè-
äå pn�1q-ìåðíîé ñôåðû. Äëÿ ìîðåïëàâàòåëÿ, íàõîäÿùåãîñÿ ïîñåðåäèíå îêåàíà, ëèíèÿ
ãîðèçîíòà ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ îêðóæíîñòü18. Äëÿ êîñìîíàâòà, ëåòàþùåãî â îòêðû-
òîì êîñìîñå, �ãîðèçîíò� ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ äâóìåðíóþ ñôåðó (òî, ÷òî â àñòðîíîìèè
íàçûâàåòñÿ ñôåðîé íåïîäâèæíûõ çâåçä). È òàê äàëåå. Ïîñêîëüêó ïðîâåðÿòü êîìïëåêñ
íà ãîìåîìîðôèçì ìû íå óìååì, à âû÷èñëÿòü ãîìîëîãèè óìååì, ìû ïîëó÷èëè óäîáíóþ
çàìåíó äëÿ ïîíÿòèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ � ãîìîëîãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå.
Ïðèíàäëåæíîñòü êîìïëåêñà ê êëàññó ãîìîëîãè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ìîæíî ïðîâåðèòü
àëãîðèòìè÷åñêè.

Åñëè íåìíîãî ôîðìàëèçîâàòü çàìå÷àíèå 3.79, òî ïîëó÷èì (ñì. ïîäðîáíîñòè â [1])

Ïðåäëîæåíèå 3.80. Òðèàíãóëèðóåìîå êîìïàêòíîå òîïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ÿâ-
ëÿåòñÿ ãîìîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì.

Äëÿ òðèàíãóëèðóåìûõ ãîìîëîãè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé âûïîëíåíà äâîéñòâåííîñòü
Ïóàíêàðå (Òåîðåìà 3.72). À åùå äëÿ îïèñàíèÿ f -âåêòîðîâ ãîìîëîãè÷åñêèõ ñôåð è
ìíîãîîáðàçèé åñòü èíòåðåñíàÿ òåîðèÿ (ýòîìó ïîñâÿùåí ìîé êîíñïåêò [1]).

3.12 ×òî äàëüøå?

Äàëüøå, åñëè âû õîòèòå óãëóáèòüñÿ â ãîìîëîãèè â ÷àñòíîñòè è â òîïîëîãèþ âîîáùå,
âàì íàäî èçó÷èòü ïîíÿòèå òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîíÿòèå ãîìîòîïèè öåïíûõ
êîìïëåêñîâ, ëåììó î ïÿòè èçîìîðôèçìàõ, â îáùåì, âñå òî, ÷òî ïðåâðàùàåò íà÷àëüíûé
ýòàï èçó÷åíèÿ òîïîëîãèè â êðàòêèé êóðñ ãîìîëîãè÷åñêîé àëãåáðû. Òóò ÿ ïûòàëñÿ âñåãî

18Åñëè áû Çåìíîé øàð áûë Çåìíûì áóáëèêîì, òî ñèòóàöèÿ áû íå ïîìåíÿëàñü. À âîò åñëè áû çåìëÿ
ïðåäñòàâëÿëà èç ñåáÿ äâóìåðíûé äèñê, òî íà òî÷êàõ êðàÿ ãîðèçîíò ïðåäñòàâëÿë áû èç ñåáÿ ëèøü
ïîëîâèíó îêðóæíîñòè, òî åñòü îòðåçîê. Äðóãîé ïîëîâèíû íå áûëî áû, òàì æå ïðîïàñòü.
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ýòîãî èçáåæàòü, îãðàíè÷èâøèñü îêîëîãåîìåòðè÷åñêèì ðóêîìàõàòåëüñòâîì, ïîýòîìó
íåêîòîðûå òåîðåìû (òåîðåìà îá óíèâåðñàëüíûõ êîýôôèöèåíòàõ, ôîðìóëà Êþííåòà)
ñôîðìóëèðîâàíû íå ïî êàíîíó.

Äàëåå âàì íóæíî ðàçîáðàòüñÿ ñ ïîíÿòèåì îòíîñèòåëüíûõ ãîìîëîãèé HjpX,A;Rq,
ãäå A � X, è ñâÿçàííîå ñ íèì ïîíÿòèå òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãîìîëîãèé ïàðû è
òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ìàéåðà�Âüåòîðèñà. Íàäî ðàçîáðàòüñÿ ñ ôóíêòîðèàëüíî-
ñòüþ ãîìîëîãèé è ðàçîáðàòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ãîìîòîïè÷åñêîé èíâàðèàíòíî-
ñòè ãîìîëîãèé. Çàòåì � äîêàçàòåëüñòâî èçîìîðôèçìà íàäñòðîéêè äëÿ ñèíãóëÿðíûõ
ãîìîëîãèé è âû÷èñëåíèåì ñèíãóëÿðíûõ ãîìîëîãèé ñôåðû. Äàëåå, ïîíÿòèå êëåòî÷íîãî
êîìïëåêñà è êëåòî÷íûõ ãîìîëîãèé, êîòîðûå îáîáùàþò ñèìïëèöèàëüíûå ãîìîëîãèè.
Ïðîùå äîêàçàòü áîëåå îáùóþ òåîðåìó îá èçîìîðôèçìå ñèíãóëÿðíûõ è êëåòî÷íûõ ãî-
ìîëîãèé êëåòî÷íîãî êîìïëåêñà, à óòâåðæäåíèå î ñèìïëèöèàëüíûõ ãîìîëîãèÿõ èç íåå
ïîëó÷àåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè.

Íàêîíåö, ïîëåçíî ðàçîáðàòüñÿ ñ äâîéñòâåííûì ïîíÿòèåì êîãîìîëîãèé. Íî òóò õîðî-
øàÿ íîâîñòü: âñå óòâåðæäåíèÿ äëÿ êîãîìîëîãèé (ïî÷òè) àíàëîãè÷íû ñîîòâåòñâóþùèì
óòâåðæäåíèÿì äëÿ ãîìîëîãèé. Òîëüêî êîãîìîëîãèè íå ïðîñòî îáðàçóþò ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü R-ìîäóëåé, à åùå è èìåþò ñòðóêòóðó ãðàäóèðîâàííîé R-àëãåáðû.

À åùå â êàêîé-òî ìîìåíò ïðèäåòñÿ óçíàòü, ÷òî òàêîå òîïîëîãèÿ ïðÿìîãî ïðåäå-
ëà, è ÷òî íà ñàìîì äåëå èíòåðåñíûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà � ýòî íå òîëüêî
ïîäìíîæåñòâà â Rn.

4 Íåðâû ïîêðûòèé

5 Óñòîé÷èâûå ãîìîëîãèè

6 Êîãîìîëîãèè ïó÷êîâ è ãîìîëîãèè êîïó÷êîâ
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