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0. Îáùèå ñîãëàøåíèÿ

Íà÷èíàåì ñî ñòàíäàðòíîé ñôåðû

Sn := {(x0, . . . , xn) ∈ Rn+1
∣∣ n∑
i=0

x2
i = 1}

Â êóðñå n = 1, . . . , 7. Áóäóò ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ñòðóêòó-
ðû1, èíäóöèðîâàííûå âëîæåíèåì Sn ↪→ Rn+1, à çàòåì îíè æå
èëè èõ àíàëîãè áóäóò îáñóæäàòüñÿ íà àáñòðàêòíûõ îáúåêòàõ,
èìåþùèõ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñòàíäàðòíûõ ñôåð (òîïîëîãè÷å-
ñêèå/ãîìîòîïè÷åñêèå/ãîìîëîãè÷åñêèå... ñôåðû).

Õàðàêòåðíàÿ ïðîáëåìà, êîòîðîé çàâåðøàåòñÿ êóðñ: îïèñàíèå
ìíîæåñòâà ãëàäêèõ ñòðóêòóð íà òîïîëîãè÷åñêèõ ñôåðàõ.

1. S1 ' P1(R) ' C1 � îêðóæíîñòü

1.0. Óíèôîðìèçàöèÿ. Îêðóæíîñòü � åäèíñòâåííàÿ íåîäíîñâÿç-
íàÿ ñôåðà,

S1 ∼=
R
Z

1Áóðáàêèñòñêèé òåðìèí, êîòîðûé íå áóäåò óòî÷íÿòüñÿ.
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1.1. Ãðóïïîâàÿ ñòðóêòóðà. Îêðóæíîñòü � îäíà èç ëèøü äâóõ
ãðóïï Sn. Òî÷íåå: ëèøü äëÿ n = 1, 3 íà Sn èìååòñÿ ãðóïïîâàÿ
ñòðóêòóðà, ñîâìåñòèìàÿ ñ òîïîëîãè÷åñêîé.

Àëüòåðíàòèâíîå îáîçíà÷åíèå ñëåäóåò ïðèíöèïó Àðíîëüäà

Ëþáîå (ðàçóìíîå) âåùåñòâåííîå ïîíÿòèå èìååò (íå âñåãäà
î÷åâèäíûé) êîìëåêñíûé è êâàòåðíèîííûé àíàëîã.

Ïðèäåðæèâàÿñü ýòîãî ïðèíöèïà, ñëåäîâàëî áû íà÷àòü ñ ãðóï-
ïû2

S0 = {±1},
à äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñåé÷àñ ãðóïïû åñòåñòâåííî ââåñòè îáîçíà-
÷åíèå

S1 = C1 := {z ∈ C
∣∣|z| = 1}.

Âëîæåíèå S1 ↪→ C ïîëåçíî è â äðóãèõ âîïðîñàõ. Â ÷àñòíîñòè, ãðóïïà
èçîìåòðèé îêðóæíîñòè ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà êàê ïîëóïðÿìîå ïðîèç-

âåäåíèå

Isomet(S1) ' C1 / C2,

ãäå 2-ýëåìåíòíàÿ ãðóïïà C2 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

C2 = {idC, z 7→ z}.

1.2. Ïàðàëëåëèçóåìîñòü. Äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ M íàì ïðèä¼òñÿ
ïîëüçîâàòüñÿ ïîíÿòèåì êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ TM. Ìíîãîîáðà-
çèå íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëèçóåìûì, åñëè åãî êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå
òðèâèàëüíî,

TM 'M× Rdim(M).

Î÷åâèäíî, îêðóæíîñòü ïàðàëëåëèçóåìà.

Ñôåðû Sn ïàðàëëåëèçóåìû ïðè çíà÷åíèÿõ n = 1, 3, 7 è òîëü-
êî ïðè íèõ.

Çíà÷åíèÿ n = 1, 3, 7 îáúÿñíÿþòñÿ ïðèâåä¼ííûì âûøå ðàâåí-
ñòâîì S1 = C1 è åãî êâàòåðíèîííûì è îêòîíèîííûì àíàëîãàìè

2ìû íå âêëþ÷èëè n = 0 â óòâåðæäåíèå ïðî ãðóïïû ëèøü ïðè n = 1, 3,
ïîñêîëüêó n = 0 � âíå ðàññìîòðåíèÿ ýòèõ ëåêöèé.
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(ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëà áóäóò ââåäåíû íèæå)

S3 = H1 è S7 = O1.

Íåïàðàëëåëèçóåìîñòü ïðî÷èõ ñôåð âïåðâûå óñòàíîâëåíà â
[BottMilnor1958].

1.3. Îêðóæíîñòü êàê àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ. Êîíèêà

x2 + y2 = 1

� íà÷àëî àëãåáðàè÷åñêîé è àðèôìåòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, à, âîçìîæ-
íî, è âñåé ìàòåìàòèêè, ñì. [ÎñòðèêÖôàñìàí2011].

Âìåñòå ñ òåì
S1 = P1(R).

1.4. Î âëîæåíèÿõ àáñòðàêòíîé îêðóæíîñòè â R2. Òåïåðü S1

áóäåò îáîçíà÷àòü òîïîëîãè÷åñêóþ îêðóæíîñòü. Íåïðåðûâíûå âëî-
æåíèÿ

S1 ↪→ R2

íàçûâàþòñÿ æîðäàíîâûìè êðèâûìè; ñðåäè íèõ âñòðå÷àþòñÿ äî-
ñòàòî÷íî ýêçîòè÷åñêèå îáúåêòû, à èõ �î÷åâèäíûå� ñâîéñòâà áûâàåò
íåëåãêî äîêàçàòü.

Íà íàèáîëåå î÷åâèäíûé âîïðîñ îòâå÷àåò

Tåîðåìà Æîðäàíà-Ø¼íôëèñà. Âíóòðåííÿÿ è âíåøíÿÿ
îáëàñòè, îãðàíè÷åííûå Æîðäàíîâîé êðèâîé â R2 ãîìåîìîðôíû
åäèíè÷íîìó êðóãó è åãî äîïîëíåíèþ.

Êîãäà ÿ áûë ñòóäåíòîì-ìëàäøåêóðñíèêîì (â 60-å ãîäû ïðî-
øëîãî âåêà), íà Ôèçòåõå çà ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû
ñòàâèëè àâòîìàò ïî ìàòàíàëèçó. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ñðåäñòâ àë-
ãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè îíà, îäíàêî, äîêàçûâàåòñÿ ëåãêî, ñì.
[Maehara1984]. Ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â
[Cairns1951].

Ýêçîòè÷åñêèå3 æîðäàíîâû êðèâûå � òàêèå, ÷òî ìíîæåñòâà èõ íåãëàäêèõ
òî÷åê âñþäó ïëîòíû � åñòåñòâåííî âîçíèêàþò ïî êðàéíåé ìåðå â äâóõ
îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè.

3âîçíèêàåò ñîáëàçí ñêàçàòü ôðàêòàëüíûå, íî ó ýòîãî ïîïóëÿðíîãî ïîíÿòèÿ,
âèäèìî, íåò òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ
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Âî-ïåðâûõ, êâàçèîêðóæíîñòè âîçíèêàþò â òåîðèè êâàçèôóêñîâûõ

ãðóïï. Ïóñòü Γ ⊂ PSL2(R) � òàêàÿ äèñêðåòíàÿ êîíå÷íî-ïîðîæä¼ííàÿ
ãðóïïà äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè

H := {z ∈ C | Im(z) > 0,

÷òî ôàêòîð H
Γ � ãëàäêàÿ êîìïàêòíàÿ ïîâåðõíîñòü. Ìîæíî ðàñïðî-

ñòðàíèòü äåéñòâèå ãðóïïû Γ íà ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ P1(C). Òîãäà
ìîæíî îïðåäåëèòü îêðóæíîñòü P1(R) ⊂ P1(C) êàê ïðåäåëüíîå ìíî-

æåñòâî Λ(Γ) îðáèò òî÷åê âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ïîä äåéñòâèåì
ãðóïïû Γ. Åñëè äåôîðìèðîâàòü Γ â áîëüøåé ãðóïïå, âçÿâ áëèçêóþ ê íåé
Γ′ ⊂ PSL2(C), òî ìíîæåñòâî Λ(Γ′) � êâàçèîêðóæíîñòü. Ñì. [Bowen1979].

Âî-âòîðûõ, ìíîæåñòâà Æþëèà, êîòîðûå ìîæíî îïðåäåëèòü äëÿ
ëþáîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : C → C êàê çàìûêàíèå Jf
ìíîæåñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò Perf , ãäå

Perf :=

{
z ∈ C | ìíîæåñòâî

{
z, f(z), f

(
f(z)

)
, . . .

}
êîíå÷íî

}
.

Î÷åâèäíî,
Perz 7→z2 = e2πiQ

è ìû âñòðå÷àåìñÿ ñ î÷åðåäíûì âîïëîùåíèåì îêðóæíîñòè

Jz 7→z2 = C1.

Î÷åðåäíîé ôåíîìåí äåôîðìàöèè: ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ4 c ∈ C
Jz 7→z2+c � êâàçèîêðóæíîñòü.

Ñì. [Milnor2006].

Ìåæäó óïîìÿíóòûìè êëàññàìè ýêçîòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé ñóùå-

ñòâóåò íåñêîëüêî çàãàäî÷íàÿ ñâÿçü. Íåêîòîðûå ðàçúÿñíåíèÿ ìîæíî

íàéòè, íàïðèìåð, â ðàáîòå [Hubbard2012] è ñîäåðæàùèõñÿ â íåé

ññûëêàõ.

2. S2 ' P1(C) � íàñòîÿùàÿ ñôåðà

2.0. Òåðìèíîëîãèÿ. Ïðîñòî ñôåðîé, áåç ýïèòåòîâ, îáû÷íî íàçû-
âàåòñÿ èìåííî S2.

2.1. Ðîãàòàÿ ñôåðà Àëåêñàíäåðà. Ýòîò îáúåêò ÿâëÿåòñÿ
äâóìåðíûì àíàëîãîì óïîìÿíóòûõ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå êâà-
çèîêðóæíîñòåé. Îäíàêî àíàëîãè íåêîòîðûõ �î÷åâèäíûõ�, õîòü

4Ìíîæåñòâî {c ∈ C | Jz 7→z2+c ñâÿçíî} � ýòî çíàìåíèòîå ìíîæåñòâî

Ìàíäåëüáðîòà.
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è òðóäíîäîêàçóåìûõ, 1-ìåðíûõ óòâåðæäåíèé â ðàçìåðíîñòè 2
îêàçûâàþòñÿ ïðàâäîïîäîáíûìè, íî íåâåðíûìè.

Òî÷íåå, ÷àñòü òåîðåìû Æîðäàíà-Ø¼íôëèñà âåðíà âî âñåõ
ðàçìåðíîñòÿõ.

Òåîðåìà Æîðäàíà-Áðàóýðà î ðàçäåëåíèè. Ïóñòü n > 0
è X � òîïîëîãè÷åñêàÿ ñôåðà â Rn+1, òî åñòü îáðàç íåïðåðûâíîãî
âëîæåíèÿ n-ñôåðû Sn ↪→ Rn+1. Òîãäà äîïîëíåíèå Rn+1\X ñîñòîèò
â òî÷íîñòè èç äâóõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò. Îäíà èç ýòèõ êîìïîíåíò
îãðàíè÷åíà (âíóòðåííîñòü), à äðóãàÿ íåîãðàíè÷åííà (âíåøíîñòü).
Ìíîæåñòâî X � èõ îáùàÿ ãðàíèöà. Ñì. [Alexander1922]

Îäíàêî òîò æå Àëåêñàíäåð â [Alexander1924] ïîñòðîèë êîíòð-
ïðèìåð ê àíàëîãó äðóãîé �î÷åâèäíîé� ÷àñòè òåîðåìû Æîðäàíà-
Ø¼íôëèñà (ãîìåîìîðôíû ... åãî äîïîëíåíèþ). Åãî ðîãàòàÿ ñôåðà

horned : S2 ↪→ R3.

òàêîâà, ÷òî âíóòðåííîñòü horned (S2) � òîïîëîãè÷åñêèé øàð, à
âíåøíîñòü horned(S2) íåîäíîñâÿçíà.

Ýëåìåíòàðíîå îïèñàíèå ðîãàòîé ñôåðû ñì. â [Ôóêñ1990], à ìíîãî-
÷èñëåííûå êðàñî÷íûå âèäåî ëåãêî íàéòè â ñîâðåìåííîì Èíòåðíåòå.

2.2. Ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ íà ñòàíäàðòíîé ñôåðå. Ñòàí-
äàðòíàÿ ñôåðà âìåñòå ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé, èíäóöèðîâàííîé
ñ R3, ñïðàâåäëèâî íàçûâàåòñÿ êðóãëîé. Îíà æå ìîæåò áûòü
îïðåäåëåíà êàê åäèíñòâåííîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ïîñòîÿííîé
ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû. Èëè, ÷òî ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíîñèëüíî,
êàê

S2 ' SO3(R)
SO2(R)

,

Ñàìà ýòèìîëîãèÿ ñëîâà γεωµετρια (≈Çåìëåìåðèå) íàïîìèíàåò îá
îñîáîé ðîëè èçó÷åíèÿ ìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñôåðû S2 êàê ïîâåðõ-
íîñòè, íà êîòîðîé ìû æèâ¼ì. (Áîëåå òðàäèöèîííàÿ è èçó÷àåìàÿ âî
âñåõ øêîëàõ ìèðà åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ ëó÷øå îòðàæàåò âçãëÿäû
ñòîðîííèêîâ òåîðèè ïëîñêîé Çåìëè5, ñì. [Garwood2010]).

5Äëÿ ýòèõ ëþäåé åñòü àíãëèéñêîå ñëîâîñî÷åòàíèå �at earthers.
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Ñîâðåìåííûé ðàññêàç î ñâÿçè ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèè ñ êàð-
òîãðàôèåé ìîæíî íàéòè â [Papadopoulos2020 ].

2.3. Äðóãèå ðèìàíîâû ìåòðèêè íà ñôåðå. Ìû, îäíàêî,
æèâ¼ì íà íå ñîâñåì êðóãëîé ñôåðå. Äëÿ èñòèííîé ïîâåðõíîñòè
Çåìëè åñòü ñïåöèàëüíîå ñëîâî ãåîèä. Ìû îãðàíè÷èìñÿ ïðèáëèæå-
íèÿìè ãåîèäà ýëëèïñîèäàìè, òî åñòü ãëàäêèìè ñôåðàìè{

(x, y, z) ∈ R3
∣∣∣x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1
}
,

ãäå ïîëóîñè a, b, c ∈ R óäîâëåòâîðÿþò a ≥ b ≥ c > 0.

Îïèñàíèå ãåîäåçè÷åñêèõ íà ýëëèïñîèäàõ ñ ðàçíûìè ïîëóîñÿ-
ìè � íåýëåìåíòàðíàÿ çàäà÷à6. Äëÿ ïðèïëþñíóòîãî äâóõîñíîãî
ýëëèïñîèäà (òî åñòü óäîâëåòâîðÿþùåãî a > b = c) îíà áûëà ðåøåíà
â òåðìèíàõ ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ â ðàáîòå [Legendre1806],
à äëÿ òð¼õîñíîãî (a > b > c) � â òåðìèíàõ àáåëåâûõ èíòåãðàëîâ â
ðàáîòå [Jacobi1839].

2.4. Êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå. Êàê óæå óïîìèíàëîñü,

TS2 6'
(
S2 × R2

)
.

Âèäèìî, ýòî � ïðîñòåéøèé ïðèìåð íåòðèâèàëüíîãî âåêòîðíîãî
ðàññëîåíèÿ.

�æèêà íåëüçÿ ïðè÷åñàòü. Ýòî � áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå,
÷åì íåïàðàëëåëèçóåìîñòü äâóìåðíîé ñôåðû; ðå÷ü èä¼ò î òîì, ÷òî
ëþáîå ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ TS2 → S2 îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Âàæíóþ ðîëü â äàëüíåéøåì áóäåò èãðàòü åäèíè÷íîå êàñàòåëüíîå
ðàññëîåíèå (unit tangent bundle)

UTS2 −→ S2,

ãäå äëÿ êàæäîé P ∈ S2

TS2 ⊃ UTS2 :=

{
v ∈ TPS

2
∣∣∣|v| = 1

}
.

Íåïðè÷¼ñûâàåìîñòü ¼æèêà î÷åâèäíî ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî ðàñ-
ñëîåíèå UTS2 → S2 âîîáùå íå èìååò ñå÷åíèé.

2.5. S2 êàê ÷¼òíîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå. Íà ÷¼òíîìåðíûõ

6èìåþùàÿ î÷åâèäíûé ïðàêòè÷åñêèé ñìûñë: ïîäóìàåì îá àâèàëèíèÿõ è òðà-
åêòîðèÿõ òðàíñêîíòèíåíòàëüíûõ êîðàáëåé.
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ìíîãîîáðàçèÿõ èìååòñÿ èåðàðõèÿ (èíîãäà ïóñòûõ) ìíîæåñòâ
ñòðóêòóð, ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé åñòåñòâåííûìè îòîáðàæåíè-
ÿìè7. Ñòàíäàðòíûõ îáîçíà÷åíèé äëÿ ýòèõ ìíîæåñòâ íåò, è ìû
ââåä¼ì ñâîè:

Alg→ Compl→ AlmCompl→ Smooth→ Top+ → Hot. (F)

Áóäåì ðàñøèôðîâûâàòü èõ ïîñòåïåííî.

Äëÿ âëàäåþùèõ êàòåãîðíûì ÿçûêîì: ìû îáîçíà÷èëè øåñòü êàòåãîðèé,

ñâÿçàííûõ çàáûâàþùèìè ôóíêòîðàìè. Âñå ýòè êàòåãîðèè essentially

small � êëàññû èõ èçîìîðôíûõ îáúåêòîâ îáðàçóþò ìíîæåñòâà. Ïðè

àíàëèçå ñòðóêòóð âàæíû ñîïðîâîæäàþùèå îòîáðàæåíèÿ èìåííî ýòèõ

ìíîæåñòâ.

Êàòåãîðíûå êîíöåïöèè íå î÷åíü âàæíû äëÿ íàøåãî êóðñà, ïîñêîëüêó

áû èíòåðåñóåìñÿ â îñíîâíîì ëèøü ñåìüþ îáúåêòàìè âèäà Sn íàøèõ

êàòåãîðèé.

Äëÿ îáúåêòà X êàæäîé èç êàòåãîðèé (F) ÷åðåç Alg(X),
Compl(X),... áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ìíîæåñòâî ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ñòðóêòóð íà ñîîòâåòñòâóþùåì îáúåêòå. Ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ëèøü X = Sn ïðè n ∈ {1, . . . , 7}, íî
íåîáõîäèìî áóäåò êàæäûé ðàç óêàçûâàòü (åñëè ýòî íå
áóäåò î÷åâèäíî èç êîíòåêñòà), â êà÷åñòâå îáúåêòà êàêîé
êàòåãîðèè ìû ðàññìàòðèâàåì Sn.

Åñëè èäòè ïî öåïî÷êå (F) ñïðàâà íàëåâî, òî âîçíèêàþò ñëå-
äóþùèå âîïðîñû:

• Ðåàëèçóåòñÿ ëè äàííûé ãîìîòîïè÷åñêèé òèï êîìïàêòíûì
òîïîëîãè÷åñêèì îðèåíòèðóåìûì ìíîãîîáðàçèåì? Åñëè äà, òî êàê
îïèñàòü ìíîæåñòâî êîìïàêòíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé
äàííîãî ãîìîòîïè÷åñêîãî òèïà?(*)
• Ñóùåñòâóåò ëè ãëàäêàÿ ñòðóêòóðà íà äàííîì òîïîëîãè÷åñêîì
ìíîãîîáðàçèè? Åñëè äà, òî êàê îïèñàòü ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ
ãëàäêèõ ñòðóêòóð?
• Ñóùåñòâóåò ëè ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà äàííîì ãëàäêîì
ìíîãîîáðàçèè? Åñëè äà, òî êàê îïèñàòü ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ
ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð?
• Èíòåãðèðóåìà ëè äàííàÿ ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà?

7Ðàçóìååòñÿ, ñóùåñòâóþò ìíîãî÷èñëåííûå âàðèàíòû ïðåäëàãàåìîãî ñïèñêà.
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• ßâëÿåòñÿ ëè äàííîå êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå
àëãåáðàè÷åñêèì?

(*) Åñëè ìíîæåñòâî ðåàëèçàöèé ãîìîòîïè÷åñêîãî òèïà òîïî-
ëîãè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòíà, òî
ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè æ¼ñòêèì.

Ðàçìåðíîñòü n = 2 óíèêàëüíà â òîì, ÷òî âñå øåñòü ìíîæåñòâ

Alg(S2),Compl(S2), . . . ,Hot(S2)

íåïóñòû è, áîëåå òîãî, îäíîýëåìåíòíû. Ðàñøèôðóåì ýòî.

Ñòðóêòóðà àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ íà S2, åäèíñòâåí-
íîé èç ñôåð, ñóùåñòâóåò áëàãîäàðÿ èíòåðïðåòàöèè S2 ' P1(C).
Êðîìå òîãî, #Alg(S2) = 1, òî åñòü àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà S2

åäèíñòâåííà è íåäåôîðìèðóåìà � ýòî âûäåëÿåò äâóìåðíóþ ñôåðó
èç ïîâåðõíîñòåé áîëüøåãî ðîäà.

Êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà S2 ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà ïî
òîé æå ïðè÷èíå. Íåäåôîðìèðóåìîñòü îñíîâàíà íà èçó÷åíèè óðàâ-
íåíèÿ Áåëüòðàìè, ñì. [Àëüôîðñ1966]. Âîçìîæíî, êîìïëåêñíàÿ
ñòðóêòóðà åù¼ ñóùåñòâóåò òîëüêî íà S6 � ñì. íèæå.

Ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà S2 ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåí-
íà êàê ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå êîìïëåêñíîé. Îíà åù¼ ñóùåñòâóåò
òîëüêî íà S6 � ñì. íèæå.

Êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà, êàê âñåãäà, îïðåäåëÿåò ãëàäêóþ. Èíà÷å
ãîâîðÿ, #Smooth(S2) = 1 � íå ñóùåñòâóåò ýêçîòè÷åñêèõ 2-ìåðíûõ
ñôåð. Ýòî ñëåäóåò, íàïðèìåð, ñíîâà èç êîíôîðìíîé êëàññèôèêàöèè
ïîâåðõíîñòåé. Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî, âèäèìî, áûëî îïóáëèêîâàíî
â [Rado1925]

Íàêîíåö, ñôåðà S2 òîïîëîãè÷åñêè æåñòêà, òî åñòü #Top+(S2) = 1.
Ïîâåðõíîñòü, ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíàÿ ñôåðå, ãîìåîìîðôíà
åé. Ýòî ñëåäóåò èç òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ïîâåðõíîñòåé,
ñì. [Ñìèðíîâ2003]. Ãèïîòåçà Ïóàíêàðå â ðàçìåðíîñòè 2 ñ÷èòàåò-
ñÿ òðèâèàëüíîé.

3. S3 ' H1
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3.0. Ãäå ìû æèâ¼ì? Ìû óæå îáñóæäàëè äâóìåðíóþ ñôåðó êàê
ïîâåðõíîñòü, íà êîòîðîé æèâ¼ì. Ïåðåéäÿ ê òð¼õìåðèþ, íå áóäåì
óïîäîáëÿòüñÿ îñíîâîïîëîæíèêàì åäèíñòâåííîãî âåðíîãî ó÷åíèÿ8,
ñîãëàñíî êîòîðûì ...áåñêîíå÷íîñòü â ïðîñòðàíñòâå, � êàê ýòî ÿñ-
íî ñ ïåðâîãî æå âçãëÿäà è ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìîìó ñìûñëó ýòèõ
ñëîâ,� ñîñòîÿò â òîì, ÷òî òóò íåò êîíöà íè â êàêóþ ñòîðîíó,�
íè âïåð¼ä, íè íàçàä, íè ââåðõ, íè âíèç, íè âïðàâî, íè âëåâî (ñì.
[Ýíãåëüñ1878]). Èíà÷å ãîâîðÿ, êëàññèêè äèàëåêòè÷åñêîãî ìàòå-
ðèàëèçìà, âèäèìî, âåðèëè, ÷òî ìû æèâ¼ì â R3. Ýòà âåðà ÿâëÿåòñÿ
òð¼õìåðíûì àíàëîãîì óïîìÿíóòûõ âûøå âçãëÿäîâ �at-earthers �
ñ òåì, ïðàâäà, îòëè÷èåì, ÷òî ñâåäåíèÿìè î ãëîáàëüíîé òîïîëî-
ãèè Âñåëåííîé ìû ïîêà, â íà÷àëå 3-ãî òûñÿ÷åëåòèÿ, íå ðàñïîëàãàåì.

�Ñ ïåðâîãî æå âçãëÿäà� ÿñíî ëèøü òî, ÷òî ìû æèâ¼ì â òð¼õ-
ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè. Èç ðàçíûõ ñîîáðàæåíèé åñòåñòâåííî
ïðåäïîëîæèòü åãî, âîïðåêè Ýíãåëüñó, êîìïàêòíûì. Ïðîñòåéøàÿ
ãèïîòåçà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìû æèâ¼ì â S3.

3.1. Êàê ïðåäñòàâèòü ñåáå S3? Ìû âûøëè çà ïðåäåëû
øêîëüíîé ñòåðåîìåòðèè: ñòàíäàðòíàÿ òð¼õìåðíàÿ ñôåðà ðàñïî-
ëîæåíà â R4. ×òîáû íå îòêëþ÷àòü ãåîìåòðè÷åñêîé èíòóèöèè,
ïîëåçíî ïðåäñòàâèòü ñåáÿ ëåòàþùèì â S3, ñ ïîñòîÿííîé àíàëîãèåé
î ïðåäñòàâëåíèè ñåáÿ õîäÿùèì ïî S2.

Óêàæåì äâà ñïîñîáà �âíóòðåííåé âèçóàëèçàöèè� ñôåðû S3.

3.1a. Îäíîòî÷å÷íàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ R3. Àíàëîãè÷íîå
îïðåäåëåíèå ñôåðû S2 êàê ñôåðû Ðèìàíà ñâÿçàíî ñ ïðåäñòàâëåíè-
åì

S2 ' R2
∐
{∞}

íà îñíîâå ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè (ÿâëÿþùåéñÿ êîíôîðìíîé
ýêâèâàëåíòíîñòüþ)

S2 \ {(0, 0, 1)} −→ R2 : (x, y, z) 7→ (x, y)

1− z
.

Ïðè ðàáîòå íà ñôåðå Ðèìàíà S2 ' P1(C) (íàïðèìåð, ïðè èçó÷å-
íèè å¼ äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé) ïîëåçíî ïðåäñòàâëåíèå
P1(C) ' C

∐
{∞}, ïîçâîëÿþùåå ðèñîâàòü âñ¼ íà C, ïðèäàâàÿ

8òî åñòü ìàðêñèçìà-ëåíèíèçìà; íàóêîîáðàçíûå ñåíòåíöèè êëàññèêîâ ýòîãî
ó÷åíèÿ ñîâåòñêèì ñòóäåíòàì íåñêîëüêèõ ïîêîëåíèé, âêëþ÷àÿ ìî¼, ïðèõîäèëîñü
ó÷èòü íàèçóñòü.
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î÷åâèäíûé è òî÷íûé ñìûñë çíàêîñî÷åòàíèþ (x+ yi)→∞.

×èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ ïðîäóìàòü àíàëîãè÷íûå ïîíÿòèÿ è
êîíñòðóêöèè äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ

S3 ' R3
∐
{∞}

3.1b. ÎáúåäèíåíèåÞæíîé è Ñåâåðíîé ïîëîâèí. Ðå÷ü î ñêëå-
èâàíèè äâóõ òð¼õìåðíûõ øàðîâ

B3 := {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 ≤ 1}
ïî �ýêâàòîðó� S2. Ïðîäóìàòü äåòàëè è ãåîãðàôè÷åñêèå àíàëîãèè
ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.

×åðåç ðàçäåë áóäåò ïðåäëîæåí åù¼ îäèí, ìåíåå, î÷åâèäíûé,
ñïîñîá âèçóàëèçàöèè òð¼õìåðíîé ñôåðû.

3.2. S3 êàê ãðóïïà. Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, S3 � ïîñëåäíÿÿ
ñðåäè ñôåð S1,2,3,...,7,... ãðóïïà.

Îïðåäåëèì òåëî êâàòåðíèîíîâ êàê

H := C+ Cj
ñ óìíîæåíèåì

(z1 + w1j)(z2 + w2j) := z1z2 − w1w2 + (z1w2 + w1z2)j

(ìíåìîíèêà: êîìïëåêñíîå ÷èñëîá ìåíÿÿñü ìåñòàìè ñ j, ñîïðÿãàåòñÿ).

Îïðåäåëÿåì
|z + wj| :=

√
zz + ww.

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ q1, q2 ∈ H
|q1q2| = |q1||q2|,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

H1 := {q ∈ H
∣∣∣|q| = 1}

� ãðóïïà. Âìåñòå ñ òåì î÷åâèäíî

H1 ' S3.

3.3. Ãðóïïû H1 è SO3(R). Åñëè èñõîäèòü èç âåùåñòâåííîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ êâàòåðíèîíîâ, ââåäåííîãî èõ ïåðâîîòêðûâàòåëåì (ñì.
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[Hamilton1843])
H := R+ Ri + Rj + Rk

ñ óìíîæåíèåì, îïðåäåë¼ííûì ñîîòíîøåíèÿìè

i2 = j2 = k2 = ijk = −1,
òî ìîæíî äëÿ êâàòåðíèîíà9

q = T +Xi + Y j + Zk

îïðåäåëèòü ñîïðÿæ¼ííûé

q := T −Xi− Y j− Zk
è ââåñòè òð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ìíèìûõ êâàòåðíèîíîâ

ImH := {q ∈ H | q = −q}.
Íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå ãðóïïà H1 äåéñòâóåò èçîìåòðèÿìè ïî ôîð-
ìóëå10

H1 → Isomet
(
ImH) : q 7→

(
r 7→ qrq−1

)
,

è íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ÿäðî ýòîãî äåéñòâèÿ � äâóõýëåìåíòíàÿ
íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà {±1} /H1.

Îáû÷íàÿ ãðóïïà èçîìåòðèé �íàøåãî� òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà
íàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíîé îðòîãîíàëüíîé ãðóïïîé è îáîçíà÷àåòñÿ
SO3(R). Ââåä¼ííûå ãðóïïû ìîæíî ñâÿçàòü êîðîòêîé òî÷íîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

1→ {±1} → H1 → SO3(R)→ 1.

Îáåùàííàÿ â ðàçäåëå 3.1 òðåòüÿ âèçóàëèçàöèÿ ñôåðû S3 ' H1

èçâëåêàåòñÿ èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êàê (åäèíñòâåííîå) äâó-
ëèñòíîå íàêðûòèå ãðóïïû âðàùåíèé åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà R3.

Ýòà äâóëèñòíîñòü ñâÿçàíà ñ ôèçè÷åñêèì ïîíÿòèåì ñïèíà. Ìíî-
ãî÷èñëåííûå êðàñèâûå äåìîíñòðàöèè â ñîâðåìåííîì Èíòåðíåòå
èëëþñòðèðóþò èçîìîðôèçì π1

(
SO3(R)

) ∼= {±1}.
3.4. Ðàññëîåíèå Õîïôà H1 → P1(C), èëè S3 → S2. Àë-
ãåáðàè÷åñêèå êîíñòðóêöèè ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà îïðåäåëÿþò

9ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ xi + yj + zk äëÿ ìíèìûõ êâàòåðíèîíîâ êîíôëèê-
òóþò ñ (òîæå ñòàíäàðòíûìè) ââåä¼ííûìè îáîçíà÷åíèÿìè äëÿ êîìïëåêñíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ � áóêâà z äâóñìûñëåííà. Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ ïîëüçîâàòüñÿ çà-
ãëàâíûìè áóêâàìè.

10çäåñü ñëåäîâàëî áû ñíîâà ñêàçàòü ñîïðÿæåíèÿìè, íî äâóñìûñëåííîñòü ýòî-
ãî òåðìèíà ìîæåò çàïóòàòü íà÷èíàþùåãî.
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î÷åâèäíîå âëîæåíèå ãðóïï (ôóíäàìåíòàëüíîå â ñìûñëå ïðèíöèïà
Àðíîëüäà!)

C1 ↪→ H1.

Îáðàç ýòîãî âëîæåíèÿ íå íîðìàëåí, íî ðàçëîæåíèå ïî ñìåæíûì
êëàññàì î÷åâèäíî îïðåäåëÿåò ðàññëîåíèå

H1 −→
H1

C1

' P1(C),

êîòîðîå è íàçûâàåòñÿ ðàññëîåíèåì Õîïôà. Åãî æå ìîæíî îïðåäå-
ëèòü êàê ñôåðè÷åñêîå ðàññëîåíèå

S3 −→ S2

ñî ñëîåì S1. Ýòî îòîáðàæåíèå îáúÿñíÿåò íåòðèâèàëüíîñòü ãîìîòî-
ïè÷åñêîé ãðóïïû

π3(S
2) ' Z.

Íåòðèâèàëüíîñòü ðàññëîåíèÿ Õîïôà íàì èçâåñòíà, ïîñêîëüêó ìû
óæå âñòðå÷àëèñü ñ ýòèì ðàññëîåíèåì ïîä âèäîì ðàññëîåíèÿ åäèíè÷-
íûõ âåêòîðîâ

UTS2 −→ S2.

Èíòåðåñíî â ðàññëîåíèè Õîïôà è òî, ÷òî îíî ïðåäñòàâëÿåò òð¼õìåðíóþ
ñôåðó â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé, ïàðàìåò-

ðèçîâàííûõ äâóìåðíîé ñôåðîé.

Âèçóàëèçàöèÿ ýòîé êîíñòðóêöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì îäíîòî÷å÷íîé

êîìïàêòèôèêàöèè (ñì. 3.1à) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó. Åñëè âûáðîñèòü
èç ñåìåéñòâà îêðóæíîñòåé òó åäèíñòâåííóþ, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç
áåñêîíå÷íóþ òî÷êó, òî ïðîñòðàíñòâî

R3 \ ïðÿìàÿ
îêàæåòñÿ ïðåäñòàâëåííûì â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ
îêðóæíîñòåé, ïàðàìåòðèçîâàííûõ ïðîêîëîòîé ñôåðîé S2 \ {∞} ' R2.
Áðîñàþùååñÿ â ãëàçà ïðåäñòàâëåíèå òàêîãî ðîäà, êîãäà îêðóæíîñòè
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îðáèòû âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà âîêðóã âûáðî-
øåííîé êðèâîé, íå ïîäõîäÿò, ïîñêîëüêó òàêèå îêðóæíîñòè îêàæóòñÿ
íåçàöåïëåííûìè , òîãäà êàê ñëîè ðàññëîåíèÿ Õîïôà ïîïàðíî çà-

öåïëåíû, â ÷¼ì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ðàññìîòðåâ êàêóþ-íèáóäü ÿâíî
ïàðàìåòðèçîâàííóþ îêðóæíîñòü íà òð¼õìåðíîé ñôåðå, íå ïðîõîäÿùóþ
÷åðåç áåñêîíå÷íîñòü è èçó÷èâ å¼ âçàèìîîòíîøåíèÿ ñ âûäåëåííîé ïðÿìîé.

Âñþ êîíñòðóêöèþ òðóäíî ïðåäñòàâèòü ñåáå ãåîìåòðè÷åñêè, îäíàêî
âñ¼ ìîæíî çàäàòü ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûìè ôîðìóëàìè, êîòîðûå ÷èòà-
òåëü, âîçìîæíî, íàéä¼ò èíòåðåñíûì âûïèñàòü. �Óâèäåòü� ðàññëîåíèå
Õîïôà ìîæíî â ñåðèè ôèëüìîâ ÝòüåíàÆèñà (Etienne Ghys) Dimensions,
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äîñòóïíîì â Èíòåðíåòå.

3.5. Ãëàäêèå ñòðóêòóðû íà S3. Âî ââåä¼ííûõ âûøå îáî-
çíà÷åíèÿõ #Smooth(S3) = 1. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íà òîïîëîãè÷åñêîé
òð¼õìåðíîé ñôåðå ãëàäêàÿ ñòðóêòóðà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåí-
íà. Èíà÷å ãîâîðÿ, ýêçîòè÷åñêèõ òð¼õìåðíûõ ñôåð íåò, à âñå
ãëàäêèå òð¼õìåðíûå ñôåðû äèôôåîìîðôíû.

Ñì. [Moise1977].

3.6. Ìåòðèêè íà S3. Ðàññìîòðåíèå âñåõ ìåòðèê íà âñåõ
òð¼õìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ11 ïðèâåëî ê ïîëíîé òîïîëîãè÷åñêîé
êëàññèôèêàöèè ýòèõ ìíîãîîáðàçèé. Ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê
S3, õîòÿ è ÿâëÿþòñÿ îñîáåííî ïðåñòèæíûìè (îòâå÷àþò íà âîïðîñ,
êîòîðûé ñòîÿë ïî÷òè ñòî ëåò è ðåøàþò ïðîáëåìó, ïîêà åäèíñòâåí-
íóþ èç ñåìè, ñôîðìóëèðîâàííûìè ñîâðåìåííûìè ìàòåìàòèêàìè
íà áëèæàéøóþ òûñÿ÷ó ëåò), ÿâëÿþòñÿ âåñüìà ñïåöèàëüíûìè
ñëåäñòâèÿìè ýòîé êëàññèôèêàöèè. Îáî âñ¼ì ýòîì óäàñòñÿ ðàñ-
ñêàçàòü ëèøü î÷åíü ïîâåðõíîñòíî è ïðèáëèçèòåëüíî, îòñûëàÿ ê
ñïåöèàëüíîé ëèòåðàòóðå.

Óïîìÿíóòàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïîÿâèëàñü â [Thurston1982] ïîä
íàçâàíèåì ãèïîòåçû ãåîìåòðèçàöèè. Îíà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

Ëþáîå êîìïàêòíîå òð¼õìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ðàçáèâàåòñÿ,
ïðè÷¼ì ïî ñóùåñòâó åäèíñòâåííûì îáðàçîì, ïîïàðíî íåïåðåñå-
êàþùèìèñÿ äâóìåðíûìè íåñæèìàåìûìè12 ñôåðàìè è òîðàìè íà
÷àñòè, îáëàäàþùèå îäíîé èç âîñüìè ãåîìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð13.

Ãèïîòåçà áûëà â îñíîâíîì äîêàçàíà â ïðåïðèíòàõ [Perelman2002],
[Perelman2003], [Perelman2003a]. Â äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçî-
âàëñÿ ïîòîê Ðè÷÷è, ââåä¼ííûé â [Hamilton1982].

Äëÿ çíàþùèõ îñíîâû ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè: ïîòîê Ðè÷÷è � ýòî

11êàê îáû÷íî, ìû ãîâîðèì î êîìïàêòíûõ ñâÿçíûõ îðèåíòèðóåìûõ ìíîããî-
áðàçèÿõ, íå ïîâòîðÿÿ ýòîãî êàæäûé ðàç

12äëÿ ñôåð ýòî çíà÷èò, ÷òî îíè íå îãðàíè÷èâàþò òð¼õìåðíîãî øàðà, à îáðàç
âëîæåíèÿ òîðà ι : S1×S1 ↪→M íàçûâàåòñÿ íåñæèìàåìûì, åñëè èíäóöèðîâàí-
íûé ìîðôèçì ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï ι∗ : π1

(
S1 × S1

)
→ π1(M) èíúåêòèâåí.

13Äëÿ îòêðûòîãî òð¼õìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ èìåòü ãåîìåòðè÷åñêóþ ñòðóê-

òóðó çíà÷èò äîïóñêàòü ëîêàëüíî îäíîðîäíóþ ðèìàíîâó ìåòðèêó, òî åñòü èìåòü
âèä H

Γ , ãäå H � îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî (â äàííîì ñëó÷àå îäíî èç 8-

ýëåìåíòíîãî ñïèñêà), à Γ � äèñêðåòíàÿ ãðóïïà åãî ïðåîáðàçîâàíèé.
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�îáûêíîâåííîå� äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ġ = −2Ric(g).

Îíî èìååò ñìûñë äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, à åãî ðå-
øåíèÿ � âåùåñòâåííûå êðèâûå â ïðîñòðàíñòâå ðèìàíîâûõ ìåòðèê

g : t 7→ Riem(M),

ãäå t ∈ [t0, t1) ⊂ R, èñïîëüçóåòñÿ îáû÷íîå îáîçíà÷åíèå ġ = dg
dt è â ïðàâîé

÷àñòè ñòîèò òåíçîð Ðè÷÷è ìåòðèêè g(t).

Ïîòîê Ðè÷÷è óïîäîáëÿþò óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè. Òåïëî ñî

âðåìåíåì t → ∞ ðàâíîìåðíî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ, íàïðèìåð, ïî ìåòàë-

ëè÷åñêîìó ñòåðæíþ; àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìåòðèêà, ýâîëþöèîíèðóþ â

ñîîòâåòñòâèè ñ ïîòîêîì Ðè÷÷è, ïðèáëèæàåòñÿ ê ìåòðèêå ïîñòîÿííîé

êðèâèçíû. Â èíòåðåñóþùåì íàñ ñëó÷àå ìåòðèê íà òð¼õìåðíîé ñôåðå

ìåòðèêà ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ñòðåìèòñÿ ñòàòü �âñ¼ êðóãëåå�.

Ïðîáëåìà, ñ êîòîðîé ëèøü ÷àñòè÷íî ñïðàâèëñÿ Ð. Ãàìèëüòîí, çà-

êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìåòðèêà, óâëåêàåìàÿ ïîòîêîì Ðè÷÷è, âðåìÿ îò

âðåìåíè âûðîæäàåòñÿ. Ýòî ïðåîäîëåâàåòñÿ ïåðåñòðîéêàìè, â êîòîðûõ

Ïåðåëüìàí ïðîÿâèë îñîáóþ âèðòóîçíîñòü.

3.7. Ãèïîòåçà Ïóàíêàðå. Íàêîíåö, êàê îõàðàêòåðèçîâàòü
òð¼õìåðíóþ ñôåðó ñðåäè ïðî÷èõ òîïîëîãè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé? Â
íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ ðå÷ü èä¼ò î ìíîæåñòâå Top+

(
S3
)
, ãäå íà ýòîò

ðàç S3 � ãîìîòîïè÷åñêèé òèï òð¼õìåðíîé ñôåðû.

Òðàäèöèîííàÿ èäåÿ íà ðóáåæå 19-ãî è 20-ãî âåêîâ � ïîïûòàòüñÿ
îõàðàêòåðèçîâàòü òîïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå (ãîìîòîïè÷åñêè-
ìè) èíâàðèàíòàìè.

Ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ ãîìîëîãè÷åñêîé ñôåðîé, åñëè ó íåãî
òàêèå æå ãîìîëîãèè, êàê ó S3, è ãîìîòîïè÷åñêîé ñôåðîé, åñëè
îíî ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî S3. Ïîñëåäíåå óñëîâèå îáû÷íî
çàìåíÿåòñÿ íà îäíîñâÿçíîñòü.

Ðàáîòà [Poincare1900] ñîäåðæàëà íåâåðíîå óòâåðæäåíèå î
òîì, ÷òî ãîìîëîãè÷åñêàÿ 3-ñôåðà ãîìåîìîðôíà ñôåðå. Îíî áûëî
îïðîâåðãíóòî â [Poincare1904]: ãîìîëîãè÷åñêàÿ ñôåðà Ïóàíêàðå �
ýòî äîäåêàýäð ñ îòîæäåñòâë¼ííûìè ïðîòèâîïîëîæíûìè ãðàíÿìè.
Â ýòîé æå ðàáîòå áûë ñôîðìóëèðîâàí âîïðîñ: Âñÿêîå ëè îäíîñâÿç-
íîå òð¼õìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ãîìåîìîðôíî ñôåðå?
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Ïðåäïîëîæåíèå îá óòâåðäèòåëüíîì îòâåòå, õîòÿ Ïóàíêàðå åãî
ÿâíî è íå ôîðìóëèðîâàë, è ñòàëî íàçûâàòüñÿ ãèïîòåçîé Ïóàí-
êàðå. Îíà áûëà îòêðûòà îêîëî ñòà ëåò. Êàê óæå ãîâîðèëîñü, îíà
ëåãêî âûòåêàåò èç ãèïîòåçû ãåîìåòðèçàöèè Òåðñòîíà, êîòîðàÿ
áûëà äîêàçàíà â ïðåïðèíòàõ [Perelman2002], [Perelman2003],
[Perelman2003a]. Äîêàçàòåëüñòâî Ïåðåëüìàíà òàê è íå áûëî
îïóáëèêîâàíî, íî áûëî ìíîãîêðàòíî èçëîæåíî äðóãèìè àâòîðàìè,
ñì, íàïðèìåð, [MorganTian2007].

3.8. Ëèíçîâûå ïðîñòðàíñòâà. Ðåøåíèå ïðîáëåìû Ïóàíêàðå,
êàê ìû çíàåì, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è òàê: òð¼õìåðíàÿ ñôåðà
òîïîëîãè÷åñêè æ¼ñòêà. Ñ íåé, îäíàêî, òåñíî ñâÿçàíû òîïîëîãè÷å-
ñêè íåæ¼ñòêèå ïðîñòðàíñòâà.

Ïóñòü p, q ∈ N � âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ïîñòðîèì
ôàêòîð òð¼õìåðíîé ñôåðû ïî öèêëè÷åñêîé ãðóïïå

Lp,q :=
S3〈

(z, w) 7→
(
e

2πi
q z, e

2πip
q w

)〉 ;
òàêèå ïðîñòðàíñòâà è íàçûâàþòñÿ ëèíçîâûìè.

Îêàçûâàåòñÿ,

Lp,q1 ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî Lp,q1 ⇐⇒ ∃n
[
q1q2 ≡ ±n2 mod p

]
,

Lp,q1 ãîìåîìîðôíî Lp,q1 ⇐⇒
[
q1 ≡ ±q±1

2 mod p
]
.

Â ÷àñòíîñòè, ïðîñòðàíñòâà L7,1 è L7,2 ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíò-
íû, íî íå ãîìåîìîðôíû. Ñì. [Õàò÷åð2011].

4. S4 ' P1(H)

4.0. Êâàòåðíèîííàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ. Ïî ïðè÷èíå íåêîì-
ìóòàòèâíîñòè êâàòåðíèîííîãî óìíîæåíèÿ ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðè-
âàòü ëåâóþ è ïðàâóþ êâàòåðíèîííûå ïðîåêòèâíûå ïðÿìûå,

P1(H)left :=
(H×H) \ {(0, 0)}

(q0, q1) ≈ (λq0, λq1) ïðè λ ∈ H×
è

P1(H)right :=
(H×H) \ {(0, 0)}

(q0, q1) ≈ (q0λ, q1λ) ïðè λ ∈ H×
.

Ñîîòâåòñòâóþùèå êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè, òî åñòü òî÷êè ïðîåê-
òèâíûõ ïðÿìûõ åñòåñòâåííî îáîçíà÷èòü (q0 : q1)left è (q0 : q1)right.

15



Ëåâàÿ è ïðàâàÿ êâàòåðíèîííûå ïðîåêòèâíûå ïðÿìûå (îðèåí-
òèðóåìî) äèôôåîìîðôíû,

P1(H)left
∼=−→ P1(H)right : (q0 : q1)left 7→ (q0 : q1)right.

Íåò ðàçóìíûõ îñíîâàíèé ïðåäïî÷åñòü êàêîé-íèáóäü èç äâóõ âàðè-
àíòîâ. Âûáåðåì íàóãàä

P1(H) := P1(H)left.

4.1. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà, êâàòåðíèîíû è îêòîíèîíû. Ïî-
ñêîëüêó â íàøè 4-ìåðíûå ðàññìîòðåíèÿ óæå âòîðãëàñü ïëîñêîñòü
H × H, ââåä¼ì ñîîòâåòñòâóþùèå �÷èñëà�. Íå áîÿñü ïîâòîðèòüñÿ,
ïðåäúÿâèì òðè ïîõîæèå êîíñòðóêöèè. Ñî ñëîæåíèÿìè âñ¼ î÷åâèä-
íî; îïðåäåëèì óìíîæåíèÿ è ñîïðÿæåíèÿ.

Êîìïëåêñíûå ÷èñëà C :' R× R. Äëÿ x, y; z, w ∈ R

(x, y)(z, w) := (xz − yw, xw + yz) (·)C

Îïðåäåëÿåì (x, y) := (x,−y).

Êâàòåðíèîíû H :' C × C. Âîñïîëüçóåìñÿ ââåä¼ííûì âûøå ïðåä-
ñòàâëåíèåì H = C+ Cj c óìíîæåíèåì

(x+ yj)(z + wj) := xz − yw + (xw + yz)j,

(êîòîðîå áûëî ïîäñêàçàíî ìíåìîíè÷åñêèì ïðàâèëîì jt = tj ïðè
t ∈ C), èëè äëÿ x, y; z, w ∈ C

(x, y)(z, w) := (xz − yw, xw + yz) (·)H
Îïðåäåëÿåì äëÿ t, x, y, z ∈ R

t+ xi + yj + zk) := t− xi− yj− zk.

Îêòîíèîíû14 O :' H×H. Ôîðìóëó äëÿ óìíîæåíèÿ ÿ óìåþ òîëüêî
ïîäñìîòðåòü â èñòî÷íèêàõ: äëÿ x, y; z, w ∈ H

(x, y)(z, w) := (xz − wy,wx+ yz) (·)O
Îïðåäåëÿåì â î÷åâèäíûõ îáîçíà÷åíèÿõ

äëÿ x0, x1, . . . , x7 ∈ R
x0 + x1e1 + · · ·+ x7e7 := x0 − x1e1 − · · · − x7e7.

14Èçîáðåòåíû/îòêðûòû â 1843 Ãðåéâñîì (John T. Graves), äðóãîì Ãàìèëü-
òîíà. Ñì.
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Íà ýòîì �÷èñëà� êîí÷àþòñÿ: ñîãëàñíî [Frobenius1878], âåùåñòâåí-
íûå àññîöèàòèâíûå àëãåáðû èñ÷åðïûâàþòñÿ ñïèñêîì R,C,H, à åñëè
âìåñòî àññîöèàòèâíîñòè ïîòðåáîâàòü ëèøü îáðàòèìîñòè �óìíîæå-
íèÿ� è íàëè÷èÿ äîñòàòî÷íî õîðîøåé íîðìû, ñîâìåñòèìîé ñ óìíî-
æåíèåì, òî, ñîãëàñíî [Hurwitz1923], äîáàâèòñÿ ëèøü O.

***

Èìååì âëîæåíèÿ, îïðåäåëÿåìûå îáðàùåíèåì â 0 ïîñëåäíèõ âåùå-
ñòâåííûõ êîîðäèíàò:

R ⊂ C ⊂ H ⊂ O.
Ïîýòîìó îïðåäåë¼ííàÿ íà O íîðìà

O −→ R≥0 : o 7→
(
|o| :=

√
oo
)

çàäà¼ò íîðìó íà âñåõ íàøèõ àëãåáðàõ.

Ýòî äà¼ò âîçìîæíîñòü åäèíîîáðàçíî îïðåäåëèòü ñôåðû

S1 := C1 = {z ∈ C
∣∣∣|z| = 1},

S3 := H1 = {q ∈ H
∣∣∣|q| = 1},

S7 := O1 = {o ∈ C
∣∣∣|o| = 1},

òî åñòü âñå ðàññìàòðèâàåìûå íàìè íå÷¼òíîìåðíûå, êðîìå S5.

Â ýòîò ñïèñîê, êîíå÷íî, ïðîñèòñÿ è

S0 := R1 = {x ∈ C
∣∣∣|x| = 1},

íî ìû íå âêëþ÷èëè ýòó èíòåðåñíóþ ðàçìåðíîñòü âèäà 2k−1 â íàø êóðñ.

4.2. Êâàòåðíèîííîå ðàññëîåíèå Õîïôà. Òóò ìû ñíîâà,
êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, çàáåãàåì â ñåìèìåðíîå áóäóùåå.

Ìû îïðåäåëÿëè ÷åòûð¼õìåðíóþ ñôåðó êàê ïðîåêòèâíóþ êâà-
òåðíèîííóþ ïðÿìóþ, òî åñòü êàê îáðàç ïðîåêöèè(

H×H
)
\ {(0, 0)} −→

(
H×H

)
\ {(0, 0)}

H×
' S4.

Îïèðàÿñü íà ðàññìîòðåíèÿ ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, ìû ìîæåì îïðå-
äåëèòü òó æå ñòðóêòóðó ýêîíîìíåå:

O \ {0} −→ O \ {0}
H×

' S4
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è îãðàíè÷èòü å¼ íà ñôåðó O1, ïîëó÷èâ êîìïàêòíóþ âåðñèþ ïðåäû-
äóùåãî ðàññëîåíèÿ

O1 −→
O1

H1

' S4

Ýòî è åñòü êâàòåðíèîííîå ðàññëîåíèå Õîïôà. Åãî, êàê è åãî êîì-
ïëåêñíûé àíàëîã, ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïðåäñòàâèòü â �÷èñòî ñôåðè-
÷åñêîì� âèäå

S7 −→ S7

S3
' S4.

Îêàçàëîñü, ÷òî ñåìèìåðíóþ ñôåðó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ òð¼õìåðíûõ ñôåð, ïàðàìåòðèçî-
âàííûõ ÷åòûð¼õìåðíîé ñôåðîé.

×èòàòåëÿì, îñâîèâøèì ãåîìåòðèþ îáû÷íîãî ðàññëîåíèÿ Õîïôà

S3 → S2, ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì ïðîäóìàòü àíàëîãè÷íûå ñâîéñòâà

ðàññëîåíèÿ S7 → S4. Íàïðèìåð, íàó÷èòüñÿ ðàáîòàòü ñ basic instanton �

ñì. [Atiyah1984].

Â ýòîì ðàçäåëå íå áûëî íè òðóäíûõ îïðåäåëåíèé, íè ãëóáî-
êèõ òåîðåì � ìû ïðîñòî ó÷èëèñü ñ ðàçíûõ ñòîðîí ñìîòðåòü íà
èíòåðåñíûå îáúåêòû, ñâÿçàííûå ñî ñôåðàìè. Òåì íå ìåíåå, àíàëî-
ãè÷íî ñëó÷àþ ðàññëîåíèÿ S3 → S2, íàëè÷èå ðàññëîåíèÿ S7 → S4

ïîìîãàåò ïîíÿòü íåòðèâèàëüíîå ðàâåíñòâî

π7(S
4) ' Z.

4.3. Ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà. Å¼ íà ÷åòûð¼õìåðíîé ñôå-
ðå íåò; â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ ýòî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

AlmCompl
(
S4
)
= ∅.

Ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì: Ñòðóê-
òóðíàÿ ãðóïïà GL4(R) êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ TS4 → S4 íå
ðåäóöèðóåìà ê GL2(C).

Òàêîãî ðîäà ôàêòû óñòàíàâëèâàþòñÿ ñ ïîìîùü õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèõ êëàññîâ ðàññëîåíèé, êîòîðûå ìîæíî îñâîèòü ëèáî ïî
êëàññè÷åñêîìó ó÷åáíèêó [ÌèëíîðÑòàøåô1979], ëèáî ïî ìíîãî-
÷èñëåííûì áîëåå ñâåæèì èñòî÷íèêàì, â òîì ÷èñëå äîñòóïíûì â
Èíòåðíåòå.

Â äàííîì ñëó÷àå èç íàëè÷èÿ ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû
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íà S4 ñëåäîâàëî áû ðàâåíñòâî

−p1(TS
4) = 2e(TS4),

ãäå p1 � ïåðâûé êëàññ Ïîíòðÿãèíà, à å � ýéëåðîâ êëàññ. Îäíàêî âñå
êëàññû Ïîíòðÿãèíà ñôåð òðèâèàëüíû, à ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà
÷¼òíîìåðíûõ ñôåð ðàâíà 2.

4.4. Êîìïëåêñíàÿ è àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðû. Èõ íà
÷åòûð¼õìåðíîé ñôåðå òîæå íåò � ýòî î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò
èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà. Â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ ýòî çàïèñûâàåòñÿ
â âèäå

Compl
(
S4
)
= Alg

(
S4
)
= ∅.

Ó íà÷èíàþùåãî ìîæåò ñîçäàòüñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî, â îòëè÷èå îò
ñâîèõ ÷¼òíîìåðíûõ ñîñåäîê �óæå îáñóæä¼ííîé S2 è ïðåäñòîÿùåé
âñêîðå S6 �, ñôåðà S4 íèêàê íå ñâÿçàíà ñ êîìïëåêñíûì àíàëèçîì.
Ýòî âïå÷àòëåíèå ãëóáîêî îøèáî÷íî, ñì. ñëåäóþùèé ðàçäåë.

4.5. Íåìíîãî î òâèñòîðàõ. Îíè áûëè ââåäåíû â ìàòåìà-
òèêó â [Penrose1967] èç ãëóáîêèõ ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé,
êîòîðûå ìû íå áóäåì ïûòàòüñÿ âîñïðîèçâåñòè. Âìåñòî ýòîãî
êðàòêî îïèøåì êîíñòðóêöèþ Ïåíðîóçà, ñâÿçûâàþùóþ 4-ìåðíóþ
ðèìàíîâó ãåîìåòðèþ ñ 3-ìåðíûìè êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêèìè
îáúåêòàìè.

Ïóñòü M � 4-ìåðíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà äëÿ ëþ-
áîé òî÷êè P ∈ M êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TPM ñíàáæåíî
íîðìîé || || : TPM → R≥0, è ìîæíî ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî
êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð íà TPM, ñîâìåñòèìûõ ñ ýòîé íîðìîé:

CSP := {J ∈ End
(
TPM

)
|

∀∂ ∈ TPM, ||J(∂)|| = ||∂|| è J2 = −idTPM}.
Òîãäà ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì îäíîðîäíûõ
SO4(R)-ïðîñòðàíñòâ

CSP ' P1(C)
è ÷òî â îáúåäèíåíèè äâóìåðíûõ ñôåð, íàçûâàåìîì ïðîñòðàíñòâîì
òâèñòîðîâ ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ M

Twist(M) :=
∐
P∈M

CSP

èìååòñÿ íå òîëüêî åñòåñòâåííàÿ òîïîëîãèÿ, íî è òàâòîëîãè÷åñêàÿ
ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà. Ïðîåêöèÿ

pen : Twist(M) −→M,
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íàçûâàåìàÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ïåíðîóçà, ñâÿçûâàåò ÷åòûð¼õìåðíûå
ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ ñ øåñòèìåðíûìè ïî÷òè êîìïëåêñíûìè.

Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìåòðèê ôîðìóëèðóþòñÿ â ïî÷òè êîìïëåêñíûõ
òåðìèíàõ. Òàê, èíòåðåñóþùàÿ ôèçèêîâ àâòîäóàëüíîñòü, ñâÿçàí-
íàÿ ñ óðàâíåíèÿìè Îáùåé Òåîðèè Îòíîñèòåëüíîñòè Ýéíøòåéíà,
ðàâíîñèëüíà èíòåãðèðóåìîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé ïî÷òè êîìïëåêñ-
íîé ñòðóêòóðû.

Êðóãëàÿ ìåòðèêà íà S4 àâòîäóàëüíà, è ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèà-
ãðàììà ìèðîâûõ êîíñòàíò íàìè óæå ïî ñóùåñòâó îñâîåíà:(

T ' C4 ' H2) \ {~0}
�
�

�
�	

P3(C)

/C×
@
@
@
@R

/H×

S4-
pen

4.6. Ãëàäêèå ñòðóêòóðû íà S4. Íàëè÷èå ñòàíäàðòíîé ñôåðû ãà-
ðàíòèðóåò

Smooth(S4) 6= ∅.
Äðóãèå ñòðóêòóðû íàçûâàëèñü áû ýêçîòè÷åñêèìè. Èõ íàëè÷èå �
ÎÒÊÐÛÒÛÉ ÂÎÏÐÎÑ (àâãóñò 2021),

#Smooth(S4)
?
> 1

Ïðè åãî ïðîäóìûâàíèè ïîëåçíî ó÷åñòü íàëè÷èå êîíòèíóó-
ìà ýêçîòè÷åñêèõ ãëàäêèõ ñòðóêòóð íà R4, îáíàðóæåííûõ â
[Taubes1987]. Ðàçìåðíîñòü n = 4 � åäèíñòâåííàÿ, ïðè êîòîðîé
íà Rn èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà ýêçîòè÷åñêàÿ ãëàäêàÿ ñòðóêòóðà.
Ðàçóìååòñÿ, âñ¼ ýòî èìååò îòíîøåíèå ê íàøèì ñþæåòàì òîëüêî
ïðè èíòåðïðåòàöèè Sn ' Rn \ {∞}.

Ýêçîòè÷åñêèå R4 ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà ìàëûå, ãëàäêî âêëàäûâàå-

ìûå â îáû÷íîå R4, è áîëüøèå, âñå îñòàëüíûå. Ñðåäè áîëüøèõ åñòü

íàèáîëüøàÿ, ñîäåðæàùàÿ âñå áîëüøèå, ñì. [FreedmanTaylor1986].
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4.7. Ãèïîòåçà Ïóàíêàðå äëÿ S4 . Òàê íàçûâàåòñÿ ÷åòûð¼õ-
ìåðíûé àíàëîã èñõîäíîé ãèïîòåçû Ïóàíêàðå.

Â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ ðå÷ü èä¼ò î ìíîæåñòâå Top+
(
S3
)
, ãäå,

êàê è â 3.7, ïîä S4 ïîäðàçóìåâàåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèé òèï ÷åòû-
ð¼õìåðíîé ñôåðû.

Ýòà ãèïîòåçà ïðåâðàòèëàñü â òåîðåìó ([Freedman1982]) ÷åðåç 21
ãîä ïîñëå òîãî, êàê áûëà óñòàíîâëåíà äëÿ S≥5 ([Smale1961], îá
ýòîì íèæå) è, êàê ìû çíàåì, çà 30 ëåò äî òîãî, êàê Ïåðåëüìàí
äîêàçàë å¼ äëÿ S3.

Ïîóïðàæíÿåìñÿ â ïåðåôîðìóëèðîâêàõ:

#
(
Top+(S4)

)
= 1,

ñôåðà S4 òîïîëîãè÷åñêè æåñòêà.

5. ×òî áû ðàññêàçàòü ïðî S5?

Â îòëè÷èå îò ñâîèõ ñîñåäåé â ðÿäó S1,2,...5=,7, ïÿòèìåðíàÿ ñôåðà íå

îáëàäàåò áðîñàþùèìèñÿ â ãëàçà ñâîéñòâàìè. Òåì íå ìåíåå, óïîìÿíåì

íåêîòîðûå ìîìåíòû.

5.0. S5 è ôèçèêà. Â ñîâðåìåííîé ôèçèêå åñòü íåáîëüøîå

êîëè÷åñòâî ôóíäàìåíòàëüíûõ òåîðèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñ
çàìå÷àòåëüíîé òî÷íîñòüþ îïèñûâàåò êëàññ ÿâëåíèé, êîòîðîìó
îíà ïîñâÿùåíà. Ñîâîêóïíîñòü ýòèõ ÿâëåíèé ïîêðûâàåò âñ¼, ÷òî
÷åëîâå÷åñòâî óìååò íàáëþäàòü; ïðîáëåìà, îäíàêî, çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî ýòè òåîðèè íå õîòÿò ñêëàäûâàòüñÿ â îäíó îáùóþ.

×èñëî

5 = 1 + 4

ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ðàçìåðíîñòåé, õàðàêòåðíûõ äëÿ äâóõ èç óïîìÿ-
íóòûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ òåîðèé: 1 � äëÿ ýëåêòðîìàãíåòèçìà, 4
� äëÿ Îáùåé Òåîðèè Îòíîñèòåëüíîñòè. Ïîïûòêè ñîåäèíèòü èõ
â îäíó ïðåäïðèíèìàëèñü íà÷èíàÿ ñ [Kaluza1921] è [Klein1926];
ñîâðåìåííûé îáçîð ñì., íàïðèìåð, â [Patricio2013].

Äëÿ ìàòåìàòèêîâ, íå çàíèìàþùèõñÿ ôèçèêîé, òåêñòû òàêîãî
ðîäà � ýòî ÷òî-òî âðîäå òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ
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òåîðèé, èìåþùèõ ôèçè÷åñêèé ñìûñë. ×òî-òî â ýòèõ ãèïîòåòè-
÷åñêèõ òåîðèÿõ ïðîèñõîäèò íà ïÿòèìåðíîé ñôåðå; òàê, ñóäÿ ïî
ôðàãìåíòó àííîòàöèè íàóãàä âûáðàííîé ðàáîòû [KQZ2013]

...the partition function of a twisted supersymmetric Yang-Mills theory with matter on the S5

ìàòåðèÿ ëåæèò èìåííî íà íåé.

Åñëè ïîíÿòü, ÷òî â ýòîé òåîðèè ïðîèñõîäèò, òî íåñîìíåííî
îáíàðóæàòñÿ å¼ ñâÿçè ñ èíòåðåñíîé ìàòåìàòèêîé; òàê, â å¼ ëàãðàí-
æèàí (ïîëíîñòüþ îñîçíàòü êîòîðûé ìàòåìàòèê áåç îáùèðíûõ
ñïåöèàëüíûõ çíàíèé âðÿä ëè ñìîæåò) âõîäèò èíòåãðàëüíàÿ ëîãà-
ðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Li2,3(x) è çàìå÷àòåëüíàÿ êîíñòàíòà, ñóììà
îáðàòíûõ êóáîâ ζ(3).

5.1. Àëãîðèòìè÷åñêàÿ (íå)ðàñïîçíàâàåìîñòü ñôåðû S5.
Äëÿ ïîñòàíîâêè ïðîáëåìû àëãîðèòìè÷åñêîãî ðàñïîçíàâàíèÿ
ãîìåîìîðôíîñòè äâóõ ïðîñòðàíñòâ

X
?' Y

ýòè ïðîñòðàíñòâà äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû êàêèì-ëèáî ôèíèòíûì
ñïîñîáîì, íàïðèìåð, òðèàíãóëÿöèåé, òî åñòü êóñî÷íî-ëèíåéíîé,
èëè PL-ñòðóêòóðîé. Äî ñèõ ïîð ìû ê ýòèì ñòðóêòóðàì íå îáðà-
ùàëèñü, ïîñêîëüêó â ðàçìåðíîñòÿõ ≤ 4 ñîãëàñíî [Cairns1961]
ðàçëè÷èÿ ìåæäó ãëàäêèìè è PL-ñòðóêòóðàìè íåò.

Ñåé÷àñ, íå âäàâàÿñü â äåòàëè, ìû îãðàíè÷èìñÿ PL-ñòðóêòóðàìè,
ïîñêîëüêó äëÿ íèõ ïðîáëåìû àëãîðèòìè÷åñêîé ðàñïîçíàâàåìîñòè
è, â ÷àñòíîñòè, ïðîáëåìó

X
?' S5

ëåãêî ñôîðìóëèðîâàòü òî÷íî.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò � ñì. [JoLoLuTs2019].

Äëÿ äàííîãî d-ìåðíîãî êîíå÷íîãî ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà
ïðîáëåìà åãî ãîìåîìîðôíîñòè ñôåðå Sd àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðå-
øèìà ïðè d ≥ 5.

Àâòîðû ññûëàþòñÿ íà íåîïóáëèêîâàííûå ðàáîòû Ñ.Ï. Íîâè-
êîâà 1960-õ ãîäîâ.

5.2. Ïðîáëåìà Ïóàíêàðå. Îãðàíè÷èìñÿ ïîâòîðåíèåì ñôîð-
ìóëèðîâàííîãî âûøå ðåçóëüòàòà ([Smale1961])
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Ñôåðû Sd ïðè d ≥ 5 òîïîëîãè÷åñêè æåñòêè.

Ïîâòîðèì òàêæå îñíîâíûå ñîáûòèÿ ðåøåíèÿ ÷åëîâå÷åñòâîì ïðî-

áëåìû Ïóàíêàðå. Õðîíîëîãèÿ ñâîåîáðàçíà: ðåøåíèå çàíÿëî ïðèìåðíî

âåê, ðàçáèòûé ïðèìåðíî íà ïîëâåêà è ïðèìåðíî íà äâàäöàòü è òðèäöàòü

ëåò.

1904: Ïóàíêàðå óòî÷íÿåò ñâîþ ïðîáëåìó äëÿ S3.

1904�1961: Ïðîáëåìà Ïóàíêàðå ñòàâèòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ðàçìåð-

íîñòåé. Ïðè ïîïûòêàõ å¼ ðåøåíèÿ òåñòèðóþòñÿ ðàçíîîáðàçíûå ìåòîäû

ãîìîòîïè÷åñêîé, àëãåáðàè÷åñêîé è äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèé, áóðíî

ðàçâèâøèõñÿ çà ýòîò ïåðèîä.

1961: Ñìåéë ðåøàåò ïðîáëåìó Ïóàíêàðå äëÿ Sd äëÿ d ≥ 5.

1982: Ôðèäìàí ðåøàåò ïðîáëåìó Ïóàíêàðå äëÿ S4.

2003: Ïåðåëüìàí ðåøàåò ïðîáëåìó Ïóàíêàðå äëÿ S3.

Êàê ýòî ÷àñòî ñëó÷àåòñÿ â ìàòåìàòèêå, ïðè ôîðìàëüíîì ïåðå÷èñ-

ëåíèè ïðåñòèæíûõ ðåçóëüòàòîâ â ñòîðîíå îñòàþòñÿ ãëóáîêèå èäåè, íà

êîòîðûõ îñíîâàíû äîêàçàòåëüñòâà; â äàííîì ñëó÷àå ýòî � ïåðåñòðîéêè

Óèòíè, ãåîìåòðèçàöèÿ Òåðñòîíà, ïîòîêè Ðè÷÷è-Ãàìèëüòîíà è ïðî÷.

6. S6 è ïðîáëåìà Õîïôà

6.0. Ïî÷åìó S6 � íå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå. Åñòü
äîâîëüíî ìíîãî ïðè÷èí òîãî, ÷òî êîìïëåêñíîå òð¼õìåðíîå àëãåáðà-
è÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå íå ìîæåò èìåòü òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó
øåñòèìåðíîé ñôåðû. Óêàæåì îäíó èç íèõ, áëèçêóþ ê òîìó, ÷òî
âñêîðå áóäåì îáñóæäàòü.

Âîïðîñ îá àëãåáðàè÷íîñòè ìîæåò áûòü ïîñòàâëåí òîëüêî â
ñëó÷àå, åñëè íà ñôåðå S6 îáíàðóæèòñÿ êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêàÿ
ñòðóêòóðà; êàê ìû ñêîðî óâèäèì, íåñìîòðÿ íà íåêîòîðîå êîëè÷å-
ñòâî ïóáëèêàöèé, ýòîò âîïðîñ ÎÒÊÐÛÒ.

Åñëè, îäíàêî, òàêàÿ ñòðóêòóðà âñ¼-òàêè îáíàðóæèòñÿ, òî îáîçíà÷èì
âñëåä çà àâòîðàìè [LehnRollenskeSchinko2019] ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå êîìïàêòíîå êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå S6; âîçíèêàåò ïîëå
Mer

(
S6
)
ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé íà í¼ì. Âàæíûì èíâàðèàíòîì

(êîìïàêòíîãî) êîìïëåêñíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíü
òðàíñöåíäåíòíîñòè íàä C ïîëÿ ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé íà í¼ì, â
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îáñóæäàåìîì (ãèïîòåòè÷åñêîì!) ñëó÷àå

a
(
S6
)
:= degtrC

(
Mer

(
S6
))
.

Åñëè áû ìíîãîîáðàçèå S6 ñóùåñòâîâàëî è áûëî áû àëãåáðà-
è÷íî, òî èìåëî áû ìåñòî15 ðàâåíñòâî a

(
S6
)

= 3. Íî â ðàáîòå
[LehnRollenskeSchinko2019], îäíàêî, ïîêàçàíî, ÷òî a

(
S6
)
= 0.

Òàêèì îáðàçîì,
Alg
(
S6
)
= ∅

6.1. Ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà S6. Ââåäåì ïðîñòðàí-
ñòâî ìíèìûõ îêòîíèîíîâ

Im(O) := {o ∈ O | o = o}
è ðàññìîòðèì øåñòèìåðíóþ ñôåðó êàê ìíîæåñòâî ìíèìûõ îêòîíè-
îíîâ åäèíè÷íîé íîðìû

S6 := {o ∈ Im(O)
∣∣∣|o| = 1}.

Òîãäà, êàê è â øêîëüíîé ñòåðåîìåòðèè, êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî
ê òî÷êå ñôåðû o ∈ S6 ìîæíî îïðåäåëèòü êàê

ToS
6 := {∂ ∈ Im(O) | ∂ ⊥ o}.

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýíäîìîðôèçì

J : ToS
6 −→ ToS

6 : ∂ 7→ o · ∂
çàäà¼ò ïî÷òè êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó íà S6, íàçûâàåìóþ ñòàí-
äàðòíîé.

Åñòü è äðóãèå; â ðàáîòå [GraFerMil2021] îïèñàíî ñåìåéñòâî
ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð íà S6, ïàðàìåòðèçîâàííîå P7(R).

Èòàê,
AlmCompl

(
S6
)
áåñêîíå÷íî.

Ñîâðåìåííûå ñâåäåíèÿ îá ýòîì ìíîæåñòâå çàâåäîìî íåïîëíû,
ïîñêîëüêó íåèçâåñòíî, ñóùåñòâóþò ëè ñ í¼ì èíòåãðèðóåìûå
ýëåìåíòû (ñì. ñëåäóþùèé ðàçäåë).

15Íà àëãåáðàè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèèX âñå ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè ðàöèîíàëü-

íû, òî åñòü èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Mer(X) = C(X), òàê ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ
a(X) = dim(X). Ñóùåñòâóþò, îäíàêî, è íåàëãåáðàè÷åñêèå êîìïàêòíûå êîì-
ïëåêñíûå ìíîãîîáðàçèÿ, òàê íàçûâàåìûå ïðîñòðàíñòâà Ìîéøåçîíà, äëÿ êîòî-
ðûõ a(X) = dim(X).
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Íåèíòåãðèðóåìîñòü ñòàíäàðòíîé ïî÷òè êîìëåêñíîé ñòðóêòóðû
íà S6 áûëà óñòàíîâëåíà â [EhresmannLibermann1951].

6.2. Êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà S6. Ïðîáëåìà å¼ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ, â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ

Compl
(
S6
) ?' ∅

íàçûâàåòñÿ ïðîáëåìîé Õîïôà. Åé èíòåðåñîâàëèñü ìíîãèå êðóïíûå
ìàòåìàòèêè âòîðîé ïîëîâèíû 20-âåêà.

Ñòàòóñ ýòîé ïðîáëåìû äîâîëüíî ñâîåîáðàçåí. Â ïîñëåäíèå ãî-
äû ïîÿâèëèñü äâå ðàáîòû îäíîãî è òîãî æå àâòîðà, âåíãåðñêîãî
ìàòåìàòèêà Ãàáîðà Ýòåçè, â êîòîðûõ ïî âèäèìîñòè ïðåäúÿâëÿåòñÿ
îáñóæäàåìàÿ ñòðóêòóðà.

Ðàáîòà [Etesi2015] ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò ôèçè÷åñêèå ïîíÿ-
òèÿ è òðóäíà äëÿ ïîíèìàíèÿ �÷èñòûìè� ìàòåìàòèêàìè. Íàîáîðîò,
â ðàáîòå [Etesi2017] êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà ïðåäúÿâëÿåòñÿ â
ÿâíîì âèäå ñ ïîìîùüþ âëîæåíèÿ

S6 ↪→ Aut(O) =: G2

â 14-ìåðíóþ êîìïàêòíóþ ãðóïïó Ëè16. Ýòî âëîæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ
ïðèíöèïèàëüíî íîâûì: èçîìîðôèçì π6(G2) ' C3 áûë õîðîøî
èçâåñòåí, è Ýòåçè ïðåäëîæèë åãî ðåàëèçàöèþ. Íà ãðóïïå G2, êàê
íà âñÿêîé êîìïàêòíîé ÷¼òíîìåðíîé, èìååòñÿ êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòó-
ðà; Ýòåçè ðàññìîòðåë å¼ îãðàíè÷åíèå íà îáðàç øåñòèìåðíîé ñôåðû.

Ïðîâåðêà òîãî, ÷òî èíäóöèðîâàííàÿ ñòðóêòóðà íà S6 ÿâëÿåò-
ñÿ êîìïëåêñíîé � ñîìíèòåëüíîå ìåñòî17 â ðàáîòå [Etesi2017].
Â íåé óêàçûâàåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíàÿ ãðîìîçäêîñòü âû÷èñëåíèé (èõ
ïðåäëàãàåòñÿ âåñòè â âåùåñòâåííûõ êîîðäèíàòàõ), è äåòàëè íå
ïðèâîäÿòñÿ, à ïðåäëàãàåòñÿ ëèøü àëãîðèòì ïðîâåðêè.

Ñîìíåíèÿ â óòâåðæäåíèÿõ Ýòåçè óñóãóáëÿþòñÿ òåì, ÷òî äâà
âåëèêèõ ìàòåìàòèêà â âîçðàñòå îêîëî 90 ëåò îïóáëèêîâàëè ïðå-
ïðèíòû [Chern2003] è [Atiyah2016], â êîòîðûõ óòâåðæäàåòñÿ

16èñêëþ÷èòåëüíóþ è èìåþùóþ íàèìåíüøóþ ðàçìåðíîñòü ñðåäè
èñêëþ÷èòåëüíûõ.

17ß áëàãîäàðåí Â. Êëåïöûíó, ñîîáùèâøåìó ìíå î ñêåïñèñå ñîîáùåñòâà ïî
ïîâîäó óòâåðæäåíèé Ýòåçè è î ñïåöèàëüíûõ ìåðîïðèÿòèÿõ, ïîñâÿù¼ííûõ êðè-
òè÷åñêîìó àíàëèçó åãî ðàáîò.
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íåâîçìîæíîñòü îáñóæäàåìîé ñòðóêòóðû.

Ñëîæèâøóþñÿ ñèòóàöèþ ñëåäóåò ïðèçíàòü ñêàíäàëüíîé: â òå÷åíèå

äîâîëüíî ìíîãèõ ëåò ñðåäè ìàòåìàòèêîâ íåò ñîãëàñèÿ ïî ïîâîäó ñîâåð-

øåííî êîíêðåòíîãî âîïðîñà. Ñìåþ íàäåÿòüñÿ. ÷òî ñëåäóþùåå ïîêîëåíèå

âíåñ¼ò ÿñíîñòü.

6.3. Ãëàäêàÿ ñòðóêòóðà íà S6. Òîëüêî ñòàíäàðòíàÿ, ñì.
[KervaireMilnor1963]. Â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ

#
(
Smooth

(
S6
))

= 1.

6.4. Ïðîáëåìà Ïóàíêàðå äëÿ S6. Êàê óæå ãîâîðèëîñü,
áûëà ðåøåíà åù¼ äî ðàçìåðíîñòåé 4 è 3, ñì. [Smale1961]. Â íàøèõ
îáîçíà÷åíèÿõ

#
(
Top+

(
S6
))

= 1,

ñôåðà S6 òîïîëîãè÷åñêè æåñòêà.

7. S7 è ñôåðû Ìèëíîðà

Ðàáîòà [Milnor1956] áûëà ïîñâÿùåíà áëèçêèì ðîäñòâåííèêàì
ìíîãîîáðàçèé, î êîòîðûõ ìû íåìíîãî ïîãîâîðèëè, � îáîáù¼í-
íûì êâàòåðíèîííûì ìíîãîîáðàçèÿì Õîïôà. Ìèëíîð ðàññìîòðåë
ðàññëîåíèÿ íàä S4 ñî ñëîåì S3, ñðåäè êîòîðûõ18 âñòðå÷àåòñÿ è
ñòàíäàðòíàÿ ñåìèìåðíàÿ ñôåðà, è å¼ ýêçîòè÷åñêèå ñ¼ñòðû. Äèô-
ôåîìîðôíîñòü ìíîãîîáðàçèé ñôåðàì óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
òåîðèè Ìîðñà: íà íèõ ñòðîÿòñÿ ãëàäêèå âåùåñòâåííîçíà÷íûå
ôóíêöèè âñåãî ñ äâóìÿ êðèòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè.

Áîëåå ñîâðåìåííîå èçëîæåíèå òåîðèè ÷èòàòåëü ìîæåò íàéòè,
íàïðèìåð, â [CrowleyEscher2003].

Çàâåðøèì ýòè ëåêöèè ïàðîé ñëîâ îá àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêîì
ìåòîäå ïîñòðîåíèÿ ýêçîòè÷åñêèõ íå÷¼òíî-ìåðíûõ âåùåñòâåííûõ
ìíîãîîáðàçèé. Ïóñòü F ∈ C[z1, . . . , zn] � òàêîé íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí

18Äëÿ èìåþùèõ ïðåäñòàâëåíèå î ãëàâíûõ ðàññëîåíèÿ, â äàííîì ñëó÷àå ñî
ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé SO4(R) ' H1×H1 äåéñòâóþùåé íà ñëîÿõ êâàòåðíèîííûì
óìíîæåíèåì ñëåâà è ñïðàâà, òî åñòü ïî ôîðìóëå (q1, q2)·x := q1xq2. Ðàññëîåíèÿ,
ðàññìàòðèâàåìûå Ìèëíîðîì, êëàññèôèöèðóþòñÿ ýëåìåíòàìè ãîìîòîïè÷åñêîé
ãðóïïû π4

(
SO4(R)

)
' Z× Z.
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ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ÷òî àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå,
çàäàííîå óðàâíåíèåì F = 0, èìååò èçîëèðîâàííóþ îñîáåííîñòü
â òî÷êå z1 = · · · = zn = 0 (äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñâî-
áîäíûé ÷ëåí è ëèíåéíûå ÷ëåíû ìíîãî÷ëåíà ðàâíÿëèñü íóëþ).
Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì âåùåñòâåííîì ε ∈ R>0 âåùåñòâåííîå
(2n − 1)-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ãëàäêî è íå çàâèñèò îò ε. Ñðåäè
òàêèõ ìíîãîîáðàçèé âñòðå÷àþòñÿ è ýêçîòè÷åñêèå ñôåðû Ìèëíîðà,
ñì. [Hirzebruch1966].

Çàêëþ÷åíèå

Ñòðóêòóðû íà ñôåðàõ, î êîòîðûõ ìû ãîâîðèëè, ñîáðàíû â òàáëè-
öó19 Ñîâåòóþ ìîëîäûì ìàòåìàòèêàì îáðàòèòü îñîáîå âíèìàíèå íà
âîïðîñèòåëüíûå çíàêè!

Alg Compl AlmCompl Smooth Top+ Hot
S1 ∃! ∃! ∃!
S2 ∃! ∃! ∃! ∃! ∃! ∃!
S3 ∃! ∃! ∃!!
S4 @ @ @ ∃??? ∃! ∃!
S5 ∃! ∃! ∃!
S6 @ ??? ∃? ∃! ∃! ∃!
S7 ∃28 ∃! ∃!!
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