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Динамические системы

• Системы, меняющиеся со временем по одному и тому же закону.



Динамические системы

• Системы, меняющиеся со временем по 
одному и тому же закону.

• Если время дискретно (скажем, может 
принимать только целые значения), то 
динамическая система описывается 
уравнением

𝑥𝑛+1 = 𝑓 𝑥𝑛 ,

где 𝑥𝑛 – состояние системы в момент 
времени 𝑛.



Полиномиальная динамика на ℂ

• Для многочлена 𝑃: ℂ → ℂ заполненное множество 
Жюлиа – это 𝐾 𝑃 = 𝑧 ∈ ℂ 𝑃𝑛 𝑧 ↛ ∞}. 

• Множество Жюлиа 𝐽 𝑃 = 𝜕𝐾(𝑃), множество Фату
ℂ𝑃1 ∖ 𝐽(𝑃).

• Любой квадратный многочлен приводится к виду 
𝑄𝑐 𝑧 = 𝑧2 + 𝑐 для некоторого 𝑐 ∈ ℂ.

• По определению, 𝑐 ∈ ℳ (множество 
Мандельброта), если 𝐾(𝑄𝑐) связно.

• Теорема. 𝑐 ∈ ℳ2 ⟺ 𝑄𝑐
𝑛 0 ↛ ∞



Некоторые несвязные множества Жюлиа

Лемма. Если 𝑐 ∈ 𝐷, то 𝑄𝑐
−1 𝐷 связно, а иначе нет.
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Некоторые множества
Жюлиа

• Сверху: 𝐾 𝑧2 . Красные точки убегают 
на бесконечность. Синие точки 
притягиваются к 0.

• Снизу: 𝐾(𝑧2 − .2). Синие орбиты 
сходятся к притягивающей 
неподвижной точке вблизи 0.



На пути к параболической бифуркации

𝑧2 − 0.75𝑧2 − 0.73

𝑧2 − 0.5𝑧2 − 0.4



Множества Жюлиа и инвариантные 
ламинации Тёрстона: базилика



Кролик Дуади и его ламинация

𝑧2 − 0.12…+ 0.74… 𝑖



Множество ℳ

Главная 
кардиоида

QML



Тюнинг и ренормализация

“Пережатая” 
компонента 

Фату



Мандельбротики: конструкция Дуади-
Хаббарда

• Пусть точка 0 является периодической для 𝑄𝑐.

• Непосредственный бассейн притяжения цикла 0, 𝑐, 𝑄𝑐 𝑐 , … –
цикл Жордановых дисков. 

• Заменим эти диски на 𝐾(𝑄𝑐′) – это называется тюнинг.

• Тюнинг задает копию множества ℳ, в которой роль главной 
кардиоиды играет компонента внутренности множества ℳ, 
содержащая точку 𝑐.

• Эти копии называются baby Mandelbrot sets (Мандельбротики).



Множество ℳ универсально (К. Макмюллен)

• Копии множества ℳ возникают в общих
аналитических семействах аналитических 
отображений:

𝑒𝑧 + 𝑐, 𝑧4 +
𝑐

𝑧4
, и т. д.

• Исключения: тривиальные пространства 
параметров (вообще нет бифуркаций),
устойчиво кратные критические точки.

Mark McClure

Robert Devaney



Внешние лучи

• Пусть 𝐾(𝑄𝑐) связно.

• Отображение Римана 𝜓𝑐: 𝔻 ∖ {0} → ℂ ∖
𝐾(𝑄𝑐) т.ч. 𝜓𝑐 0 = ∞ и lim

𝑧→0
𝑧 ⋅ 𝜓𝑐(𝑧) > 0

сопрягает 𝑧 ↦ 𝑧2 с 𝑄𝑐.

• Внешние лучи – образы радиальных 
интервалов: 𝑅𝑐 𝜃 = 𝜓𝑐 𝑡𝑒2𝜋𝑖𝜃 0 < 𝑡 < 1}.

• Отталкивающая периодическая точка 𝑧
многочлена 𝑄𝑐 задает один или несколько 
внешних лучей 𝑅, заканчивающихся в 𝑧, т.е.
 𝑅 ∩ 𝐾 𝑃 = {𝑧}.



Ламинации Тёрстона для многочленов

• Если 𝐽(𝑄𝑐) локально связно, то все лучи заканчиваются.

• Отношение эквивалентности ∼𝑐 на ℝ/ℤ определяется так: 𝛼 ∼𝑐 𝛽
если 𝑅𝑐 𝛼 , 𝑅𝑐(𝛽) заканчиваются в одной точке.

• Геодезическая ламинация ℒ𝑐 состоит из сторон выпуклых 
оболочек (при отождествлении ℝ/ℤ ≅ 𝕊 = {𝑧 ∈ ℂ ∣ 𝑧 = 1}) всех
∼𝑐-классов.

• Вообще, геодезическая ламинация – замкнутый набор хорд для 
𝕊, которые не пересекаются в 𝔻 = 𝑧 ∈ ℂ 𝑧 < 1 .

• Можно определить ℒ𝑐 даже если 𝐽(𝑄𝑐) не локально связно.



Ламинация квадратичных миноров (QML)

• Элементы ламинации называются листами. 
Замыкания компонент дополнения 
называются щелями.

• Отображение 𝜎2: 𝕊 → 𝕊 задано формулой 
𝜎2 𝑧 = 𝑧2. Если ℓ = 𝑎𝑏 ∈ ℒ𝑐, то положим 
𝜎2 ℓ = 𝜎2 𝑎 𝜎2(𝑏).

• Пусть 𝑀𝑐 – самый длинный лист в ℒ𝑐. Лист 
𝑚𝑐 = 𝜎2(𝑀𝑐) называется минором.

• Все миноры образуют ламинацию QML.



Спасибо за 
внимание!


