
1. Ñèììåòðèçàöèÿ Øòåéíåðà è íåðàâåíñòâî Áðóííà�Ìèíêîâñêîãî

Ìû áóäåì ðàññìòðèâàòü âûïóêëûå çàìêíóòûå îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà ñ íåïóñòîé âíóò-
ðåííîñòüþ â Rn. Òàêèå ìíîæåñòâà áóäåì íàçûâàòü âûïóêëûìè òåëàìè. Íàïîìíèì, ÷òî
ìíîæåñòâî K ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè äëÿ êàæäîé ïàðû òî÷åê x, y ∈ K è äëÿ
êàæäîãî ÷èñëà λ ∈ [0, 1] òî÷êà λx+ (1− λ)y ∈ K.

Íà Rn ôèêñèðîâàíà îáû÷íàÿ åâêëèäîâà íîðìà (äëèíà âåêòîðà) |x| =
√
|x1|2 + . . .+ |xn|2,

ãäå x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn. Êðîìå òîãî, ìû ìîæåì ïîìåðèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷-

êàìè x, y ∈ Rn ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû d(x, y) = |x− y| =
√
|x1 − y1|2 + . . .+ |xn − yn|2. Øàð

ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå x áóäåì îáîçíà÷àòü B(x, r). Îáúåì øàðà B(0, 1) îáîçíà÷èì
ñèìâîëîì ωn.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü K ⊂ Rn, u ∈ Rn, |u| = 1. Ñèììåòðèçàöèåé ïî Øòåéíåðó
ìíîæåñòâà K â íàïðàâëåíèè u íàçûâàåòñÿ íîâîå ìíîæåñòâî

Su(K) :=
{
x+ s · u : x ∈ Pr〈u〉⊥(K), |s| ≤ 1

2
|K ∩ (x+ R · u)|

}
,

ãäå Pr〈u〉⊥(K) � ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà K íà ãèïåðïëîñêîñòü 〈u〉⊥, K ∩ (x+R · u) � ïåðåñå-
÷åíèå ìíîæåñòâà K ñ ïðÿìîé {x+ s · u : s ∈ R}.

Ïðèìåð 1.2. Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (2, 0), (1,
√
3), (−2, 0), (−1,−

√
3).

Åãî ñòîðîíà çàäàþòñÿ ïðÿìûìè y = 1√
3
(x ± 2), y =

√
3(−x ± 2). Ñèììåòðèçàöèåé òàêî-

ãî ïðÿìîóãîëüíèêà â íàïðàâëåíèè u = (0, 1) áóäåò øåñòèóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (±2, 0),
(±1,± 2√

3
). Äåéñòâèòåëüíî, íà ó÷àñòêå x ∈ [0, 1] ïîëîâèíà äëèíû ñå÷åíèÿ ïîñòîÿííàÿ:

1
2
( 1√

3
(x + 2) − 1√

3
(x − 2)) = 2√

3
; íà ïðîìåæóòêå x ∈ [1, 2] ïîëîâèíà äëèíû ñå÷åíèÿ ðàâ-

íà: 1
2
(
√
3(−x+ 2)− 1√

3
(x− 2)) = 2√

3
(2− x).

Òåîðåìà 1.3. Äëÿ âûïóêëîãî òåëà K, ìíîæåñòâî Su(K) � òàêæå âûïóêëîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ ∈ [0, 1], x, y ∈ 〈u〉⊥, z = λx+ (1− λ)y. Çàìåòèì, ÷òî
λ(x+ s · u) + (1− λ)(y + t · u) = z + (λs+ (1− λ)t) · u,

ãäå |s| ≤ 1
2
|K ∩ (x+ R · u)| è |t| ≤ 1

2
|K ∩ (y + R · u)|. Ïîýòîìó

|λs+ (1− λ)t| ≤ 1

2

(
λ|K ∩ (x+ R · u)|+ (1− λ)|K ∩ (y + R · u)|

)
è íàì äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

λ|K ∩ (x+ R · u)|+ (1− λ)|K ∩ (y + R · u)| ≤ |K ∩ (z + R · u)|.
Èç-çà âûïóêëîñòèK λ

(
K∩(x+R·u)

)
+(1−λ)

(
K∩(y+R·u)

)
⊂ K∩(z+R·u), íî äëÿ òðàïåöèè

âåðíî, ÷òî |λ
(
K∩(x+R·u)

)
+(1−λ)

(
K∩(y+R·u)

)
| = λ|K∩(x+R·u)|+(1−λ)|K∩(y+R·u)|. �

Ïðåäëîæåíèå 1.4. Åñëè K ⊂ T , òî è Su(K) ⊂ Su(T ) äëÿ êàæäîãî âåêòîðà u ∈ Rn,
|u| = 1.

Óïðàæíåíèå 1.5. Ïðîâåðüòå, ÷òî Su(λ ·K) = λ · Su(K) äëÿ λ > 0.

Ïðèíöèï Êàâàëüåðè. Ó äâóõ ôèãóð íà ïëîñêîñòè ñ îäèíàêîâàìè äëèíàìè âñåõ ñå÷å-
íèé ïðÿìûìè, îðòîãîíàëüíûìè äàííîé ïðÿìîé, ñîâïàäàþò ïëîùàäè.
Íà ñàìîì äåëå (ïî òåîðåìå Ôóáèíè), îáúåì ôèãóðû V oln(K) åñòü èíòåãðàë îò äëèíû

ñå÷åíèÿ ïðÿìûìè, îðòîãîíàëüíûìè ôèêñèðîâàííîé ïëîñêîñòè, ò.å.

V oln(K) =

∫
〈u〉⊥
|K ∩ (x+ R · u)| dx.

Ñëåäñòâèå 1.6. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî V oln(K) = V oln(Su(K)).
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Çàìå÷àíèå 1.7. Ïðÿìîóãîëüíèê èç ïðèìåðà 1.2 èçíà÷àëüíî áûë ñèììåòðè÷åí îòíîñè-
òåëüíî ïðÿìîé y = x√

3
, íî ïîñëå ñèììåòðèçàöèè â íàïðàâëåíèè u = (0, 1) ïåðåñòàë áûòü

ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ýòîé ïðÿìîé. Òåì ñàìûì, ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå ñèì-
ìåòðèçàöèé Øòåéíåðà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîõðàíÿåò òåëî ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî
ïëîñêîñòåé, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ òåëî áûëî ñèììåòðè÷íûì íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ.

Òåì íå ìåíåå, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.8 (Îñíîâíàÿ). Ïóñòü K ⊂ Rn � âûïóêëîå òåëî. Íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü íàïðàâëåíèé uj ∈ Rn, |uj| = 1, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå ñèì-
ìåòðèçàöèé Øòåéíåðà â ýòèõ íàïðàâëåíèÿõ ïðåâðàòèò òåëî K â åâêëèäîâ øàð îáúåìà
V oln(K).

Íà ñàìîì äåëå ñïðàâåäëèâî äàæå ÷óòü áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.9. Ïóñòü K1, . . . , Km ⊂ Rn � âûïóêëûå òåëà. Íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü íàïðàâëåíèé uj ∈ Rn, |uj| = 1, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå ñèììåò-
ðèçàöèé Øòåéíåðà â ýòèõ íàïðàâëåíèÿõ ïðåâðàòèò òåëà K1, . . . , Km â åâêëèäîâû øàðû
ñîîòâåòñòâóþùèõ îáúåìîâ.

Òåîðåìó ìû äîêàæåì ÷óòü ïîçæå, à ïîêà ïîñìîòðèì íà åå âîçìîæíûå ïðèìåíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.10. Äëÿ ìíîæåñòâ U, V ⊂ Rn èõ ñóììîé ïî Ìèíêîâñêîìó íàçûâà-
åòñÿ ìíîæåñòâî

U + V := {u+ v : u ∈ U, v ∈ V }.

Ïðèìåð 1.11. Çàìåòèì, ÷òî [a, b] + [c, d] = [a+ c, b+ d]. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè u ∈ [a, b], v ∈
[c, d], òî u + v ∈ [a + c, b + d] è, åñëè w ∈ [a + c, b + c], òî w = c + (w − c), w − c ∈ [a, b], à
åñëè w ∈ [b+ c, b+ d], òî w = b+ (w − b), w − b ∈ [c, d].

Ïðèìåð 1.12. Äëÿ ìíîæåñòâà A ⊂ Rn âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

A+B(0, r) = Ar := {y ∈ Rn : ∃x ∈ A, |x− y| ≤ r}.

Ïðèìåð 1.13. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå òðåóãîëüíèêà A íà ïëîñêîñòè, âñå ïðîñòðàíñòâî äå-
ëèòñÿ íà îáëàñòè:

ïðè÷åì â îáëàñòÿõ 1, 2, 3 áëèæàéøåé òî÷êîé èç òðåóãîëüíèêà áóäåò òî÷êà íà ñòîðîíå, à â
îáëàñòÿõ 4, 5, 6 áëèæàéøåé òî÷êîé èç òðåóãîëüíèêà áóäåò îäíà èç åãî âåðøèí. Ïîýòîìó,
ìíîæåñòâî A+B(0, r) áóäåò èìåòü âèä:
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Óïðàæíåíèå 1.14. (i) Ïðîâåðüòå, ÷òî ñóììà ïî Ìèíêîâñêîìó äâóõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ
áóäåò ñíîâà âûïóêëûì ìíîæåñòâîì.

(ii) Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ âûïóêëîãî ìíîæåñòâà K è ÷èñåë α, β > 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
α ·K + β ·K = (α + β) ·K.

Îïðåäåëåíèå 1.15. Ïóñòü A � (áîðëåâñêîå) ïîäìíîæåñòâî Rn. (Íèæíåé) ïëîùàäüþ
ïîâåðõíîñòè ìíîæíñòâà A (ïî Ìèíêîâñêîìó) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

Per(A) := lim inf
ε→+0

V oln(A
ε)− V oln(A)
ε

.

Çàìå÷àíèå 1.16. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ íà ïëîñêîñòè ïîëó÷àåòñÿ
äåéñòâèòåëüíî ïðàâèëüíûé îòâåò.

Ìû áû õîòåëè ïîíÿòü, ó êàêîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà íàèìåíüøàÿ ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè
ñðåäè âñåõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ ôèêñèðîâàííîãî îáúåìà, ò.å. íàì áû õîòåëîñü íàó÷èòü-
ñÿ îöåíèâàòü ñíèçó ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè âûïóêëîãî ìíîæåñòâà. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
íàó÷èòüñÿ îöåíèâàòü ñíèçó îáúåì ñóììû äâóõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ. Òàêóþ îöåíêó äàåò
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.17 (Íåðàâåíñòâî Áðóííà�Ìèíêîâñêîãî). Ïóñòü K,T � âûïóêëûå òåëà (íà
ñàìîì äåëå, ìîæíî îñëàáèòü äî ïðîèçâîëüíûõ íåïóñòûõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ) â Rn,
òîãäà [

V oln(K + T )
]1/n ≥ [V oln(K)

]1/n
+
[
V oln(T )

]1/n
.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà Áðóííà�Ìèíêîâñêîãî áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèììåòðè-
çàöèþ Øòåéíåðà. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, êàê ñâÿçàíû ñëîæåíèå ïî Ìèíêîâñêîìó è ñèììåò-
ðèçàöèÿ Øòåéíåðà.

Ïðåäëîæåíèå 1.18. Äëÿ âûïóêëûõ òåë K,T ⊂ Rn è âåêòîðà u ∈ Rn, |u| = 1, âûïîëíÿ-
åòñÿ âêëþ÷åíèå Su(K) + Su(T ) ⊂ Su(K + T ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x′ ∈ Su(K), y′ ∈ Su(T ), ò.å. x′ = x+ s · u, y′ = y + t · u, x, y ∈ 〈u〉⊥,
|s| ≤ 1

2
|K ∩ (x+R · u)| è |t| ≤ 1

2
|T ∩ (y +R · u)|. Òîãäà x′ + y′ = (x+ y) + (s+ t) · u, ïðè÷åì

|s+t| ≤ |s|+ |t| ≤ 1
2
(|K∩(x+R ·u)|+ |T ∩(y+R ·u)|). Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü,

÷òî
|K ∩ (x+ R · u)|+ |T ∩ (y + R · u)| ≤ |(K + T ) ∩ (x+ y + R · u)|.

Íî K ∩ (x+ R · u) + T ∩ (y + R · u) ⊂ (K + T ) ∩ (x+ y + R · u) è
|K ∩ (x+ R · u) + T ∩ (y + R · u)| = |K ∩ (x+ R · u)|+ |T ∩ (y + R · u)|.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. �

Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà Áðóííà�Ìèíêîâñêîãî.
Ïóñòü {uj} ⊂ Rn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêèõ íàïðàâëåíèé, ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìå-

íåíèå ñèììåòðèçàöèé Øòåéíåðà îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ïåðåâîäèò òåëà K, T è K + T â
åâêëèäîâû øàðû ñîîòâåòñâóþùèõ îáúåìîâ. Ò.å. òåëî K ïåðåéäåò â øàð B(0, rK), r

n
Kωn =

V oln(K), òåëî T ïåðåéäåò â øàð B(0, rT ), r
n
Tωn = V oln(T ), òåëî K + T ïåðåéäåò â øàð

B(0, rK+T ), r
n
K+Tωn = V oln(K+T ), ãäå ωn := V oln(B(0, 1)). Ïóñòü Kj = Suj(Kj−1), K0 = K,

Tj = Suj(Tj−1), T0 = T , Vj = Suj(Vj−1), V0 = K + T . Ïî äîêàçàííîìó

V1 = Su1(K + T ) ⊃ Su1(K) + Su1(T ) = K1 + T1

è ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì, ÷òî Vj ⊃ Kj + Tj. Ïîýòîìó,

B(0, rK+T ) ⊃ B(0, rK) +B(0, rT ) = B(0, rK + rT ).

Òàêèì îáðàçîì, rK+T ≥ rK+ rT , ÷òî ïîñëå óìíîæåíèÿ íà ω
1/n
n è äàåò çàÿâëåííîå â òåîðåìå

íåðàâåíñòâî. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Èç íåðàâåíñòâà Áðóííà�Ìèíêîâñêîãî íåìåäëåííî ñëåäóåò ñëåäóþùåå, òàê íàçûâàåìîå,
èçîïåðèìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî.

Òåîðåìà 1.19 (Èçîïåðèìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âûïóêëîãî (íà ñà-
ìîì äåëå, áîðåëåâñêîãî) ìíîæåñòâà K âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

Per(K) ≥ Per(B(0, R)) = nω
1
n
n [V oln(K)]1−

1
n ,

ãäå R=
[ V oln(K)
V oln(B(0,1))

]1/n
, ò.å. B(0, R) � øàð òàêîãî ðàäèóñà R, ÷òî V oln(B(0, R))=V oln(K).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî íåðàâåíñòâó Áðóííà�Ìèíêîâñêîãî

V oln(K +B(0, ε))− V oln(K)

ε
≥ (R + ε)n −Rn

ε
V oln(B(0, 1)),

îòêóäà

Per(K) ≥ nRn−1V oln(B(0, 1)) = Per(B(0, R)).

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Óïðàæíåíèå 1.20. Ïóñòü

diam(K) := max{|x− y| : x, y ∈ K}.

(i) Ïðîâåðüòå, ÷òî diam(Su(K)) ≤ diam(K).
(ii) Äîêàæèòå ñëåäóþùåå èçîäèàìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî:

V oln(K) ≤ ωn · (1
2
diam(K))n.

2. Ðàññòîÿíèå Õàóñäîðôà

Ìû õîòèì äîêàçàòü íàøó îñíîâíóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü K ⊂ Rn � âûïóêëîå òåëî. Íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íàïðàâëåíèé uj ∈ Rn, |uj| = 1, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå ñèììåòðèçàöèé Øòåé-
íåðà â ýòèõ íàïðàâëåíèÿõ ïðåâðàòèò òåëî K â åâêëèäîâ øàð îáúåìà V oln(K).

Íî ïðåæäå ÷åì ê ýòîìó ïðèñòóïèòü íàì íåïëîõî áû áûëî ïîíÿòü, ÷òî ñ ôîðìàëüíîé
òî÷êè çðåíèÿ çíà÷èò ôðàçà: ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå ñèììåòðèçàöèé Øòåéíåðà â
ýòèõ íàïðàâëåíèÿõ ïðåâðàòèò òåëî K â åâêëèäîâ øàð îáúåìà V oln(K). Íà èíòóèòèâ-
íîì óðîâíå ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ÷èñëå òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñèì-
ìåòðèçàöèé òåëî Kj := Suj ◦ Suj−1

◦ . . . ◦ Su1(K) è øàð B(0, R) áóäóò ìàëî îòëè÷àòüñÿ
(V oln(B(0, R)) = V oln(K)). Èçìåðèòü ¾ìàëîñòü¿ ðàçëè÷èÿ äâóõ ìíîæåñòâ ìîæíî ñ ïîìî-
ùüþ ïîäõîäÿùåãî ðàññòîÿíèÿ, êàê ìû ýòî äåëàåì â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå Rn.
Íàïîìíèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî. Ôóíêöèÿ d : X × X → [0,+∞) íàçûâàåòñÿ
ìåòðèêîé, åñëè
(i) d(x, y) = 0⇔ x = y;
(ii) d(x, y) = d(y, x) ∀x, y ∈ X;
(iii) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) ∀x, y, z ∈ X.

Ïðèìåð 2.3. Åñëè âçÿòü X = Rn, d(x, y) = |x − y| =
√
|x1 − y1|2 + . . .+ |xn − yn|2, òî

ñâîéñòâà ìåòðèêè (i), (ii), (iii) âûïîëíåíû äëÿ d.

Óïðàæíåíèå 2.4. Ïðîâåðüòå ýòî.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ìíîæåñòâî X = Cn âñåõ íåïóñòûõ çàìêíóòûõ è îãðàíè÷åííûõ ìíî-
æåñòâ (êîìïàêòîâ) â Rn.
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Îïðåäåëåíèå 2.5. Ðàññòîÿíèå Õàóñäîðôà ìåæäó äâóìÿ ìíîæåñòâàìè U, V ∈ Cn çà-
äàåòñÿ ðàâåíñòâîì

δ(U, V ) := min{r ≥ 0: U ⊂ V r, V ⊂ U r},
ãäå Ar := {y ∈ Rn : ∃x ∈ A, |x− y| ≤ r} = A+B(0, r).

Óïðàæíåíèå 2.6. Ïðîâåðüòå, ÷òî

δ(U, V ) = max{sup
u∈U

inf
v∈V
|u− v|, sup

v∈V
inf
u∈U
|v − u|}.

Ïðåäëîæåíèå 2.7. Ìåòðèêà Õàóñäîðôà � äåéñòâèòåëüíî ìåòðèêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåî÷åâèäíî òîëüêî íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà.
Ïóñòü δ(U,W ) = α, δ(W,V ) = β. Ýòî çíà÷èò, ÷òî U ⊂ W + B(0, α), W ⊂ V + B(0, α),

îòêóäà U ⊂ V +B(0, α) +B(0, β) = V +B(0, α+ β). Àíàëîãè÷íî, V ⊂ U +B(0, α+ β). �

Íàì òàêæå ïîòðåáóåòñÿ åùå ðÿä îïðåäåëåíèé.
(i) Çàäàâ ìåòðèêó d íà ìíîæåñòâå X, ìîæíî ãîâîðèòü î ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ýëåìåíòîâ xm ∈ X ê ýëåìåíòó x ∈ X, à èìåííî, ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xm}∞m=1

ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî ÷èñëà ε > 0 íàéäåòñÿ
òàêîé íîìåð m0, ÷òî ïðè íîìåðàõ m > m0 âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå d(xm, x) < ε (îáîçíà-
÷åíèå: lim

m→+∞
xm = x èëè xm → x ïðè m→ +∞). Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî íà÷èíàÿ ñ êàêîãî-òî

ìîìåíòà âñå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xm}∞m=1 è ýëåìåíò x ìàëî îòëè÷àþòñÿ.
(ii) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xm}∞m=1 ⊂ X íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, åñëè äëÿ êàæ-

äîãî ÷èñëà ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð m0, ÷òî ïðè âñåõ íîìåðàõ m, k > m0 âûïîëíåíî
ñîîòíîøåíèå d(xm, xk) < ε.
(iii) Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, d) íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè êàæäàÿ ôóíäàìåíü-

àëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xm}∞m=1 åãî ýëåìåíòîâ èìååò ïðåäåë â ýòîì ïðîñòðàíñòâå.
Íàïðèìåð, â êóðñå àíàëèçà 1-ãî êóðñà äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Rn ñ îáû÷íîé

ìåòðèêîé � ïîëíîå.
(iv) Òî÷êà x â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ ìíîæåñòâà

M ⊂ X, åñëè ê íåé ñõîäèòñÿ íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç M , ò.å. íàéäåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xm}∞m=1 ⊂M , xm → x.
(v) Ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè îíî ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå

òî÷êè.
(vi) ÇàìûêàíèåìM ìíîæåñòâàM íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîM∪{ïðåäåëüíûå òî÷êè M}.
(vii)ÌíîæåñòâîM â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè èç êàæ-

äîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åãî òî÷åê ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ê òî÷êå ýòîãî ìíîæåñòâà
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Íàïðèìåð, èç êóðñà àíàëèçà 1-ãî êóðñà èçâåñòíî, ÷òî çàìêíóòûå îãðàíè÷åííûå ìíîæå-

ñòâà â Rn � êîìïàêòíû.
Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ âàæíîå ñëåäñòâèå.

Ïðåäëîæåíèå 2.8. Ïóñòü Vn ⊂ Rn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óáûâàþùèõ çàìêíóòûõ íåïó-

ñòûõ îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ, ò.å. Vn+1 ⊂ Vn. Òîãäà V :=
∞⋂
n=1

Vn 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì â êàæäîì ìíîæåñòâà ïî òî÷êå xn ∈ Vn. Ò.ê. V1 � êîìïàêòíî, òî
íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk

}, ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå x ∈ V1. Êðîìå òîãî,
ïðè k ≥ k0, xnk

∈ Vnk0
, à çíà÷èò x ∈ Vnk0

. Â ñèëó âëîæåííîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî x ∈ V . �

Ëåììà 2.9. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ Vm ∈ Cn óáûâàåò, ò.å.
Vm+1 ⊂ Vm∀m ∈ N. Òîãäà

lim
m→+∞

Vm = V :=
∞⋂
j=1

Vj.
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Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî V ∈ Cn. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Vm 6→ V . Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå
ε > 0, ÷òî Vm 6⊂ V ε ïðè âñåõ m ∈ N, ò.ê. èíà÷å, åñëè Vm0 ⊂ V ε äëÿ íåêîòîðîãî m0 ∈ N, òî
òàêîå æå âëîæåíèå âåðíî è ïðè âñåõ m ≥ m0, à çíà÷èò δ(Vm, V ) ≤ ε ïðè êàæäîì m ≥ m0.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà Um := Vm \ V ε. Çàìåòèì, ÷òî Um+1 ⊂ Um, Um � íåïóñòîå çà-

ìêíóòîå è îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî. Çíà÷èò U :=
∞⋂
j=1

Uj 6= ∅. Êðîìå òîãî, ÿñíî, ÷òî U ⊂ V ,

íî òàêæå ÿñíî, ÷òî U ∩ V = ∅ (ò.ê. |u − v| ≥ ε äëÿ ïðîèçâîëüíûõ òî÷åê u ∈ U , v ∈ V ).
Ïðîòèâîðå÷èå. �

Òåîðåìà 2.10. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (Cn, δ) � ïîëíîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Km ∈ Cn � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïóñòü Vm :=
∞⋃
j=m

Kj. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Vm � óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ èç Cn (îãðà-

íè÷åííîñòü ìíîæåñòâ Vm ñëåäóåò èç ôóíäàìåíòàëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Km). Ïî

ïðåäûäóùåé ëåììå Vm → V :=
∞⋂
j=1

Vj.

Ïîêàæåì, ÷òî Ki → V . Âîçüìåì ε > 0. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð m0, ÷òî Vm ⊂ V ε ïðè
m > m0. Ïîýòîìó Ki ⊂ V ε ïðè i > m0. Ò.ê. Ki � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî
íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð m1, ÷òî Kj ⊂ Kε

i ïðè i, j > m1. Òàêèì îáðàçîì, ïðè m, i > m1 èìååò

ìåñòî âêëþ÷åíèå Vm :=
∞⋃
j=m

Kj ⊂ Kε
i , îòêóäà V ⊂ Vm ⊂ Kε

i . Òàêèì îáðàçîì, δ(Ki, V ) < ε

ïðè i ≥ max{m0,m1}. �

Òåîðåìà 2.11. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ Kj ∈ Cn îãðàíè÷åíà (ñîäåðæèòñÿ
â îáùåì øàðå/êóáå), òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ìíîæåñòâî K ∈ Cn è ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íîìåðîâ {jm}, ÷òî Kjm → K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî âñå ìíîæåñòâà Kj ñîäåðæàòñÿ â
êóáå ñ ðåáðîì 1. Ïîäðàçîáüåì êàæäîå èç ðåáåð êóáà íà 2−m ÷àñòåé, ÷òî ïîäåëèò èñõîäíûé
êóá íà 2mn ìåíüøèõ (çàìêíóòûõ) êóáîâ ñ ðåáðîì äëèíû 2−m. Äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà
K ∈ Cn â èñõîäíîì êóáå ïóñòü Tm(K) îáîçíà÷àåò îáúåäèíåíèå âñåõ òàêèõ êóáîâ ñ ðåáðîì
äëèíû 2−m, ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ K. Ò.ê. ÷èñëî âîçìîæíûõ êîíôèãóðàöèé ìíîæåñòâ T1(K)
êîíå÷íî, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíôèãóðàöèÿ T1 êóáîâ ñ ðåáðîì äëèíû 2−1, ÷òî äëÿ áåñêîíå÷-
íîãî ÷èñëà íîìåðîâ j âûïîëíåíî òîæäåñòâî T1(Kj) = T1. Çíà÷èò, åñòü òàêàÿ ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {K1

j } ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Kj}, ÷òî T1(K
1
j ) = T1. Àíàëîãè÷íî, ïîëó÷àåì òàêóþ

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {K2
j } ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {K1

j }, ÷òî T2(K
2
j ) = T2 � ôèêñèðîâàííîå

îáúåäèíåíèå êóáîâ ñ ðåáðîì äëèíû 2−2. Ïðîäîëæàÿ ïîñòðîåíèå èíäóêòèâíî, ïîëó÷àåì ïðè
êàæäîì m òàêóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Km

j } ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Km−1
j } (à çíà÷èò è

âñåõ ïðåäûäóùèõ ïîñòðîåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé), ÷òî Tm(K
m
j ) = Tm � ôèêñèðîâàííîå

îáúåäèíåíèå êóáîâ ñ ðåáðîì äëèíû 2−m.
Çàìåòèì, ÷òî Km

i ⊂ Km
j +B(0, r), ãäå r = 2−m

√
n, ò.å. δ(Km

i , K
m
j ) ≤ 2−m

√
n. Â ñèëó âëî-

æåííîñòè ïîñòðîåííûõ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïîëó÷àåì, ÷òî δ(Km
i , K

k
j ) ≤ 2−m

√
n ïðè

k ≥ m. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòüKm
m . Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî δ(K

m
m , K

k
k ) ≤

2−m
√
n ïðè k ≥ m. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Km

m} � ôóíäàìåíòàëüíàÿ, à çíà-
÷èò èìååò ïðåäåë èç Cn ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå. �

3. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû

Ïóñòü òåïåðü Kn ⊂ Cn êëàññ âñåõ íåïóñòûõ çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ.

Ñëåäñòâèå 3.1. Êëàññ Kn çàìêíóò â Cn.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Kj → K, Kj ∈ Kn. Ðàññìîòðèì òî÷êè x, y ∈ K è ÷èñëî λ ∈ (0, 1).
Äëÿ êàæäîãîN ∈ N íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð jN , ÷òî δ(KjN , K) ≤ 1

N
. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, çíà÷èò,

÷òî x, y ∈ K ⊂ K
1
N
jN
. Ìíîæåñòâî K

1
N
jN

� âûïóêëîå, ïîýòîìó λx + (1 − λ)y ∈ K
1
N
jN
. Êðîìå

òîãî, KjN ⊂ K
1
N , ïîýòîìó K

1
N
jN
⊂ K

2
N . Òåì ñàìûì, λx+(1−λ)y ∈ K 2

N ïðè êàæäîì N ∈ N.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî K =
∞⋂
N=1

K
2
N â ñèëó çàìêíóòîñòè K, à çíà÷èò λx+(1−λ)y ∈ K. �

Ëåììà 3.2. Ïóñòü u ∈ Rn, |u| = 1, Kj, K � âûïóêëûå òåëà, è ïóñòü Kj → K. Òîãäà
(i)V oln(Kj)→ V oln(K);
(ii)Su(Kj)→ Su(K).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ò.ê. K � âûïóêëîå òåëî, òî â íåì ñîäåðæèòñÿ íåêîòîðîé øàð. Íå îãðà-
íè÷èâàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî ýòî øàð ñ öåíòðîì â íóëå, ò.å. B(0, r) ⊂ K äëÿ íåêîòîðîãî
r > 0. Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà K òàêæå íàéäåòñÿ ÷èñëî R > 0, äëÿ êîòîðîãî
K ⊂ B(0, R). Ïóñòü òåïåðü j0 âûáðàíî òàê, ÷òî δ(Kj, K) < ε < r

2
ïðè j > j0. Òîãäà

Kj ⊂ Kε = K +B(0, ε) ⊂ K + ε
r
·K = (1 + ε

r
) ·K.

Íàîáîðîò,

K ⊂ Kε
j = Kj +B(0, ε) ⊂ Kj +

ε
r
·K ⊂ Kj +

ε
r
·Kj + ( ε

r
)2K.

Ïðîäîëæàÿ èíäóêòèâíî, ïîëó÷àåì âëîæåíèå

K ⊂
(
1 + ε

r
+ . . .+ ( ε

r
)N
)
·Kj + ( ε

r
)N+1 ·K ⊂ 1−( ε

r
)N+1

1− ε
r
·Kj + ( ε

r
)N+1 ·B(0, R)

ïðè êàæäîì N ∈ N. Ò.å. äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ K ïðè êàæäîì N ∈ N íàéäåòñÿ òàêàÿ

òî÷êà yN ∈ Kj, ÷òî x =
1−( ε

r
)N+1

1− ε
r

yN + z, |z| ≤ R( ε
r
)N+1. Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü 1
1− ε

r
yN ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x è, â ñèëó çàìêíóòîñòè, K ⊂ 1

1− ε
r
· Kj. Â èòîãå,

(1− ε
r
) ·K ⊂ Kj ⊂ (1 + ε

r
) ·K è

(1− ε
r
)nV oln(K) ≤ V oln(Kj) ≤ (1 + ε

r
)nV oln(K),

÷òî äîêàçûâàåò ïóíêò (i).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà (ii) òàêæå âîñïîëüçóåìñÿ óñòàíîâëåííûì âûøå âêëþ÷åíèåì,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî

(1− ε
r
) · Su(K) ⊂ Su(Kj) ⊂ (1 + ε

r
) · Su(K).

Òàêèì îáðàçîì,

Su(Kj) ⊂ (1 + ε
r
) · Su(K) ⊂ Su(K) +B(0, εR

r
)

è

Su(K) ⊂ 1

1− ε
r

Su(Kj) ⊂ Su(Kj) +
ε
r

1− ε
r

(1 + ε
r
)B(0, R)

Òàêèì îáðàçîì,

δ(Su(Kj), Su(K)) ≤ 3R
r
ε,

÷òî äîêàçûâàåò è ïóíêò (ii). �

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü K ⊂ Rn � âûïóêëîå òåëî. Íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íàïðàâëåíèé uj ∈ Rn, |uj| = 1, ÷òî Kj → B(0, R) â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ïî ìåòðèêå
Õàóñäîðôà, ãäå Kj = Suj(Kj−1), K0 := K, R âûáðàíî òàê, ÷òîáû V oln(B(0, R)) = V oln(K).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

R(T ) := inf{R : ∃x ∈ Rn, B(x,R) ⊃ K} − ðàäèóñ îïèñàííîãî øàðà.

Óïðàæíåíèå 3.4. Ïðîâåðüòå, ÷òî R(Tj)→ R(T ), åñëè Tj → T .
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Ïóñòü S � ñåìåéñòâî âñåõ ìíîæåñòâ (âûïóêëûõ òåë), ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ íåñêîëüêèõ ñèììåòðèçàöèé Øòåéíåðà ê òåëó K. Çàìåòèì, ÷òî,
åñëè K ⊂ B(0, R), òî è êàæäîå ìíîæåñòâî T ∈ S áóäåò ñîäåðæàòüñÿ â ýòîì øàðå. Ïóñòü

R0 := inf{R(T ) : T ∈ S}.

Ïóñòü Tj ∈ S òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÷òî R(Tj)→ R0. Ïî äîêàçàííîé ðàíåå òåîðåìå, â
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Tj} ìîæíî íàéòè ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Tjm}, ñõîäÿùóþñÿ â ìåò-
ðèêå Õàóñäîðôà ê íåêîòîðîìó âûïóêëîìó òåëó T0. Ïðè÷åì, ïðèìåíÿÿ óïðàæíåíèå âûøå,
ìû ïîíèìàåì, ÷òî R0 = R(T0). Ïóñòü B(x,R0) � îïèñàííûé âîêðóã T0 øàð è ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî T0 6= B(x,R0). Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x = 0. Òîãäà T0 íå
ñîäåðæèò íåêîòîðûé øàðîâîé ñåãìåíò D (ïåðåñå÷åíèÿ øàðà è ïîëóïðîñòðàíñòâà):

Ñôåðà ýòîãî øàðà ïîêðûâàåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðûõ
ïëîñêîñòåé îáðàçîâ ýòîãî ñåãìåíòà:

Ïðèìåíèì ñèììåòðèçàöèþ âäîëü âåêòîðîâ v1, . . . , vk, îðòîãîíàëüíûõ ýòèì ïëîñêîñòÿì.
Ïðè ñèììåòðèçàöèè òåëà T0 âäîëü âåêòîðà v1 òåëî Sv1(T0) íå áóäåò èìåòü òî÷åê ïåðå-
ñå÷åíèÿ ñî ñôåðîé âíóòðè ñåãìåíòà D è âíóòðè ñèììåòðè÷íîãî ñåãìåíòà îòíîñèòåëüíî
ïëîñêîñòè 〈v1〉⊥. Ïðè ñèììåòðèçàöèè òåëà Sv1(T0) âäîëü âåêòîðà v2 òåëî Sv2

(
Sv1(T0)

)
íå

áóäåò èìåòü òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñî ñôåðîé âíóòðè ñåãìåíòà D è âíóòðè ñèììåòðè÷íîãî
ñåãìåíòà îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè 〈v2〉⊥.

È òàê äàëåå. Òåëî T ′0 := Svk
(
. . .
(
Sv1(T0)

)
. . .
)
íå áóäåò èìåòü ñî ñôåðîé òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ

è R(T ′0) ≤ R0 − δ < R0. Ò.ê.

Svk
(
. . .
(
Sv1(Tjm)

)
. . .
)
→ Svk

(
. . .
(
Sv1(T0)

)
. . .
)
= T ′0,

òî R0 6= inf{R(T ) : T ∈ S}, ÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.
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Òàêèì îáðàçîì, T0 = B(x,R0). Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî ê øàðó ñõîäèòñÿ íå ïðîñòî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà S, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðè-
ìåíåíèé ñèììåòðèçàöèé ê ìíîæåñòâó K.
Ìû íàó÷èëèñü äëÿ êàæäîãî âûïóêëîãî òåëà K è äëÿ êàæäîãî ε > 0 ïðåäúÿâëÿòü òàêîé

íàáîð íàïðàâëåíèé u1, . . . , um, ÷òî ðàññòîÿíèå îò Sum ◦ . . . ◦ Su1(K) äî ñîîòâåòñòâóþùåãî
øàðà áóäåò ìåíüøå ε.

Óïðàæíåíèå 3.5. Ïóñòü δ
(
K,B(0, R)

)
≤ ε. Ïðîâåðüòå, ÷òî δ

(
Su(K), B(0, R)

)
≤ ε äëÿ

êàæäîãî âåêòîðà u ∈ Rn, |u| = 1.

Òåïåðü ìîæíî ñòðîèòü èñêîìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäóêòèâíî. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Óïðàæíåíèå 3.6. Ïðèäóìàéòå, êàê íàäî äîïîëíèòü îêîí÷àíèå ïðåäûäóùåãî äîêàçàòåëü-
ñòâà, ÷òîáû ïîëó÷èòü òåîðåìó î ñèììåòðèçàöèè ñðàçó íåñêîëüêèõ òåë îáùåé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ.

Óïðàæíåíèå 3.7. Ïóñòü âûïóêëûå òåëà Kj ñõîäÿòñÿ ê âûïóêëîìó òåëó K, âûïóêëûå
òåëà Tj ñõîäÿòñÿ ê âûïóêëîìó òåëó T . Ïðîâåðüòå, ÷òî Kj + Tj → K + T .

4. Íåðàâåíñòâî Áëÿøêå�Ñàíòàëî

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü K � öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íîå âûïóêëîå òåëî. Ïîëÿðîé K◦

òåëà K íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

K◦ := {y ∈ Rn : max
x∈K
〈x, y〉 ≤ 1}.

Óïðàæíåíèå 4.2. Ïðîâåðüòå, ÷òî ìíîæåñòâî K◦ � âûïóêëîå è öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷-
íîå.

Îïðåäåëåíèå 4.3. Íîðìîé íà Rn íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ ‖ · ‖ : Rn → [0,+∞), ÷òî
(i) ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0;
(ii) ‖αx‖ = |α| · ‖x‖ ∀x ∈ Rn;
(iii) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ∀x, y ∈ Rn.

Óïðàæíåíèå 4.4. Ïðîâåðüòå, ÷òî ñëåäóþùèå ôóíêöèè áóäóò íîðìàìè:
(i) ‖x‖2 :=

√
|x1|2 + . . .+ |xn|2 ; (ii) ‖x‖1 := |x1|+. . .+|xn| ; (iii) ‖x‖∞ := max{|x1|, . . . , |xn|}.

Íîðìà � ýòî òî, ÷òî ìåðååò äëèíû âåêòîðîâ. Èìååÿ íà ðóêàõ íîðìó, ìîæíî çàäàòü
ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè x, y ∈ Rn ôîðìóëîé d(x, y) := ‖x− y‖.

Óïðàæíåíèå 4.5. Ïðîâåðüòå, ÷òî òàê îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ äåéñòâèòåëüíî ìåòðèêà.

Åäèíè÷íûì øàðîì ñ öåíòðîì â íóëå ïî òàêîé ìåòðèêå áóäåò ìíîæåñòâî

B‖·‖ := B(0, 1) := {x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ 1}.

Óïðàæíåíèå 4.6. Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ êàæäîé íîðìû ‖·‖ íà Rn øàð B‖·‖ áóäåò âûïóêëûì
öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íûì ìíîæåñòâîì.

Çàìå÷àíèå 4.7. Âàæíîå çàìå÷àíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êàæäîå öåíòðàëüíî ñèììåò-
ðè÷íîå âûïóêëîå òåëî K ìîæíî ñ÷èòàòü åäèíè÷íûì øàðîì ïî íåêîòîðîé íîðìå ‖ · ‖K . À
èìåííî,

‖x‖K := inf{α > 0: α−1x ∈ K}.

Ïóñòü ó ìåíÿ åñòü öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íîå âûïóêëîå òåëî K è åñòü íîðìà, àññîöèè-
ðîâàííàÿ ñ ýòèì òåëîì. Ïðåäïîëîæèì ìû õîòèì ïîìåðèòü, ñêîëü íåïðåðûâíû ëèíåéíûå
ôóíêöèè ïî òàêîé íîðìå. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ôóíêöèþ `(x) := 〈x, y〉 è ñïðîñèì ñåáÿ,
äëÿ êàêîé íàèìåíüøåé êîíñòàíòû ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|`(x1)− `(x2)| ≤ C‖x1 − x2‖K .
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ßñíî, ÷òî òàêàÿ êîíñòàíòà âû÷èñëÿåòñÿ, êàê

C = max
x1 6=x2

|`(x1)− `(x2)|
‖x1 − x2‖K

= max
x 6=0

|`(x)|
‖x‖K

= max
x 6=0
|`( x
‖x‖K

)| = max
‖x‖K=1

|`(x)| = max
‖x‖K≤1

`(x) = max
x∈K
〈x, y〉.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïîëÿðà, ýòî ìíîæåñòâî òàêèõ âåêòîðîâ y, ÷òî ó ñîîòâåòñâóþùåãî ëèíåé-
íîãî ôóíêöèîíàëà ÷èñëî C ≤ 1.

Ïðèìåð 4.8. Ïóñòü K := B‖·‖2 è n = 2. Òîãäà

max
x∈K
〈x, y〉 = max

{
x1y1 + x2y2 : (x

2
1 + x2

2)
1/2 ≤ 1

}
≤ (y2

1 + y2
2)

1/2

â ñèëó íåðàâåíñòâà x1y1 + x2y2 ≤
√
x2

1 + x2
2 ·
√
y2

1 + y2
2. Êðîìå òîãî,

max
{
x1y1 + x2y2 : (x

2
1 + x2

2)
1/2 ≤ 1

}
≥ y1√

y21+y22
y1 +

y2√
y21+y22

y2 = (y2
1 + y2

2)
1/2.

Òàêèì îáðàçîì, â íàøåì ñëó÷àå K◦ = K.

Ïðèìåð 4.9. Ïóñòü n = 2 è K := B‖·‖∞ = [−1, 1]× [−1, 1] � êâàäðàò. Òîãäà

max
x∈K
〈x, y〉 = max

{
x1y1 + x2y2 : |x1| ≤ 1, |x2| ≤ 1

}
≤ |y1|+ |y2|.

Êðîìå òîãî,

max
{
x1y1 + x2y2 : |x1| ≤ 1, |x2| ≤ 1

}
≥ sgn (y1) · y1 + sgn (y2) · y2 = |y1|+ |y2|.

Òàêèì îáðàçîì, B◦‖·‖∞ = B‖·‖1 .

Óïðàæíåíèå 4.10. Âû÷èñëèòå ïîëÿðû äëÿ âûïóêëûõ òåë B‖·‖1 , B‖·‖2 , B‖·‖∞ ïðè êàæäîì
n ∈ N.

Îïðåäåëåíèå 4.11. Îáúåìîì Ìàëåðà âûïóêëîãî òåëà K íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

s(K) := V oln(K) · V oln(K◦).

ßñíî, ÷òî îáúåì Ìàëåðà íå çàâèñèò îò ðàñòÿæåíèé ìíîæåñòâà, ò.å. äëÿ êàæäîãî λ > 0
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî s(λK) = s(K).

Óïðàæíåíèå 4.12. Ïðîâåðüòå, ÷òî îáúåì Ìàëåðà íå çàâèñèò îò íåâûðîæäåííûõ ëèíåé-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ò.å. äëÿ íåâûðîæäåííîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ L èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî s(K) = s(LK).

Òåîðåìà 4.13. Ïóñòü K � öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íîå âûïóêëîå òåëî. Òîãäà

V oln(K
◦) ≤ V oln((Su(K))◦)

äëÿ êàæäîãî âåêòîðà u ∈ Rn, |u| = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî u = en è ìû ñèììåòðèçóåì
îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè xn = 0. Ñèììåòðèçîâàííîå ìíîæåñòâî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Su(K) =
{
(x, s−t

2
) : (x, s), (x, t) ∈ K

}
.

Òîãäà
(Su(K))◦ = {(y, r) : 〈x, y〉+ r s−t

2
≤ 1 ∀ (x, s), (x, t) ∈ K}.

Ïóñòü A(r) := {x ∈ Rn−1 : (x, r) ∈ A} � ñå÷åíèå ìíîæåñòâà A íà âûñîòå r. Òîãäà

1
2

(
K◦(r) +K◦(−r)

)
=
{
y+z

2
: 〈x, y〉+ sr ≤ 1, 〈w, z〉+ t(−r) ≤ 1 ∀ (x, s), (w, t) ∈ K

}
⊂
{
y+z

2
: 〈x, y〉+ sr ≤ 1, 〈x, z〉 − tr ≤ 1 ∀ (x, s), (x, t) ∈ K

}
⊂
{
y+z

2
:
〈
x, 1

2
(y + z)

〉
+ s−t

2
r ≤ 1, ∀ (x, s), (x, t) ∈ K

}
=
{
v : 〈x, v〉+ s−t

2
r ≤ 1, ∀ (x, s), (x, t) ∈ K

}
= (Su(K))◦(r).
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Òàêèì îáðàçîì, ïî íåðàâåíñòâó Áðóííà�Ìèíêîâñêîãî

V oln−1

(
(Su(K))◦(r)

)
≥ V oln−1

(
1
2

(
K◦(r) +K◦(−r)

))
≥
(

1
2

[
V oln−1

(
K◦(r)

)] 1
n−1 + 1

2

[
V oln−1

(
K◦(−r)

)] 1
n−1

)n−1

.

Çàìåòèì, ÷òî V oln
(
K◦(r)

)
= V oln

(
K◦(−r)

)
â ñèëó öåíòðàëüíîé ñèììåòðè÷íîñòè ìíîæå-

ñòâà K◦. Ïîýòîìó,
V oln−1

(
(Su(K))◦(r)

)
≥ V oln−1

(
K◦(r)

)
.

Ïî òåîðåìå Ôóáèíè

V oln
(
(Su(K))◦

)
=

∫ +∞

−∞
V oln−1

(
(Su(K))◦(r)

)
dr ≥

∫ +∞

−∞
V oln−1

(
K◦(r)

)
dr = V oln

(
K◦
)
.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 4.14 (íåðàâåíñòâî Áëÿøêå�Ñàíòàëî). Äëÿ êàæäîãî öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íîãî
âûïóêëîãî òåëà K ⊂ Rn èìååò ìåñòî îöåíêà

s(K) ≤ s
(
B‖·‖2

)
= ω2

n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ñèììåòðèçàöèè Øòåéíåðà îáúåì Ìàëåðà íå óìåíüøèòñÿ, à ïðè
íåêîòîðîì âûáîðå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèììåòðèçàöèé, â ïðåäåëå ïîëó÷àåì øàð. �

Ãèïîòåçà Ìàëåðà (îòêðûòàÿ ïðîáëåìà). Âåðíî ëè, ÷òî s(K) ≥ s
(
B‖·‖∞

)
.

Ãèïîòåçà ïðîâåðåíà â ðàçìåðíîñòè n = 2 (Mahler, 1939) è n = 3 (Iriyeh�Shibata, 2020).
Äîêàçàíî, ÷òî êóáû � ëîêàëüíûå ìèíèìóìû (Nazarov�Petrov�Ryabogin�Zvavitch, 2010).
Îòíîñèòåëüíî îáùåé íèæíåé îöåíêè íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò íà äàííûé ìîìåíò ïðèíàä-

ëåæèò Áóðãåéíó�Ìèëüìàíó (1987):

s(K) ≥ cns
(
B‖·‖2

)
.

Çàìåòèì, ÷òî s
(
B‖·‖∞

)
= 4n

n!
, s
(
B‖·‖2

)
= πn

Γ(n
2

+1)2
. Ò.å.

n

√
s
(
B‖·‖2

)
∼ 2πe

n
, n

√
s
(
B‖·‖∞

)
∼ 4e

n
, è n

√
s
(
B‖·‖∞

)
∼ π

2
n

√
s
(
B‖·‖2

)
.


