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1.0. ×åì çàíèìàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ?

Âèêèïåäèÿ: Ãëàâíûì ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ ... àëãåáðàè÷åñêîé ãåî-

ìåòðèè, ... ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé.

Ôîðìóëèðîâêà àðõàè÷åñêàÿ, íî äëÿ íàøåãî êóðñà âïîëíå ïðèãîä-
íàÿ.

Å¼ ãëàâíûé íåäîñòàòîê: ìíîæåñòâà ðåøåíèé ïðåäïîëàãàþòñÿ âëî-

æåííûìè â àôôèííîå èëè ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî. Ñîâðåìåííàÿ
æå àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ çàíèìàåòñÿ â îñíîâíîì âíóòðåííèìè

ñâîéñòâàìè ñâîèõ îáúåêòîâ � ìíîãîîáðàçèé, ñõåì, ñòåêîâ, . . .

Ìû æå â ýòîì êóðñå áóäåì çàíèìàòüñÿ èìåííî âëîæåííûìè ìíî-
ãîîáðàçèÿìè, ïðè÷¼ì, êàê âñêîðå áóäåò îáúÿñíåíî, â îïðåäåë¼ííîì
ñìûñëå ïðîñòåéøèìè.
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Êîýôôèöèåíòû âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé áóäóò ïðåäïîëà-
ãàòüñÿ ïðèíàäëåæàùèìè îñíîâíîìó ïîëþ k (ïåðâàÿ áóêâà íåìåöêîãî
ñëîâà K�orper1). Ìíîãèå íàøè ðåçóëüòàòû íå áóäóò çàâèñåòü îò îñíîâíîãî
ïîëÿ; îäíàêî äëÿ èõ ëó÷øåãî îñîçíàíèÿ ïîëåçíî áóäåò èìåòü â âèäó
êëàññè÷åñêèå ïîëÿ k = Q,R,Fq è, îñîáåííî, èõ àëãåáðàè÷åñêèå çàìûêà-

íèÿ k = Q,C,Fq.

1.1. Ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ

1.1.0. Ñèñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé. Íàðÿäó ñ îñíîâíûì
ïîëåì k ìû áóäåì èíîãäà ðàññìàòðèâàòü ïîëÿ K ⊇ k è ðàáîòàòü â ïðî-
åêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ PN (K) ñ îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè (x0 : x1 :
· · · : xN ). Îáîçíà÷èì (íå âïîëíå òðàäèöèîííî) ïðîñòðàíñòâî îäíîðîäíûõ
ìíîãî÷ëåíîâ îò (x0, x1, . . . , xN ) ñ êîýôôèöèåíòàìè èç k

k[x0 : x1 : · · · : xN ]d :=
{ ∑
i0+···+iN=d

ai0...iNx
i0
0 . . . x

iN
N

∣∣ai0...iN ∈ k
}
;

(1.1.0a)
ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìû îäíîðîäíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíå-

íèé  F1 = 0
. . .
FN−n = 0

, (1.1.0b)

ãäå Fi ∈ k[x0 : x1 : · · · : xN ]di .

Ïðîåêòèâíûì ìíîãîîáðàçèåì ìîæíî áûëî áû íàçâàòü ìíîæåñòâî
ðåøåíèé2

X = X(K) = zerF1,...,FN−n
(K) ⊆ PN (K)

ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.1.0b), íî íåîáõîäèìî ñäåëàòü íåñêîëüêî îãîâîðîê
(ê ðàññìîòðåíèÿì íàøåãî êóðñà, â îñíîâíîì, íå îòíîñÿùèõñÿ).

(à) Îïðåäåëåíèå (1.1.0a) íå çàïðåùàåò Fi = 0, è ñ òðàäèöèîííîé
òî÷êè çðåíèÿ �óðàâíåíèå� 0=0 íå âëèÿåò íà ìíîæåñòâî X. Îäíàêî
íóëåâîìó ìíîãî÷ëåíó íåëüçÿ ðàçóìíî � òî åñòü ÷òîáû âûïîëíÿëîñü
deg(FG) = deg(F ) + deg(G) ïðèïèñàòü êîíå÷íóþ ñòåïåíü, è îáû÷íî
ïîëàãàþò deg(0) = −∞. Ïðîùå Fi = 0 çàïðåòèòü. Êðàéíèé ñëó÷àé

1Òåðìèí ââåä¼í Ð. Äåäåêèíäîì â 1871 ãîäó. Áóêâàëüíî îí îçíà÷àåò òåëî èëè
êîðïóñ � íå÷òî öåëîñòíîå, â ñëó÷àå ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà � çàìêíóòîå îòíîñè-
òåëüíî ÷åòûð¼õ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Â ÒåÕå äëÿ îñíîâíîãî ïîëÿ çàðå-
çåðâèðîâàí ñïåöèàëüíûé ñèìâîë k, îäíàêî ìíîãèå àâòîðû, êàê è â äî-òåõîâñêèå

âðåìåíà, ïðîäîëæàþò èñïîëüçîâàòü ïðîñòî k.
2Àðãóìåíò (K) ÷àñòî áóäåò îïóñêàòüñÿ � ëèáî êîãäà ÿñåí èç êîíòåêñòà, ëèáî

êîãäà íåâàæåí, ëèáî êîãäà K = k. Âîîáùå ìîæíî â òå÷åíèå âñåãî êóðñà ñ÷è-
òàòü, ÷òî k = k � íî òîãäà, õîòÿ óïðîùàåòñÿ ãåîìåòðèÿ, ïðîïàäàåò èíòåðåñíàÿ
àðèôìåòèêà.
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N = n, òî åñòü ñëó÷àé ïóñòîãî ìíîæåñòâà óðàâíåíèé, íàîáîðîò, áóäåò
ðàçðåø¼í � îíî îïðåäåëÿåò ïðåêðàñíîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå
PN (K)).

(á) Ïðèíÿòîå íàìè îáîçíà÷åíèå N − n êîëè÷åñòâà óðàâíåíèé îáú-
ÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â îáùåì ïîëîæåíèè (ñêîðî ìû óòî÷íèì ýòî
ñëîâà) X ⊂ PN îêàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì ñòåïåíè

d := d1 . . . dN−n â N -ìåðíîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå3. Îáîçíà÷åíèå
òðîéêîé ÷èñåë (n,N, d) ãëàâíûõ èíâàðèàíòîâ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîá-
ðàçèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàì åñòåñòâåííîé. Òàê, ïðåäìåò íàøåãî êóðñà
ñâÿçàí ñ òðîéêàìè (n,N, d) ∈ {(1, 2, 3), (2, 3, 3), (3, 4, 3), (4, 5, 3)}.

(â) Êîãäà ìû ãîâîðèì îá îáùåì ïîëîæåíèè ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàçìåð-
íîñòåé, ìû ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1.1.0b) ëîãè÷åñêè

íåçàâèñèìû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè îäíî èç óðàâíåíèé ñèñòåìû, íàïðè-
ìåð, ïðîïîðöèîíàëüíî ëèíåéíîé êîìáèíàöèè äðóãèõ, òî åãî ìîæíî
âû÷åðêíóòü.

(ã) Î ðàçìåðíîñòè dim(X) ìîæíî óâåðåííî ãîâîðèòü ëèøü â ïðåä-
ïîëîæåíèè íåïðèâîäèìîñòè ìíîãîîáðàçèÿ X. Â (îñíîâíîì äëÿ íàñ)
ñëó÷àå ãèïåðïîâåðõíîñòåé, òî åñòü N = n + 1, ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî
óñëîâèþ íåïðèâîäèìîñòè ìíîãî÷ëåíà F := F1.

(ä) Îáñóæäàåìîå îïðåäåëåíèå íå èñêëþ÷àåò, íàïðèìåð, óðàâíåíèÿ
(x1 − x2)

3 = 0. Â ñëó÷àå n = 1, N = 2 åãî íàäî ïîíèìàòü êàê óðàâíåíèå

òð¼õêðàòíîé ïðÿìîé, è íàì òàêèå óðàâíåíèÿ ïîíàäîáÿòñÿ. Ýòîò
ïðèìåð íàïîìèíàåò î òîì, ÷òî èíîãäà íàäî ðàçëè÷àòü ïîäìíîæåñòâà

ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà, çàäàííûå ñèñòåìîé óðàâíåíèé (1.1.0b), è
îïðåäåëÿåìûå åé ïîäñõåìû. Ïîñëåäíèå, âïðî÷åì, â íàøåì êóðñå áóäóò
ôèãóðèðîâàòü ìàëî.

***

Âûøå áûëî ñêàçàíî Ïðîåêòèâíûì ìíîãîîáðàçèåì ìîæíî áûëî áû

íàçâàòü... . Ôîðìàëüíî îïðåäåëåíèå ìíîãîîáðàçèÿ X ÷åðåç ñèñòå-
ìó óðàâíåíèé (1.10b) âåðíî. Îäíàêî òðîéêà óòâåðæäåíèé X ⊆ PN ,
dimX = n, degX = d âûïîëíÿåòñÿ íå âñåãäà. Ñì. ñëåäóþùèé ïîäðàçäåë.

1.1.1. Ïîëíûå ïåðåñå÷åíèÿ è ãèïåðïîâåðõíîñòè. Ïðîåêòèâ-
íîå íåïðèâîäèìîå n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå X ⊆ PN íàçûâàåòñÿ ïîëíûì

ïåðåñå÷åíèåì, åñëè ìîæåò áûòü çàäàíî N − n óðàâíåíèÿìè.

3Ïîíÿòèÿ ðàçìåðíîñòè è ñòåïåíè íåïðèâîäèìîãî ïðîåêòèâíîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì åñòåñòâåííî îïðåäåëÿþòñÿ â òåðìèíàõ
ïåðåñå÷åíèé ñ îáùèìè ïðîåêòèâíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè.
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Íåñìîòðÿ íà êàæóùóþñÿ åñòåñòâåííîñòü ýòîãî òðåáîâàíèÿ, ïîëíûå
ïåðåñå÷åíèÿ îáëàäàþò âåñüìà ñïåöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè. Íàïðèìåð,
íàä k = C âñå ïîëíûå ïåðåñå÷åíèÿ ðàçìåðíîñòè, áîëüøåé 1, îäíîñâÿçíû.
Îáùèå ãëàäêèå êðèâûå ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè ëèøü äëÿ
ðîäîâ 0,1,3,4.

Â ýòîì êóðñå ìû çàíèìàåìñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè. Â ïðèíÿòûõ
îáîçíà÷åíèÿõ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî N = n + 1, à ìíîãîîáðàçèå X ⊂ Pn+1

çàäà¼òñÿ îäíèì óðàâíåíèåì F1 = F ∈
(
k[x0 : · · · : xn : xn+1]d

)
\{0}. Òàêîå

ìíîãîîáðàçèå íåïðèâîäèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåïðèâîäèì (íå
ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ìíîãî÷ëåíîâ ìåíüøèõ ñòåïåíåé) ìíîãî÷ëåí F ,
è, â ÷àñòíîñòè, îäíîêðàòíî (íå òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ òåîðèè ñõåì), åñëè
ìíîãî÷ëåí F � íå ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà ìåíüøåé ñòåïåíè.

1.1.2. Ïðîñòðàíñòâà ãèïåðïîâåðõíîñòåé. Äëÿ ïîíèìàíèÿ ãåî-
ìåòðèè êîíêðåòíûõ ïîâåðõíîñòåé äàííîé ðàçìåðíîñòè è ñòåïåíè âàæíî
ðàññìîòðåòü èõ âñå.

Óòâåðæäåíèå. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà îäíîðîäíûõ ìíîãî-

÷ëåíîâ ñòåïåíè d ∈ N≥1 îò N + 1 ∈ N≥2 ïåðåìåííîé âû÷èñëÿåòñÿ ïî

ôîðìóëå

dimk k[x0 : · · · : xN ] =
(
N + d

d

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòè ðàçìåðíîñòè ïðè íåáîëüøèõ d è N ìîãóò áûòü
îïðåäåëåíû, íàïðèìåð, ïðÿìûì ïîäñ÷¼òîì îäíî÷ëåíîâ. Ìû ñîáðàëè
ðåçóëüòàòû â òàáëèöó, âûäåëèâ æèðíûì øðèôòîì ðàçìåðíîñòè, ðàñ-
ñìàòðèâàåìûå â íàøåì êóðñå (òî åñòü ïðè d = 3).

d
N@
@@ 1 2 3 4 5

1 2 3 4 5 6
2 3 6 10 15 21
3 4 10 20 35 56

4 5 15 35 70 126
5 6 21 56 126 252

Òàáëèöà îêàçàëàñü ôðàãìåíòîì ïîâ¼ðíóòîãî íà 45◦ òðåóãîëüíèêà Ïàñ-

êàëÿ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè

dimk[x0 : x1]d = d+ 1,

dimk[x0 : x1 · · · : xN ]1 = N + 1,

è îïðåäåë¼ííûìè äëÿ d,N ≥ 2 èçîìîðôèçìàìè

k[x0 : x1 · · · : xN ]d ∼= k[x0 : x1 · · · : xN−1]d ⊕ xNk[x0 : x1 · · · : xN ]d−1
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(ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ïîðîæäàåòñÿ îäíî÷ëåíàìè, íå äåëÿ-
ùèìèñÿ íà xN , à âòîðîå � äåëÿùèìèñÿ).�

Ñëåäñòâèå. Ìíîæåñòâî n-ìåðíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé ñòåïåíè d
íàä k íàõîäèòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ òî÷êàìè

ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà P(n+1+d
d )−1

(k).

Äåéñòâèòåëüíî, ìû äîãîâîðèëèñü, ÷òî îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû F ,
çàäàþùèå ãèïåðïîâåðõíîñòè X, îòëè÷íû îò 0. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå
F = 0 îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà íåíóëåâóþ êîíñòàíòó,
òî åñòü

F ∈ k[x0 : · · · : xn+1]d \ {0}
k×

=: Pk[x0 : · · · : xn+1]d.�

Ïðèìåíåíèå. Òåïåðü ìû ìîæåì äàòü òî÷íîå îïðåäåëåíèÿ âûðàæå-
íèÿì âðîäå îáùàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü. Ñâîéñòâî P ãèïåðïîâåðõíîñòè,
ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà Pk[x0 : · · · : xn+1]d îáúÿâëÿåòñÿ
ïðèñóùèì îáùåé ãèïåðïîâåðõíîñòè , åñëè îíî íàðóøàåòñÿ ëèøü òî÷êàõ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîãîîáðàçèþ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Íàïðèìåð,
îáùàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü (äàííîé ñòåïåíè è ðàçìåðíîñòè) ãëàäêà.

1.1.3. Î êëàññèôèêàöèè. Êàêèå äâà ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ
X ⊆ PN (k) è X′ ⊆ PN ′(k) ìîæíî ñ÷èòàòü îäèíàêîâûìè? Ëèøü ðàçìåð-
íîñòü n = dimX = dimX′ � íåñîìíåííûé èíâàðèàíò. Ìû ðàññìîòðèì
òðè îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè (äëÿ çíàòîêîâ: îïðåäåë¼ííûõ íàä k);
äëÿ îäíîãî èç íèõ íàì ïîòðåáóåòñÿ ãðóïïà ïðîåêòèâíûõ ëèíåéíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé

PGLN (K) :=
GLN+1(K)

K×
� îíà åñòåñòâåííî äåéñòâóåò íà ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå

PN (K) := KN+1\{0}
K× .

• Ñàìîå òîíêîå îòíîøåíèå ïðîåêòèâíîé ýêâèâàëåíòíîñòè îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè N ′ = N . Ïî îïðåäåëåíèþ

X′ ≈proj X :⇐⇒ ∃T ∈ PGLN (k);T ·X′ = X.

• Ïðîìåæóòî÷íîå îòíîøåíèå áèðåãóëÿðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè îïðåäåëÿ-
åòñÿ áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé è ÿâëÿåòñÿ, âèäèìî, íàèáîëåå
åñòåñòâåííûì. Ïî îïðåäåëåíèþ,

X′ ≈bireg X :⇐⇒ ∃ϕ : X→ X′, ϕ′ : X′ → X, ϕ ◦ ϕ′ = idX′ , ϕ
′ ◦ ϕ = idX.

Çäåñü

ϕ = (ϕ0 : · · · : ϕN ′) : PN (k) 99K PN ′(k)
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è

ϕ′ = (ϕ′0 : · · · : ϕ′N ′) : PN ′(k) 99K PN (k)
� ïî÷òè-îòîáðàæåíèÿ, êîìïîíåíòû êîòîðûõ � ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè, è
ïîòîìó îòîáðàæåíèÿ îïðåäåëåíû ëèøü âíå ïåðåñå÷åíèé íóëåé çíàìåíà-
òåëåé ýòèõ êîìïîíåíò; îíè, îäíàêî, îáÿçàíû áûòü âñþäó îïðåäåë¼ííûìè

íà X è íà X′.

• Ñàìîå ãðóáîå îòíîøåíèå áèðàöèîíàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè îïðå-
äåëÿåòñÿ ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè î íåïðèâîäèìîñòè

ìíîãîîáðàçèé X íà X′. Ìîæíî ïðîñòî ìîäèôèöèðîâàòü ïðåäûäóùåå
îïðåäåëåíèå:

X′ ≈birat X :⇐⇒ ∃ϕ : X 99K X′, ϕ′ : X′ 99K X, ϕ ◦ ϕ′ ' idX′ , ϕ
′ ◦ ϕ ' idX.

Îòëè÷èå áèðàöèîíàëüíîãî èçîìîðôèçìà îò áèðåãóëÿðíîãî çàêëþ÷àåòñÿ
â òîì, ÷òî òåïåðü îòîáðàæåíèÿ ϕ è ϕ′ ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ëèøü
ïî÷òè âñþäó, òî åñòü âíå ìíîãîîáðàçèÿ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Àíàëî-
ãè÷íûé ñìûñë ïðèîáðåòàåò è îòíîøåíèå ' íà ìíîæåñòâå ðàöèîíàëüíûõ
ïî÷òè-ôóíêöèé: îíî îçíà÷àåò ðàâåíñòâî âíå ìíîãîîáðàçèÿ ìåíüøåé
ðàçìåðíîñòè.

Ïðèâåä¼ííîå îïðåäåëåíèå áèðàöèîíàëüíîãî èçîìîðôèçìà ãðîìîçä-
êî è íåóêëþæå, íî ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ôóíäàìåíòàëüíûì è áóäåò èãðàòü
îñíîâíóþ ðîëü â íàøåì êóðñå. Ìîæíî äàòü áîëåå êîíöåïòóàëüíîå îïðå-
äåëåíèå: ñ êàæäûì ìíîãîîáðàçèåì X ñâÿçûâàåòñÿ ïîëå ïî÷òè-ôóíêöèé

k(X) íà ýòîì ìíîãîîáðàçèè. Îêàçûâàåòñÿ, X′ ≈birat X òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà k(X) 'k k(X′) ; ïîñëåäíèé èçîìîðôèçì íàä k îçíà÷àåò,

÷òî ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì

ι : k(X)
'−→ k(X′),

òîæäåñòâåííûé íà k
ι
∣∣
k = idk

(ïîäðàçóìåâàþòñÿ âëîæåíèÿ k ↪→ k(X) è k ↪→ k(X′) êàê ïîñòîÿííûå
ôóíêöèè ñðåäè ïî÷òè-ôóíêöèé).

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à áèðàöèîíàëüíîé êëàññèôèêàöèè ïðîåêòèâ-
íûõ ìíîãîîáðàçèé (äàæå íå îáÿçàòåëüíî ïîëíûõ ïåðåñå÷åíèé) ñâîäèòñÿ
ê ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêîé çàäà÷å êëàññèôèêàöèè êîíå÷íî-ïîðîæä¼ííûõ

ðàñøèðåíèé àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ, ñì. [Øàôàðåâè÷1988].

Îñòà¼òñÿ ïðèâåñòè ïðèìåðû, ðàçëè÷àþùèå ââåä¼ííûå îòíîøåíèÿ
ýêâèâàëåíòíîñòè. Îãðàíè÷èìñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè.

Áèðåãóëÿðíî èçîìîðôíûå, íî ïðîåêòèâíî íå ýêâèâàëåíò-

íûå ãèïåðïîâåðõíîñòè. Òàêèõ ïðèìåðîâ ñóùåñòâóåò âñåãî òðè
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êëàññà, ñì. [Kollar2019]. Ïåðâûé èç íèõ áûë, âîçìîæíî, èçâåñòåí
äðåâíèì âàâèëîíÿíàì, à â íàøå âðåìÿ íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ïàðà-

ìåòðèçàöèåé îêðóæíîñòè. Âî ââåä¼ííûõ îáîçíà÷åíèÿõ ïðÿìàÿ X ⊂ P2

çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì x3 = 0, à îêðóæíîñòü X′ ⊂ P2 � óðàâíåíèåì

x′21 + x′22 − x′20 = 0. Èçîìîðôèçì ϕ : X
'→ X′ çàäà¼òñÿ ôîðìóëàìè4

x′0 = x2
1 + x2

2, x
′
1 = x2

1 − x2
2, x

′
2 = 2x1x2.

Âòîðîé êëàññ ïðèìåðîâ (íåïðîåêòèâíûå èçîìîðôèçìû ïëîñêèõ êóáèê)

ìû ïîäðîáíî îáñóäèì âñêîðå. Òðåòèé êëàññ (íåïðîåêòèâíûå èçîìîð-

ôèçìû ïðîñòðàíñòâåííûõ êâàðòèê) íàõîäèòñÿ âíå ïðåäåëîâ íàøèõ

ðàññìîòðåíèé.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ îêðóæíîñòè � íå ñîâñåì ÷åñò-

íûé ïðèìåð, ïîñêîëüêó îäíî èç ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé ëåæèò

â ïîäïðîñòðàíñòâå ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Áåçóïðå÷íûé ïðèìåð íå

ïðîåêòèâíîãî áèðåãóëÿðíîãî èçîìîðôèçìà (âìåñòå ñ êðàòêèì èñòîðè-

÷åñêèì îáîñíîâàíèåì) ïðåäëàãàåòñÿ ðàçîáðàòü â çàäà÷å 1.1; ðå÷ü â íåé

èä¼ò îá èçîìîðôèçìàõ ìåæäó ïëîñêèìè êóáèêàìè è ïåðåñå÷åíèÿìè

ïðîñòðàíñòâåííûõ êâàðòèê.

Áèðàöèîíàëüíî, íî íå áèðåãóëÿðíî èçîìîðôíûå ãèïåðïî-

âåðõíîñòè. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ

ïðîåêöèÿ. ×èòàòåëþ ïðåäîñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðîäóìàòü
äåòàëè íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì.

Îòìåòèì, ÷òî óïîìÿíóòàÿ âûøå òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ïàðàìåòðè-
çàöèÿ êîíèêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòåðåîãðàôè÷åñêóþ ïðîåêöèþ
â ðàçìåðíîñòè 1. Â îòëè÷èå îò ñâîèõ ìíîãîìåðíûõ àíàëîãîâ, îíà
áèðåãóëÿðíà.

Ìíîãîîáðàçèå, áèðàöèîíàëüíî èçîìîðôíîå ïðîåêòèâíîìó ïðî-
ñòðàíñòâó Pn, íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíûì. Áîëüøîé çàïàñ ðàöèî-
íàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé, íå (áèðåãóëÿðíî) èçîìîðôíûõ ïðîåêòèâíîé
ïëîñêîñòè, äîñòàâëÿþò êóáè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè, êîòîðûì ìû ïî-
ñâÿòèì ëåêöèþ 2.

Ïðîáëåìà ðàöèîíàëüíîñòè êóáèê ÿâëÿåòñÿ èç îäíîé
öåíòðàëüíûõ ïðîáëåì òåîðèè êóáèê, è ìû ïîñòàðàåìñÿ
óäåëèòü åé äîñòàòî÷íîå âíèìàíèå.

4...ïðåäñòàâëÿþùèìè ñîáîé ïðîåêòèâèçàöèþ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ïàðàìåò-

ðèçàöèè îêðóæíîñòè x2 + y2 = 1 ôîðìóëàìè x = 1−t2

1+t2 , y = 2t
1+t2 .
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1.1.4. Êëàññû ïðîåêòèâíîé ýêâèâàëåíòíîñòè êóáèê. Âûøå
â ðàçäåëå 1.1.2 ìû îïèñàëè ìíîæåñòâî âñåõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé
äàííîé ðàçìåðíîñòè è ñòåïåíè. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì
ðàçìåðíîñòåé ïðîñòðàíñòâ êóáèê.

Êàê ìû çíàåì, â ñëó÷àå êóáèê d = 3, è

dim
(
Pk[x0 : · · · : xn+1]

)
3

=

(
n+ 4

3

)
− 1 =

(n+ 4)(n+ 3)(n+ 2)

6
− 1.

Â èíòåðåñóþùèõ íàñ ñëó÷àÿõ ýòè ðàçìåðíîñòè òàêîâû:

n dim
(
Pk[x0 : · · · : xn+1]

)
3

1 9
2 19
3 34
4 55

Äëÿ êàæäîãî èç n ∈ {1, 2, 3, 4} íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîåêòèâíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ äåéñòâóþò ïðîåêòèâíûå ãðóïïû PGLn+1 ðàçìåðíî-
ñòåé (n+ 2)2 − 1 = n2 + 4n+ 3. Ýòî ïðèâîäèò ê òàáëèöå

n dim
Pk[x0:···:xn+1]

)
3

PGLn+1(k)

1 1

2 4
3 10
4 20

Î÷åâèäíî, íà ïðîñòîé èíòóèòèâíûé ñìûñë íóæíî ðàññ÷èòûâàòü
ëèøü ïðè n = 1 è, âîçìîæíî, ïðè n = 2.

1.2. Êóáè÷åñêèå êðèâûå

1.2.0. Ïåðåîáîçíà÷åíèÿ. Îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîé êóáèêè:∑
i0+i1+i2=3

ai0i1i2x
i0
0 x

i1
1 x

i2
2 = 0

Ïîñëå î÷åâèäíûõ ïåðåîáîçíà÷åíèé ïåðåïèñûâàåì åãî â âèäå∑
i+j+k=3

aijkx
iyjzk = 0
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Êîíåö ëåêöèè 22.7.22********************

è ðàñïîëàãàåì ñëàãàåìûå â ñòðîêè ïî ñòåïåíÿì x:

a300x
3+

+a210x
2y + a201x

2z+

+a120xy
2 + a111xyz + a102xz

2+

+a030y
3 + a021y

2z + a012yz
2 + a003z

3 = 0

Çäåñü (a300 : · · · : a003) ∈ P9(k). Îäíà èç çàäà÷ � ïîëüçóÿñü
8-ìåðíîé ãðóïïîé PGL2(k), ïîäîáðàòü êîîðäèíàòû äëÿ íàèáîëåå
êîìïàêòíîãî âèäà.
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1.2.1. Íüþòîí è ïåðåãèáû. Ïëîñêèå êóáèêè � õîááè Íüþòîíà,
ñì. [Newton1704]. Îäíî èç åãî ôóíäàìåíòàëüíûõ îòêðûòèé �
êîëëèíåàðíîñòü òî÷åê ïåðåãèáà. Ýòî � íàøà èíòðèãà. Ýêñïåðè-
ìåíòû? Ñì. çàäà÷ó 1.2.

Íî íàëè÷èå òî÷åê ïåðåãèáà ãëàäêîé êðèâîé (â ñëåäóþùåì
ïîäðàçäåëå îáñóäèì, ÷òî ýòî çíà÷èò) îáîñíîâûâàåòñÿ è òåîðåòè÷å-
ñêè, ñ ïîìîùüþ ãåññèàíà. Ñì. çàäà÷ó 1.3.

1.2.2. Ãëàäêîñòü è èððàöèîíàëüíîñòü. Ãëàäêîñòü ïëîñêîé
àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé (íàïîìíèì, íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì
K ⊇ k) ìîæíî îïðåäåëèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè � ñ ïîìîùüþ ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ, êàê â àíàëèçå, è â òåðìèíàõ ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé ñî
âñåâîçìîæíûìè ïðÿìûìè.
ßçûê ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïðîùå, íî ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî

íàä ïîëÿìè ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè ïðîèçâîäíûå èíîãäà
âåäóò ñåáÿ ïàòîëîãè÷åñêè. ×èòàòåëè, ñêëîííûå îãðàíè÷èòüñÿ ãåî-
ìåòðèåé íàä C, ìîãóò ïîëíîñòüþ äîâåðèòüñÿ èíòóèöèè, ðàçâèòîé
ïðè ðàáîòå ñ ïëîñêèìè êðèâûìè â àíàëèçå.

Îñòàëüíûì ÷èòàòåëÿì ïðåäîñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ñàìèì
äàòü îïðåäåëåíèå îñîáîé òî÷êè ïëîñêîé êóáèêè. Ìîæíî íà÷àòü ñ
ðåøåíèÿ çàäà÷è 1.4 (çàèìñòâîâàííîé èç ñàìîãî íà÷àëà ó÷åáíèêà
[Øàôàðåâè÷1988]). Çàòåì ìîæíî ïðåäëîæèòü ïîñòðîèòü ïîëíóþ
êëàññèôèêàöèþ âîçìîæíûõ âçàèìíûõ ðàñïîëîæåíèé êóáèê è
ïðÿìûõ.

Òåîðåìà. Íåïðèâîäèìàÿ ïëîñêàÿ êóáèêà ðàöèîíàëüíà òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà îñîáà.

Çàìå÷àíèå. Ìû ïîòðåáîâàëè íåïðèâîäèìîñòü êóáèêè, ÷òîáû
èçáåæàòü îáñóæäåíèÿ ïàòîëîãè÷åñêèõ ñëó÷àåâ, íàïðèìåð, òðîé-
íîé ïðÿìîé � êòî-òî ìîæåò ñ÷åñòü å¼ êàñàòåëüíîé ê ñàìîé ñåáå.

Íà ñàìîì äåëå òåîðèÿ ïðèâîäèìûõ êóáèê � ýòî òåîðèÿ îáúåäèíå-

íèé êîíèê è ïðÿìûõ, è ìû ñ÷èòàåì ýòó òåîðèþ òðèâèàëüíîé (è ñèëüíî

âûðîæäåííîé: â ïðîñòðàíñòâå P9 ïëîñêèõ êóáèê ïðèâîäèìûå çàíèìàþò

âñåãî ëèøü P2+5 � 7-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî).

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà. Òåì, êòî îâëàäåë ãåîìåòðè÷å-
ñêèì ñîäåðæàíèåì ïîíÿòèÿ îñîáîé òî÷êè, î÷åâèäíî, ÷òî ïðîåêöèÿ
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èç îñîáîé òî÷êè ïëîñêîé êóáèêè çàäà¼ò å¼ ðàöèîíàëüíóþ ïàðà-

ìåòðèçàöèþ.

Óòâåðæäåíèå îá èððàöèîíàëüíîñòè ãëàäêîé êóáèêè íåñêîëüêî
òðóäíåå. Åãî îñîçíàíèå ðàçóìíî íà÷àòü ñ êàêîé-íèáóäü êîíêðåòíîé
êóáèêè � íàïðèìåð, ñ êóáèêè Ôåðìà

x3 + y3 − z3 = 0.

Èç å¼ ðàöèîíàëüíîñòè ñëåäîâàëà áû ðàçðåøèìîñòü òîãî æå óðàâ-
íåíèÿ â íåïîñòîÿííûõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèÿõ X, Y, Z ∈ k(t),
à ïîñëå óìíîæåíèÿ íà îáùèé çíàìåíàòåëü � è â íåïîñòîÿííûõ
ìíîãî÷ëåíàõ X, Y, Z ∈ k[t]. Îäíàêî ïîñëåäíÿÿ íåðàçðåøèìîñòü ýëå-
ìåíòàðíî óñòàíàâëèâàåòñÿ ðàññìîòðåíèåì ñòåïåíåé, ñì. çàäà÷ó 1.5.

Ïðèâåä¼ì òàêæå òðàíñöåíäåíòíîå äîêàçàòåëüñòâî èððàöèî-
íàëüíîñòè ïðîèçâîëüíîé ãëàäêîé êóáèêè X ⊂ P2(C). Îíî èìååò
ñìûñë òîëüêî íàä C, çàòî êðàòêî. Ïóñòü X, Y, Z ∈ C[t] çàäàþò èçî-
ìîðôèçì (X : Y : Z) : P1(C) → X. Ýòîò èçîìîðôèçì ïîäíèìàåòñÿ
íà óíèâåðñàëüíûå íàêðûâàþùèå:

˜(X : Y : Z) : P̃1(C) −→ X̃

èëè, ïîñêîëüêó ðèìàíîâà ñôåðà P1(C) îäíîñâÿçíà, à êîìïëåêñíàÿ
êðèâàÿ X ãîìåîìîðôíà òîðó è áèãîëîìîðôíî ýêâèâàëåíòíà ôàê-

òîðó C ïî ðåø¼òêå, ïîëó÷àåì

˜(X : Y : Z) : P1(C) −→ C,

à òàêîå îòîáðàæåíèå ïîñòîÿííî, íàïðèìåð, ïî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ. �

1.2.3. Ôîðìà Òåéòà. Èç ïîäðàçäåëà 1.2.1: õîòÿ áû îäíà òî÷êà

ïåðåãèáà. (Ýòî � îñëàáëåíèå òðåáîâàíèÿ k = k). Àíàëîã äëÿ n = 2
ñì. â ëåêöèè 2.

Îò 10 êîýôôèöèåíòîâ ê 7. Âûáåðåì îñü z = 0 â êà÷åñòâå ïðÿ-
ìîé ïåðåãèáà, à òî÷êó (0 : 1 : 0) � òî÷êîé ïåðåãèáà íà íåé.
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Óðàâíåíèå èç (1.2.0) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

a111xyz + a021y
2z + a012yz

2 = −a300x
3 − a201x

2z − a102xz
2 − a003z

3

(1.2.3a)
Ïåðåõîä ê àôôèííîé êðèâîé. Îáîçíà÷èì

O := (0 : 1 : 0) (1.2.3b)

è áóäåì íàçûâàòü åé áåñêîíå÷íîé òî÷êîé.

Òîãäà

X =: Ẋ
∐
{O} (1.2.3c)

ãäå Ẋ � àôôèííàÿ êðèâàÿ (z := 1 â (1.2.3a)):

a111xy + a021y
2 + a012y = −a300x

3 − a201x
2 − a102x− a003 (1.2.3d)

Îò 7 êîýôôèöèåíòîâ ê 5. Çàìåòèì, ÷òî a021 6= 0 (èíà÷å y ∈ k(x)) è
a300 6= 0 (èíà÷å ñòåïåíü óðàâíåíèÿ (1.2.3d) ðàâíà 2, à íå 3). Ïîýòîìó
(ïîëüçóåìñÿ k = k!) íàéäóòñÿ òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ x← λx è y ←
µy, ÷òî

a012 = 1 è a300 = −1 (1.2.3e)

Óðàâíåíèå (1.2.3d) ïðèíèìàåò âèä

y2 + a111xy + a012y = x3 − a201x
2 − a102x− a003 (1.2.3f)
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Ðåêîìåíäóþòñÿ ïåðåîáîçíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ, â ðåçóëüòàòå êî-
òîðûõ óðàâíåíèå (1.2.3f) ïðåâðàòèòñÿ â

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6 (1.2.3g)

� ýòî è åñòü óðàâíåíèå Òåéòà, ñì. [Silverman2009], ñòð. 42.
×èòàòåëþ ïðåäîñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü äîãàäàòüñÿ î ñìûñëå
íîìåðîâ êîýôôèöèåíòîâ.

1.2.4. Ôîðìà Âåéåðøòðàññà. Äëÿ ðàáîòû ñ êóáè÷åñêèìè
êðèâûìè íàä ïðîèçâîëüíûìè ïîëÿìè ðåêîìåíäóåòñÿ ôîðìà Òåéòà.
Ïðè ñëàáûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà õàðàêòåðèñòèêó îñíîâíîãî ïîëÿ ýòà
ôîðìà äîïóñêàåò äàëüíåéøèå îáîáùåíèÿ.

Åñëè char(k) 6= 2, òî ïðåîáðàçîâàíèå y ← y − a1x
2

ïðèâîäèò
óðàâíåíèå (1.2.3g) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

y2 + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6 (1.2.4a).

Äàëåå, åñëè char(k) 6= 2, òî ïðåîáðàçîâàíèå y ← y − a3
2
ïðèâîäèò

óðàâíåíèå (1.2.3g) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

y2 = x3 + a2x
2 + a4x+ a6 (1.2.4b).

Íàêîíåö, åñëè char(k) 6= 3, òî ïðåîáðàçîâàíèå y ← x− a2
3
ïðèâîäèò

óðàâíåíèå (1.2.3g) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

y2 = x3 + a4x+ a6. (1.2.4c)

Òàêîå óðàâíåíèå è íàçûâàåòñÿ (èíîãäà) óðàâíåíèåì êóáè÷åñêîé êðè-

âîé â ôîðìå Âåéåðøòðàññà. Ñ íèì óæå äîâîëüíî óäîáíî ðàáîòàòü.
Îò 8-ìåðíîé ãðóïïû PGL2(k), äåéñòâîâàâøåé íà 9-ìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå êîýôôèöèåíòîâ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, îñòàëàñü ãðóïïà
k×, äåéñòâóþùàÿ íà ïàðå êîýôôèöèåíòîâ (a4, a6) ïî ôîðìóëå

λ · (a4, a6) := (λ4a4, λ
6a6). (1.2.4d)

Èçáàâèòüñÿ îò ýòîãî äåéñòâèÿ óæå íåëüçÿ (ôóíêòîð ñåìåéñòâ

êðèâûõ ðîäà 1 íå ïðåäñòàâèì).

Ïðîñòàÿ ïåðåíîðìèðîâêà (char(k) 6= 2!) ïðèâîäèò ê åù¼ îä-
íîé ôîðìå

y2 = 4x3 − g2x− g3, (1.2.4e)

êîòîðàÿ òîæå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì êóáè÷åñêîé êðèâîé â ôîðìå

Âåéåðøòðàññà è âñêîðå áóäåò îáúÿñíåíà; îíà åñòåñòâåííà ëèøü
íàä C.
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1.2.5. Òîïîëîãèÿ êîìïëåêñíûõ êóáè÷åñêèõ êðèâûõ. Åñëè
êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ çàäàíà óðàâíåíèåì â ôîðìå Âåéåðøòðàññà, òî
å¼ òîïîëîãèþ ëåãêî ïîíÿòü ñ ïîìîùüþ ïðîåêöèè (x, y) 7→ x.

ÊÀÐÒÈÍÊÀ!
Ëþáàÿ ãëàäêàÿ êóáèêà /C ãîìåîìîðôíà òîðó.

1.2.6. Óíèôîðìèçàöèÿ êîìïëåêñíûõ êóáè÷åñêèõ êðèâûõ.

Êëàññèôèêàöèÿ îäíîñâÿçíûõ 1-ìåðíûõ êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðà-
çèé (òåîðåìà Ðèìàíà) è ïðîñòûå ñîîáðàæåíèÿ î êîììóòèðóþùèõ
ýëåìåíòàõ ãðóïïû PSL2(R) ïðèâîäÿò ê óáåæäåíèþ â òîì, ÷òî

óíèâåðñàëüíàÿ íàêðûâàþùàÿ X̃(C) êóáèêè X(C) áèãîëîìîðôíî

ýêâèâàëåíòíà C. Èíà÷å ãîâîðÿ,

X(C) ' C
Λ

(1.2.6a)

ãäå Λ � ïîäõîäÿùàÿ ðåø¼òêà, òî åñòü äèñêðåòíàÿ ïîäãðóïïà ðàí-

ãà 2 àääèòèâíîé ãðóïïû C+, à ïîä ' ïîíèìàåòñÿ áèãîëîìîðôíûé

èçîìîðôèçì.

Ïðåäúÿâèì êîíñòðóêöèþ èçîìîðôèçìà (1.2.6a) â îáå ñòîðî-
íû.

Ñïðàâà íàëåâî. Ïóñòü äàíà ðåø¼òêà Λ ⊂ C; îáîçíà÷èì Λ̇ := Λ\{0}.
Äàëåå áóäåì îïóñêàòü ÿâíîå óêàçàíèå çàâèñèìîñòè ðàññìàòðèâàå-
ìûõ îáúåêòîâ îò Λ â òîì æå äóõå, â êîòîðîì îïóñêàåì çàâèñèìîñòü
íàøåé êóáèêè X îò a4, a6 â óðàâíåíèè Âåéåðøòðàññà (1.2.4c).

Ââåä¼ì äëÿ k ∈ N≥2 ðÿäû Ýéçåíøòåéíà

Gk :=
∑
λ∈Λ̇

1

λ2k
(1.2.6b)

è ôóíêöèþ Âåéåðøòðàññà

℘(z) :=
1

z2
+
∑
λ∈Λ̇

(
1

(z − λ)2
− 1

λ2

)
. (1.2.6c)

Å¼ ïðîèçâîäíàÿ èìååò áîëåå ïðîñòîé âèä

℘′(z) := −2
∑
λ∈Λ

1

(z − λ)3
, (1.2.6c)
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è âûïîëíÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Âåéåðøòðàññà

℘′(z)2 = 4℘(z)3 − g2℘(z)− g3 (1.2.6d)

ãäå

g2 = 60G2, g3 = 140G3. (1.2.6e)

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Âåéåðøòðàññà è îáúÿñíÿåò íåñêîëü-
êî ñòðàííûé âèä óðàâíåíèÿ (1.2.4e).

Ñëåâà íàïðàâî. Äëÿ êðèâîé

X : y2 = x3 + ax+ b

íàäî ïîäîáðàòü ðåø¼òêó Λ îáåñïå÷èâàþùóþ èçîìîðôèçì X ' C
Λ
.

Ïîäõîäèò ðåø¼òêà ïåðèîäîâ

Λ :=

∮
H1(X,Z)

dx

y
(1.2.6f)

Ïîä èìåíåì ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ íåáåðóùèåñÿ èíòåãðàëû∫
dx√

x3 + ax+ b

èçó÷àëèñü ñ 18 âåêà.

Âàæíåéøèé (â òîì ÷èñëå êàê ïðîòîòèï ìíîãîìåðíûõ àíàëî-

ãîâ) èçîìîðôèçì X
'→ C

Λ
çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

P 7→
∫ P

O

dx

y

ÊÎÐÐÅÊÒÍÎÑÒÜ!?

1.2.7. Ãðóïïîâîé çàêîí. Èç âñåõ êðèâûõ òîëüêî èçîìîðô-
íûå ïëîñêèì êóáèêàì íàäåëÿåìû ãðóïïîâîé ñòðóêòóðîé. Íàä C
ñòðóêòóðà î÷åâèäíà èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà:

X ∼=
C+

Λ
(ôàêòîð-ãðóïïà).

Íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì: ñóììà êîëëèíåàðíûõ òî÷åê ðàâíà íóëþ.

ÊÀÐÒÈÍÊÈ!

15



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[Kollar2019] Janos Kollar, Algebraic hypersurfaces. Bulletin (New Series) of the
American Mathematical Society, Volume 56, Number 4, October 2019,
Pages 543�568.

[Newton1704] I. Newton, A Treatise of the re�exions, refractions, in�exions and

colours of light. Sam. Smith and Benj., Walford, London (1704).
[Silverman2009] Joseph H. Silverman, The Arithmetic of Elliptic Curves.

Springer, 2009.
[Øàôàðåâè÷1988] È.Ð. Øàôàðåâè÷, Îñíîâû àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Ì.,

"Íàóêà 1988

16


