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Что посмотреть?

I Дубнинские лекции И. М. Кричевера (2010, 2021)
I Курс Н. А. Рожковской в ЛШСМ-2019 (+записки)
I +Подборка ссылок на диске О:
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https://mccme.ru/dubna/2010/courses/krichever.htm
https://mccme.ru/dubna/2021/courses/krichever.html
https://mccme.ru/dubna/2019/courses/rozhkovskaya.html
https://mccme.ru/dubna/2019/notes/rozhkovskaya-notes.pdf


История

Джон Скотт Расселл (1808–1882), шотландский инженер и
кораблестроитель.
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https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Russell_Scott/


История

John Scott Russell, Experimental Researches into the Laws of Certain
Hydrodynamical Phenomena ..., Edin. Roy Soc Trans XIV, 1840, 47-109,
plus Plates I and III.
Источник: http://www.ma.hw.ac.uk/∼chris/scott_russell.html
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История

John Scott Russell, Report on Waves, 1844.
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https://archive.org/details/reportonwavesma00russgoog/
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Проблема

Волновое уравнение:
utt = c2uxx

Грубо говоря, a = F
m : в левой части — ускорение, в правой —

действующая сила.
Его решения:

u(t, x) = f (x − ct) + g(x + ct);

∂2x − c2∂2t = (∂x − c∂t)(∂x + c∂t)

Если сильно от этого отличаемся (другие производные,
нелинейность,...) — разве волна выживет?
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Уравнение Кортевега–де Фриза (KdV)

∂η

∂t
=

3

2

√
g

l

(
2

3
α
∂η

∂x
+ η

∂η

∂x
+

1

3
σ
∂3η

∂x3

)
Замена t ′ = αx , x ′ = βx , u′ = γu позволяет выбирать константы.

ut −
3

2
uux +

1

4
uxxx = 0
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Компоненты-1

Уравнение Римана–Хопфа; оно же — уравнение Бюргерса без
вязкости:

ut + uux = 0.

Решим его: предположим, что оно уже решено! Построим векторное
поле (u(x , t), 1):

Тогда
I производная u вдоль этого поля равна нулю
I решение u(t, x) на его траекториях постоянно
I траектории — прямые!
I решение — профиль скорости на шоссе, где машины скорость не

меняют + «барашки» у прибоя
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Компоненты-2: разбегающиеся волновые пакеты

ut = uxxx

I Дифференциальное уравнение vt = Av : ищем собственные
вектора Avj = λjvj и раскладываем по ним:

∑
j cje

λj tvj .
I У коммутирующих операторов можно искать общие собственные

вектора;
I Обобщённые собственные векторы у группы сдвигов —

Фурье-гармоники uk(x) := e ikx

I λ(k) = (ik)3

I Волна uk превращается в решение

eλ(k)tuk = e−ik
3te ikx = e ik(x−k

2t) = uk(x − k2t),

т. е. она движется со скоростью k2.
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+ архив

Источник: И. М. Кричевер, лекция, ЛШСМ-2010
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Солитон

Решение, движущееся с постоянной скоростью c : нужно, чтобы

ut = cux .

Ответ: решение с начальным профилем

u(0, x) =
2k2

ch2(kx)

движется со скоростью c = k2; тут

ch x =
ex + e−x

2
.

Доказательство: подставим и проверим.
А откуда оно берётся?
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Солитон: ОДУ

Решение, движущееся с постоянной скоростью c : нужно, чтобы

ut + cux = 0; ut =
3

2
uux −

1

4
uxxx .

Уравнение на начальный профиль f (x) = u(0, x):

cfx +
3

2
ff ′ − 1

4
f ′′′ = 0.

cf +
3

4
f 2 − 1

4
f ′′ = A.

f ′′ = 4cf + 3f 2 − 4A.
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Солитон: уравнение Ньютона

f ′′ = 4cf + 3f 2 − 4A = − U ′(f ),

U(f ) = −f 3 − 2cf 2 + 4Af .

Это уравнения движения шарика в поле сил с потенциалом U(f ), где x
играет роль времени, а f — координаты!

E :=
1

2
f ′2 + U(f ) = const вдоль решения

f ′ =
df

dx
= ±

√
2(E − U(f ))

∫
df√

2(E − U(f ))
= ±x + C ,

Солитоны 12 / 36



Солитон: уравнение Ньютона

f ′′ = 4cf + 3f 2 − 4A = − U ′(f ),

U(f ) = −f 3 − 2cf 2 + 4Af .

Это уравнения движения шарика в поле сил с потенциалом U(f ), где x
играет роль времени, а f — координаты!

E :=
1

2
f ′2 + U(f ) = const вдоль решения

f ′ =
df

dx
= ±

√
2(E − U(f ))

∫
df√

2(E − U(f ))
= ±x + C ,

Солитоны 12 / 36



Солитон: уравнение Ньютона

f ′′ = 4cf + 3f 2 − 4A = − U ′(f ),

U(f ) = −f 3 − 2cf 2 + 4Af .

Это уравнения движения шарика в поле сил с потенциалом U(f ), где x
играет роль времени, а f — координаты!

E :=
1

2
f ′2 + U(f ) = const вдоль решения

f ′ =
df

dx
= ±

√
2(E − U(f ))

∫
df√

2(E − U(f ))
= ±x + C ,

Солитоны 12 / 36



Солитон: уравнение Ньютона

f ′′ = 4cf + 3f 2 − 4A = − U ′(f ),

U(f ) = −f 3 − 2cf 2 + 4Af .

Это уравнения движения шарика в поле сил с потенциалом U(f ), где x
играет роль времени, а f — координаты!

E :=
1

2
f ′2 + U(f ) = const вдоль решения

f ′ =
df

dx
= ±

√
2(E − U(f ))

∫
df√

2(E − U(f ))
= ±x + C ,

Солитоны 12 / 36



Солитон: уравнение Ньютона

f ′′ = 4cf + 3f 2 − 4A = − U ′(f ),

U(f ) = −f 3 − 2cf 2 + 4Af .

Это уравнения движения шарика в поле сил с потенциалом U(f ), где x
играет роль времени, а f — координаты!

E :=
1

2
f ′2 + U(f ) = const вдоль решения

f ′ =
df

dx
= ±

√
2(E − U(f ))

∫
df√

2(E − U(f ))
= ±x + C ,

Солитоны 12 / 36



Солитон: уравнение Ньютона

f ′′ = 4cf + 3f 2 − 4A = − U ′(f ),

U(f ) = −f 3 − 2cf 2 + 4Af .

Это уравнения движения шарика в поле сил с потенциалом U(f ), где x
играет роль времени, а f — координаты!

E :=
1

2
f ′2 + U(f ) = const вдоль решения

f ′ =
df

dx
= ±

√
2(E − U(f ))

∫
df√

2(E − U(f ))
= ±x + C ,

Солитоны 12 / 36



Солитон: уравнение Ньютона

f ′′ = 4cf + 3f 2 − 4A = − U ′(f ),

U(f ) = −f 3 − 2cf 2 + 4Af .

Это уравнения движения шарика в поле сил с потенциалом U(f ), где x
играет роль времени, а f — координаты!

E :=
1

2
f ′2 + U(f ) = const вдоль решения

f ′ =
df

dx
= ±

√
2(E − U(f ))

∫
df√

2(E − U(f ))
= ±x + C ,

Солитоны 12 / 36



Солитон: уравнение Ньютона

f ′′ = 4cf + 3f 2 − 4A = − U ′(f ),

U(f ) = −f 3 − 2cf 2 + 4Af .

Это уравнения движения шарика в поле сил с потенциалом U(f ), где x
играет роль времени, а f — координаты!

E :=
1

2
f ′2 + U(f ) = const вдоль решения

f ′ =
df

dx
= ±

√
2(E − U(f ))

∫
df√

2(E − U(f ))
= ±x + C ,

Солитоны 12 / 36



Солитон: ищем решения

Если выбрать энергию E :
I Слишком высокой — решение за конечное время улетит в

бесконечность;
I Слишком низкой — будет колебаться периодично;
I Аккурат через локальный максимум U — решение будет

стремиться к его координате.
I U − E = −f 3 − 2cf 2 + 4Af − E ⇒ берём E = A = 0.
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Солитон: алгебраическая геометрия

Интегрирование
∫

1√
P3(x)

dx :

I рассмотрим риманову поверхность {y2 = P3(x)}
I обычно это — эллиптическая кривая (тор!) C/Γ с хорошими

координатами dz = dx
y

I наша первообразная — это и есть координата z .
I ℘(z)-функция Вейерштрасса: переход от z к x

I если у поверхности есть двойная точка, то поверхность
рациональная: координаты (x , y) выражаются рационально через
общий параметр z .
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Двухсолитонные решения

А есть ли решения, в которых есть два солитона?
Если бы уравнение KdV было линейным:

Но оно нелинейное!
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Двухсолитонные решения

А есть ли решения, в которых есть два солитона?
И — раз они движутся с разными скоростями, то что будет, когда они
столкнутся?
Ответ: есть, например,

А как с этим работать? И откуда такая формула вообще появилась?

Spoiler: функция u выше представляется в u = −2∂2x ln τ для
некоторой функции τ(x , t).
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столкнутся?
Ответ: есть, например,

Источник: записки курса Н. А. Рожковской в ЛШСМ-2019

А как с этим работать? И откуда такая формула вообще появилась?

Spoiler: функция u выше представляется в u = −2∂2x ln τ для
некоторой функции τ(x , t).
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Двухсолитонные решения

Источник: записки курса Н. А. Рожковской в ЛШСМ-2019

Синяя линия — истинное двухсолитонное решение, оранжевая — сумма одиночных солитонов
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Синяя линия — истинное двухсолитонное решение, оранжевая — сумма одиночных солитонов, зелёная —
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Первые интегралы

I1 =

∫ ∞
−∞

u dx

∂t I1 =

∫ ∞
−∞

utdx =

∫ ∞
−∞

(
3

4
u2 − 1

4
uxx)xdx = 0.

I2 =

∫ ∞
−∞

u2 dx

∂t I2 =

∫ ∞
−∞

2u · utdx = · · · = 0
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Пары Лакса

Пусть задана функция u. В каждый момент времени t рассмотрим
операторы

L(t) = −∂2 + u, A(t) = ∂3 − 3

4
(u∂ + ∂u).

L(t) — оператор Шрёдингера с потенциалом u(t, .); его собственные
функции ψ — стационарные состояния соответствующей квантовой
системы

(−∂2 + u)ψ = λψ

Если посчитать коммутатор [L,A] = LA− AL... то получится оператор
умножения на функцию!

[L(t),A(t)] =
3

2
ux −

1

4
uxxx .

Солитоны 19 / 36



Пары Лакса

Пусть задана функция u. В каждый момент времени t рассмотрим
операторы

L(t) = −∂2 + u, A(t) = ∂3 − 3

4
(u∂ + ∂u).

L(t) — оператор Шрёдингера с потенциалом u(t, .); его собственные
функции ψ — стационарные состояния соответствующей квантовой
системы

(−∂2 + u)ψ = λψ

Если посчитать коммутатор [L,A] = LA− AL... то получится оператор
умножения на функцию!

[L(t),A(t)] =
3

2
ux −

1

4
uxxx .

Солитоны 19 / 36



Пары Лакса

Пусть задана функция u. В каждый момент времени t рассмотрим
операторы

L(t) = −∂2 + u, A(t) = ∂3 − 3

4
(u∂ + ∂u).

L(t) — оператор Шрёдингера с потенциалом u(t, .); его собственные
функции ψ — стационарные состояния соответствующей квантовой
системы

(−∂2 + u)ψ = λψ

Если посчитать коммутатор [L,A] = LA− AL... то получится оператор
умножения на функцию!

[L(t),A(t)] =
3

2
ux −

1

4
uxxx .

Солитоны 19 / 36



Пары Лакса

Пусть задана функция u. В каждый момент времени t рассмотрим
операторы

L(t) = −∂2 + u, A(t) = ∂3 − 3

4
(u∂ + ∂u).

L(t) — оператор Шрёдингера с потенциалом u(t, .); его собственные
функции ψ — стационарные состояния соответствующей квантовой
системы

(−∂2 + u)ψ = λψ

Если посчитать коммутатор [L,A] = LA− AL... то получится оператор
умножения на функцию!

[L(t),A(t)] =
3

2
ux −

1

4
uxxx .

Солитоны 19 / 36



Пары Лакса

Пусть задана функция u. В каждый момент времени t рассмотрим
операторы

L(t) = −∂2 + u, A(t) = ∂3 − 3

4
(u∂ + ∂u).

L(t) — оператор Шрёдингера с потенциалом u(t, .); его собственные
функции ψ — стационарные состояния соответствующей квантовой
системы

(−∂2 + u)ψ = λψ

Если посчитать коммутатор [L,A] = LA− AL... то получится оператор
умножения на функцию!

[L(t),A(t)] =
3

2
ux −

1

4
uxxx .

Солитоны 19 / 36



Пары Лакса

Пусть задана функция u. В каждый момент времени t рассмотрим
операторы

L(t) = −∂2 + u, A(t) = ∂3 − 3

4
(u∂ + ∂u).

L(t) — оператор Шрёдингера с потенциалом u(t, .); его собственные
функции ψ — стационарные состояния соответствующей квантовой
системы

(−∂2 + u)ψ = λψ

Если посчитать коммутатор [L,A] = LA− AL... то получится оператор
умножения на функцию!

[L(t),A(t)] =
3

2
ux −

1

4
uxxx .

Солитоны 19 / 36



Пары Лакса-2

L(t) = −∂2 + u, A(t) = ∂3 − 3

4
(u∂ + ∂u).

Коммутатор [L,A] = LA− AL — это оператор умножения на функцию:
3
2ux − 1

4uxxx .
Поэтому u — решение KdV ⇔ ut = 3

2ux − 1
4uxxx ⇔

L̇(t) = [A(t), L(t)]

Это равносильно тому, что

[∂t − A(t), L(t)] = 0

То есть операторы L(t) в разные моменты времени сопряжены друг
другу потоком уравнения ∂tψ = −A(t)ψ ⇒ много что сохраняется!
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Псевдодифференциальные операторы

Определение
Псевдодифференциальный оператор порядка не выше n —
формальная сумма вида

A = fn(x)∂n + · · ·+ f1(x)∂ + f0 + f−1(x)∂−1 + f−2(x)∂−2 + . . . .

Определение
Обозначим через D(A) порядок A, и пусть

A+ :=
n∑

j=0

fj(x)∂j , A− =
−1∑

j=−∞
fj(x)∂j .
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j=0
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Псевдодифференциальные операторы-2

Псевдодифференциальные операторы можно умножать, “интегрируя
по частям”:

∂−1 ◦ f = f ∂−1 − ∂−1fx∂
−1 =

= f ∂−1 − fx∂
−2 + fxx∂

−3 − fxxx∂
−4 ± . . . .

Последовательно выражая коэффициенты, можно найти корень из −L,

B2 = −L = (∂2 − u),

B = ∂ − u

2
∂−1 +

ux

4
∂−2 + . . .
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Псевдодифференциальные операторы-3

Рассмотрим

(−L)3/2 = B3 = −LB = (∂2 − u)(∂ − u

2
∂−1 +

ux

4
∂−2 + . . . ) =

= (∂3 − 3

2
u∂ − 3

4
ux + . . . )

То есть в паре Лакса
A = ((−L)3/2)+

[A, L] = [(B3)+,−B2] = [B3,−B2]︸ ︷︷ ︸
=0

−[(B3)−︸ ︷︷ ︸
D≤−1

,−B2︸︷︷︸
D=2

],

поэтому степень D([A, L]) не превосходит (−1) + 2− 1 = 0.
[A, L] — (обычный) дифференциальный оператор степени не больше 0
⇒ это оператор умножения на функцию.
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Иерархия KdV

Для любого n и любой функции u(x) можно рассмотреть

L = −∂2 + u, B := (−L)1/2 = ∂ + . . . ,

A2n+1 := (B2n+1)+;

тогда коммутатор

[A2n+1, L] = −[(B2n+1)−,−B2]

будет дифференциальным оператором степени не выше
(−1) + 2− 1 = 0, то есть оператором умножения на функцию D2n+1(u).
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Иерархия KdV

Получаем счётное число потоков «по разным направлениям»
t1, t3, t5, . . . :

∂t2n+1u = D2n+1(u).

Они коммутируют!
Доказательство: не сложная, но нетривиальная выкладка.
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Коммутирующие операторы

Пусть
Ã := ∂t − A, L = −∂2x + u

операторы на функциях от двух переменных (x , t). Они коммутируют
тогда и только тогда, когда у них есть общий ( собственный вектор
ψ(x , t):

Lψ = λψ, Ãψ = µψ.

Одного (почти всюду ненулевого) общего собственного вектора
достаточно: коммутатор [Ã, L] — умножение на функцию

ut −
3

2
uux +

1

4
uxxx ;

если она ненулевая, то такого ψ быть не может.
Можно искать решения u, начиная с ψ!
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Одного (почти всюду ненулевого) общего собственного вектора
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Одного (почти всюду ненулевого) общего собственного вектора
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Ã := ∂t − A, L = −∂2x + u

операторы на функциях от двух переменных (x , t). Они коммутируют
тогда и только тогда, когда у них есть общий ( собственный вектор
ψ(x , t):

Lψ = λψ, Ãψ = µψ.
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n-солитонное решение
Зафиксируем:

I число n

I пары противоположных (k1,−k1), . . . , (kn,−kn)

I многочлен степени n от переменной k ∈ C:

P0(k) = kn + b1kn−1 + · · ·+ bn−1k + bn.

Ищем

ψ(x , t; k) = ekx+k3t · P(x , t; k)

P0(k)
,

где в числителе стоит многочлен от k

P(x , t; k) = kn + a1(x , t)kn−1 + · · ·+ an(x , t),

а неизвестные ai (x , t) находятся из условий

ψ(x , t; kj) = ψ(x , t;−kj), j = 1, . . . , n.
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ψ(x , t; k) = ekx+k3t · P(x , t; k)

P0(k)
,

где в числителе стоит многочлен от k

P(x , t; k) = kn + a1(x , t)kn−1 + · · ·+ an(x , t),

а неизвестные ai (x , t) находятся из условий

ψ(x , t; kj) = ψ(x , t;−kj), j = 1, . . . , n.
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n-солитонное решение: система

На aj(x , t) получается система из n линейных уравнений:

n∑
j=1

(
ek1x+k31 t

P0(k1)
kn−j
1 − e−k1x−k31 t

P0(−k1) (−k1)n−j
)

aj(x , t) =

= −
(

ek1x+k31 t

P0(k1)
kn
1 − e−k1x−k31 t

P0(−k1) (−k1)n
)

...
n∑

j=1

(
eknx+k3n t

P0(kn)
kn−j
n − e−knx−k3n t

P0(−kn) (−kn)n−j
)

aj(x , t) =

= −
(
eknx+k3n t

P0(kn)
kn
n − e−knx−k3n t

P0(−kn) (−kn)n
)
.

aj(x , t) из неё определяются однозначно!
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n-солитонное решение: построение u
Найдётся u = u(x , t), такое, что ψ(x , t; k) — собственный для
L = ∂2x + u:

ψxx + uψ = λψ

ψxx =

(
ekx+k3t · P(x , t; k)

P0(k)

)
xx

=

= ekx+k3t · k2P(x , t; k) + 2k · ∂xP(x , t; k) + ∂2xP(x , t; k)

P0(k)

∂xP(x , t; k) = 0 + ∂xa1(x , t)kn−1 + · · ·+ ∂xan(x , t).

Если взять λ = k2, u = −2∂xa1(x , t), то в числителе

ψxx + uψ − λψ

не будет степеней kn+2, kn+1, kn.
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n-солитонное решение: окончание

Разница ψxx + uψ − λψ имеет такой же вид ekx+k3t · P̃(x ,t;k)
P0(k)

, но у

многочлена P̃ в числителе нет монома kn.
При этом остаются совпадения значений в парах (kj ,−kj):
дифференцируем только по x , а не по k .
⇒ коэффициенты находятся как решение такой же, только
однородной системы ⇒ это тождественный ноль.

Lψ = λψ, λ = k2.

Почти так же, но более муторно, проверяется, что Ãψ = µψ
⇒ [L, Ã] = 0⇒ u — решение KdV.
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⇒ [L, Ã] = 0⇒ u — решение KdV.

Солитоны 30 / 36



n-солитонное решение: окончание

Разница ψxx + uψ − λψ имеет такой же вид ekx+k3t · P̃(x ,t;k)
P0(k)

, но у

многочлена P̃ в числителе нет монома kn.
При этом остаются совпадения значений в парах (kj ,−kj):
дифференцируем только по x , а не по k .
⇒ коэффициенты находятся как решение такой же, только
однородной системы ⇒ это тождественный ноль.

Lψ = λψ, λ = k2.

Почти так же, но более муторно, проверяется, что Ãψ = µψ
⇒ [L, Ã] = 0⇒ u — решение KdV.

Солитоны 30 / 36



n-солитонное решение: окончание

Разница ψxx + uψ − λψ имеет такой же вид ekx+k3t · P̃(x ,t;k)
P0(k)

, но у

многочлена P̃ в числителе нет монома kn.
При этом остаются совпадения значений в парах (kj ,−kj):
дифференцируем только по x , а не по k .
⇒ коэффициенты находятся как решение такой же, только
однородной системы ⇒ это тождественный ноль.

Lψ = λψ, λ = k2.

Почти так же, но более муторно, проверяется, что Ãψ = µψ
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Из архива

Лекция И. М. Кричевера, ЛШСМ-2010:
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n-солитонное решение на окружности

Поверим, что каждый из потоков иерархии KdV как-то двигает
солитоны. Если их n, то есть линейная комбинация первых n + 1
потоков, которая все n оставляет на своих местах. Значит,

[M, L] = 0, M := c1A1 + c3A3 + · · ·+ c2n+1A2n+1

Это — два одномерных коммутирующих дифференциальных
оператора. У них есть общие собственные функции ψ:

Lψ = λψ, Mψ = µψ.

Множество пар собственных значений (λ, µ) — кривая. На операторы
(M, L) есть полиномиальное соотношение ⇒ эта кривая
алгебраическая (при n = 1 — эллиптическая).
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алгебраическая (при n = 1 — эллиптическая).
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Из архива

Лекция И. М. Кричевера, ЛШСМ-2010:
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Осталось за кадром

I Парадокс Ферми-Паста-Улама-Цингоу

I Box-Ball Systems

I Метод обратной задачи рассеяния
I Абелевы многообразия / якобиан спектральной кривой
I ... и ещё содержание большого курса
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Спасибо за внимание!
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