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2.0. Î÷åâèäíàÿ ÷àñòü äçåòà-ôóíêöèè ζ : R>1 −→ R

2.0.0. Ñõîäèìîñòü è ãðàôèê. Ñåãîäíÿ ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ äçåòà-ôóíêöèåé
è ñ íåêîòîðûìè áëèçêèìè ê íåé êàê ñ ôóíêöèÿìè âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé
s ∈ R>0. Èòàê, ðàññìîòðèì ïðè s > 1 ñõîäÿùèéñÿ ðÿä

ζ(s) :=

∞∑
n=1

1

ns
. (2.0.0a)

Ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè
1



2

íå ïîêàçûâàåò íè÷åãî íåîæèäàííîãî. Î÷åâèäíû àñèìïòîòû

lim
s→∞

ζ(s) = 1 (2.0.0b)

è

lim
s→1+

ζ(s) =∞. (2.0.0c)

Ñ îáåèìè, îäíàêî, ñâÿçàíà èíòåðåñíàÿ ìàòåìàòèêà.

Èñïîëüçîâàíèå àñèìïòîòû (2.0.0b), òî åñòü ïîâåäåíèÿ ζ(x) ïðè s→∞, íåñêîëü-
êî îòêëîíÿåòñÿ îò îñíîâíîé ëèíèè íàøèõ ðàññìîòðåíèé è ïîòîìó âûíåñåíî â
Ïðèëîæåíèå. Ñ àñèìïòîòîé (2.0.0c) � òî÷íåå, ñ ïðèáëèæåíèåì

ζ(s) ≈ 1

s− 1
ïðè s→ 1

ñâÿçàíû íàøè îñíîâíûå ïëàíû íà ñåãîäíÿ. Äëÿ âåðíîñòè ðåêîìåíäóåòñÿ ðå-
øèòü çàäà÷è 2.1 è 2.2.

2.0.1. Ïðèáëèæåíèå ñóììû èíòåãðàëîì. Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçî-
âàíèè ïðè s > 1 ïðèáëèæåíèÿ

ζ(s) =

∞∑
n=1

1

ns
≈
∫ ∞

1

dx

xs
=

1

s− 1
,

ìîòèâèðóþùåãî ðåãóëÿðèçàöèþ

ζ1(s) := ζ(s)− 1

s− 1
(2.0.1a)



3

Ýòà ôóíêöèÿ îêàæåòñÿ ðåãóëÿðíîé ïðè s > 0.

2.1. Ñóììà, èíòåãðàë è ζ1(s) := ζ(s)− 1
s−1

2.1.0. Îïðåäåëåíèå. Îíî ïðèâåäåíî â çàãîëîâêå è ïîêà èìååò ñìûñë ëèøü
ïðè s > 1. Òåì íå ìåíåå ýòà ôóíêöèÿ � çàëîã àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ
äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà.

Ïåðâûé øàã � ïðåîäîëåíèå îñîáåííîñòè â s = 1.

2.1.1. ζ1(1) . Îêàçûâàåòñÿ, ñóùåñòâóåò

lim
s→1

ζ1(s) =: γ = .577215 . . .

Ýòî � áîëåå èëè ìåíåå îïðåäåëåíèå îäíîé èç êîíñòàíò Ýéëåðà (ñì. å¼ êðàñèâîå
íîâîå îïðåäåëåíèå â citeMach)

γ := lim
n→∞

(
− log n+

n∑
k=1

1

k

)
.

Òàê ÷òî ïîëàãàåì
ζ1(1) := γ (2.1.1a)

Ýòî � ðàñêðûòèå íåîïðåäåë¼ííîñòè òèïà∞−∞ ïðè s = 1 â (2.0.1a). Ñì. çàäà÷ó
2.2.

2.1.2. Îñíîâíàÿ ôîðìóëà. Ìû îïðåäåëèì ζ1(s) ïðè âñåõ s ≥ 0.

Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñîâðåìåííûì îáîçíà÷åíèåì öåëîé ÷àñòè âåùåñòâåííîãî
÷èñëà

bxc := max{n ∈ Z | n ≤ x}
(à íå [x], êàê âî ìíîãèõ ó÷åíèêàõ) è îáîçíà÷åíèåì äðîáíîé ÷àñòè âåùåñòâåííîãî
÷èñëà

〈x〉 := x− bxc
(à íå {x}, êàê âî ìíîãèõ ó÷åíèêàõ, â êîòîðûõ èãíîðèðóåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ýòî
� îáîçíà÷åíèå îäíîýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà).
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Òåîðåìà. Ïðè s > 1 èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

ζ1(s) ≡ 1− s
∫ ∞

1

〈x〉dx
xs+1

(2.1.2a)

Äîêàçàòåëüñòâî. (Ñð. [Òèò÷ìàðø2010]) Äëÿ êðàòêîñòè ìû ïðîâåä¼ì åãî
ìåòîäîì �êðîëèêà èç øëÿïû�. Ïðåîáðàçóåì çàèìñòâîâàííûé èç ïðàâîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ (2.1.2a) èíòåãðàë, ïîëàãàÿ (ïîêà!) s > 1:∫ ∞

1

〈x〉dx
xs+1

=

∫ ∞
1

x− bxc
xs+1

dx =

∞∑
n=1

∫ n+1

n

x− n
xs+1

dx =

=

∞∑
n=1

(∫ n+1

n

dx

xs
− n

∫ n+1

n

dx

xs+1

)
=

∫ ∞
1

dx

xs
−
∞∑
n=1

n

∫ n+1

n

dx

xs+1
=

=
1

s− 1
− 1

s

∞∑
n=1

n
( 1

ns
− 1

(n+ 1)s

)
=

= 1
s−1 −

1
s

(
1 ·
(

1
1s −

1
2s

)
+

+2 ·
(

1
2s −

1
3s

)
+

+3 ·
(

1
3s −

1
4s

)
+ . . .

)
.

Ïðîèçâåäÿ î÷åâèäíûå ñîêðàùåíèÿ1, ïîëó÷èì∫ ∞
1

〈x〉dx
xs+1

=
1

s− 1
− 1

s
ζ(s),

îòêóäà òðåáóåìàÿ ôîðìóëà ïîëó÷àåòñÿ ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. �.

2.1.3. ζ íà êðèòè÷åñêîì èíòåðâàëå. Îáû÷íî èçó÷àåòñÿ äçåòà-ôóíêöèÿ êîì-
ïëåêñíîãî àðãóìåíòà s ∈ C, è íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò å¼ ïîâåäå-
íèå â òàê íàçûâàåìîé êðèòè÷åñêîé ïîëîñå, ïðè 0 < Re(s) < 1. Çàíèìàÿñü
(íåòðàäèöèîííûì) âåùåñòâåííûì àíàëèçîì äçåòà-ôóíêöèè, ìû ââîäèì ñîîò-
âåòñòâóþùèé íåñòàíäàðòíûé òåðìèí, íàçûâàÿ êðèòè÷åñêèì èíòåðâàëîì èí-
òåðâàë 0 < s < 1.

Ãëàâíîå äëÿ íàñ (î÷åâèäíîå) óòâåðæäåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî

ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (2.1.2a) èìååò ñìûñë ïðè 0 < s < 1.

Ýòî ïîçâîëÿåò ïðîäîëæèòü ôóíêöèþ ζ1, à âìåñòå ñ íåé è ζ, íà êðèòè÷åñêèé
èíòåðâàë.

1Ýòîò ïðè¼ì íàçûâàåòñÿ ñóììèðîâàíèåì ïî Àáåëþ.
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Îïðåäåëåíèå-óòâåðæäåíèå. Ôóíêöèÿ ζ1, îïðåäåë¼ííàÿ â êðèòè÷åñêîì èí-
òåðâàëå ôîðìóëîé (2.1.2a),

ζ1(s) = 1− s
∫ ∞

1

〈x〉dx
xs+1

,

ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêîé ïðè âñåõ s ∈ R>0. Ýòà ôîðìóëà ïîçâî-
ëÿåò ââåñòè â êðèòè÷åñêîé ïîëîñå òàêæå

ζ(s) := ζ1(s)− 1

1− s
,

òî åñòü ïðè 0 < s < 1

ζ(s) :=
s

1− s
− s

∫ ∞
1

〈x〉dx
xs+1

(2.1.3a)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. �.

2.1.4. Áîëåå óäîáíûé âèä. Îñòà¼òñÿ ïîñëåäíèé øàã. Â í¼ì èñïîëüçóåòñÿ
ïðè 0 < s < 1 òîæäåñòâî

s

1− s
= −s

∫ 1

0

dx

xs
= −s

∫ 1

0

xdx

xs+1
= −s

∫ 1

0

〈x〉dx
xs+1

,

ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ôîðìóëà (2.1.3a) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

ζ(s) = −s
∫ ∞

0

〈x〉dx
xs+1

(2.1.4a)

Âîò ãðàôèê ïîëó÷åííîé âåùåñòâåííîé ôóíêöèè:

Íàïðèìåð, ïðèáëèæ¼ííî âû÷èñëÿåòñÿ

ζ
(1

2

)
≈ −1.460354. (2.1.4b)

Íàïîìíèì, ÷òî ýòî ÷èñëî èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê êàæóùàÿñÿ ðàñõîäÿùåéñÿ ñóì-
ìà

1 +
1√
2

+
1√
3

+
1√
4

+ . . .
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Ïîõîæåå âû÷èñëåíèå ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåñòè â çàäà÷å 2.6.

2.2. Ôóíêöèÿ ζ±(s)

2.2.0. Îïðåäåëåíèå è ñâÿçü ñ ζ(s). Ñëåäóÿ Ýéëåðó, ââåä¼ì çíàêîïåðåìåííóþ
äçåòó

ζ±(s) := 1− 1

2s
+

1

3s
− 1

4s
± . . . (2.2.0a)

Ïðåäëîæåíèå. Ïðè s > 1 äâå äçåòû ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

ζ±(s) =
(

1− 21−s
)
ζ(s) (2.2.0b)

Ïðîâåðêà.

ζ±(s) :=
(

1 +
1

2s
+

1

3s
+

1

4s
+ . . .

)
− 2
( 1

2s
+

1

4s
+

1

6s
+ . . .

)
=

= ζ(s)− 2

2s

( 1

1s
+

1

2s
+

1

3s
+ . . .

)
= ζ(s)− 21−sζ(s) =

=
(

1− 21−s
)
ζ(s)�.

2.2.1. Ñõîäèìîñòü. Êàê áûëî èçâåñòíî åù¼ Ýéëåðó, çíàêîïåðåìåííàÿ äçåòà
îáëàäàåò âàæíûì ïðåèìóùåñòâîì ïåðåä îáû÷íîé:

Óòâåðæäåíèå. Ðÿä (2.2.0a), îïðåäåëÿþùèé ôóíêöèþ ζ±, (óñëîâíî) ñõîäèòñÿ
ïðè ëþáîì s > 0.

Ïðîâåðêà. Ë¼ãêîå óïðàæíåíèå äëÿ ïåðâîêóðñíèêà � ñì. çàäà÷ó 2.7. �

Ãðàôèê ôóíêöèè ζ± íà êðèòè÷åñêîì îòðåçêå [0, 1] ìàëîèíòåðåñåí:

Îíà, îäíàêî, êàê ìû âñêîðå óáåäèìñÿ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåëóþ âåùåñòâåííóþ
ôóíêöèþ, è å¼ ïîâåäåíèå, ñêàæåì, íà îòðåçêå [−10, 10] äîâîëüíî âûðàçèòåëüíî:
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2.2.2. ×èñëåííûé ïðèìåð. Ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà âû÷èñëÿåì2

ζ±
(1

2

)
= .605 . . .

Â ñîãëàñèè ñ ôîðìóëîé (2.2.0b) ýòî ïîäòâåðæäàåò ïîëó÷åííîå âûøå (ñì. (2.1.4b))
çíà÷åíèå

ζ
(1

2

)
= −1.46 . . .

ñ òî÷íîñòüþ äî ñîòûõ.

Óçíàâ î äçåòà-ôóíêöèÿõ áîëüøå, ìû ñìîæåì ïðîâåðÿòü òàêîãî ðîäà ðàâåíñòâà
ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ.

Åù¼ îäíî âû÷èñëåíèå ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåñòè â çàäà÷å 2.8.

2.3. ÂÅÙÅÑÒÂÅÍÍÎÅ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÍÀ

ÊÐÈÒÈ×ÅÑÊÎÌ ÈÍÒÅÐÂÀËÅ

2.3.0. Óñòàíîâêà. Ðàáîòàåì ñ îïðåäåë¼ííîé âûøå ôóíêöèåé âåùåñòâåííîé
ïåðåìåííîé

ζ(s) := −s
∫ ∞

0

〈x〉dx
xs+1

(2.3.0a)

ïðè 0 < s < 1 â íàäåæäå îáíàðóæèòü ñâÿçü

ζ(s)
?←→ ζ(1− s).

2.3.1. Ñäâèã âíèç íà 1
2 . Îáúÿñíèì ýòó îïåðàöèþ îçàðåíèåì:

ζ1(s) =
1

2
− s

∫ ∞
1

〈x〉 − 1
2

xs+1
dx. (2.3.1a)

Äîáèëèñü ìû òîãî, ÷òî ïîä çíàêîì èíòåãðàëà îêàçàëàñü íå÷¼òíàÿ ïåðèîäè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ. Òàêèå ôóíêöèè ðàçëàãàþòñÿ â ðÿäû Ôóðüå ïî ñèíóñàì, ÷òî ìû
ñåé÷àñ áåãëî íàïîìíèì. Ïîäðîáíîñòè ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ìîíîãðàôèè
[Çèã1965].

2Ðÿä ñõîäèòñÿ î÷åíü ìåäëåííî: ìèëëèîí ñëàãàåìûõ äà¼ò âñåãî òðè äåñÿòè÷íûõ çíàêà.
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2.3.2. Íàïîìèíàíèÿ î ðÿäàõ Ôóðüå. Ìû ðàññìàòðèâàåì äîñòàòî÷íî õî-
ðîøèå (âñêîðå óòî÷íèì ýòî ïîíÿòèå) ôóíêöèè íà îêðóæíîñòè R

Z ; îãðàíè÷èìñÿ
âåùåñòâåííî-çíà÷íûìè ôóíêöèÿìè. Ìû ïîäíèìàåì ýòè ôóíêöèè íà óíèâåð-
ñàëüíóþ íàêðûâàþùóþ, òî åñòü ðåàëèçóåì èõ êàê 2π-ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè,
ïîäáèðàÿ äëÿ íèõ ïîäõîäÿùåå áåñêîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî

F = {f : R −→ C | f(x+ 2π) ≡ f(x)}. (2.3.2a)

Ïîñêîëüêó ðå÷ü èä¼ò î ïðèáëèæåíèÿõ, íà ïðîñòðàíñòâå F äîëæíà áûòü çà-
äàíà íîðìà (èëè õîòÿ áû òîïîëîãèÿ).

Âûáîð íå âïîëíå î÷åâèäåí. Ìû îáðàòèëèñü ê ðÿäàì Ôóðüå, ïîñêîëüêó ñîáè-
ðàëèñü ðàçëîæèòü â òàêèå ðÿäû ðàçðûâíóþ ôóíêöèþ �ïèëà�:

Ñëåäîâàòåëüíî, òðàäèöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé � íàïðè-
ìåð, F = C0

(R
Z
)
ñ íîðìîé �ìàêñèìóì ìîäóëÿ� (èëè ÷òî òî æå ñàìîå, òîïîëîãèåé

ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü) äëÿ íàøèõ öåëåé íåäîñòàòî÷íî.

Ñëåäóþùèé åñòåñòâåííûé êàíäèäàò � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî F = L2
(R
Z
)

êâàäðàòè÷íî-èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé, ñíàáæ¼ííîå åâêëèäîâûì ñêàëÿðíûì ïðî-
èçâåäåíèåì

(f |g) =

∫ 1

0

f(x)g(x)dx (2.3.2b)

� ïîäõîäèò. Ïîñêîëüêó âñå (ñåïàðàáåëüíûå) ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà èçîìîðô-
íû3, â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî ïðîñòðàíñòâî ïðîñòî L2 è, áîëåå òîãî,
âûäåëèì â í¼ì ïîäïðîñòðàíñòâî íå÷¼òíûõ ôóíêöèé L2

odd
. Â íàøåé èíòåðïðå-

òàöèè ó íåãî åñòü åñòåñòâåííûé ñ÷¼òíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ

L2
odd

= 〈e1, e2, . . . 〉,
ãäå äëÿ n ∈ N>1

en(x) := 2 sin(2πnx) (2.3.2c)

(äåéñòâèòåëüíî, îðòîãîíàëüíîñòü ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, è ñ ïîìîùüþ òðèãîíîìåò-
ðèè ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

∫ 1

0
sin2(2πnx)dx =

∫ 1

0
1−cos(4πnx)

2 dx = 1
2 ).

Èíòóèöèÿ êîíå÷íîìåðíûõ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ ïðèâîäèò ê ïðåäïîëîæå-
íèþ î òîì, ÷òî ëþáîé âåêòîð ðàçëàãàåòñÿ ïî îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó:

3ñì. [ÊîëÔîì1976]
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v =
∑
n

(v|en)en. (2.3.2d)

Ýòî ïðåäïîëîæåíèå îáû÷íî îïðàâäûâàåòñÿ, ñì. [ÊîëÔîì1976]. Ñëåäóåò, îä-
íàêî, âíèìàòåëüíî ñëåäèòü çà ÿâëåíèåì, íåîæèäàííûì ñ òî÷êè çðåíèÿ êîíå÷-
íûõ àíàëîãèé: áåñêîíå÷íàÿ ñóììà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé èíîãäà îêàçûâàåòñÿ
ðàçðûâíîé! Ñîãëàñíî èçâåñòíûì òåîðåìàì àíàëèçà, ýòîãî íå ìîãëî áû ïðî-
èçîéòè â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì; ïîýòîìó, ñêàæåì,
ìàññîâî ïåðåñòàâëÿòü ñëàãàåìûå (÷åãî ìû, âïðî÷åì, äåëàòü íå ñîáèðàåìñÿ) íà-
äî ñ îñòîðîæíîñòüþ.

Ðàçðûâû ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè ñóìì ðÿäîâ Ôóðüå ñðàâíèòåëüíî áåçîïàñ-
íû. Íàïðèìåð, ê íèì ïðèìåíèìà òåîðåìà Ìåíüøîâà (ñì. [Ìåí1942]): âñÿêóþ
èçìåðèìóþ ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìîæíî èçìåíèòü íà ìíîæåñòâå ñêîëü
óãîäíî ìàëîé ìåðû òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü íåïðåðûâíóþ ôóíêöèè ñ ðÿäîì Ôó-
ðüå, ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ íà âñåé ÷èñëîâîé îñè.

Âîïðîñ î ðàçíûõ âèäàõ ñõîäèìîñòè ê ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè å¼ ðÿäà Ôóðüå çàíè-

ìàåò ìàòåìàòèêîâ áîëåå äâóõñîò ëåò; âî âðåìåíà Ôóðüå ê ýòîìó âîïðîñó ïðèìûêàëà

ïðîáëåìà ñàìîãî îñîçíàíèÿ ïîíÿòèÿ ôóíêöèÿ, ñì., íàïðèìåð, [Osgood2019].

Ñ ðÿäàìè Ôóðüå ñâÿçàííûå ìíîãî÷èñëåííûå óäèâèòåëüíûå îáúåêòû; îãðàíè÷èìñÿ

óïîìèíàíèåì ïî÷òè âñþäó ðàñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà Ôóðüå èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè, ïî-

ñòðîåííîãî 19-ëåòíèì Êîëìîãîðîâûì â åãî ïåðâîé ïóáëèêàöèè [Kolm1923].

2.3.3. Ãëàâíîå ïðåîáðàçîâàíèå. ×òîáû ïîñòðîèòü ðÿä Ôóðüå èíòåðåñóþ-
ùåé íàñ ðàçðûâíîé ôóíêöèè, îñòà¼òñÿ ïîäñòàâèòü v = 〈x〉 − 1

2 â (2.3.2d), òî
åñòü âû÷èñëèòü èíòåãðàëû∫ 1

0

(x− 1

2
)en(x)dx =(3.1.2b) 2

∫ 1

0

(x− 1

2
) sin(2πnx)dx = 2

∫ 1

0

x sin(2πnx)dx =

= − 2

2πn

∫
xd cos(2πnx)

∣∣x=1

x=0
= − 1

πn

(
x cos(2πnx)|x=1

x=0−
∫ 1

0

cos(2πnx)dx
)

= − 1

πn
.

Íàìè îáîñíîâàíà ôîðìóëà

〈x〉 − 1

2
= −

∞∑
n=1

sin(2πnx)

πn
(2.3.3a)

Âîò å¼ ãðàôè÷åñêèå ïîäòâåðæäåíèÿ ïðè 1, 2, 5 è 9 ãàðìîíèêàõ4.

4Òàê íàçûâàþò êîëè÷åñòâà ñëàãàåìûõ â ïðèáëèæåíèÿõ.
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Ïðèìåíèì ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó ê âûâîäó ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Ëåììà. Èìååò ìåñòî ïðîìåæóòî÷íàÿ ôîðìóëà

ζ(s) =
s

π

∞∑
n=1

1

n

∫ ∞
0

sin(2πnx)

xs+1
dx (2.3.3b)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäîñòàâèâ ÷èòàòåëþ îáîñíîâàòü çàêîí-
íîñòü èçìåíåíèÿ ïîðÿäêîâ ñóììèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ, ïðîèçâåä¼ì ïðå-
îáðàçîâàíèÿ

ζ(s) =(3.1.1a) −s
∫ ∞

0

{x} − 1
2

xs+1
dx =(3.1.2d) s

∫ ∞
0

∑∞
n=1

sin(2πnx)
πn

xs+1
dx =

= s

∞∑
n=1

∫ ∞
0

sin(2πnx)
πn

xs+1
dx =

s

π

∞∑
n=1

1

n

∫ ∞
0

sin(2πnx)

xs+1
dx�

Òåîðåìà. Ôóíêöèè ζ(s) è ζ(1− s) ïðè 0 < s < 1 ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

ζ(s) = 2s(2π)s−1ζ(1− s)
∫ ∞

0

sinx

xs+1
dx (2.3.3c)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçîâàâøèñü çàìåíîé ïåðåìåííîé y = 2πnx, ïðîèç-
âåä¼ì ïðåîáðàçîâàíèÿ

ζ(s) =(3.1.2e)
s

π

∞∑
n=1

1

n

∫ ∞
0

sin(2πnx)

xs+1
dx =

=
s

π

∞∑
n=1

1

n

∫ ∞
0

sin y

( y
2πn )s+1

dy

2πn
=
s

π

∞∑
n=1

(2πn)s

n

∫ ∞
0

sin y

ys+1
dy =
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= s2sπs−1
∞∑
n=1

ns−1

∫ ∞
0

sin y

ys+1
dy = 2s(2π)s−1ζ(1− s)

∫ ∞
0

sinx

xs+1
dx.�

3.1.4. Îñòàâøèéñÿ èíòåãðàë. Âåê íàçàä îí, âèäèìî, áûë î÷åâèäåí: íàïðè-
ìåð, â ðàáîòå [Hardy1922], êîòîðóþ ìû åù¼ óïîìÿíåì, îòâåò ïðèâîäèòñÿ áåç
êàêîãî-òî íè áûëî îáîñíîâàíèÿ. Ìû æå ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

I(s) :=

∫ ∞
0

sinx

xs+1
dx

è íåìíîãî ïîðàáîòàåì ñ ýòèì èíòåãðàëîì. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî îí ñõîäèòñÿ ïðè
0 < s < 1. Äëÿ ðàçãîíà âû÷èñëèì äâà çíà÷åíèÿ.

Ïðè s = 0 ïîëó÷àåì èíòåãðàë5

I(0) :=

∫ ∞
0

sinx

x
dx,

ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî âñåãäà èëëþñòðèðóåòñÿ ïðèìåíåíèå òåîðèè ôóíêöèé êîì-
ïëåêñíîé ïåðåìåííîé ê íåñîáñòâåííûì âåùåñòâåííûì èíòåãðàëàì. Íàïîìíèì
èäåþ: sin èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ìíèìàÿ ÷àñòü x 7→ eix; òîãäà â 0 âîçíèêàåò
îñîáåííîñòü, êîòîðóþ îáõîäÿò â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè (ñì. ÷åðò¼æ) è çàòåì
ïðèìåíÿþò òåîðåìó î âû÷åòàõ. Èòàê,

I(0) =
1

2
lim
r→0+

(∫ −r
−∞

Im
(
eix
)

x
dx+

∫ ∞
r

Im
(
eix
)

x
dx

)
=

=
1

2
lim
r→0+

lim
R→∞

Im

(∫ −r
−R

eix

x
dx+

∫ R

r

eix

x
dx

)
.

Äàëåå â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ââîäèòñÿ êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ

5â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ îí íå áåð¼òñÿ!
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è ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî íà áîëüøîé äóãå

|eix| =
∣∣eiReiϕ

∣∣ =
∣∣eiR(cosϕ+i sinϕ)

∣∣ = e−R sinϕ −→R→∞ 0,

ïîñêîëüêó íà áîëüøîé äóãå 0 < ϕ < π è, ñëåäîâàòåëüíî, sinϕ > 0, â êîíòóðíîì
èíòåãðàëå ∮

CR,r

eix

x
dx

à ïðåäåëå ïðè R → ∞ èíòåãðàë ïî áîëüøîé äóãå èñ÷åçàåò � ýòî íàçûâàåòñÿ
ëåììîé Æîðäàíà, è äåòàëè ïðåäëàãàåòñÿ âîññòàíîâèòü ÷èòàòåëþ. Èòàê,

I(0) =
1

2
Im lim

r→0+
lim
R→∞

∮
CR,r

eix

x
dx.

Ñ ó÷¼òîì âêëàäà èíòåãðàëà ïî ìàëîé äóãå, ãäå x = reit ïðè π ≤ t ≤ 2π, è ïî
òåîðåìå î âû÷åòàõ

I(0) =
1

2
Im

(
2πi·resx=0

eix

x
dx− lim

r→0+

∫ 2π

π

eir(cos t+i sin t)

reit
ireitdt

)
=

1

2
Im(2πi−πi) =

π

2
.

Íàìè âû÷èñëåí çàìå÷àòåëüíûé èíòåãðàë

I(0) =

∫ ∞
0

sinx

x
dx =

π

2
(2.3.3d)

Åù¼ îäíî õîðîøî (äàæå â íàøå âðåìÿ) èçâåñòíîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà � ïðè

s = −1

2
:

I

(
−1

2

)
=

∫ ∞
0

sinx√
x

dx.

Çàìåíîé ïåðåìåííîé x = y2 îí ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó

I

(
−1

2

)
= 2

∫ ∞
0

sin(y2)dy

è îêàçûâàåòñÿ (óäâîåííûì) òîæå óçíàâàåìûì ïðåäåëüíûì çíà÷åíèåì âîçíèê-
øåãî â îïòèêå èíòåãðàëà Ôðåíåëÿ6. Îí âû÷èñëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûìè ìåòîäàìè ñ
ïîìîùüþ êîíòóðíîãî èíòåãðàëà ïî îñüìóøêå îêðóæíîñòè áîëüøîãî ðàäèóñà ñ
èñïîëüçîâàíèåì ãàóññîâà èíòåãðàëà � ñì. äåòàëè, íàïðèìåð, â [ËàâØàá1987].

Îòâåò:

I

(
−1

2

)
=

∫ ∞
0

sinx√
x

dx =

√
2π

2
(2.3.3e)

Ïåðåéä¼ì, íàêîíåö, ê îáùåìó ñëó÷àþ , â êîòîðîì ìû îãðàíè÷èìñÿ ïðåäïî-
ëîæåíèÿìè

−1 < s < 0 (2.3.3f)

(èíòåðåñóþùèå íàñ çíà÷åíèÿ I(s) ïðè 0 < s < 1 ñâÿçàíû ñ íèì àíàëèòè÷åñêèì
ïðîäîëæåíèåì).

6â [ËàâØàá1987] óêàçàíî, ÷òî èíòåãðàë áûë âû÷èñëåí Ýéëåðîì â 1781 ãîäó
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Îòêëàäûâàÿ ðàçäåëåíèå âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé, ðàññìîòðèì ãîëî-
ìîðôíóþ 1-ôîðìó

eixdx

xs+1
,

îïðåäåë¼ííóþ â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè Re(x) > 0. Â ýòîé ïëîñêîñòè, ïîäðàçó-
ìåâàÿ ðàâåíñòâî xs+1 = e(s+1) log x, âûáåðåì âåòâü ëîãàðèôìà, îïðåäåë¼ííóþ
àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ðÿäà

log x = x− 1− (x− 1)2

2
+

(x− 1)3

3
. . .

ïîçâîëÿþùóþ ïîëüçîâàòüñÿ ðàâåíñòâîì

is = e
πis
2 . (2.3.3g)

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë íàøåé ôîðìû ïî êîíòóðó

Âíóòðè íåãî ôîðìà ãîëîìîðôíà, òàê ÷òî∮
CR,r

eixdx

xs+1
= 0. (2.3.3h)

Ëåììà. Ïðè R → ∞ è r → 0+ èíòåãðàëû ïî îáîèì äóãàì êîíòóðà CR,r
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà áîëüøîé äóãå (ëåììà Æîðäàíà, |x| = R) ýòî ñëåäóåò
èç îöåíêè ∣∣e−(R cos t+i sin t)

∣∣ = e−R cos t,

èç êîòîðîé ïðè 3π
2 < t < 2π ñëåäóåò ýêñïîíåíöèàëüíîå óáûâàíèå ìîäóëÿ èíòå-

ãðàëà ïðè R →∞. Íà ìàëîé äóãå, ãäå |x| = r, äåéñòâóåò ýëåìåíòàðíàÿ îöåíêà
(â ñèëó eix ≈ 1), îñíîâàííàÿ íà ðàâåíñòâå

d(reit)

(reit)s+1
= i

dt

rseits
−→t→0 0

(çäåñü èñïîëüçîâàíî ïðåäïîëîæåíèå (2.3.3f)). �

Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàëû ïî ïðÿìîëèíåéíûì ó÷àñòêàì êîíòóðà ñî-
êðàùàþòñÿ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü èõ êàê èíòåãðàëû ïî îòðåçêàì, ñîåäèíÿþ-
ùèì áëèçêèå ê 0 òî÷êè ñ äàë¼êèìè èçëîìàìè êîíòóðà; ïðè ýòîì èíòåãðàë ïî
îòðåçêó ìíèìîé îñè áóäåì, êàê ýòî ïðèíÿòî, îáîçíà÷àòü

∫ −i∞
0

.
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Òîãäà èç äîêàçàííîé ëåììû ñëåäóåò óäèâèòåëüíàÿ7 ôîðìóëà∫ ∞
0

eixdx

xs+1
=

∫ −i∞

0

eixdx

xs+1
. (F)

Òåïåðü ñâåä¼ì íàø îñíîâíîé èíòåãðàë ê èçâåñòíîìó:∫ ∞
0

eixdx

xs+1
=(F)

∫ −i∞

0

eixdx

xs+1
=x=:iy

∫ −i∞

0

e−y

(iy)s+1
d(iy) =

=

∫ −i∞

0

e−y

isys+1
dy =(3.1.4d)= e−

πis
2

∫ −i∞

0

e−y

ys+1
dy =(F) e−

πis
2

∫ ∞
0

e−y

ys+1
dy =

= −e−
πis
2 Γ(−s) (2.3.3i)

� ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà îïðåäåëåíà â Ïðèëîæåíèè Á, è òàì æå óêàçàíû å¼
îñíîâíûå ñâîéñòâà.

Ìû ïîäõîäèì ê çàâåðøåíèþ íåñêîëüêî çàòÿíóâøåéñÿ ðàáîòû ñ âåùåñòâåí-
íûìè è êîìïëåêñíûìè èíòåãðàëàìè.

Òåîðåìà. Ïðè ëþáîì s ∈ (0, 1) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî∫ ∞
0

sinx

xs+1
dx = −

(
sin

πs

2

)
Γ(−s) (2.3.3j)

Åãî àëüòåðíàòèâíûé âèä �∫ ∞
0

sinx

xs+1
dx =

π

2
(
cos πs2

)
Γ(1 + s)

(2.3.3k)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëà (2.3.3j) ÿâëÿåòñÿ ìíèìîé ÷àñòüþ ôîðìóëû (2.3.3i).
Ôîðìóëà (2.3.3k) ïîëó÷àåòñÿ èç íå¼ ïðèìåíåíèåì ôîðìóëû îòðàæåíèÿ (ñì.
Ïðèëîæåíèå Á). �

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ïðîâåðêè ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ s = 0 ôîðìóëà (2.3.3j) íåïðèìå-
íèìà (òî÷íåå, òðåáóåò ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà), çàòî ïðèìåíèìà ôîðìóëà (2.3.3k).
Äëÿ ñëó÷àÿ s = − 1

2 ãîäÿòñÿ îáå ôîðìóëû.

2.3.5. Âñ¼ âìåñòå. Ìû ïîäãîòîâèëèñü ê òîìó, ÷òîáû ñâÿçàòü çíà÷åíèÿ ζ(s)
è ζ(1 − s) (ïîêà â êðèòè÷åñêîì èíòåðâàëå 0 < s < 1) ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ
ôóíêöèé. Ñîåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå âûøå ôîðìóëû (2.3.3c) è (2.3.3k), ïîëó÷àåì
(àáñîëþòíî íå çàïîìèíàåìóþ) ôîðìóëó

7Îíà ñâÿçûâàåò ìåæäó ñîáîé äâà íåáåðóùèõñÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëà. Ñõîäèìîñòü îáî-
èõ î÷åâèäíà, íî ïî ðàçíûì ïðè÷èíàì: â îäíîì ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ îñöèëëèðóåò, à â
äðóãîì áûñòðî óáûâàåò. Òàêèì îáðàçîì, âûõîä â êîìïëåêñíóþ îáëàñòü ñâÿçûâàåò ìåæäó ñî-
áîé ñîâñåì ðàçíûå ÿâëåíèÿ âåùåñòâåííîãî àíàëèçà; â ýëåìåíòàðíî ìàòåìàòèêå òàêîãî ðîäà
ñâÿçè åñòü ìåæäó êðóãîâûìè è ãèïåðáîëè÷åñêèìè òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè.
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ζ(s) = −2s(2π)s−1ζ(1− s)
(

sin
πs

2

)
Γ(−s). (2.3.5a)

Ê ñîæàëåíèþ, íàì ñíîâà ïðèä¼òñÿ ïðèáåãíóòü ê êðîëèêó èç øëÿïû: äîãàäà-
åìñÿ óìíîæèòü óðàâíåíèå (2.3.5b) íà π−

s
2 Γ( s2 ):

π−
s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s) = −2π−

s
2 Γ
(s

2

)
s(2π)s−1ζ(1− s)

(
sin

πs

2

)
Γ(−s), (2.3.5c)

÷òî ïîñëå ñòàíäàðòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â ïðàâîé ÷àñòè ïðèâîäèò ê

π−
s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s) = −2sπ

s
2−1Γ

(s
2

)
sζ(1− s)

(
sin

πs

2

)
Γ(−s). (2.3.5d)

Çäåñü î÷åâèäíàÿ ÷àñòü êîí÷àåòñÿ; ñîâåðøèì åù¼ îäíî ïóñòÿêîâîå ïðåîáðà-
çîâàíèå (ñëåäèòå çà ìíîæèòåëåì s è çà çíàêîì â ïðàâîé ÷àñòè):

π−
s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s) = 2sπ

s
2−1Γ

(s
2

)
ζ(1− s)

(
sin

πs

2

)
(−s)Γ(−s). (2.3.5e)

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ ñíà÷àëà ôóíêöèîíàëüíûì óðàâíåíèåì, ïðèäÿ ê

π−
s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s) = 2sπ

s
2−1Γ

(s
2

)
ζ(1− s)

(
sin

πs

2

)
Γ(1− s), (2.3.5f)

çàòåì ôîðìóëîé óäâîåíèÿ Γ(2z)
Γ(z) = 22z−1

√
π

Γ
(
z + 1

2

)
ïðè z = 1−s

2 ñ ðåçóëüòàòîì

π−
s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s) = 2sπ

s
2−1Γ

(s
2

)
ζ(1− s)

(
sin

πs

2

)
· 2−s√

π
Γ

(
1− s

2

)
Γ
(

1− s

2

)
,

èëè

π−
s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s) = π

s−3
2 ζ(1− s)

(
sin

πs

2

)
Γ

(
1− s

2

)
Γ
(

1− s

2

)
Γ
(s

2

)
. (2.3.5g)

� ñëåäèòå çà ïåðåñòàíîâêîé Γ-ìíîæèòåëåé!

Íàêîíåö, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðè z = s
2 èçâåñòíîé èç Ïðèëîæåíèÿ Á ôîðìó-

ëîé îòðàæåíèÿ Γ(z)Γ(1− z) = π
sin(πz) , ïîëó÷èì

π−
s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s) = π

s−3
2 ζ(1− s)

(
sin

πs

2

)
Γ

(
1− s

2

)
π

sin πs
2

,

èëè

π−
s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s) = π−

1−s
2 Γ

(
1− s

2

)
ζ(1− s) (2.3.5h)

Æåëàííàÿ ñèììåòðèÿ äîñòèãíóòà! Ïðè çàìåíå s↔ 1− s ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷à-
ñòè ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè.

Ìû óñòàíîâèëè ñëåäóþùèé âàæíûé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà. Ôóíêöèÿ

ξ(s) := π−
s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s) (2.3.5i)

ïðè 0 < s < 1 óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

ξ(s) = ξ(1− s) � (2.3.5j)

Ñèììåòðè÷íîñòü ãðàôèêà ôóíêöèè ξ íà êðèòè÷åñêîì èíòåðâàëå
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èëëþñòðèðóåò òåîðåìó.

Ñëåäñòâèå. Ôóíêöèÿ s 7→ ζ(s) äîïóñêàåò ìåðîìîðôíîå ïðîäîëæåíèå íà âñþ
êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü ñ åäèíñòâåííûì ïîëþñîì â s = 1.

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà. Ïðè s ∈ C ñõîäèìîñòü âñåõ ðÿäîâ è èíòåãðàëîâ,
îïðåäåë¼ííûõ ñ ïîìîùüþ âåëè÷èí âðîäå ns = nRe(s)ei lognIm(s) çàâèñèò òîëüêî
îò âåùåñòâåííîé ÷àñòè ÷èñëà s (ìíèìàÿ äîáàâëÿåò òîëüêî "ôàçó"). Ïîýòîìó
ìîæíî ñ÷èòàòü (à ïðîùå âñåãî ñîñëàòüñÿ íà ïðèíöèï àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîë-
æåíèÿ), ÷òî s 7→ ζ(s) óæå îïðåäåëåíà â ïðîêîëîòîé ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè

{s ∈ C | Re(s) > 0} \ {1}

è â êðèòè÷åñêîé ïîëîñå {s ∈ C | 0 < Re(s) < 1} óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèîíàëü-
íîìó óðàâíåíèþ (3.1.5g). Ñ ïîìîùüþ ýòîãî óðàâíåíèÿ ôóíêöèÿ ïðîäîëæàåòñÿ
íà âñþ ïðîêîëîòóþ ïëîñêîñòü. �

Ó íàñ ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü îáñóæäàòü óäèâèòåëüíûå �âåëè÷èíû� âðîäå8

1 + 2 + 3 + · · · = ζ(−1).

Ïðèëîæåíèå À. ζ(2k) ïðè k →∞ è ïðèáëèæåíèÿ π

Â ëåêöèè 1 óïîìèíàëîñü, ÷òî äîñòèæåíèÿ ñåìåéñòâà Áåðíóëëè â âû÷èñëåíèÿõ ñóììû

îáðàòíûõ êâàäðàòîâ áûëè âåñüìà ñêðîìíû � áûëà âû÷èñëåíà ïàðà çíàêîâ. Âåëèêèå

ìàòåìàòèêè ñïðàâåäëèâî æàëîâàëèñü íà ìåäëåííóþ ñõîäèìîñòü ñóììû. Â íàñòîÿ-

ùåì Ïðèëîæåíèè áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ðÿä äëÿ äçåòà-ôóíêöèè ïðè áîëüøèõ çíà÷åíè-

ÿõ àðãóìåíòà ñõîäèòñÿ, íàîáîðîò, ÷ðåçâû÷àéíî áûñòðî. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî âìåñòå ñ

óæå óïîìÿíóòûìè ðåçóëüòàòàìè Ýéëåðà ïîçâîëèò (ñðåäñòâàìè XVIII âåêà!) ïîñòðî-

èòü âåñüìà òî÷íûå ïðèáëèæåíèÿ ÷èñëà π.

8èç ïèñüìà Ðàìàíóäæàíà Õàðäè, 1913: ...the sum...1+2+3+4+ · · · = − 1
12

under my theory.

If I tell you this you will at once point out to me the lunatic asylum...
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Ï2À.0. Ñêîðîñòü ïðèáëèæåíèé ζ(s) êîíå÷íûìè ñóììàìè. Äàëåå ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ s ∈ R>1.

Ââåä¼ì äëÿ N ∈ N îáîçíà÷åíèå

ζ≤N (s) :=

N∑
n=1

1

ns
.

Â ñèëó î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà
∞∑

n=N+1

1

ns
<

∫ ∞
N

du

us
=
N1−s

s− 1

èìååò ìåñòî îöåíêà

0 < ζ(s)− ζ≤N (s) <
N1−s

s− 1

Â ÷àñòíîñòè, ïðè s = 32 îíà äà¼ò
∞∑

n=N+1

1

n32
<
N−31

31

è, íàïðèìåð, N = 10 ñëàãàåìûõ ζ≤10(32) áåñêîíå÷íîé ñóììû, îïðåäåëÿþùåé
ζ(32), äàþò ïî êðàéíåé ìåðå 30 ýòèõ ýòèõ çíàêîâ, Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî
MAPLE

ζ≤10(32) =
6995476550141845351127771677510088076348817582154253545897505707034834050947262861448039034903540964611057537

6995476548513080268116823512732921482506587672119294657023150575886070815129600000000000000000000000000000000
,

èëè

ζ≤10(32) = 1.00000000023283118336765054920015 . . . .

Ï2À.1. Ðåêóððåíöèè äëÿ ζ(2k). Âñïîìíèì ôîðìóëó Ýéëåðà (F)

sin(πx) ≡ πx
∞∏
n=1

(
1− x2

n2

)
,

èç ëåêöèè 1 è ôîðìàëüíî ïðèðàâíÿåì ëîãàðèôìè÷åêèå ïðîèçâîäíûå îáåèõ ÷à-
ñòåé:

π cot(πx) =
∑
n∈Z

1

x− n
(Ï2A.1a)

Ýòà ôîðìóëà íå ìåíåå êðàñèâà, ÷åì (F), íî åé òðóäíåå ïðèäàòü òî÷íûé
ñìûñë èç-çà áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïîëþñîâ â îáåèõ ÷àñòÿõ. Íà÷èíàÿ ñ XIX-ãî
âåêà, ðàâåíñòâà ðÿäîâ ìåðîìîðôíûõ (ïðè x ∈ C) ðÿäîâ òàêîãî ðîäà èíòåðïðå-
òèðóþòñÿ êàê ïðåäñòàâëåíèå îáåèõ ÷àñòåé íà ëþáîì êîìïàêòå â âèäå ðàâíûõ
ñóìì ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé è ðàâíîìåðíî è àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ.

Òåîðåìà. Â óêàçàííîì ñìûñëå èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

π cot(πx) =
1

x
− 2

∞∑
k=1

ζ(2k)x2k−1 (Ï2A.1b)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,

Ë×(Ï2A.1b) =(Ï2.1a)
1

x
+

∞∑
n=1

( 1

x− n
+

1

x+ n

)
=

=
1

x
+

∞∑
n=1

2x

x2 − n2
=

1

x
+ 2x

∞∑
n=1

1

x2 − n2
=

1

x
− 2x

∞∑
n=1

1

n2
· 1

1− x2

n2

=

=
1

x
− 2x

∞∑
n=1

1

n2

∑
k∈N

x2k

n2k
=

1

x
− 2x

∑
k∈N

∞∑
n=1

1

n2

x2k

n2k
=

=
1

x
− 2

∑
k∈N

∞∑
n=1

x2k+1

n2k+2
=k=k′−1

1

x
− 2

∞∑
k′=1

∞∑
n=1

x2k′−1

n2k′
=

1

x
− 2

∞∑
k′=1

ζ(2k′)x2k′−1 =

= Ï×(Ï2A.1b)�

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáîãî k ∈ N≥1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

ζ(2k) =
2

2k + 1

k−1∑
j=1

ζ(2j)ζ(2k − 2j) (Ï2A.1c)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ êîòàíãåíñà. �

Ï2À.2. Ïðèáëèæåíèå π. Îãðàíè÷èìñÿ îäíèì ïðèìåðîì. Ïîëüçóÿñü (Ï2A.1c),
âû÷èñëÿåì (ñ ïîìîùüþ Maple) ïîñëåäîâàòåëüíî

ζ(2) =
π2

6
,

ζ(4) =
π4

90
,

ζ(6) =
π6

945
,

ζ(8) =
π8

9450
,

ζ(10) =
π10

93555
,

ζ(12) =
691

638512875
π12,

ζ(14) =
2

18243225
π14,

ζ(16) =
3617

325641566250
π16,

ζ(18) =
43867

38979295480125
π18,

ζ(20) =
174611

1531329465290625
π20,

ζ(22) =
155366

13447856940643125
π22,

ζ(24) =
236364091

201919571963756521875
π24,
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ζ(26) =
1315862

11094481976030578125
π26,

ζ(28) =
6785560294

564653660170076273671875
π28,

ζ(30) =
6892673020804

5660878804669082674070015625
π30,

ζ(32) =
7709321041217

62490220571022341207266406250
π32.

π32 ≈ 8105800789910709.653155357989528221108583940555348380998

π16 ≈ 90032220.84293327956713076822791653709446029644634162450

π8 ≈ 9488.531016070574007128575503906765796697179471641082693

π4 ≈ 97.40909103400243723644033268870511124972758567268542170

π2 ≈ 9.869604401089358618834490999876151135313699407240790627

π ≈ 3.141592653589793238462643383279502884197169399375105821

Òàêèì îáðàçîì, ñîâåðøèâ îãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàöèîíàëüíûõ îïåðàöèé è
ïðîèçâåäÿ 5 èçâëå÷åíèé êâàäðàòíûõ êîðíåé (ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ðàçðàáàòûâà-
ëèñü ñ äðåâíîñòè, à ñâåðõáûñòðûé è êàê óãîäíî òî÷íûé ðåçóëüòàò äà¼ò ìåòîä
Íüþòîíà), ìîæíî ïîëó÷èòü 30 çíàêîâ π. Ýòî ãîðàçäî áîëüøå, ÷åì ÿ ïîìíþ
(è ÷åì äà¼ò ìíåìîíèêà9 How I want a drink, alcoholic of course, after the heavy
lectures involving quantum mechanics.)

Ïðèëîæåíèå Á. Ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà

Ï2Á.0. Îïðåäåëåíèå. Ãàììà-ôóíêöèÿ èçíà÷àëüíî îïðåäåëÿåòñÿ â ïîëóïëîñêî-
ñòè Re(z) > 0 êàê íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

Γ(z) :=

∫ ∞
0

xz−1e−xdx (Ï2Á.0a)

Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî â öåëÿõ óïðîùåíèÿ îïðåäåëåíèÿ ñëåäîâàëî áû çàìåíèòü
xz−1 ïîä èíòåãðàëîì íà xz. Îäíèì èç àðãóìåíòîâ â ïîëüçó îáùåïðèíÿòîé çàïèñè
ÿâëÿåòñÿ å¼ ïðåîáðàçîâàíèå ê âèäó

Γ(z) :=

∫ ∞
0

xze−x
dx

x
,

â êîòîðîì ãàììà-ôóíêöèÿ ïðåäñòà¼ò êàê ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà ôóíêöèè x 7→ e−x:

çäåñü x 7→ xz � îáùèé õàðàêòåð ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû R×>0 ïîëîæèòåëüíûõ âå-

ùåñòâåííûõ ÷èñåë, à dx
x

� èíâàðèàíòíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà íà íåé.

Èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì óñòàíàâëèâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå

Γ(z + 1) = zΓ(z); (Ï2Á.0b)

îíî ïîçâîëÿåò ìåðîìîðôíî ïðîäîëæèòü Γ íà âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü áåç
íåïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë C \ (−N). Âìåñòå ñ î÷åâèäíîé ôîðìóëîé

Γ(1) = 1 (Ï2Á.0c)

9Äëèíû ñëîâ!
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ôîðìóëà (Ï3.0b) ïîêàçûâàåò, òî Γ ýêñòðàïîëèðóåò ñäâèíóòûé ôàêòîðèàë: äëÿ
n ∈ N>0

Γ(n) = (n− 1)! (Ï2Á.0d)

Ï2Á.1. Íóëè è ïîëþñà. Èõ ëåãêî ïîëíîñòüþ îïðåäåëèòü.

Ëåììà. Γ íå îáðàùàåòñÿ â 0 íà C \ (−N).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ôîðìóëû ((Ï2Á.0b)) âèäíî, ÷òî, åñëè áû äëÿ êàêîãî-òî
a ∈ C èìåëî ìåñòî ðàâåíñòâî Γ(a) = 0, òî òàêæå ïðè ëþáîì n ∈ N âûïîëíÿëîñü
áû

Γ(a+ n) = 0.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èëî áû òîìó, ÷òî äëÿ x, y ∈ R ïðè ôèêñèðîâàííîì y ôóíêöèÿ

x 7→ Γ(x+ iy) =

∫ ∞
0

ux−1uiye−udu

ïðè áîëüøèõ x âñ¼ ñëàáåå çàâèñèò îò y; íàì äîñòàòî÷íî òîãî, ÷òî

lim
x→∞

∫ ∞
0

ux−1uiye−udu =∞.�

Ñðåäè ïîëþñîâ òîæå íåò íåî÷åâèäíûõ.

Ïðåäëîæåíèå. Ìíîæåñòâî ïîëþñîâ Γ ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì íåïîëîæè-
òåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë; âñå îíè ïðîñòû. Äëÿ ëþáîãî n ∈ N èìååò ìåñòî ðàâåí-
ñòâî

lim
z→−n

(
(z + n)Γ(z)

)
=

(−1)n

n!
(Ï2Á.1a)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èòåðèðóÿ ñîîòíîøåíèå (Ï2Á.0b) (ñî ñäâèíóòûì àðãóìåí-
òîì), ïîëó÷èì

Γ(z + 2) = (z + 1)Γ(z + 1),

Γ(z + 3) = (z + 1)(z + 2)Γ(z + 1),

Γ(z + 4) = (z + 1)(z + 2)(z + 3)Γ(z + 1),

è âîîáùå

Γ(z + n+ 1) = (z + 1)(z + 2) . . . (z + n)Γ(z + 1). (Ï2Á.1b)

Ïîëàãàÿ â ýòîì ðàâåíñòâå z = 0, âî-ïåðâûõ, êàê è â (Ï3.0c), ñíîâà óáåæäà-
åìñÿ â òîì, ÷òî

Γ(n+ 1) = n!,

à, âî-âòîðûõ, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäûäóùèìè ðàâåíñòâàìè, ÷òî

Γ(z) =
Γ(z + n+ 1)

z(z + 1)(z + 2) . . . (z + n− 1)(z + n)
,

çàòåì óìíîæèì ýòî ðàâåíñòâî íà (z + n) è ïðèä¼ì ê ôîðìóëå

(z + n)Γ(z) =
Γ(z + n+ 1)

z(z + 1)(z + 2) . . . (z + n− 1)
. (Ï2Á.1)

Â íåé óæå ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè z → −n, ïîëó÷èâ

lim
z→−n

(z + n)Γ(z) =
1

(−n)(−n+ 1)(−n+ 2) . . . (−1)
=

(−1)n

n!
.
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Èç ýòîãî æå ðàâåíñòâà ñëåäóåò, òî âñå ïîëþñà Γ â íåïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ
÷èñëàõ � ïðîñòûå.

Äðóãèõ ïîëþñîâ ó íå¼ íåò, ïîñêîëüêó ê ëþáîìó z ∈ C \ (−N) ìîæíî ïðèìå-
íèòü ñîîòíîøåíèå (Ï2Á.1) ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì n òàê, ÷òîáû àðãóìåíò ëåâîé
÷àñòè ïîïàë â ïðàâóþ ïîëóïëîñêîñòü. �

Ï2Á.2. Ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå. Èç ïðåäûäóùåãî ïîäðàçäåëà ìû
çíàåì, ÷òî 1

Γ � öåëàÿ ôóíêöèÿ ñ èçâåñòíûìè íàì íóëÿìè. Èç òåõ æå ñîîáðàæå-
íèé, êîòîðûå óïîìèíàëèñü â ëåêöèè 1 ïðè ðàçëîæåíèè ñèíóñà â áåñêîíå÷íîå
ïðîèçâåäåíèå, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî

1

Γ(z)
≡ eAz+B · z

∞∏
n=1

((
1 +

z

n

)
e−

z
n

)
(Ï2Á.2a)

ïðè íåêîòîðûõ êîíñòàíòàõ A,B ∈ C. Ïîäåëèâ ôîðìóëó (Ï2Á.2a) íà z è âîñ-
ïîëüçîâàâøèñü ÎÄÍÎÉ ÈÇ ÏÐÅÄÛÄÓÙÈÕ ÔÎÐÌÓË ïðè z = 0, ïîëó÷èì
1 = eA·0+B , òî åñòü B = 0 .

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ A ïðè z ∈ R≥1 ïðîëîãàðèôìèðóåì (Ï2Á.2a). Ïîëó÷èì

− log Γ(z) = Az + log z +

∞∑
n=1

(
log
(

1 +
z

n

)
− z

n

)
. (Ï2Á.2b)

Ïîëîæèâ â ýòîì ðàâåíñòâå z = 1, ñ ó÷¼òîì
N∑
n=1

log

(
1 +

1

n

)
= log

(
2

1
· 3

2
· 4

3
· . . . N + 1

N

)
= log(N + 1),

îáíàðóæèì, ÷òî A = γ � êîíñòàíòà Ýéëåðà-Ìàñêåðîíè.

Ìû ïîëó÷èëè ïðîèçâåäåíèå Âåéåðøòðàññà

1

Γ(z)
≡ eγz · z

∞∏
n=1

((
1 +

z

n

)
e−

z
n

)
(Ï2Á.2c)

Ï2Á.3. Ôîðìóëà îòðàæåíèÿ. Ýòî � âàæíûé ðåçóëüòàò, ïîçâîëÿþùèé, ïî-
ìèìî ïðî÷åãî, âû÷èñëÿòü ôàêòîðèàëû ïîëóöåëûõ ÷èñåë.

Òåîðåìà. Èìååò ìåñòî �ôîðìóëà îòðàæåíèÿ�, òî åñòü ðàâåíñòâî öåëîìå-
ðîìîðôíûõ ôóíêöèé

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sin(πz)
(Ï2Á.2a)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåâåðíóâ ýòó ôîðìóëó ïîëó÷èì æåëàòåëüíîå ðàâåíñòâî
öåëûõ ôóíêöèé

1

Γ(z)Γ(1− z)
?
=

sin(πz)

π
.

Ïðèìåíèâ ê ëåâîé ÷àñòè ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå â âèäå

Γ(1− z) = −zΓ(−z),



22

ïðèä¼ì ê æåëàòåëüíîé ôîðìóëå

1

Γ(z)Γ(−z)
?
= −z sin(πz)

π
.

Èç ýòîé ôîðìóëû ëåãêî ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. �

Ñëåäñòâèå.

Γ

(
1

2

)
=
√
π (Ï2Á.3x)

Äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü â ôîðìóëó îòðàæåíèÿ z = 1
2 .

Ï2Á.4. Ôîðìóëà óäâîåíèÿ. Äëÿ íàøèõ öåëåé äîñòàòî÷íî ýòîãî ÷àñòíîãî
ñëó÷àÿ ôîðìóëû óìíîæåíèÿ Ãàóññà. Å¼ åù¼ íàçûâàþò ôîðìóëû óäâîåíèÿ Ëå-
æàíäðà.

Òåîðåìà. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî öåëîìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé

Γ(2z)

Γ(z)
=

22z−1

√
π

Γ

(
z +

1

2

)
(Ï2B4a)

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ó îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà íåò íóëåé, à ìíîæå-
ñòâà ïîëþñîâ ñîâïàäàþò: ýòî � îòðèöàòåëüíûå ïîëóöåëûå ÷èñëà. Îòñþäà áåç
âñÿêèõ âû÷èñëåíèé ñëåäóåò, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Γ(2z)

Γ(z)
= U(z)Γ

(
z +

1

2

)
, (Ï2B4b)

ãäå U � íåêîòîðàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ áåç íóëåé (ýêñïîíåíòà öåëîé ôóíêöèè); îñòà-
¼òñÿ å¼ îïðåäåëèòü.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ôóíêöèîíàëüíûì óðàâíåíèåì, ïîëó÷àåì

U(z + 1)

U(z)
=(Ï3.4b)

Γ(2z+2)

Γ(z+1)Γ(z+ 3
2 )

Γ(2z)

Γ(z)Γ(z+ 1
2 )

=
Γ(2z + 2)Γ(z)Γ

(
z + 1

2

)
Γ(2z)Γ(z + 1)Γ

(
z + 3

2

) =

=
2z(2z + 1)

z
(
z + 1

2

) = 4,

îòêóäà èç ñîîáðàæåíèé î ðîñòå öåëûõ ôóíêöèé ïîëó÷àåì U(z) = C · 4z, òî åñòü

Γ(2z)

Γ(z)
= C · 22zΓ

(
z +

1

2

)
, (ÏÁ2.4c)

ãäå C ∈ C � êîíñòàíòà.
Ïîäñòàâëÿÿ â (Ï3.4c) çíà÷åíèå z = 1, ïîëó÷àåì

Γ(2)

Γ(1)
= C · 4Γ

(
3

2

)
=... 2C

√
π, îòêóäà C =

1

2
√
π
.�
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