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3.0. Îá àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè

3.0.0. Òðè âçãëÿäà íà å¼ îáúåêòû. Ïî-ïðåæíåìó ôèêñèðóåì îñíîâíîå k:
ïîëå (òåïåðü íå îáÿçàòåëüíî àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå, ÷àñòo Fp) èëè êîëüöî
(îáû÷íî Z).

Çàêðåïëÿåì áóêâó

S

çà èìåíåì ïåðåìåííîãî îáúåêòà, êîòîðûé áóäåò ïàðàìåòðèçîâàòü ðàññìàòðèâà-
åìûå íàìè äçåòà-ôóíêöèè. Íèæå îáñóäèì âûáîð. (Äðóãèå ïîïóëÿðíûå áóêâû:
X, à òàêæå C äëÿ êðèâûõ è ñíîâà S äëÿ ïîâåðõíîñòåé).

Òàêæå ôèêñèðóåì íåòðàäèöèîííîå îáîçíà÷åíèå äëÿ ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷è-
ñåë

Π := {2, 3, 5, 7, . . . }

.
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I. Ñèñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ýòî � ñàìûé êëàññè÷åñêèé (è ÷àñòî
íàâÿçûâàåìûé ïîïóëÿðíûìè èñòî÷íèêàìè) âçãëÿä. Çäåñü ñàìà ñèñòåìà �

S :

 f1 = 0
f2 = 0
. . .

,

ãäå f1, f2, · · · ∈ k[x1, . . . , xN ] èëè, ëó÷øå f1, f2, · · · ∈ k[x0 : x1 : · · · : xN ].

Ïðåäïîëàãàåòñÿ k = k è èçó÷àþòñÿ ìíîæåñòâà

{ðåøåíèÿ of S} ⊆ AN (k) èëè {ðåøåíèÿ of S} ⊆ PN (k),

ãäå AN (k) := kN è PN (k) := kN+1\{(0,...,0)}
k× . Âû äóìàåòå, ÷òî çíàåòå, ÷òî ýòî

òàêîå. Ïðè îáñóæäåíèè ñëåäóþùåãî âçãëÿäà ìû ýòî ïîíÿòèå îïðåäåëèì.

II. Ôóíêòîðû òî÷åê. Íåìíîãî îáîáùèì ïîíÿòèå ñèñòåìû óðàâíåíèé: òåïåðü
íå ïðîñòî S = {f1, f2, . . . }, à

S ⊆ k[x1, . . . , xN ] èëè S ⊆ k[x0 : x1 : · · · : xN ]

� òî åñòü íå (îáû÷íî êîíå÷íàÿ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ, à ïðîèçâîëü-
íîå èõ ìíîæåñòâî. Âñå �=0" ïîäðàçóìåâàþòñÿ.

Îñíîâíóþ ðîëü â òåîðèè ñèñòåì ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé èãðàåò íå ñòîëü-
êî ñàìî ìíîæåñòâî S, ñêîëüêî ïîðîæä¼ííûé1 èì èäåàë

〈S〉 / k[x1, . . . , xN ] èëè S / k[x0 : x1 : · · · : xN ]

� âî âòîðîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî îäíîðîäíûå èäåàëû, òî åñòü èäåà-
ëû, ïîðîæä¼ííûå îäíîðîäíûìè ìíîãî÷ëåíàìè.

Òåïåðü ìîæíî ðåàëèçîâàòü èíòóèòèâíóþ èäåþ î òîì, ÷òî
â ïîëèíîìèàëüíîå óðàâíåíèå â êà÷åñòâå çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ìîæíî ïîä-
ñòàâëÿòü ýëåìåíòû �áîëüøåãî� êîëüöà èëè ïîëÿ, ÷åì k (êîëüöî èëè ïîëå êî-
ýôôèöèåíòîâ). Íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàòü êîìïëåêñíûå ðåøåíèÿ ïîëèíîìèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

�Áîëüøåãî� íàïèñàíî â êàâû÷êàõ, ïîñêîëüêó åñòü è äðóãèå ñëó÷àè, êîãäà
ýëåìåíòû (ïåðåìåííîãî) êîëüöà èëè ïîëÿ K ìîæíî ïîäñòàâëÿòü â ïîëèíîìè-
àëüíûå óðàâíåíèÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç k. Ìíîæåñòâî òàêèõ ðåøåíèé áóäåò
îáîçíà÷àòñÿ S(K); ñêîðî îíî áóäåò îïðåäåëåíî òî÷íî.

Ïðèìåð. k = Z, N = 2,S = {x2
0 + x2

1 − 1}.
Ìíîæåñòâî S(R), êàê âû çíàåòå, íàçûâàåòñÿ îêðóæíîñòüþ. Ïîýòîìó â äàí-

íîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî S(K) � òî åñòü ìíîæåñòâî {(x, y) ∈ K × K | x2 + y2 = 1}
� ïðèíÿòî íàçûâàòü îêðóæíîñòüþ íàä (êîëüöîì èëè ïîëåì) K.

Ïîëåçíî ïîäóìàòü î ìíîæåñòâå S(C) (òîïîëîãè÷åñêè îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
äâàæäû ïðîêîëîòóþ ñôåðó). Îïðåäåëåíèå ìîùíîñòåé #S(Fp) äëÿ âñåõ p ∈ Π �
õîðîøèé òåîðåòèêî-÷èñëîâîé âîïðîñ; ðåêîìåíäóåì ÷èòàòåëþ îòâåòèòü íà íåãî.

Çàòåì ïðåäëàãàåòñÿ ïîäóìàòü î ìíèìûõ îêðóæíîñòÿõ S(R), S(C) è âû÷èñ-
ëèòü #S(Fp) äëÿ S = {x2

0 + x2
1 + 1}.

Âàæíîå îïðåäåëåíèå. k-àëãåáðîé íàçûâàåòñÿ êîëüöî K âìåñòå ñ ãîìîìîðôèç-
ìîì êîëåö k→ K.

1Èäåàë, ïîðîæä¼ííûé ïîäìíîæåñòâîì êîëüöà � ýòî �íàèìåíüøèé� èäåàë, ñîäåðæàùèé
ïîäìíîæåñòâî, èíà÷å � ïåðåñå÷åíèå âñåõ èäåàëîâ, ñîäåðæàùèõ ïîäìíîæåñòâî.



3

Â ñëó÷àå k = Z ïîíÿòèå k-àëãåáðû íå ÿâëÿåòñÿ íîâûì. Äåéñòâèòåëüíî, k-
àëãåáðà � ýòî ïðîñòî êîëüöî, ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîð-
ôèçì Z → K (íà êàòåãîðíîì ÿçûêå Z � íà÷àëüíûé îáúåêò â êàòåãîðèè êî-
ëåö). Â ñëó÷àå ïîëÿ k ïîíÿòèå k-àëãåáðû ìîæåò îêàçàòüñÿ íåïðèâû÷íûì; ýòî
� âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä k âìåñòå ñ äîñòàòî÷íî õîðîøèì êîììóòàòèíûì
óìíîæåíèåì.

Ýëåìåíòû ëþáîé k-àëãåáðû ìîæíî ïîäñòàâëÿòü â ïîëèíîìèàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç k.

Íàêîíåö äà¼ì òî÷íîå îïðåäåëåíèå:

S(K) := Mor

(
k[x1, . . . , xn]

〈S〉
,K
)

Îïðåäåëåíèå ôóíêòîðà òî÷åê äëÿ ïîíèìàþùèõ êàòåãîðíûé ÿçûê: ýòî � ôóíê-
òîð

S : k-ALG −→−→ SET : K 7→7→ S(K).

Çäåñü k-ALG � êàòåãîðèÿ k-àëãåáð, SET � êàòåãîðèÿ ìíîæåñòâ.

Â îñíîâíîì ìû áóäåì çàíèìàòüñÿ ñëó÷àåì k = Z,K = Fq. Çàáåãàåì âïåð¼ä:
äëÿ äîñòàòî÷íî õîðîøåé ñèñòåìû S ïðè ïî÷òè âñåõ p ∈ Π

Ìíîæåñòâî ÷èñåë {#S(Fpr ) | r ∈ N}

ïî÷òè îïðåäåëÿåò òîïîëîãèþ ìíîãîîáðàçèÿ S(C)}.
III. Ñõåìû (Ãðîòåíäèêà). Ñàìà áóêâà � ïåðâàÿ â ñëîâå Scheme � íàìåêàåò íà

òî, ÷òî íàøè S áóäóò ÷åì-òî âðîäå ñõåì.

Äëÿ çíàþùèõ íåñêîëüêî ïðîôåññèîíàëüíûõ òåðìèíîâ âñ¼ êîðîòêî è ÿñíî:

Ñõåìû � ýòî îêîëüöîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, ëîêàëüíî èçîìîðôíûå ñïåêòðàì
êîììóòàòèâíûõ êîëåö.

Òî æå ñàìîå ôîðìàëüíî è ñ îáîçíà÷åíèÿìè: äëÿX ∈∈ T OP ñòðóêòóðà ñõåìû
çàäà¼òñÿ ôóíêòîðîì

S : OPop
X −→−→ ANN .

Çäåñü T OP � êàòåãîðèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, OPX � ìàëàÿ êàòåãî-
ðèÿ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ñ ìîðôèçìàìè-
âëîæåíèÿìè, ANN � êàòåãîðèÿ êîììóòàòèâíûõ êîëåö ñ 1.

Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû

∀P ∈ X
[
∃U∈OPX

[
U 3 P

]
∧
[
∃A ∈ ANN [U ' spec(A)]

]]
Çäåñü äîáàâèëîñü îáîçíà÷åíèå ìíîæåñòâà OPX îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ òî-

ïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X.

***

Îñòà¼òñÿ îïðåäåëèòü ñïåêòð êîììóòàòèâíîãî êîëüöà A ∈∈ ANN .
Íåìîòèâèðîâàííî:

spec(A) := {ïðîñòûå p / A}
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Ïîêà ýòî ôóíêòîð:

spec : ANN op −→−→ SET ,
Òî åñòü êàæäîìó êîëüöó ñîïîñòàâëåíî ìíîæåñòâî, è ýòî ñîïîñòàâëåíèå óâà-

æàåò ìîðôèçìû. Òî÷íåå: ãîìîìîðôèçìó êîëåö

f : A −→ B

ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìîðôèçì (îòîáðàæåíèå) ìíîæåñòâ

spec(B) −→ spec(A) : q 7→ f−1◦(q)

Íà ñïåêòðàõ íàäî ââåñòè òîïîëîãèþ Çàðèñêîãî.

Ãðîòåíäèê: ËÞÁÎÅ (ÊÎÌÌÓÒÀÒÈÂÍÎÅ) ÊÎËÜÖÎ � ÊÎËÜÖÎ "ÔÓÍÊ-
ÖÈÉ". Íà ÷¼ì? Íà ñîáñòâåííîì ñïåêòðå. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïðèìåðû.

• Ìîäåëü Ãåëüôàíäà-Íàéìàðêà: A = C(X), ãäå X) � êîìïàêò.
Çäåñü ïîëåçíî ââåñòè ìàêñèìàëüíûé ñïåêòð êîëüöà2

specm(A) := {ìàêñèìàëüíûå p / A}

è îêàæåòñÿ, ÷òî specm(A) ≈ X � ìàêñèìàëüíûå èäåàëû ñîñòîÿò èç ôóíêöèé,
îáðàùàþùèõñÿ â 0 â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå. ÏÐÎÄÓÌÀÉÒÅ ÑËÓ×ÀÉ ÎÒ-
ÐÅÇÊÀ X ⊂ R.
• A = C[z], spec(A) = C

∐
{0}. Ñíîâà ýëåìåíòû êîëüöà åñòåñòâåííî èíòåð-

ïðåòèðóþòñÿ êàê ôóíêöèè íà ñïåêòðå � åñëè ïðîèãíîðèðîâàòü 0. Íà ñïåêòðå,
ïîìèìî êëàññè÷åñêîé òîïîëîãèè, ââîäèòñÿ òîïîëîãèÿ Çàðèñêîãî, â êîòîðîé çà-
ìêíóòî ëèøü âñ¼ ìíîæåñòâà è åãî êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà. Ýòî � ñàìàÿ ãðóáàÿ
òîïîëîãèÿ, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé âñå ìíîãî÷ëåíû íåïðåðûâíû.
• A = Z. Äëÿ êàæäîé �òî÷êè� p ∈ spec(A) ñòðîèòñÿ ïîëå ÷àñòíûõ3

ff

(
A

p

)
=: kp,

íàçûâàåìîå ïîëåì âû÷åòîâ �òî÷êè� p ∈ spec(A).
Íåñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ a ∈ A

′′a(p)′′ :=
a mod p

1
∈ kp

ïîçâîëÿåò èíòåðïðåòèðîâàòü a êàê �ôóíêöèþ�, ó êîòîðîé, ïðàâäà, ïîëå, â êî-
òîðîì ëåæàò å¼ çíà÷åíèÿ, ó êàæäîé òî÷êè ñâî¼. Ýòî, îäíàêî, íå ìåøàåò ðàñ-
ñìîòðåòü ìíîæåñòâî íóëåé ôóíêöèè

zer(a) := {p ∈ spec(A) |′′ a(p)′′ = 0},
çàìåòèâ, ÷òî

zer(a) = {p ∈ spec(A) | a ∈ p}.
Íà spec(A) ââîäèòñÿ ñàìàÿ ãðóáàÿ òîïîëîãèÿ, â êîòîðîé âñå ýòè �ìíîæåñòâà
íóëåé� çàìêíóòû.

2Ñîïîñòàâëåíèå A 99K specm(A) èíòóèòèâíî ïðîùå, ÷åì A → spec(A), íî íå ôóíêòîðè-
àëüíî. Ñð. Z→ Q.

3Îò ñëîâ fraction field.
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ÏÎÏÛÒÀÉÒÅÑÜ ÈÇÎÁÐÀÇÈÒÜ ÃÐÀÔÈÊ �ÔÓÍÊÖÈÈ� 12 ÍÀ spec(Z).

3.0.1. Ìíîãîîáðàçèÿ íàä Fp . Àâòîìîðôèçì Ôðîáåíèóñà äëÿ ëþáîãî p ∈ Π
è ðàñøèðåíèÿ Fpr ⊃ Fp èìååò âèä

Frob : Fpr −→ Fpr : x→ xp.

Ôàêò. ∀r ∈ Ṅ,
Fpr = Fix(Frobp

r◦ : Fp)

Òî æå ñâîéñòâî èìååò ìåñòî äëÿ ìíîãîîáðàçèé. Ñì. íèæå.

3.1. Äçåòà-ôóíêöèÿ ñõåìû.

Íàøà öåëü � ðàñïðîñòðàíèòü îïðåäåëåíèå äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà

ζ = ζspec(Z)

íà äçåòà-ôóíêöèè ïðîèçâîëüíûõ ñõåì. Ýòî íàìåðåíèå åñòåñòâåííî ïðîäîëæàåò
äåéñòâèÿ â ëåêöèè 1, êîãäà ìû ââåëè äçåòà-ôóíêöèè êîììóòàòèâíûõ êîëåö, òî
åñòü àôôèííûõ ñõåì.

3.1.0. Ýéëåðîâî ïðîèçâåäåíèå ðèìàíîâîé ζ. Íàì �èçâåñòíî� äâà îïðå-
äåëåíèÿ ðèìàíîâîé äçåòû:

ζ(s) :=

∞∑
n=1

1

ns
=
∏
p∈P

1

1− p−s
.

Ìû ïåðåïèøåì èõ â âèäå ñóììû ïî âñåì èäåàëàì êîëüöà Z

ζ(s) :=
∑
a/Z

1(
#Z

a

)s (3.1.0a)

è â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïî ïðîñòûì èäåàëàì ýòîãî êîëüöà

ζ(s) :=
∏

p∈spec(Z)

1

1−
(

#Z
p

)−s . (3.1.0b)

Îòìåòèì, ÷òî ìû íå çàáûëè èñêëþ÷èòü èäåàëû a = {0} è p = {0} èç ñóììû
(3.1.0a) è ïðîèçâåäåíèÿ (3.1.0b), à ïîëüçóåìñÿ ââåä¼ííûì â ëåêöèè 1 ñîãëàøå-
íèåì

(#Z)−s := 0, (3.1.0c)

ïñèõîëîãè÷åñêè ñîâìåñòèìûì ñ òðàêòîâêîé çíà÷åíèé ζ(s) ïðè s → ∞ èëè æå
Re(s)→∞.

3.1.1. Ñëó÷àé îáùåé àôôèííîé ñõåìû. Îïðåäåëåíèå (3.1.0a), î÷åâèä-
íûì îáðàçîì ðàñïðîñòðàíÿåìîå íà àôôèííûå ñõåìû4, âðÿä ëè ìîæåò áûòü
àâòîìàòè÷åñêè ðàñïðîñòðàíåíî íà ïðîèçâîëüíûå (õîòÿ, ïðèëîæèâ íåêîòîðûå
óñèëèÿ, ìîæíî áûëî áû ðàñïðîñòðàíèòü åãî íà ïðîåêòèâíûå ñïåêòðû ãðàäóè-
ðîâàííûõ êîëåö, ñì. [Ìàíèí2012]).

4ýòî îáñóæäàëîñü â ëåêöèè 1
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Íàîáîðîò, îïðåäåëåíèå (3.1.0b) áûñòðî ïðèâåä¼ò íàñ ê öåëè. Çàïèøåì åãî
÷óòü-÷óòü èíà÷å:

ζ(s) :=
∏
p∈Π

1

1− (#Fp)
−s (3.1.0b′)

� ìû ñíîâà âåðíóëèñü îò ïðîñòûõ èäåàëîâ ê ïðîñòûì ÷èñëàì, ÷òîáû èñïîëüçî-
âàòü ñòàíäàðòíûå èìåíà êîíå÷íûõ ïîëåé, âõîäÿùèõ â îïðåäåëåíèå.

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê êàòåãîðèè ñõåì SCH. Äëÿ îáúåêòà S ∈∈ SCH ââåä¼ì (íå
ïîëíîñòüþ ñòàíäàðòíîå) îáîçíà÷åíèå

S =: (|S|,OS),

ãäå |S| � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (ïîäëîæêà ñõåìû), à OS � ñòðóêòóðíûé
ïó÷îê. Äëÿ �òî÷êè� p ∈| S | âîñïîëüçóåìñÿ áîëåå ñòàíäàðòíûìè îáîçíà÷åíèÿìè:
ïîëüçóÿñü ïðîèçâîëüíîé îêðåñòíîñòüþ

U ' spec(A) 3 P,
îïðåäåëèì ëîêàëüíîå êîëüöî òî÷êè ñ ïîìîùüþ ëîêàëèçàöèè

Op := (A \ p)−1A

è åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé èäåàë â í¼ì

(A \ p)−1p =: mp /Op.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü èçîìîðôèçì

kp :=
Op

mp

äëÿ ëîêàëüíîãî êîëüöà òî÷êè, ìàêñèìàëüíîãî èäåàëà ýòîãî êîëüöà è ïîëÿ âû÷å-
òîâ òî÷êè. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ïåðåïèñûâàåì îïðåäåëåíèå ðèìàíîâîé äçåòû
â ïîñëåäíèé ðàç:

ζ(s) :=
∏

p∈spec(Z)

1

1− (#kp)
−s , (3.1.0b′′)

è â òàêîì âèäå îïðåäåëåíèå óæå àâòîìàòè÷åñêè ðàñïðîñòðàíÿåì íà ïðîèçâîëü-
íóþ ñõåìó S ∈ SCH,

ζS(s) :=
∏

P∈|S|

(
1− 1

(#kP )s

)−1

(3.1.0c)

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèìâîëè÷åñêóþ çàïèñü äî-
âîëüíî ñëîæíîãî îáúåêòà � ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ïî
ìíîæåñòâó àïðèîðè ïðîèçâîëüíîé ìîùíîñòè. Áîëåå òî÷íî ýòî ïðîèçâåäåíèå ñëåäîâàëî áû

îïðåäåëèòü êàê ïðåäåë ïî êîíå÷íûì ïîäìíîæåñòâàì â ñìûñëå (áåãëî óïîìÿíóòîé âûøå) íåêëàññè÷åñêîé

òîïîëîãèè íà êîëüöå Dir(C). Ìû íå âäà¼ìñÿ â ýòè òîíêîñòè, ïîñêîëüêó â èíòåðåñóþùèõ íàñ ïðåæäå âñåãî

ñëó÷àÿõ (êîãäà S � ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå íàä êîíå÷íûì ïîëåì) âñ¼ ñõîäèòñÿ5.

Åù¼ ðàç ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (3.1.0c) âêëàä âíîñÿò

5Â îáùåì æå ñëó÷àå, êàê îòìå÷àëîñü â ëåêöèè 1, äàæå äëÿ àôôèííûõ ñõåì ïðîèçâåäåíèå

ìîæåò íå ñõîäèòüñÿ íèãäå.
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òîëüêî òî÷êè ñõåìû ñ êîíå÷íûì ïîëåì âû÷åòîâ. Çà ñ÷¼ò ýòîãî ñîãëàøåíèå íàøå
îïðåäåëåíèå êîìïàêòíåå îáû÷íî ïðèíÿòûõ â ëèòåðàòóðå.

Ðåêîìåíäóåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó 3.4.

Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ëåêöèè ìû â îñíîâíîì áóäåì çàíèìàòüñÿ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè #S(Fq) Áóäåò

äîñòàòî÷íî äîâîëüíî ïîâåðõíîñòíîãî âëàäåíèÿ òåîðèåé ñõåì � ìîæíî âíèêíóòü â îïðåäåëåíèÿ è ïåðâî-

íà÷àëüíûå îáúÿñíåíèÿ èç [Ìàíèí2012] èëè [Øàôàðåâè÷2007]. Äëÿ áîëåå ãëóáîêîãî îñâîåíèÿ ïîíÿòèé

ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü, íàïðèìåð, [Vakil2017].

Ìû â îñíîâíîì áóäåì ðàáîòàòü ñî ñ÷¼òíûìè ìíîæåñòâàìè S(Fp), ñîäåðæàùèìè ñ÷¼òíûå ñåìåéñòâà êîíå÷íûõ

ïîäìíîæåñòâ {S(Fpr ) | r = 1, 2, . . .

3.2. Îáîáù¼ííîå ýéëåðîâî ïðîèçâåäåíèå

3.2.0. Ôîðìàëüíûå ðÿäû Äèðèõëå. Ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé ìû
ñëåäóåì [Kahn2018] è ââîäèì àëãåáðó ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ Äèðèõëå

Dir(k)

íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì k (ðåàëüíî áóäåò ôèãóðèðîâàòü òîëüêî k = C).

Àëãåáðà Dir(k) ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûì àíàëîãîì àëãåáðû ôîðìàëü-
íûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ k[[x]]. Îáå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÷àñòíûå ñëó÷àè ïîíÿòèÿ
ïîëóãðóïïîâîé àëãåáðû k〈N〉, êîòîðóþ ìû ñåé÷àñ îïðåäåëèì.

Äëÿ ðàçãîíà âäóìàåìñÿ â àëãåáðó ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ

k[[x]] = {a0 + a1x+ a2x
2 + . . . }.

Íàì ïðèä¼òñÿ ïðèçíàòü, ÷òî ïðèâû÷íàÿ áóêâà x íå èìååò íè ìàëåéøåãî
àëãåáðàè÷åñêîãî ñìûñëà. Îòîæäåñòâèì ïðèâû÷íóþ çàïèñü ôîðìàëüíîãî ðÿäà
ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ åãî êîýôôèöèåíòîâ

a0 + a1x+ a2x
2 + . . . ←→ (a0, a1, . . . ) (3.2.0a)

Òîãäà ñëîæåíèå â àëãåáðå k[[x]] îïðåäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííî,

(a0, a1, . . . ) + (b0, b1, . . . ) := (a0 + b0, a1 + b1, . . . ) (3.2.0b)

à óìíîæåíèå � íå î÷åíü: â ñîîòâåòñòâèè ñ �î÷åâèäíîé� ôîðìóëîé

(a0+a1x+a2x
2+. . . )·(b0+b1x+b2x

2+. . . ) := a0b0+(a0b1+a1b0)x+(a0b2+a1b1+a2b0)x2+. . .

ïðèõîäèòñÿ îïðåäåëèòü

(a0, a1, a2, . . . )·(b0, b1, b2, . . . ) := (a0b0, a0b1+a1b0, a0b2+a1b1+a2b0, . . . ). (3.2.0c)

Ïîñëå ïåðåõîäà ê îäíîáóêâåííûì îáîçíà÷åíèÿì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

(n 7→ cn)←→ c ∈ kN

óìíîæåíèå (3.2.1c) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

a ∗ b : n 7→
∑

i+j=n

aibj (3.2.0d)
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è íàçûâàåòñÿ ñâ¼ðòêîé (ñì., íàïðèìåð, [HirWid1955]).

Â òàêîé ôîðìå îïåðàöèÿ ñâ¼ðòêè îáîáùàåòñÿ íà ëþáóþ êîììóòàòèâíóþ
ïîëóãðóïïó6 (N,�), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ, êîòîðîå ìû ââåä¼ì ñ ïîìîùüþ
ôóíêöèè ðàçëîæåíèÿ

decomp : N −→ Sub(N× N) : n 7→ {(i, j) ∈ N× N | i� j = n}.
Óñëîâèå êîíå÷íîé ðàçëîæèìîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî

∀n ∈ N
[
#decomp(n) <∞

]
(ëþáîé ýëåìåíò ïîëóãðóïïû ïðåäñòàâèì êàê ðåçóëüòàò îïåðàöèè íàä íå áî-
ëåå ÷åì êîíå÷íûì ÷èñëîì ïàð). Ïîëóãðóïïû, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó óñëîâèþ,
áóäåì íàçûâàòü êîíå÷íî-ðàçëîæèìûìè.

Äëÿ ëþáîé êîíå÷íî-ðàçëîæèìîé ïîëóãðóïïû (N,�) íà àääèòèâíîé ãðóïïå
(k+)

N îïðåäåëåíî óìíîæåíèå-ñâ¼ðòêà

∗� : kN × kN −→ kN

òîé æå ôîðìóëîé

(a ∗� b) : n 7→
∑

i�j=n

aibj (3.2.0e)

Â çàäà÷å 3.1. ïðåäëàãàåòñÿ óñòàíîâèòü ñâîéñòâà ââåä¼ííîé îïåðàöèè. Ïî-
ëó÷àåìûå òàêèì îáðàçîì êîììóòàòèâíûå k-àëãåáðû èãðàþò â òåîðèÿõ äçåòà-
ôóíêöèé âàæíóþ ðîëü.

Äàëåå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèåì

Ṅ := N \ {0}

Î÷åâèäíî, àääèòèâíàÿ ïîëóãðóïïà (N,+) è ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ïîëóãðóï-
ïà (Ṅ,×) ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íî-ðàçëîæèìûìè, è, ñëåäîâàòåëüíî, â îáîèõ ñëó÷àÿõ
îïðåäåëåíû ñîîòâåòñòâóþùèå k-àëãåáðû Àääèòèâíóþ èç íèõ ìû óæå èäåíòè-
ôèöèðîâàëè:

(kN,+, ∗+) ∼= k[[x]].

Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ è áûëà öåëüþ íàøèõ ðàññìîòðåíèé:

Dir(k) := (kṄ,+, ∗×) (3.2.0f)

×òîáû ïðèäàòü ñìûñë ïîëó÷èâøåìóñÿ óìíîæåíèþ íà ìíîæåñòâå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé kṄ, íàäî ñîâåðøèòü äåéñòâèå, àíàëîãè÷íîå (3.2.0a): ñîïîñòàâèòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �êîýôôèöèåíòîâ� ôîðìàëüíûé ðÿä Äèðèõëå

(c1, c2, c3, . . . )←→
c1
1s

+
c2
2s

+
c3
3s

+ . . .

Íàäî ñðàçó îòìåòèòü, ÷òî áóêâà s èìååò íå áîëüøå ñìûñëà, ÷åì áóêâà x ïðè
îïðåäåëåíèè ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ. Ñâ¼ðòêà ∗×, îäíàêî, ñòàíîâèòñÿ
èíòóèòèâíî ïðèåìëåìîé:

6ìû íåíàäîëãî ïðèáåãàåì ê ýêçîòè÷åñêîìó îáîçíà÷åíèþ ïîëóãðóïïîâîé îïåðàöèè, ïî-
ñêîëüêó áîëåå òðàäèöèîííûå ñåé÷àñ çàíÿòû
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(
a1

1s
+

a2

2s
+

a3

3s
+

a4

4s
+ . . .

)(
b1

1s
+

b2

2s
+

b3

3s
+

b4

4s
+ . . .

)
=

=
a1b1

1s
+

a1b2 + a2b1

2s
+

a1b3 + a3b1

2s
+

a1b4 + a2b2 + a4b1

4s
+ . . .

***

Â àëãåáðàõ ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ Äèðèõëå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâà âèäà ñõîäèìî-
ñòè.

Ïåðâûé èìååò ñìûñë ïðè ïðîèçâîëüíîì ïîëå k � õîòü è áûëî îáåùàíî îãðà-
íè÷èòüñÿ êëàññè÷åñêèì ñëó÷àåì k = C, íåñêîëüêî ñëîâ îá ýòîé íåêëàññè÷åñêîé
ñõîäèìîñòè ñêàæåì. Íà àëãåáðå Dir(k) ââîäèòñÿ òîïîëîãèÿ � ñëàáåéøàÿ èç òåõ,
â êîòîðûõ êîíå÷íûå ðÿäû Äèðèõëå âñþäó ïëîòíû.

Ïðèìåð. Â ýòîé òîïîëîãèè äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà ïîëóãðóïï

λ : (Ṅ,×) −→ (k,×)

èìååò ìåñòî ýéëåðîâî ïðîèçâåäåíèå7

∞∑
n=1

λ(n)

ns
=
∏
p∈P

1

1− λ(p)p−s
(3.2.0g)

Çäåñü ëåâàÿ ÷àñòü ïîíèìàåòñÿ êàê îáû÷íûé ýëåìåíò àëãåáðû Dir(k), à ïðàâàÿ
� êàê ïðåäåë êîíå÷íûõ ïðîèçâåäåíèé âî ââåä¼ííîé òîïîëîãèè; â çàäà÷àõ 3.2 è
3.3 ïðåäëàãàåòñÿ âîññòàíîâèòü äåòàëè.

Âòîðîé âèä ñõîäèìîñòè îòíîñèòñÿ ê êëàññè÷åñêîìó ñëó÷àþ k = C. Êàê è â
ñëó÷àå ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ, âûðàæåíèå

∑∞
n=1

an

ns ìîæåò îïðåäåëÿòü
íàñòîÿùóþ ôóíêöèþ, è âñòàþò âîïðîñû îá îáû÷íûõ ïðåäåëàõ (an ∈ C)

lim
N→∞

N∑
n=1

an
ns

(3.2.0h)

ïðè âñåâîçìîæíûõ s ∈ C. Ìû çíàåì, ÷òî ïðè an ≡ 1 ñõîäèìîñòü èìååò ìåñòî
íà ïîëóïëîñêîñòè {s ∈ C | Re(s) > 1}. Ýòîò ðåçóëüòàò îáîáùàåòñÿ: îáëàñòü
ñõîäèìîñòè ëþáîãî ðÿäà (7.0.1g) � ïîëóïëîñêîñòü {s ∈ C | Re(s) > ρ} ïðè
ïîäõîäÿùåì ρ ∈ (R

∐
{±∞}).

Ñì. [Ñåðð1972]. Ìû íå âäà¼ìñÿ â äåòàëè, ïîñêîëüêó â èíòåðåñóþùèõ íàñ
ñëó÷àÿõ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ áóäåò ñëåäîâàòü èç î÷åíü ïðîñòûõ ñîîáðàæåíèé.

3.2.1. Ðàçëîæåíèå ïî ïðîñòûì. Â ïîëíîé îáùíîñòè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ñåìåéñòâà ñõåì Si, ïàðàìåòðèçîâàííîãî èíäåêñàìè i ∈ I èç ïðîèçâîëüíîãî
ìíîæåñòâà, ôîðìóëà ãëàñèò

ζ∐
i∈I Si

=
∏
i∈I

ζSi
, (3.2.1a)

7îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîðôèçìû èìåííî â ïîëóãðóïïó (k,×),
à íå â ìîíîèä (k̇,×): ôóíêöèÿ λ âïîëíå ìîæåò ïðèíèìàòü íóëåâûå çíà÷åíèÿ.
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ñì. [Kahn2018]. Ìû, îäíàêî, áóäåì ðàáîòàòü ëèøü ñ ïðîñòåéøåé âåðñèåé ýòîé
ôîðìóëû. À èìåííî, äëÿ �àáñîëþòíîé� ñõåìû S âñïîìíèì î ìîðôèçìå, êîòîðûé
ÍÈÊÀÊ ÍÅ ÎÁÎÇÍÀ×ÀÅÒÑß â ñèëó ñâîåé åäèíñòâåííîñòè:

S −→ spec(Z). (3.2.1b)

Ê ýòîìó ìîðôèçìó äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî p ∈ Π ïðèìûêàåò (òîæå íèêàê íå
îáîçíà÷àåìûé) ìîðôèçì

spec(Fp) −→ spec(Z). (3.2.1c)p

Ìîðôèçìû (3.2.1b) è (3.2.1c)p ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü ðàññëî¼ííûå ïðîèçâå-
äåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ìû ïîçâîëèì ñåáå èñïîëüçîâàòü êðàòêèå îáîçíà÷åíèÿ

Sp := S×spec(Z) spec(Fp). (3.2.1d)p

(Âûøå áûëî ïðèíÿòî äðóãîå îáîçíà÷åíèå òîãî æå ñàìîãî îáúåêòà, à èìåííî
Sp = S(Fp), íî ýòî íå äîëæíî íàñ ñìóùàòü). Òåïåðü ñõåìà S ðàñïàäàåòñÿ â
íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå

S =
∐
p∈P

Sp, (3.2.1e)

è ôîðìóëà (3.2.1a) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â áîëåå ðåàëèñòè÷åñêîì âèäå

ζS(s) =
∏
p∈P

ζSp
(s) (3.2.1f)

Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ëåêöèè ìû â îñíîâíîì áóäåì çàíèìàòüñÿ îòäåëüíûìè
ñîìíîæèòåëÿìè ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3.2.1f).

3.2.3. Ôîðìóëà Øìèäòà8. Äàëåå îò ïðîèçâîëüíûõ ñõåì S ìû ïåðåõîäèì
ê ïðîåêòèâíûì ìíîãîîáðàçèÿì: äëÿ p ∈ Π ðàññìàòðèâàåì

V ⊂ PN (Fp).

Ýòî � ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì, è ê
íåìó ïðèìåíèìû âñå êîíñòðóêöèè è ðåçóëüòàòû �îáû÷íîé� àëãåáðàè÷åñêîé ãåî-
ìåòðèè. Îäíàêî îíî çàäà¼òñÿ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíå-
íèé, è âñå ýòè êîýôôèöèåíòû ëåæàò â íåêîòîðîì êîíå÷íîì ðàñøèðåíèè

Fq ⊇ Fp,

8Ñîãëàñíî [Kahn2018], äëÿ êðèâûõ ôîðìóëà áûëà âïåðâûå ïîëó÷åíà â [Schmidt1931].
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è ïðèíÿòî íàèâíî ãîâîðèòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå V îïðåäåëåíî íàä Fq. Ìû, îä-
íàêî, íå áóäåì ïðèíèìàòü ýòî îïðåäåëåíèå çà îêîí÷àòåëüíîå, ïîñêîëüêó íåæå-
ëàòåëüíî ââîäèòü ôóíäàìåíòàëüíûå ïîíÿòèÿ àðèôìåòè÷åñêîé ãåîìåòðèè íà
îñíîâå òàêèõ ñëó÷àéíî âûáèðàåìûõ îáúåêòîâ, êàê êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèé,
îïðåäåëÿþùèõ ìíîãîîáðàçèå � ãëàâíûé âêëàä íàèâíîãî îïðåäåëåíèÿ çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êàæäîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå íàä Fp îïðåäåëåíî íàä
êàêèì-òî êîíå÷íûì ïîëåì.

Çäåñü ìû çàáûâàåì î ïðîñòîì ÷èñëå p, ââîäèì ïåðåîáîçíà÷åíèå

Fp = Fq

è ñëåãêà ðàçãðóæàåì îáîçíà÷åíèå äëÿ àâòîìîðôèçìà Ôðîáåíèóñà

Frob : PN (Fq) −→ PN (Fq) : (x0 : · · · : xN ) 7→ (xq0 : · · · : xqN )

Äî êîíöà ýòîé ëåêöèè ñòðóêòóðà V êàê àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ íå
áóäåò èãðàòü íèêàêîé ðîëè (â ÷àñòíîñòè, íå áóäåò ôèãóðèðîâàòü ïó÷îê OV).
Âìåñòî ýòîãî V áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê Frob-èíâàðèàíòíîå ïîäìíîæåñòâî
ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà Fp; èíà÷å ãîâîðÿ, ìû áóäåì èçó÷àòü äèíàìè÷åñêóþ
ñèñòåìó

Frob : V −→ V.

Ïåðåõîä ê äçåòà-ôóíêöèÿì òðåáóåò åù¼ îäíîãî, ïîñëåäíåãî óòî÷íåíèÿ. Â
ôîðìóëå (3.1.0), íà îñíîâå êîòîðîé ìû ââåëè îáùåå ïîíÿòèå äçåòà-ôóíêöèè,
ôèãóðèðóåò ïîðÿäîê ïîëÿ âû÷åòîâ #kP . Ýòî � óäîáíîå ïîíÿòèå â êîíòåêñòå
îáùåé òåîðèè ñõåì, íî ïðè ïåðåõîäå ê ãåîìåòðèè íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíó-
òûì ïîëåì îíî òåðÿåò ñìûñë � ïîëÿ âû÷åòîâ ñòàíîâÿòñÿ áåñêîíå÷íûìè.

Ìû âûéäåì èç ýòîãî çàòðóäíåíèÿ ïðîñòåéøèì ñïîñîáîì, îáúÿâèâ äëÿ êàæ-
äîãî P ∈ V

#kP := q#
(
〈Frob〉·P

)
(3.2.3a)

Ëåììà. Äëÿ ëþáîãî n ∈ N>0 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

#V(Fqn) =
∑
d|n

∑
P∈V:

#
(
〈Frob〉·P

)
=d

d (3.2.3b)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçëîæåíèå ïî îðáèòàì Ôðî-
áåíèóñà êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà V(Fqn). Ó÷òåíû âêëþ÷åíèÿ Fqd ⊆ Fqn ïðè âñåõ
d|n.�
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Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî ïðîåêòèâíîãî ìíîãîîáðàçèÿ V ⊆ PN (Fq) èìååò ìå-
ñòî ðàâåíñòâî

ζV(s) = exp

∞∑
n=1

#V(Fqn)
q−ns

n
(3.2.3c)

Äîêàçàòåëüñòâî. Öåïî÷êà òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé:

log LHS(7.1.1c) = log ζV(s) =(7.0.2d),(7.1.1a)

= −
∑
P∈V

log

(
1− 1

q−#
(
〈Frob〉·P

)
·s

)
=ðàçëàãàåì ëîãàðèôì â ðÿä

∑
P∈V

∞∑
m=1

q−#
(
〈Frob〉·P

)
ms

m
=

=
∞∑

m=1

∞∑
d=1

∑
P∈V:

#
(
〈Frob〉·P

)
=d

q−dms

m
=
∞∑

m=1

∞∑
d=1

∑
P∈V:

#
(
〈Frob〉·P

)
=d

d · q
−dms

dm
=dm=:n

=

∞∑
n=1

∑
d|n

∑
P∈V:

#
(
〈Frob〉·P

)
=d

d · q
−ns

n
=(7.1.1b)

∞∑
n=1

#V(Fqn)
q−ns

n
= log RHS(7.1.1c)�

3.2.4. Ãëàâíîå ïåðåîáîçíà÷åíèå

t := q−s (3.2.4a)

Ââîäèòñÿ
ZV(t) := ζV(− logq t). (3.2.4a)

Åñëè ôóíêöèè s 7→ ζV(s) � ñ àíàëèòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ íå âïîëíå òðàäè-
öèîííûå îáúåêò, òî ãîðàçäî ïîíÿòíåå

ZV(t) =(7.1.1c),(7.1.1e) exp

∞∑
n=1

#V(Fqn)
tn

n
=

= 1 +

(
#V(Fq)t+ #V(Fq2)

t2

2
+ . . .

)
+

(
#V(Fq)t+ #V(Fq2) t2

2 + . . .
)2

2!
+ . . . ,

îòêóäà âèäíî, ÷òî
ZV ∈ Q[[t]].

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì V ýòîò ðÿä èìååò ïîëîæèòåëüíûé ðà-
äèóñ ñõîäèìîñòè. Áîëåå òîãî, áóäåò ñôîðìóëèðîâàíà îäíà èç ãèïîòåç Âåéëÿ,
ñîãëàñíî êîòîðîé

ZV ∈ Q(t).

Ïðèâåä¼ííàÿ âûøå ôîðìóëà áóäåò íàøåé îñíîâíîé:

ZV(t) = exp

∞∑
n=1

#V(Fqn)
tn

n
(3.2.4b)
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3.3. Ïðèìåðû

3.3.0. Ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà PN . Êàê íåòðóäíî ïîíÿòü,

#PN (Fqn) = 1 + qn + q2n + · · ·+ qNn. (3.3.0a)

Ïîýòîìó

ZPN
(t) =(7.1.1f) exp

∞∑
n=1

#PN (Fqn)
tn

n
=(7.2.0a) exp

∞∑
n=1

N∑
i=0

qni
tn

n
=

= exp

N∑
i=0

∞∑
n=1

(qit)n

n
=

N∏
i=0

exp

∞∑
n=1

(qit)n

n
=

N∏
i=0

exp log
1

1− qit
=

1

(1− t)(1− qt) . . . (1− qN t)
.

Èòàê,

ZPN
(t) =

1

(1− t)(1− qt) . . . (1− qN t)
(3.3.0b)

Â îñòàëüíûõ ïðèìåðàõ ðàçìåðíîñòè áóäóò îãðàíè÷åíû.

3.2.1. Ãðàññìàíèàí Gr
(

4
2

)
. Êàê ìû çíàåì èç ìîèõ äóáíèíñêèõ ëåêöèé "Êîãäà

1=0�,

#Gr

(
4

2

)
(Fq) = (1 + q + q2)(1 + q2) = 1 + q + 2q2 + q3 + q4,

îòêóäà

#Gr

(
4

2

)
(Fqn) = 1 + qn + 2q2n + q3n + q4n. (3.2.1a)

Ïîýòîìó

ZGr(4
2)

(t) =(7.1.1f) exp

∞∑
n=1

#Gr

(
4

2

)
(Fqn)

tn

n
=(3.2.1a)

= exp

∞∑
n=1

(
1 + qn + 2q2n + q3n + q4n

) tn
n

=

= exp

∞∑
n=1

tn

n
· exp

∞∑
n=1

qn
tn

n
· exp

∞∑
n=1

2q2n t
n

n
· exp

∞∑
n=1

q3n t
n

n
· exp

∞∑
n=1

q4n t
n

n
=

= exp

∞∑
n=1

tn

n
· exp

∞∑
n=1

(qt)n

n
·

(
exp

∞∑
n=1

(q2t)n

n

)2

· exp

∞∑
n=1

(q3t)n

n
· exp

∞∑
n=1

(q4t)n

n
=

=
1

(1− t)(1− qt)
(
1− q2t

)2
(1− q3t)(1− q4t)

.

Òàêèì îáðàçîì,

ZGr(4
2)

(t) =
1

(1− t)(1− qt)
(
1− q2t

)2
(1− q3t)(1− q4t)

=
1

1− q2t
Z(P4) (3.2.1b)

Ôîðìóëà íàïîìèíàåò î ðàöèîíàëüíîñòè ãðàññìàíèàíîâ.
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3.2.2. Ðàöèîíàëüíûå ïîâåðõíîñòè. Äçåòà-ôóíêöèþ ïðîåêòèâíîé ïëîñ-
êîñòè ìû çíàåì: ñîãëàñíî (3.2.0b),

ZP2
(t) =

1

(1− t)(1− qt)(1− q2t)
(3.2.2a)

Êâàäðèêà â P3 èçîìîðôíà ïðîèçâåäåíèþ äâóõ ïðÿìûõ. Ïîñêîëüêó

#
(
P1(Fqn)×P1(Fqn)

)
= (1 + qn)2, (3.2.2b)

èìååì

ZP1×P1
(t) =(7.1.1f) exp

∞∑
n=1

(1 + qn)2 t
n

n
= exp

∞∑
n=1

(1 + 2qn + q2n)
tn

n
=

=
1

(1− t)(1− qt)2(1− q2t)
.

Òàêèì îáðàçîì,

ZP1×P1
(t) =

1

(1− t)(1− qt)2(1− q2t)
(3.2.2c)

Ðàçäóòèå òî÷êè íà àëãåáðàè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè � ôóíäàìåíòàëüíàÿ îïåðàöèÿ
áèðàöèîíàëüíîé ãåîìåòðèè. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîäñ÷¼òà òî÷åê íàä êîíå÷íûì ïî-
ëåì, îíà âåñüìà ïðîñòà: ðàçäóâàåìàÿ îäíà òî÷êà çàìåíÿåòñÿ íà ïðîåêòèâíóþ
ïðÿìóþ.

Áèðàöèîíàëüíûå âçàèìîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïëîñêîñòüþ è êâàäðèêîé õîðî-
øî èçâåñòíû (ñì. [Øàôàðåâè÷2007]). Êâàäðèêà ïîëó÷èòñÿ, åñëè ðàçäóòü äâå
òî÷êè A,B ∈ P2 è íà ïîëó÷åííîé ïîâåðõíîñòè

σ :
̂̂
P2 −→ P2

ñòÿíóòü ïðîîáðàç ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç A è B.

Ïðîâåðèòü ôîðìóëó (3.2.2c) ñ ïîìîùüþ îïèñàííîé ïðîöåäóðû ïðåäëàãàåòñÿ
â çàäà÷å 3.5.

Ïîðàáîòàòü ñ äçåòà-ôóíêöèÿìè êóáè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé ïðåäëàãàåòñÿ â çà-
äà÷àõ 3.6 è 3.7*.
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