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1.1. Ïðîâåðüòå, ÷òî ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîììóòàòèâíûì ïîëó-
êîëüöîì îáðàçóåò êîììóòàòèâíîå ïîëóêîëüöî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ïî-
êîìïîíåíòíîãî ñëîæåíèÿ è ñâ¼ðòêè. Ðàñïðîñòðàíèòå ýòîò ðåçóëüòàò íà
êîììóòàòèâíûå êîëüöà.
1.2. (à) Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâ X,Y, Z ïîñòðîéòå áèåêöèè

ZX×Y ∼=
(
ZX
)Y

è (Y × Z)X ∼= Y X × ZX .
(á)* Ïðèäóìàéòå îïðåäåëåíèå ñóììû ìíîæåñòâ X + Y , ïîñòðîéòå áè-
åêöèþ

ZX+Y ∼= ZX × ZY

è äîêàæèòå äëÿ êîíå÷íûõ X,Y ðàâåíñòâî #
(
Y X
)
= #Y #X .

1.3. (à) Äëÿ ëþáîãî ïîëÿ k è ëþáîãî ìíîæåñòâà X ââåäèòå ñ ïîìîùüþ
ïîýëåìåíòíûõ îïåðàöèé ñòðóêòóðó êîëüöà íà ìíîæåñòâå kX .
(á) Ïðîâåðüòå, ÷òî îïðåäåë¼ííîå â ëåêöèè îòîáðàæåíèå func ÿâëÿåòñÿ
ãîìîìîðôèçìîì êîëåö.
1.4. Âû÷èñëèòå (æåëàòåëüíî, ïîëüçóÿñü äîñòóïíûìè êîìïüþòåðíûìè
ñðåäñòâàìè) äëÿ êîíå÷íûõ ïîëåé k ∈ {F2,F3,F4,F5,F7,F8,F9,F11, . . . }
ïðîèçâåäåíèå ∏

α∈k
(x− α) ∈ k[x].

Ñôîðìóëèðóéòå ãèïîòåçó, äîêàæèòå å¼ è ñäåëàéòå âûâîäû.
1.5. Ïðîâåðüòå, ÷òî ìíîæåñòâî ÷èñåë Q + Q

√
2 := {x + y

√
2 | x, y ∈ Q}

îáðàçóåò ïîäïîëå ïîëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R.
1.6. Ïðîâåðüòå, ÷òî ìíîæåñòâî R + Ri := {x + yi | x, y ∈ Q} ñ ïîêîìïî-
íåíòíûì ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì ïî ôîðìóëå

(x1 + y1i)(x2 + y2i) := x1x2 − y1y2 + (x1y2 + x2y1)i

îáðàçóåò ïîëå. Ýòî è åñòü ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C.
1.7. Ïóñòü x2 + px+ q � íåïðèâîäèìûé êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí ñ êîýôôè-
öèåíòàìè èç ïîëÿ k. Ïîñòðîéòå ðàñøèðåíèå ïîëÿ k, âêëþ÷àþùåå â ñåáÿ
êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè êîíñòðóêöèè äâóõ ïðåäûäóùèõ çàäà÷, â êîòîðûõ
ôèãóðèðîâàëè ìíîãî÷ëåíû x2 − 2 è x2 + 1.
1.8. Âñÿêîå ëè ïîëîæèòåëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå ñóììû àëèêâîòíûõ äðîáåé?
1.9. (Êâàòåðíèîíû). Ââåä¼ì â ïðîñòðàíñòâå H := R+Ri +Rj +Rk àññî-
öèàòèâíîå óìíîæåíèå, îïðåäåë¼ííîå ïðàâèëàìè

i2 = j2 = k2 = −1;
ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j.

Ïðîâåðüòå, ÷òîH � òåëî (ïðè ïðîâåðêå íàëè÷èÿ îáðàòíîãî ïî óìíîæåíèþ

âîñïîëüçóéòåñü íîðìîé ||t+xi+yj+zk|| =
√
t2 + x2 + y2 + z2 ñî ñâîéñòâîì

||q1q2|| ≡ ||q1||||q2||). Èññëåäóéòå óðàâíåíèå q2 = −1.
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