çìáœá I

ïðòåäåìåîéå é ðòïóôåêûéå óœïêóôœá ïâïâýåîîùè æõîëãéê

§ 1. ïÓÎÏŒÎÙÅ É ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ

1. œŒÏÄÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ. õÖÅ ÄÁŒÎÏ Œ ÆÉÚÉËÅ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÀÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ Œ ÒÁÍËÁÈ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ.

ðÒÏÓÔÅÊÛÅÊ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎËÃÉÑ ‹(x − − x_0): ÏÎÁ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÆÉÚÉËÏŒ, ĂÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ŒÓÀÄÕ, ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ x_0, Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÒÁŒÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ É ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ, ÒÁŒÎÙÍ ÅÄÉÎÉÃÅĄ. éÚÌÉÛÎÅ ÕËÁÚÙŒÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÅÓÏŒÍÅÓÔÉÍÙ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ É ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ.

îÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÐÒÏÂÏŒÁÔØ ÐÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÏŒÁÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÑŒÉÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÅÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ.

ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÍÙ ÚÁÍÅÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ (É ÄÒÕÇÉÅ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎË- ÃÉÉ) ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÜÔÁÐÁÈ; Œ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏÍ ÏÔŒÅÔÅ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÌÉ ŒÏŒÓÅ ÏÔÓÕÔÓÔŒÕÀÔ ÉÌÉ ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÔ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ Ó ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÏÒÏÛÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÅÔ ÐÒÑÍÏÊ ÎÅÏÂÈÏÄÉ- ÍÏÓÔÉ ÏÔŒÅÞÁÔØ ÎÁ ŒÏÐÒÏÓ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÁÍÁ ÐÏ ÓÅÂÅ: ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÔŒÅÔÉÔØ ÎÁ ŒÏÐÒÏÓ, ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ É ĂÈÏÒÏÛÅÊĄ ÆÕÎËÃÉÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÏÔŒÅÞÁÔØ ÎÁ ŒÏÐÒÏÓ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎËÃÉÑ, ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÏÒÏÛÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x)

ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ +∞∫ −∞ ‹(x − x_0)’(x)dx = ’(x_0):

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÙ ÓŒÑÚÙŒÁÅÍ Ó ËÁÖÄÏÊ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉ- ÅÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÔÁŒÉÔ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÜÔÏÊ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ É ËÁÖÄÏÊ ĂÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÏÒÏÛÅÊĄ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ ‹(x − x_0) ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÔÁŒÉÔÓÑ Œ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ËÁÖÄÏÊ ĂÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÏÒÏÛÅÊĄ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x), ÅÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ’(x_0).

îÏ ÅÓÌÉ ÔÁË, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ É ÎÅ ÚÁÄÕÍÙŒÁÔØÓÑ ÂÏÌØÛÅ ÎÁÄ ÓÍÙÓÌÏÍ ÐÏÎÑÔÉÑ ĂÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑĄ: ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ ĂÓÉÎ- ÇÕÌÑÒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀĄ Ó ÔÅÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ËÏÎËÒÅÔÎÏ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ, ÜÔÏ É ÂÕÄÅÔ ŒÐÏÌÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ (ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ ÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÁÎ É ÔÏÔ ËÌÁÓÓ ĂÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÏÒÏÛÉÈĄ ÆÕÎËÃÉÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎ ÜÔÏÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ).

ïÂÙËÎÏŒÅÎÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÔÁËÖÅ ÕËÌÁ- ÄÙŒÁÀÔÓÑ Œ ÜÔÕ ÓÈÅÍÕ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÍÙ ÕÍÅÅÍ ÏÔŒÅÔÉÔØ ÎÁ ŒÏÐÒÏÓ, ÞÅÍÕ ÒÁŒÅÎ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ f(x) ÎÁ ĂÈÏÒÏÛÕÀ ÆÕÎËÃÉÀĄ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÏÂ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ ËÁË Ï ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁÈ ÏÈŒÁÔÙŒÁÅÔ ËÁË ĂÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅĄ, ÔÁË É ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÔÏÞÎÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.

2. ïÓÎÏŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÎÕÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÔÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÎÁÚÙŒÁÌÉ ÕÓÌÏŒÎÏ ĂÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÏÒÏÛÉÍÉĄ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÕÄÕÔ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÛÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÜÔÏÊ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ K ŒÓÅÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ’(x)^{1)}, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ŒÓÅÈ ÐÏÒÑÄËÏŒ É ÆÉÎÉÔÎÁ, Ô.Å. ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ŒÎÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ (ÓŒÏÅÊ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ ’(x)).

üÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÏÓÎÏŒÎÙÍÉ, Á ŒÓÀ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ K ÎÁÚÏŒÅÍ ÏÓÎÏŒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

ïÓÎÏŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ É ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÓÎÏŒÁ ÂÕÄÕÔ ÐÏÌÕÞÁÔØÓÑ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ K ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

äÁÌÅÅ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ’_1(x), ’_2(x), ::: , ’ (x), ::: ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ

1)ëÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, x = {x_1; x_2; : : : ; x_n} ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÏÞËÕ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R_n. þÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉ ÐÅÒŒÏÍ ÞÔÅÎÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ ÔÏÞËÕ x ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ.

3] § 1. ïóîïœîùå é ïâïâýåîîùå æõîëãéé 13

K, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ŒÎÅ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ É ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ (Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ) ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

ðÒÉÍÅÒÏÍ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÊÓÑ Œ ÎÕÌØ ÐÒÉ r ≡ |x| = √∑ x^2_i ⩾ a, ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÆÕÎËÃÉÑ

’(x; a) = e^{− a} 2 a2 −r2 ÐÒÉ r ¡ a,

0 ÐÒÉ r ⩾ a. (1)

ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ ’_˚ (x) =^1_˚ ’(x; a) (˚ = 1; 2; : : :) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ ’_˚ (x) =^1_˚ ’

(_x ˚ ; a ) (˚ = 1; 2; : : :)

ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ŒÍÅÓÔÅ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ, ÎÏ ÎÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÅÔ ÏÂÝÅÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ŒÎÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÕÌØ.

óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ (ÓÍ. ÄÏÂÁŒÌÅ- ÎÉÅ 1 Ë ÜÔÏÊ ÇÌÁŒÅ, Ð. 1), ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ËÁË ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÕÀ Ë ÎÅÊ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ’(x), Ô.Å. ÔÁËÕÀ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ x É ÚÁÄÁÎÎÏÍ ” ¿ 0

|f(x) − ’(x)| ¡ ”:

3. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. íÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÚÁÄÁÎ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K, ÅÓÌÉ ÕËÁÚÁÎÏ ÐÒÁŒÉÌÏ, Œ ÓÉÌÕ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ó ËÁÖÄÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ’(x) ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (f;’), É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ:

Á) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ¸_1, ¸_2 É ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÏÓÎÏŒ- ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ’_1(x), ’_2(x) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (f;¸_1’_1 + ¸_2’_2) = = ¸_1(f;’_1) + ¸_2(f;’_2) (ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f);

Â) ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ’_1, ’_2, ::: , ’ , ::: ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉ- ÓÅÌ (f;’_1), (f;’_2), ::: , (f;’ ), ::: ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ (ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f).

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f(x). ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÉÎ- ÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ Œ ËÁÖÄÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R_n (ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÂÕÄÅÍ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÍÉ). ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ËÁÖÄÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) ÐÏÓÔÁŒÉÔØ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÞÉÓÌÏ

(f;’) = ∫ R_n

f(x)’(x)dx; (1)

ÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÓÏŒÅÒÛÁÅÔÓÑ ÐÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ŒÎÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÑ ’(x) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ

ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f ÕÓÌÏŒÉÑ Á) É Â) ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ; Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ Â) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎ- ÔÅÇÒÁÌÁ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Œ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ.

æÕÎËÃÉÏÎÁÌ ŒÉÄÁ (1) ÅÓÔØ ŒÅÓØÍÁ ÞÁÓÔÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ K. ìÅÇËÏ ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ÉÎÏÇÏ ÔÉÐÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÔÁŒÉÔ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ ÔÏÞËÅ x_0 = 0, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÌÉÎÅÅÎ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ. îÏ ÌÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ Œ ŒÉÄÅ (1) ÎÉ ÐÒÉ ËÁËÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x).

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) É ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ∫ Rn f(x)’(x)dx = ’(0):

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x; a), ÒÁŒÎÏÊ

e^{− a} 2 a2−r2 ÐÒÉ r ¡ a É ÎÕÌÀ ÐÒÉ r ⩾ a, ∫ Rn f(x)’(x; a)dx = ’(0; a) = e^{−1}: (2)

îÏ ÐÒÉ a → 0 ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÌÅŒÁ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ (2).

õËÁÚÁÎÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎËÃÉÅÊ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÕÓÔÁÎÏŒÉŒÛÅÊÓÑ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÅÊ (ÈÏÔÑ É ÎÅ ÔÏÞÎÏÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÓÌÏŒÁ) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ‹(x); ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

(‹(x);’(x)) = ’(0):

þÁÓÔÏ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ĂÓÄŒÉÎÕÔÁÑĄ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎËÃÉÑ | ÆÕÎËÃÉÏ- ÎÁÌ ‹(x − x_0), ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ

(‹(x − x_0);’(x)) = ’(x_0):

ïÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÁÚÙŒÁÔØ ËÁÖÄÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ŒÉÄÁ (1), ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ- ŒÁÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ, ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎËÃÉÀ) | ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍÉ.

òÅÇÕÌÑÒÎÕÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÕÀ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌe^{1)}

(f;’) = C ∫ ’(x)dx = ∫ C’(x)dx;

1)õÓÌÏŒÉÍÓÑ ÐÒÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÉ ÐÏ ŒÓÅÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÚÎÁÞÏË R_n Õ ÚÎÁËÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÐÕÓËÁÔØ.

4] § 1. ïóîïœîùå é ïâïâýåîîùå æõîëãéé 15

ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ C. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÅÄÉÎÉ- ÃÁ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(1;’) = ∫ ’(x)dx:

íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ (ÓÍ. ŒÙÐ. 2, ÇÌ. II, § 1, Ð. 5), ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ÎÁ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ f_1(x) É f_2(x) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ (Ô.Å. ÉÍÅÀÝÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ) ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÀ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÏÂÙÞÎÙÈ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÞÁÓÔØ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ ŒÓÅÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

ðÏ ÜÔÏÊ ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÅ ÉÎÏÇÄÁ ÕÄÏÂÎÏ É ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÏÈÒÁÎÉÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ f(x), ËÁË ÄÌÑ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ, ÈÏÔÑ ÔÅÐÅÒØ ÕÖÅ ÎÅÌØÚÑ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÏÔÄÅÌØ- ÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ (ÔÁË ÞÔÏ ÚÁÐÉÓØ f(x_0) ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ŒÏÏÂ- ÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌÁ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ŒÍÅÓÔÏ (f;’) ÍÙ ÉÎÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ ∫ f(x)’(x)dx, ÈÏÔÑ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÏÂÙÞÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÔÁËÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÎÅ ÉÍÅÅÔ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÓÍÙÓÌÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÙ ÂÕ- ÄÅÍ ÉÎÏÇÄÁ ŒÍÅÓÔÏ (‹(x);’(x)) ÐÉÓÁÔØ ∫ ‹(x)’(x)dx. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ∫ ‹(x)’(x)dx = ’(0).

óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ K^′.

4. ìÏËÁÌØÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. íÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Œ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ. îÅÌØÚÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ĂÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ Œ ÔÏÞ- ËÅ x_0Ą. îÏ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÀ ĂÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ Œ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ x_0Ą ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÄÁÔØ ÕÖÅ ŒÐÏÌÎÅ ÞÅÔËÉÊ ÓÍÙÓÌ: ÉÍÅÎÎÏ, ÏÎÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x), ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (f;’) = 0.

ôÁË, ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f, ÏÔŒÅÞÁÀÝÁÑ ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x), ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ x_0, ÅÓÌÉ Œ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ (ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ) ÓÁÍÁ ÆÕÎËÃÉÑ f(x). óÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ‹(x − x_1) ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x_0 ≠ x_1.

õÓÌÏŒÉÍÓÑ ÔÁËÖÅ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ Œ ÏÔËÒÙÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ G, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ.

íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ (ÓÍ. ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ 1), ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÒÁŒÎÁÑ ÎÕÌÀ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ, É Œ ÃÅÌÏÍ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, Ô.Å.

ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x)

(f;’) = 0:

åÓÌÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ÎÉ Œ ËÁËÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x_0, ÔÏ x_0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f. ôÁË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÔÏÞËÁ x_0 = 0 | ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f(x) = x^2 (ÈÏÔÑ Œ ÎÅÊ ÓÁÍÁ ÆÕÎËÃÉÑ x^2 ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ!). ëÏÎÅÞÎÏ, ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÏÓÉ x ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÄÌÑ f(x) = x^2. óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f. îÏÓÉÔÅÌØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÊ ÏÂÙÞÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ (ÉÌÉ ËÕÓÏÞÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÏÊ) ÆÕÎËÃÉÉ f(x), ÅÓÔØ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ f(x) ≠ 0. îÏÓÉÔÅÌØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ‹(x − x_0) ÅÓÔØ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ x_0. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ F .

îÁÚŒÁÎÉÅ ĂÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉĄ ÏÐÒÁŒÄÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÏÍ (ËÏÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ Œ Ð. 3 ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÑ 1): ÅÓÌÉ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ’(x) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÏÓÉÔÅÌÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f, ÔÏ (f;’) = 0. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’ ŒÎÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÏÓÉÔÅÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÅ ŒÌÉÑÅÔ ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ (f;’); ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÀ Ë ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’ ÄÒÕÇÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ , ÒÁŒÎÏÊ ÎÕÌÀ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÏÓÉÔÅÌÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f, ÐÏÜÔÏÍÕ (f; ) = 0 É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, (f;’ + ) = (f;’).

ôÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÌÏËÁÌØÎÏÍÕ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ ÄŒÕÈ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÏÂÏÂ- ÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f É g ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Œ ÏÔËÒÙÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ G, ÅÓÌÉ ÒÁÚÎÏÓÔØ f − g Œ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f É g ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ, ÔÏ ÏÎÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ É Œ ÃÅÌÏÍ, Ô.Å. (f;’) = (g;’) ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ’; ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÓŒÏÉÍ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÄÁÖÅ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÏ ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÅÅ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ (ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ 1, Ð. 3).

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ G, ÅÓÌÉ Œ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÎÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÙÞÎÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎËÃÉÑ ‹(x − x_0) ŒÎÅ ÔÏÞËÉ x_0 ŒÓÀÄÕ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ (É ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ).

ïÄÎÁ ÉÚ ŒÁÖÎÙÈ ÐÒÏÂÌÅÍ ÔÅÏÒÉÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ: ÄÁÎÁ (ÏÂÙÞÎÁÑ) ÆÕÎËÃÉÑ f(x), ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ^1_x ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÏÂÏÂ- ÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÁÑ Ó f(x) ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÌÏËÁÌØÎÏÊ

5] § 1. ïóîïœîùå é ïâïâýåîîùå æõîëãéé 17

ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ f(x)? íÏÖÎÏ ÌÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ f(x) → f ÕÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÂÙÞÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÉÖÅ É ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÌÉÓØ ÂÙ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ? ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÏÔŒÅÔ ÎÁ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ŒÏÐÒÏÓÙ ŒÅÓØÍÁ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎ: ÏÎ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ŒËÌÀÞÅÎÉÀ Œ ÓÈÅÍÕ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÂÙÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÅÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ.

ïÔŒÅÔÙ ÎÁ ÜÔÉ ŒÏÐÒÏÓÙ ÉÍÅÀÔÓÑ ÐÏËÁ ÌÉÛØ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ. óÍ. ÄÁÌÅÅ Ð. 7 § 1, Á ÔÁËÖÅ § 3.

5. ïÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ É ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÄŒÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f É g; ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÉÈ ÓÕÍÍÕ f + g ËÁË ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(f + g;’) = (f;’) + (g;’):

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÐÏ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÆÕÎËÃÉÏ- ÎÁÌ f + g ÓÎÏŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ f É g | ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÑÍ f(x) É g(x), ÔÏ f + g ÅÓÔØ ÔÁËÖÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x)+g(x). üÔÏ ÐÏÄÔŒÅÒÖÄÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÐÒÉÎÑÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÕÍÍÙ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÞÉÓÌÏ ¸ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(¸f;’) = ¸(f;’) = (f;¸’):

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ É ÜÔÏÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÌÉÎÅÅÎ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ. äÌÑ ÒÅÇÕ- ÌÑÒÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x), ŒŒÅÄÅÎÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÎÁ ÞÉÓÌÏ ¸.

ðÏ-ŒÉÄÉÍÏÍÕ, ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓËÏÌØËÏ-ÎÉÂÕÄØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎ- ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. îÏ ŒÐÏÌ- ÎÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ f ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ a(x). úÁÍÅÔÉÍ ŒÎÁÞÁ- ÌÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ a(x) ÎÁ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ’(x) ÅÓÔØ ÓÎÏŒÁ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (x) = a(x)’(x); ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ’ (x) ÓÔÒÅÍÉÔ- ÓÑ Ë ÎÕÌÀ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ a(x)’ (x) ÔÁËÖÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÄÁÎÁ ÌÀÂÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f; ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ af ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(af;’) = (f;a’):

æÕÎËÃÉÏÎÁÌ af, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÌÉÎÅÅÎ. ïÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ: ÅÓÌÉ ’ (x) → 0, ÔÏ, ËÁË ÂÙÌÏ ÕËÁÚÁÎÏ, ÔÁËÖÅ É a(x)’ (x) → 0, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

(af;’ ) = (f;a’ ) → 0:

äÌÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉ- ÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x), ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ a(x) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ a(x). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

(af;’) = (f;a’) = ∫ f(x)[a(x)’(x)]dx = ∫ [a(x)f(x)]’(x)dx;

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.

6. óÄŒÉÇÉ, ÐÏŒÏÒÏÔÙ É ÄÒÕÇÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ÏÂÌÁ- ÓÔÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÒÉ h > 0 ÆÕÎËÃÉÑ f(x − h) ÎÁ ÏÓÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÁÎÁÌÉÚÅ ÓÄŒÉÇÏÍ ŒÐÒÁŒÏ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÎÁ ŒÅÌÉÞÉÎÕ h. ïÂÒÁÔÉÍ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÚÄÅÓØ Ó ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ, ÅÓÔØ ÓÄŒÉÇ ŒÌÅŒÏ ÎÁ ŒÅÌÉÞÉÎÕ h | ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÏÐÅÒÁÃÉÉ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÎÏÊ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ.

íÙ ÍÏÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÜÔÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÆÕÎËÃÉÉ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÕÓÔØ u ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R_n É u^{−1} ÅÓÔØ ÏÂÒÁÔ- ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ u Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ f(x) ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

uf(x) = f(u^{−1}x): (1)

ïÐÅÒÁÃÉÀ u ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ É ÎÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. úÁÍÅÔÉÍ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÞÔÏ ŒÍÅÓÔÅ ÓÏ ŒÓÑËÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ’(x) ÆÕÎË- ÃÉÑ ’(ux) ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÓÎÏŒÎÏÊ. äÁÌÅÅ, ŒÙÑÓÎÉÍ, ËÁËÏÍÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ Œ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁÈ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (1). óÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ f(x) ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ, É ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Ë ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x), ÎÁÈÏÄÉÍ:

(uf(x);’(x)) = (f(u^{−1}x);’(x)) = ∫ f(u^{−1}x)’(x)dx:

œ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ ÓÄÅÌÁÅÍ ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ u^{−1}x = y, Ô.Å. x = uy, dx = |u|dy, ÇÄÅ |u| ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ u. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ:

(uf;’) = |u| ∫ f(y)’(uy)dy = |u|(f(x);’(ux)):

6] § 1. ïóîïœîùå é ïâïâýåîîùå æõîëãéé 19

üÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÐÅÒÁÃÉÉ u, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÕÖÅ ËÏ ŒÓÅÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ: uf ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(uf;’) = |u|(f;’(ux)): (2)

æÕÎËÃÉÏÎÁÌ uf ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ f(u^{−1}x) (ËÁË ÄÌÑ ÏÂÙÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ), ÞÔÏ ÞÁÓÔÏ ÄÅÌÁÅÔ ÆÏÒÍÕÌÙ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÚÒÁÞÎÙÍÉ. œ ÓÉÌÕ ÎÁÛÅÇÏ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÑ Ï ÓÉÍŒÏÌÉËÅ (ÓÍ. ËÏÎÅÃ Ð. 3) ÍÙ ÔÏÇÄÁ ŒÍÅÓÔÏ (2) ÍÏÖÅÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ: ∫ f(u^{−1}x)’(x)dx = |u| ∫ f(x)’(ux)dx; (2’)

ÇÄÅ f | ÌÀÂÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.

ïÓÏÂÅÎÎÏ ÐÒÏÓÔÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙÈ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ (|u| = 1), Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ:

(f(u^{−1}x);’(x)) ≡ (uf;’) = (f;’(ux)): (3)

ðÒÉÍÅÒÙ ÏÐÅÒÁÃÉÊ:

1. óÄŒÉÇ ÎÁ ŒÅËÔÏÒ h: ux = x + h. óÄŒÉÇ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ŒÅËÔÏÒ h ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(uf;’) = (f;’(ux)) = (f;’(x + h)):

íÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ÔÁËÖÅ Œ ŒÉÄÅ

(f(x − h);’) = (f;’(x + h)); ÉÌÉ ∫ f(x − h)’(x)dx = ∫ f(x)’(x + h)dx

(f | ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ).

2. ïÔÒÁÖÅÎÉÅ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ: ux = −x. ïÔÒÁÖÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(f(−x);’(x)) ≡ (uf;’) = (f;’(−x)); ÉÌÉ ∫ f(−x)’(x)dx = ∫ f(x)’(−x)dx:

3. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÏÄÏÂÉÑ: ux = ¸x. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÏÄÏÂÉÑ ÏÂÏÂ- ÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(f(u^{−1}x);’(x)) ≡ (uf;’) = ¸^n(f(x);’(¸x)):

ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ u, ÅÓÌÉ uf = f.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (Ô.Å. ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÊ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÀ (f;’(−x)) = (f;’)); ÅÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÎÏÊ. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÓÅÈ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ. ðÒÉÍÅÒÁ- ÍÉ ÔÁËÏŒÙÈ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÑÍ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÍ ÔÏÌØËÏ ÏÔ r = √∑ x^2_j , Á ÔÁËÖÅ ‹-ÆÕÎËÃÉÑ.

æÕÎËÃÉÀ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÕÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄŒÉÇÁ ÎÁ ŒÅËÔÏÒ h, ÂÕÄÅÍ ÎÁ- ÚÙŒÁÔØ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ h. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÓÅÈ ÓÄŒÉÇÏŒ, ÅÓÔØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ (ÓÍ. § 2, Ð. 6).

ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f(x), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ

f(¸x) = ¸^–f(x) (4)

ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ¸ > 0, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ –. õÓÌÏŒÉÅ (4) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÏ ÔÁËÖÅ Œ ŒÉÄÅ

¸^{−n} ( f(x);’ ( x ¸ )) = ¸^–(f(x);’(x));

ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ, ( f(x);’ ( x ¸ )) = ¸^{–+n}(f(x);’(x)):

ôÁË, ‹(x_1;::: ;x_n) ÅÓÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ −n. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÏÂÙÞÎÙÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ (ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅ) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ É ËÁË ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅÐÅÎØÀ. ðÏÄÒÏÂÎÅÅ ÏÂ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÄÁÌÅÅ Œ § 4 É ÚÁÔÅÍ Œ ÇÌ. III.

7. ðÒÏÂÌÅÍÁ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ. ðÕÓÔØ f(x) | ÆÕÎËÃÉÑ, ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ŒÓÀÄÕ, ËÒÏÍÅ ÔÏÞËÉ x_0, Á Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÍÅÀÝÁÑ ÎÅÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÕÀ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, f(x)=^1_x ÎÁ ÏÓÉ). ôÏÇÄÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ f(x)’(x)dx; (1)

7] § 1. ïóîïœîùå é ïâïâýåîîùå æõîëãéé 21

ÇÄÅ ’(x) | ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. îÏ ÏÎ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ’(x) ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x_0. ðÏÓÔÁŒÉÍ ŒÏÐÒÏÓ, ÎÅÌØÚÑ ÌÉ ÄÏÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, Ô.Å. ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f ∈ K^′, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x), ÒÁŒÎÙÅ ÎÕÌÀ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x_0, ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (1). œÓÑËÉÊ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÅÊ ÒÁÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (1) (ÉÌÉ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x)).

ôÁË, ÄÌÑ f(x) =^1_x ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ

(f;’) = −a∫ −∞ ’(x) x dx + b∫ −a ’(x) − ’(0) x dx + +∞∫ b ’(x) x dx (2)

Ó ÌÀÂÙÍÉ a, b > 0.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ É Œ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÏÊ ÆÏÒÍÅ: ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ- ÃÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ f(x) ŒÓÀÄÕ ŒÎÅ ÔÏÞËÉ x_0 (ÓÍ. Ð. 4).

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ ’(x), ÒÁŒÎÙÈ ÎÕÌÀ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x_0, ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ (1), ÔÏ f ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ f(x) Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x_1 ≠ x_0, Á ÉÍÅÎÎÏ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ x_0 ÎÉ ŒÎÕÔÒÉ, ÎÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ f(x) ŒÓÀÄÕ ŒÎÅ ÔÏÞËÉ x_0, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÒÁŒÎÏÊ ÎÕÌÀ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x_0, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (1) É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, f ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÀ ÆÕÎËÃÉÉ f(x).

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÝÉÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ- ÓÔÉ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ. äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ x_0 = 0.

1^∘: åÓÌÉ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ m > 0 ÆÕÎËÃÉÑ f(x) · r^m ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉ- ÒÕÅÍÁ, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (1) ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÀ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÀ f ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(f;’) = ∫ f(x) { ’(x) − − [ ’(0) +

@’(0) @x_1 x_1 + ::: +

@^m’(0) @x^m_n x^m_n m! ] „(1 − r) } dx (3)

(ÉÚ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) ŒÙÞÉÔÁÅÔÓÑ ÓÔÏÌØËÏ ÞÌÅÎÏŒ ÅÅ ÒÑÄÁ ôÅÊÌÏÒÁ, ÞÔÏÂÙ ÏÓÔÁÔÏË ÉÍÅÌ ÐÏÒÑÄÏË ŒÙÛÅ r^m). æÕÎËÃÉÑ „(1 − r) ÒÁŒÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ ÐÒÉ r < 1 É ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ÐÒÉ r > 1.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (3) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ ’(x) É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ ’(x) ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (3) ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ

(f;’) = ∫ f(x)’(x)dx;

ÔÁË ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f ŒÎÅ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÆÕÎËÃÉ- ÅÊ f(x).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ.

2^∘: åÓÌÉ f_0 | ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ ÉÎÔÅÇÒÁ- ÌÁ (1), ÔÏ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ f ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÅÍ Ë f_0 ÌÀÂÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÇÏ Œ ÔÏÞËÅ x_0 = 0.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ f_0 | ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ, Á g | ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÊ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ’(x), ÒÁŒÎÙÈ ÎÕÌÀ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x_0 = 0,

(f_0 + g;’) = (f_0;’) + (g;’) = (f_0;’);

ÔÁË ÞÔÏ É f_0 + g ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÅÊ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ f_0 É f_1 | ÄŒÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ, ÔÏ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÖÅ ’(x)

(f_1 − f_0;’) = (f_1;’) − (f_0;’) = 0;

Ô.Å. ÒÁÚÎÏÓÔØ f_1 − f_0 ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ Œ ÔÏÞËÅ x_0 = 0.

îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÓÌÕÞÁÅ f(x) =^1_x ÒÁÚÎÏÓÔØ ÄŒÕÈ ÌÀÂÙÈ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (2), ËÁË ÌÅÇËÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÓÁÍÏÊ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÏ C‹(x), ÇÄÅ C | ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ.

œÏÐÒÏÓÏÍ Ï ŒÙÂÏÒÅ ÓÒÅÄÉ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÊ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÅÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ ÍÙ ÚÁÊÍÅÍÓÑ ÐÏÚÄÎÅÅ, Œ § 3.

3^∘: åÓÌÉ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÔÅÌÅÓÎÏÍ ÕÇÌÅ Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÆÕÎË- ÃÉÑ f(x) ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÏÃÅÎËÕ f(x) ⩾ F (r); (4)

ÇÄÅ F (r) ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÐÒÉ r → 0 ÂÙÓÔÒÅÅ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ^1_r , ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (1) ÎÅ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ.

äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÔÅÌÅÓÎÙÊ ÕÇÏÌ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÂÌÁÓÔØ H = (x_1 ¿ 0; : : : ; x_n ¿ 0). œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÏŒÏÄÉÔÓÑ ÁÎÁ- ÌÏÇÉÞÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ’(x), ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÕÀ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÕÀÓÑ Œ ÎÕÌØ ÐÒÉ |x| ⩾ 1 É ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ, ÒÁŒÎÙÍ 1. ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ, ”_˚ ¿ 0 | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ, ÓÔÒÅÍÑÝÉÈÓÑ Ë 0 ÂÙÓÔÒÅÅ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ^1_˚ .

æÕÎËÃÉÑ _˚ (x), ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÉ ”_˚ ’(˚x) ÓÍÅÝÅÎÉÅÍ ŒÄÏÌØ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ x_1 = : : : = x_n ÎÁ ÏÔÒÅÚÏË √ n ˚ , ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ŒÎÅ ÏÂÌÁÓÔÉ H É ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ ˚ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ŒÎÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÍÁÌÙÍ ÛÁÒÏÍ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. äÁÌÅÅ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ _˚ (x), ËÁË ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÐÒÉ ˚ → ∞ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ÂÙ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÌ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f, ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÕÀÝÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (1), ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÌÉ ÂÙ ÉÍÅÔØ (f; _˚ ) → 0: (5)

îÏ ÔÁË ËÁË Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x=0 ÆÕÎËÃÉÑ _˚ (x) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ, Á ŒÎÅ ÎÁÞÁÌÁ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ f(x), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÊ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ (4), ÔÏ

(f; _˚ ) = ∫ f(x)_˚ (x)dx ⩾ ”_˚ ∫ F (r)’(˚x)dx:

8] § 1. ïóîïœîùå é ïâïâýåîîùå æõîëãéé 23

éÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ ’(˚x) ÒÁŒÅÎ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ,^1_{˚n} ; ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÃÅÎËÕ

(f; _˚ ) ¿

”_˚ ˚^n F ( 2 ˚ √ n ) : (6)

þÉÓÌÁ ”_˚ ÍÙ ÅÝÅ ÐÏËÁ ÎÅ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÌÉ. ðÏÌÏÖÉÍ

”_˚ =

˚^n F (^2_˚ √ n) ; (7)

ÔÁË ËÁË F (r) ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÂÙÓÔÒÅÅ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ^1_r , ÔÏ ÞÉÓÌÁ ”_˚ , ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (7), ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÂÙÓÔÒÅÅ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ^1_˚ , ÞÔÏ ÎÁÍ É ÎÕÖÎÏ. îÏ ÔÏÇÄÁ, ËÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (6), ÞÉÓÌÁ (f; _˚ ) ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÔ ÅÄÉÎÉÃÕ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ Œ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ Ó ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ (5).

ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (1) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏŒÁÎ. úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÁÎÁÌÉÚÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ŒÏÏÂÝÅ ÎÕÖÎÏ ÏÔËÁÚÁÔØÓÑ ÏÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ ŒÙÛÅ ÓÔÅ- ÐÅÎÎÙÈ. íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÐÏËÁ ÔÏÌØËÏ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ŒÉÄÁ (ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ K). œÏ ŒÔÏÒÏÍ ŒÙÐÕÓËÅ ÂÕÄÕÔ ÕËÁÚÁÎÙ ÉÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ; ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏ- ÒÙÈ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÓÍÙÓÌ, ËÁË ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ, É ÆÕÎËÃÉÉ Ó ËÁË ÕÇÏÄÎÏ ÓÉÌØÎÙÍÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ.

œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞ- ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f(x) ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÏÄÎÕ, Á ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÓÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË, ËÏÎÅÞÎÏÅ Œ ÌÀÂÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ.

ôÁËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ

f(x) = ∑ f_k(x);

ÇÄÅ f_k(x) ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ÏÓÏÂÕÀ ÔÏÞËÕ (ÓÍ. ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ 1, Ð. 2); ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÌÕÞÁÊ ÓÏ ÓÞÅÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÉÞÅÇÏ ÎÏŒÏÇÏ.

8. ðÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f_1, f_2, ::: , f , ::: , ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x)

lim_{→∞}(f ;’) = (f;’):

íÏÖÎÏ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ É ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ; ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÖÅ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÑÄ ÉÚ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ h_1 +h_2 +::: +h +::: ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ Ë ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ g, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ

g_1 = h_1; g_2 = h_1 + h_2; ::: ; g = h_1 + h_2 + ::: + h ; :::

ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ g Œ ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ŒÙÛÅ ÓÍÙÓÌÅ.

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÂÏÂ- ÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

äÁÌÅÅ, ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÌÉÎÅÊÎÁ: ÅÓÌÉ f = lim_{→∞} f , Á

¸ | ÞÉÓÌÏ (ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ), ÔÏ lim_{→∞} ¸f

ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÒÁŒÅÎ ¸ lim_{→∞} f = ¸f; ÅÓÌÉ f = lim_{→∞} f , g = lim_{→∞} g , ÔÏ

lim_{→∞}(f + g ) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÒÁŒÅÎ f + g.

åÓÌÉ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f (x) ( = 1;2;:::) Œ ËÁÖÄÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅ- ÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x), ÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ f ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÕ f. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ’(x) | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ É G | ÔÁ ÏÂÌÁÓÔØ, ŒÎÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÑ ’(x) ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ; ÔÏÇÄÁ, Œ ÓÉÌÕ ÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÅÄÅÌØÎÏÍ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ,

(f ;’) = ∫ G f (x)’(x)dx → ∫ G f(x)’(x)dx = (f;’);

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.

œÐÒÏÞÅÍ, ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ f (x) Œ ËÁÖÄÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÏÖÎÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÏÓÌÁÂÉÔØ; ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÅÔÓÑ É ÍÅÎÅÅ ÓÉÌØÎÙÍÉ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑÍÉ, ËÁË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ:

Á) f (x) → f(x) ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ, |f (x)| ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ (ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ);

Â) f (x) → f(x) ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÑ ÉÌÉ ÕÂÙŒÁÑ, f(x) ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ.

ðÒÉÍÅÒ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ. ôÁË, ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ

(f;’) = lim_{"→0} ∫ |x|>" ’(x) x dx

ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÐÒÉ x ≠ 0 Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ^1_x , ÎÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ Œ ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, É ÐÏÔÏÍÕ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ. îÏ ÉÚ ÓÁÍÏÇÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÅÌ (ÐÒÉ " → 0) ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÑÍ, ÒÁŒÎÙÍ 1 x ÐÒÉ |x| > " É ÒÁŒÎÙÍ ÎÕÌÀ ÐÒÉ |x| < ".

œÏÏÂÝÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ (ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ŒÙÐÕÓËÅ), ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÅÌ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ.

9] § 1. ïóîïœîùå é ïâïâýåîîùå æõîëãéé 25

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÅÌ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÈ Œ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ g (x), ÒÁŒÎÕÀ ÅÄÉÎÉÃÅ Œ ÛÁÒÅ |x| ⩽ É ÎÕÌÀ ŒÎÅ ÛÁÒÁ |x| ⩽ 2. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ g ’ = ’, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ . ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏ- ÎÁÌÁ f ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ g f ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë f; ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’ ÍÙ ÉÍÅÅÍ (g f;’) = (f;g ’) = (f;’), ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ , Ô.Å. ÕÓÌÏŒÉÅ (g f;’) → (f;’) ÚÁŒÅÄÏÍÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ. æÕÎËÃÉÏÎÁÌ g f, ËÁË ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ |x| > 2 É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ |x|⩽2. éÔÁË, ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ g f, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ, ÞÔÏ É ÕÔŒÅÒÖÄÁÌÏÓØ.

œÁÖÎÙÍ ÆÁËÔÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÏÔÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ŒŒÅÄÅÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁ- ÌÏŒ f_1, f_2, : : : , f_˚ , : : : ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (f_˚ ; ’), ÔÏ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÓÎÏŒÁ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÄÁÎÏ Œ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÉ Œ ËÏÎÃÅ ÜÔÏÇÏ ŒÙÐÕÓËÁ.

9. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÏÓÎÏŒÎÙÅ É ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÔÏÌØËÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ (f;’) ÔÁËÖÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ.

íÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ É ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÐÅÒÅÊÄÅÍ ÏÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ë ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÏÓÎÏŒÎÙÈ (Ô.Å. ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ É ÆÉÎÉÔÎÙÈ) ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÐÒÅÖÎÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

ëÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÁÚÙŒÁÔØ ŒÓÑ- ËÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ ÜÔÏÍ ÎÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÊ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ, É ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.

ëÁÖÄÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÍÙ ÐÏÓÔÁŒÉÍ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ

(f;’) = ∫ f(x)’(x)dx; (1)

ÇÄÅ ÞÅÒÔÁ ÓŒÅÒÈÕ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÅ.

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÏÓÎÏŒÎÙÈ É ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÙ ÏÓÔÁŒÉÍ ÐÒÅÖÎÉÅ: K É K^′.

äÅÊÓÔŒÉÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ (ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ) ÞÉÓÌÏ Œ ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

(f_1 + f_2;’) = (f_1;’) + (f_2;’);

(¸f;’) = ¸(f;’) = (f;¸’): } (2) õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÕÀ ÆÕÎË- ÃÉÀ a(x) ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(a(x)f;’) = (f;a(x)’(x)): (3)

ëÁÖÄÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÕÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(f;’) = (f;’): (4)

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x), ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ, ÏÐÅÒÁÃÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÐÅÒÅÈÏÄÕ Ë ÏÂÙÞÎÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. œÐÒÏ- ÞÅÍ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÄÌÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÂÏÌØÛÅÊ ÞÁÓÔØÀ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ Ó ÏÞÅŒÉÄÎÙÍÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑÍÉ, ŒÙÔÅËÁÀÝÉÍÉ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ (1){(4).

10. äÒÕÇÉÅ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. æÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÎÁ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K, ŒÏ ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁ- ÎÑÔØ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÆÕÎËÃÉÊ É ÉÚÕÞÁÔØ ÕÖÅ ÎÁ ÜÔÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ.

ïÄÎÉÍ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÞÁÓÔÏ ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ S, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÏÅ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ’(x), ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉ |x| → ∞ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÂÙÓÔÒÅÅ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ^1_{|x|} , ÔÁË ÖÅ ËÁË É ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

(ÎÁÐÒÉÍÅÒ, e^{−x2} ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ ÏÓÉ −∞ < x < ∞ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) ∈ S ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ ŒÉÄÁ

|x^k’^{(q)}(x)| ⩽ C_{kq} (1)

ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ k, q = 0;1;2;:::

äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_1, ::: , x_n ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÁ (1) ÚÁÍÅÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ | | |x^{k1}1 ::: x^{kn}n

@^{q1+:::+qn} ’(x) @x^{q1}_1 ::: @x^{qn}_n | | | ⩽ C^k1^{;:::;k}n^{;q}1^{;:::;q}n

(k_1;::: ;q_n = 0;1;2;:::);

ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÉÍŒÏÌÉÞÅÓËÉ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÊ ÆÏÒÍÅ:

|x^kD^q ’(x)| ⩽ C_{kq} ;

10] § 1. ïóîïœîùå é ïâïâýåîîùå æõîëãéé 27

ÇÄÅ k = (k_1;::: ;k_n), q = (q_1;::: ;q_n), x^k = x^{k1}_1 ::: x^{kn}_n ,

D^q =

@^{q1+:::+qn} @x^{q1}_1 ::: @x^{qn}_n : óÈÏÄÉÍÏÓÔØ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ S ŒŒÏÄÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ’ (x) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ ’(x), ÅÓÌÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ ’ (x) Œ ÌÀÂÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ- ÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) É Œ ÏÃÅÎËÁÈ

|x^kD^q ’ (x)| ⩽ C_{kq} (2)

ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ C_{kq} ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÉÍÉ ÏÔ . œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ’(x) ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ S, ÞÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (2) Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÐÒÉ → ∞. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, Ô.Å. ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ K, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ É Ë ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ S. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÆÉÎÉÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ S ÐÌÏÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ e (x) ∈ K, ÒÁŒÎÕÀ ÅÄÉÎÉÃÅ Œ ËÕÂÅ |x_j | ⩽ , ÒÁŒÎÕÀ ÎÕÌÀ ŒÎÅ ËÕÂÁ |x_j | ⩽ 2 É ÔÁËÕÀ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÌÀÂÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Õ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ e (x) ( = 1;2;::: ) ÂÙÌÉ ÂÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ÞÉÓÌÏÍ, ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÉÍ ÏÔ ^{1)}.

åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ’(x) | ÌÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ S, ÔÏ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÑ ’ (x) = ’(x)e (x) ÆÉÎÉÔÎÙ É, ËÁË ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ S, ÞÔÏ É ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ.

ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ’ , ’∈K É ’ →’ Œ K, ÔÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ’ →’ É Œ ÓÍÙÓÌÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Œ S; ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÁÑ, ÞÅÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ S.

óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ S ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ S^′. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ S ÅÓÔØ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ É ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K, ÔÁË ÞÔÏ S^′ ⊂ K^′. îÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ŒÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ÎÁ K ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÙ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ S. (úÁÍÅÔÉÍ, ŒÏ ŒÓÑËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÁËÏÅ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ Œ ÓÉÌÕ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ K Œ S.) ïÄÎÁËÏ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ S ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÀÔÓÑ ŒÓÅ ÆÉÎÉÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ (ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÅ Œ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ), ŒÓÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÏ- ÎÁÌÙ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÑÍ f(x), ÒÁÓÔÕÝÉÍ ÎÅ ÂÙÓÔÒÅÅ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÓÔÅÐÅÎÉ |x| ÐÒÉ |x| → ∞, É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÒÕÇÉÅ.

1)îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ËÁË ÕÇÏÄÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ e_1(x) É ÚÁÔÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔØ e_˚ (x) = e_1(^x_˚ ).

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ S^′ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ f, g ∈ S^′, ÔÏ ¸f + ˛g ∈ S^′ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÉÓÅÌ ¸ É ˛. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, S^′ | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K^′.

œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ S^′ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁÎÏ Œ K^′: ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ f ÉÚ S^′ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÕ f ÉÚ S^′, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) ∈ S

(f ;’) → (f;’):

ôÁË ËÁË S ÓÏÄÅÒÖÉÔ K, ÔÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f , f ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ S^′ É f → f Œ S^′, ÔÏ f → f Œ K^′. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ S^′ ŒÌÏÖÅÎÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ K^′ ŒÍÅÓÔÅ ÓÏ ÓŒÏÅÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØÀ.

ëÒÏÍÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ S, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÇÏ ÉÎÙÈ ÔÉÐÏŒ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÒÁÚÎÙÍÉ ÔÉÐÁÍÉ ÕÓÌÏŒÉÊ ÕÂÙŒÁÎÉÑ ÏÓÎÏŒ- ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÁËÉÅ ÐÒÏÓ- ÔÒÁÎÓÔŒÁ ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ŒÙÐÕÓËÅ.

œ ÜÔÏÍ ŒÙÐÕÓËÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ S É S^′ ÂÕÄÕÔ ÉÇÒÁÔØ ŒÔÏÒÏÓÔÅÐÅÎÎÕÀ ÒÏÌØ. ëÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ K É K^′; Œ ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÄÒÕÇÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÏÇÏŒÁÒÉŒÁÔØÓÑ.

§ 2. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ

1. ïÓÎÏŒÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ- ŒÁÎÉÑ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÉÍÁ ÄÌÑ ÏÂÙÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ: ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÏÌØÛÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÓÌÏ- ŒÁ. œ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÓÔØ ÜÔÏÍÕ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÍÅÀÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ (É ÐÒÉÔÏÍ ŒÓÅÈ ÐÏÒÑÄËÏŒ), ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÔÁËÖÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÐÏÄÏÊÔÉ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÎÁÞÁÌÅ ÓÌÕÞÁÊ ÏÂÙÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÏÇÏ.

åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ É ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÏÊ (Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ), ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ

(f^′;’) = ∞∫ −∞ f^′(x)’(x)dx:

1] § 2. äéææåòåîãéòïœáîéå é éîôåçòéòïœáîéå 29

éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ É ÕÞÉÔÙŒÁÑ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ’(x) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ŒÎÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ [a;b], ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

(f^′;’) = f(x)’(x) | | |^∞_{−∞}− ∞∫ −∞ f(x)’^′(x)dx = (f;−’^′): (1)

üÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÍÙ É ÐÏÌÏÖÉÍ Œ ÏÓÎÏŒÕ ÏÂÝÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÕÓÔØ f | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ g, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(g;’) = (f;−’^′); (2)

ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ f^′ ÉÌÉ^{df}_{dx} .

œ ÓÉÌÕ ÎÁÛÅÇÏ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÑ Ï ÓÉÍŒÏÌÉËÅ (§ 1, ËÏÎÅÃ Ð. 3) ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ f^′ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÏÞÅÎØ ÎÁÇÌÑÄÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ: ∫ f^′(x)’(x)dx = − ∫ f(x)’^′(x)dx: (2^′)

þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ, ÐÏËÁ- ÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ g ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌÏÍ ÎÁ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K. ðÒÏŒÅÒÉÍ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ g ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ ’(x), ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ −’^′(x) ŒÍÅÓÔÅ Ó ’(x) ÅÓÔØ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ g ÌÉÎÅÅÎ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ.

ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ’ (x) ( = = 1;2;::: ), ÓÔÒÅÍÑÝÁÑÓÑ Ë ÎÕÌÀ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K. ôÏÇÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÎÙÈ −’^′ (x) ÔÁËÖÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K. ðÏÜÔÏÍÕ, Œ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f,

(g;’ ) = (f;−’^′ ) → 0;

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.

éÔÁË, ËÁÖÄÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÏÂÙÞÎÙÅ ÐÒÁŒÉÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÒÏŒÁÎÉÑ: ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÓÕÍÍÙ ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ, É ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ŒÙÎÏÓÉÔÓÑ ÚÁ ÚÎÁË ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ.

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ a(x) ÎÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ

(af)^′ = a^′f + af^′: (3) äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ: ( (af)^′;’ ) = −(af;’^′) = −(f;a’^′) = −(f;(a’)^′ − a^′’) =

= −(f;(a’)^′) + (f;a^′’) = (f^′;a’) + (a^′f;’) =

= (af^′;’) + (a^′f;’) = (af^′ + a^′f;’);

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.

ðÅÒÅÈÏÄÉÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÅÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_1;x_2;::: ;x_n ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ŒÉÄÁ ( @f @x_j ;’ ) = ( f;− @’ @x_j ) (j = 1;2;::: ;n): (4)

ôÁË ÖÅ, ËÁË É ŒÙÛÅ, ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÑ: ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f(x_1;x_2;::: ;x_n) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ É ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÍÕ x_j , ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ, ËÁË É ŒÙÛÅ, ÐÒÉŒÏÄÉÔ ÎÁÓ Ë ŒÙŒÏÄÕ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ^{@f}_{@xj} ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÔÉÐÁ ÆÕÎËÃÉÉ @f(x_1;::: ;x_n)

@x_j . ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÅÓÔØ ÓÎÏŒÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÒÏŒÁÎÉÅ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ^{@2 f}_{@xi@xj} ,^{@3 f}_{@xi@xj @xk} É Ô.Ä. ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÒÕÅÍÙ.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÁÖÄÁÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÙÅ Œ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ŒÓÅÈ ÐÏÒÑÄËÏŒ. (ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÆÕÎË- ÃÉÑ f ÉÍÅÅÔ ÏÂÙÞÎÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ, ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔ f Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.)

œÏ ŒÔÏÒÏÍ ŒÙÐÕÓËÅ (ÇÌ. II, § 4) ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ: ËÁ- ÖÄÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Œ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ (É ÄÁÖÅ ÏÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ), ÉÌÉ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÔÁËÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ.

óÍÅÛÁÎÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÐÏ- ÒÑÄËÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ: ÔÁË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ,

@^2f @x_1@x_2 = @^2f @x_2@x_1 :

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ( @^2f @x_1@x_2 ;’ ) = ( @f @x_2 ;− @’ @x_1 ) = ( f; @^2’ @x_2@x_1 ) = ( f; @^2’ @x_1@x_2 ) = = ( @f @x_1 ;− @’ @x_2 ) = ( @^2f @x_2@x_1 ;’ ) : úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ É ËÁË ÐÒÅÄÅÌ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ | ÜÔÏ ÂÌÉÖÅ Ë ÏÂÙÞÎÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ. ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÓÌÕÞÁÅÍ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÅÅ ÓÄŒÉÇ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ ÎÁ ŒÅÌÉÞÉÎÕ ´x, ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (ÓÍ. § 1, Ð. 6)

(f(x + ´x);’(x)) = (f(x);’(x − ´x)): (5)

ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ (Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ) ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

f(x + ´x) − f(x) ´x (6) ÐÒÉ ´x → 0, É ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ŒÙÛÅ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÎÏÊ^{df}_{dx} . äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ (6) Ë ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) É ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ (5), ÎÁÈÏÄÉÍ: ( f(x + ´x) − f(x) ´x ;’(x) ) = ( f(x);

’(x − ´x) − ’(x) ´x ) : îÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ^{’(x−�x)−’(x)}_{�x} ÉÍÅÅÔ ÐÒÉ ´x → 0 ÓŒÏÉÍ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ −’^′(x) Œ ÓÍÙÓÌÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÎÏÊ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ- ŒÅ K. ôÁË ËÁË ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ, ÔÏ ( f(x + ´x) − f(x) ´x ;’(x) ) → (f(x);−’^′(x)) = (f^′;’);

ÇÄÅ f^′ | ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ŒÙÛÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ^{f (x+�x)−f (x)}_{�x} ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌÏÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K^′ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f^′(x), ÞÔÏ É ÕÔŒÅÒÖÄÁÌÏÓØ.

2. ðÒÉÍÅÒÙ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ. œÙÛÅ ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f^′ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÉ f^′(x), ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) É f^′(x) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ

É ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f(x) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ, Á f^′(x) ÔÏÌØËÏ ËÕÓÏÞÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ (É ÍÏÖÅÔ ÏÔÓÕÔÓÔŒÏŒÁÔØ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÔÏÞÅË). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (1) ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ.

åÝÅ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (1) Ð. 1, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ f(x), ËÏÔÏÒÁÑ, ËÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ŒÌÅÞÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ f^′(x) ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ, ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÅÅ É ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ (1) Ð. 1.

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ ÐÒÉÍÅÒÏŒ. ðÒÉÍÅÒ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ

„(x) = { 0 ÐÒÉ x < 0, 1 ÐÒÉ x > 0.

ïÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ÅÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÂÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ „(x). óÏ- ÇÌÁÓÎÏ ÏÂÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ (2) ÉÚ Ð. 1, ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ „^′(x) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ’(x) ÔÁË:

(„^′(x);’(x)) = („(x);−’^′(x)) = − ∞∫ 0 ’^′(x)dx = ’(0);

ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÓÉÌÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ (§ 1, Ð. 3),

„^′(x) = ‹(x):

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ,

„^′(x − h) = ‹(x − h):

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f(x) | ËÕÓÏÞÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ó ËÕÓÏÞÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ f^′(x), ÉÍÅÀÝÁÑ Œ ÔÏÞËÁÈ x_1;x_2;::: ÒÁÚÒÙŒÙ 1-ÇÏ ÒÏÄÁ ÓÏ ÓËÁÞËÁÍÉ h_1;h_2;::: (ÒÉÓ. 1). ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ f^′(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ŒÓÀÄÕ, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË. îÁÊÄÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÆÕÎËÃÉÉ f(x).

œŒÅÄÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ

f_1(x) = f(x) − ∑ k h_k„(x − x_k): (1)

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ ŒÓÀÄÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ É ÉÍÅÅÔ, ÉÓËÌÀÞÁÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ, ÒÁŒÎÕÀ f^′(x). ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f_1, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÆÕÎËÃÉÉ f_1(x), Œ ÓÉÌÕ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ òÉÓ. 1.

Œ ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÕÎËÔÁ, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ, ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÅÍÙÍ ÆÕÎËÃÉÅÊ f^′(x). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (1), ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ:

f^′_1 = f^′ − ∑ k h_k‹(x − x_k);

ÏÔËÕÄÁ

f^′ = f^′_1 + ∑ k h_k‹(x − x_k):

éÔÁË, ÅÓÌÉ f(x) | ËÕÓÏÞÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ó ËÕÓÏÞÎÏ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ, ÔÏ ÐÒÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÉ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ÒÁÚ- ÒÙŒÁ 1-ÇÏ ÒÏÄÁ x_k ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÓÏ ÓËÁÞËÏÍ h_k ÄÏÂÁŒÌÑÅÔ Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ h_k‹(x − x_k).

óŒÏÅÏÂÒÁÚÎÏÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ, ËÏÇÄÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÀ ÐÏÄÌÅÖÉÔ ÏÂÙÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f(x), ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ËÏÔÏÒÏÊ f^′(x) ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÎÏ

ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ( ÎÁÐÒÉÍÅÒ, f(x) =

√_1 x ÉÌÉ f(x) = ln |x| ) . úÄÅÓØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f^′ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ

(f^′;’) = ∞∫ −∞ f^′(x)’(x)dx: (2)

îÏ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÅÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ.

œ Ð. 4 ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÑ 1 ÂÕÄÅÔ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÉÓËÏÍÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f^′ ÄÏÌÖÅÎ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ f^′(x) ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ, ÇÄÅ f^′(x) ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓËÏÍÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f^′ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ

ÓÏÂÏÊ ÏÄÎÕ ÉÚ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÊ (ÓÍ. § 1, Ð. 7) ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (2), Á ÉÍÅÎÎÏ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÀ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÕÀ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ∞∫ −∞ f^′(x)’(x)dx = (f^′;’) = −(f;’^′) = − ∞∫ −∞ f(x)’^′(x)dx: (3)

œ Ð. 7 § 1 ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ f ÆÕÎËÃÉÉ f(x) Ó ÎÅÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÍÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ Œ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ (ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ) ÌÉÛØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÇÏ Œ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ. æÏÒÍÕÌÁ ÖÅ (3) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÄÎÕ ËÏÎËÒÅÔÎÕÀ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÀ. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÁ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ Œ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ. óÒ. § 3, ÐÐ. 1 É 7.

öÅÌÁÔÅÌØÎÏ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ (3) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Œ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÆÉÇÕÒÉÒÏŒÁÌÁ ÓÁÍÁ ÆÕÎËÃÉÑ ’(x), Á ÎÅ ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ. ôÁËÏÅ ÕÐÒÏÝÅÎÉÅ ÞÁÓÔÏ ÕÄÁÅÔÓÑ ÐÒÏÄÅÌÁÔØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ËÏÎËÒÅÔÎÙÊ ŒÉÄ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÑ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (3).

ðÒÉÍÅÒ 3. îÁÊÄÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÏÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ

x^–_+ = { 0 ÐÒÉ x ⩽ 0, x^– ÐÒÉ x ⩾ 0,

− 1 < – < 0:

üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ, ÎÏ ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ –x^{–−1} ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ, É ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ ÒÁÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ∞∫ 0 –x^{–−1}’(x)dx: (4)

óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÂÝÅÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, (( x^–_+ )_′ ;’ ) = − ( x^–_+;’^′ ) = − ∞∫ 0 x^–’^′(x)dx = − lim_{"→0} ∞∫ " x^–’^′(x)dx:

éÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ, ÐÏÌÁÇÁÑ ’^′(x)dx = du, x^– = fl, u = ’(x) + C; ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ: (( x^–_+ )_′ ;’ ) = − lim_{"→0} [ x^–(’(x) + C) | |^∞_" − ∞∫ " –x^{–−1}[’(x) + C]dx ] :

ðÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÐÒÅÄÅÌÁ ÓÁÍÏ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ ÐÒÉ " → 0, É ÐÒÉÔÏÍ ÒÁŒÎÙÊ ÎÕÌÀ, ÅÓÌÉ C ÐÏÌÏÖÉÔØ ÒÁŒÎÙÍ −’(0). âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ C ŒÙÂÒÁÎÏ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁË; ÔÏÇÄÁ ÍÙ ÉÍÅÅÍ: (( x^–_+ )_′ ;’ ) = lim_{"→0} ∞∫ " –x^{–−1}[’(x) − ’(0)]dx =

= ∞∫ 0 [’(x) − ’(0)]–x^{–−1}dx; (5)

ÞÔÏ É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÉÓËÏÍÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ ÄÌÑ ÐÒÉÄÁÎÉÑ ÓÍÙÓÌÁ ÒÁÓÈÏÄÑÝÅÍÕÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ (4). üÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ, ËÁË ÍÙ ŒÉÄÉÍ, Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ’(x) ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (4) ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ’(x) − ’(0), ÞÔÏ ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÅÔ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÐÒÉ x = 0 (É ÎÅ ÎÁÒÕÛÁÅÔ ÅÇÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ). ïÐÒÅÄÅÌÑ- ÅÍÕÀ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ (5) ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ –x^{–−1}_+ ; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ( x^–_+ )_′ = –x^{–−1}_+ :

æÕÎËÃÉÏÎÁÌ –x^{–−1}_+ ÕÖÅ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ. îÏ ŒÓÅ ÖÅ ÐÒÉ x ≠ 0 ÏÎ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ: ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (5) ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x), ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ x ≠ 0, ÏÎ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ËÁË ÏÂÙÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ –x^{–−1}_+ .

ðÒÉÍÅÒ 4. îÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏÖÎÅÅ ÐÏÄÓÞÉÔÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ ÏÂÏÂ- ÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ

lnx_+ = { 0 ÐÒÉ x < 0, lnx ÐÒÉ x > 0.

úÄÅÓØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ

((ln x_+)^′;’) = ∞∫ 0 ’(x) x dx (6)

ÐÒÉŒÏÄÉÔ ÓÎÏŒÁ Ë ÒÁÓÈÏÄÑÝÅÍÕÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ. üÔÏÔ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÉÎ- ÔÅÇÒÁÌ ÕÖÅ ÎÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÕÅÔÓÑ ÚÁÍÅÎÏÊ ’(x) ÎÁ ’(x) − ’(0), ÔÁË ËÁË ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.

äÅÊÓÔŒÕÑ ÐÏ ÓÈÅÍÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

((ln x_+)^′;’) = −(lnx_+;’^′) = − ∞∫ 0 lnx’^′(x)dx =

= − lim_{"→0} ∞∫ " ln x’^′(x)dx = − lim_{"→0} [ lnx’(x)|^∞_" − ∞∫ " ’(x) x dx ] =

= − lim_{"→0} [ −’(")ln " − ∞∫ " ’(x) x dx ] :

œÙÒÁÖÅÎÉÅ −’(")ln " ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅÍ −’(0)ln ", ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ [’(") − ’(0)]ln " ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÎÕÌØ. äÁÌÅÅ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ:

−’(0)ln " = 1∫ " ’(0) x dx = ∞∫ " ’(0)„(1 − x) x dx;

ÇÄÅ, ËÁË É ŒÙÛÅ,

„(x) = { 0 ÐÒÉ x < 0, 1 ÐÒÉ x > 0.

œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

((ln x_+)^′;’) = lim_{"→0} ∞∫ " ’(x) − ’(0)„(1 − x) x dx = ∞∫ 0 ’(x) − ’(0)„(1 − x) x dx;

ÞÔÏ É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÉÓËÏÍÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ ÐÒÉÄÁÎÉÑ ÓÍÙÓÌÁ ÒÁÓÈÏÄÑ- ÝÅÍÕÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ (6). íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÅÔ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÐÒÉ x = 0 É ÎÅ ÎÁÒÕÛÁÅÔ ÅÇÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.

ôÁË ÖÅ, ËÁË É Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ Œ ÃÅÌÏÍ; ÐÒÉ x > 0 ÏÎ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ^1_x .

ðÒÉÍÅÒ 5. îÁÊÄÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ln|x|. úÄÅÓØ ÍÙ ŒÓÔÒÅÞÁÅÍÓÑ Ó ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØÀ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ ÒÁÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÉÎ- ÔÅÇÒÁÌÁ ∞∫ −∞ ’(x)

x dx:

íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÁŒÉÌÏ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ, ËÏÍÂÉÎÉÒÕÑ ÕÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙÅ ÐÒÁŒÉÌÁ ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ lnx_+

É ln(−x)_+. îÏ ÐÒÏÝÅ ÄÁÔØ ÐÒÑÍÏÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ: ( dln|x| dx ;’(x) ) = (ln |x|;−’^′(x)) =

= − ∞∫ −∞ ln |x|’^′(x)dx = − lim_{"→0} ∫ |x|>" ln |x|’^′(x)dx =

= − lim_{"→0} ln |x|’(x)|^{−"}_{−∞} + ln|x|’(x)|^∞_" − ∫ |x|>" ’(x) x dx =

= lim_{"→0} ∫ |x|>" ’(x) x dx:

ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÐÏ ëÏÛÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ^{’(x)}_x ; ÍÙ ÓÏÈÒÁÎÉÍ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ∞∫ −∞ ’(x)

x dx.

óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ^1_x . éÔÁË,

dln |x| dx = 1 x : æÕÎËÃÉÏÎÁÌ^1_x ÎÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ, ÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ^1_x ŒÓÀÄÕ ÐÒÉ x ≠ 0.

íÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÜÔÏÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÔÁËÖÅ É ÄÒÕÇÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ, ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÅÊ ÐÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ Ó ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ŒÙÛÅ, ÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ: ( dln |x| dx ;’ ) = ∞∫ 0 ’(x) − ’(−x) x dx:

ðÒÉÍÅÒ 6. îÁÊÄÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÏÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ln(x + i0), ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ

ln(x + i0) = lim_{y→+0} ln(x + iy):

úÁÐÉÓÙŒÁÑ ln(x + iy) Œ ŒÉÄÅ ln|x + iy| + iarg(x + iy) É ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ

ln(x + i0) = ln|x| + iı„(−x):

óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÉÍÅÒÕ 2, „^′(x) = ‹(x); ÔÁË ËÁË „(x) + „(−x) = 1, ÔÏ „^′(−x) = −‹(x). ðÏÜÔÏÍÕ d dx ln(x + i0) = d dx ln|x| + iı d dx „(−x) = 1 x − iı‹(x);

ÇÄÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ^1_x ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 5. óÒ. ÔÁËÖÅ ÎÉÖÅ ÐÒÉÍÅÒ 4 Œ Ð. 4.

ðÒÉÍÅÒ 7. œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÐÕÎËÔÁ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÏÔ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ. íÙ ÉÍÅÅÍ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ,

(‹^′(x − h);’) = (‹(x − h);−’^′) = −’^′(h)

É ŒÏÏÂÝÅ ( ‹^{(k)}(x − h);’ ) = (−1)^k’^{(k)}(h) (k = 1;2;:::);

ÉÌÉ Œ ÓÉÍŒÏÌÉËÅ, ÐÒÉÎÑÔÏÊ Œ Ð. 3 § 1, ∫ ‹^{(k)}(x − h)’(x)dx = (−1)^k’^{(k)}(h):

3. ðÒÉÍÅÒÙ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÈ. ïÔÍÅÔÉÍ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f(x) Ó ËÕÓÏÞÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍÉ ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÐÒÉŒÏÄÉÔ ÓÎÏŒÁ Ë ÒÅÇÕ- ÌÑÒÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁÍ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ f(x) | ÆÕÎËÃÉÑ Ó ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ G, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ËÕÓÏÞÎÏ-ÇÌÁÄËÉÍ ËÏÎÔÕÒÏÍ `, ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ x_1;x_2. œÎÅ ÏÂÌÁÓÔÉ G ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÊ ÎÕÌÀ; ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚ ÇÒÁÎÉÃÕ ` ÏÎÁ ÉÓÐÙÔÙŒÁÅÔ ÓËÁÞÏË. îÁÊÄÅÍ ÆÕÎËÃÉÏ- ÎÁÌ^{@f}_{@x1} . ðÏ ÏÂÝÅÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’ ÉÍÅÅÍ: ( @f @x_1 ;’ ) = ( f;− @’ @x_1 ) = − ∫∫ G f(x_1;x_2)

@’(x_1;x_2) @x_1 dx_1dx_2:

3] § 2. äéææåòåîãéòïœáîéå é éîôåçòéòïœáîéå 39

éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÍÕ x_1, ÎÁÈÏÄÉÍ: ∫∫ G f(x_1;x_2)

@’(x_1x_2)

@x_1 dx_1dx_2 =

= ∫ x_2

f(x_1;x_2)’(x_1;x_2)|^{x1}_{x01} −

x^1∫

x^0_1

@f(x_1;x_2) @x_1

’(x_1;x_2)dx_1 dx_2 =

= ∫ � f(x_1;x_2)cos(n;x_2)’(x_1;x_2)d‚ − ∫∫ G @f(x_1;x_2) @x_1

’(x_1;x_2)dx_1dx_2;

ÇÄÅ (n;x_2) | ÕÇÏÌ Œ ÔÏÞËÅ (x_1;x_2) ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ` ÏÂÌÁÓÔÉ G ÍÅÖÄÕ ŒÎÅÛ- ÎÅÊ ÎÏÒÍÁÌØÀ n É ÏÓØÀ x_2. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ^{@f}_{@x1} ÓÏÓÔÁŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÉÚ ÓÕÍÍÙ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÆÕÎËÃÉÉ

@f (x_1;x_2)

@x_1 , É ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÇÏ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÇÏ ÓËÁÞËÕ ÆÕÎËÃÉÉ f(x1;x2) ÐÒÉ

ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚ ÇÒÁÎÉÃÕ ` ÏÂÌÁÓÔÉ G. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ.

éÚŒÅÓÔÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ çÒÉÎÁ (´ | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ) ∫∫ G f(x_1;x_2)´’(x_1;x_2)dx_1dx_2 =

= ∫∫ G ´f(x_1;x_2)’(x_1;x_2)dx_1dx_2 + ∫ � ( f @’ @n − @f @n ’ ) d‚

Ó ÕÞÅÔÏÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (´f;’) = (f;´’) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓÔÏÌËÏŒÁÎÁ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÅÓÌÉ f ÅÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÁÑ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ G Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ f(x_1;x_2) É Ó ÎÕÌÅÍ ŒÎÅ G, ÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ´f ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÆÕÎËÃÉÉ ´f(x_1;x_2) ŒÎÕÔÒÉ G, É ÄŒÕÈ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÓËÁÞËÁÍ ÆÕÎËÃÉÊ f É^{@f}_{@n} ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚ ÇÒÁÎÉÞÎÕÀ ÌÉÎÉÀ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ.

œ ÇÌ. III (§ 1, Ð. 4) ÂÕÄÅÔ ÄÁÎ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÙŒÏÄ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, ÏÐÉÒÁÀÝÉÊÓÑ ÎÁ ÓÉÍŒÏÌÉËÕ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ‹(P ) É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÅÊ.

ðÒÉÍÅÒ 2. îÁÊÄÅÍ Œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅ- ÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ìÁÐÌÁÓÁ ´ Ë ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÕ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÅÊ^1_r ( r^2 = x^2_1 + x^2 + x^2_3 ) .

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ^1_r | ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ Œ ÌÀÂÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÁË ÞÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ´^1_r ÐÒÉ r ≠ 0 ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ (Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ). òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ´ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ: ( ´ 1 r ;’ ) = ( 1 r ;´’ ) = ∫∫∫ ´’ r dfl = lim_{"→0} ∫∫∫ r⩾" ´’ r dfl:

ë ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ çÒÉÎÁ (ÐÒÉÍÅÒ 1), ÂÅÒÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÂÌÁÓÔÉ G ÛÁÒÏŒÏÊ ÓÌÏÊ " ⩽ r ⩽ a, ÇÄÅ a ÎÁÓÔÏÌØËÏ ŒÅÌÉËÏ, ÞÔÏ ŒÎÅ ÛÁÒÁ r ⩽ a ÆÕÎËÃÉÑ ’(x) ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ: ∫∫∫ r⩾" ´’ r dfl = ∫∫∫ r⩾" ’ ·´ 1 r dfl − ∫∫ r=" @’ @r · 1 r ds + ∫∫ r=" ’ @ @r 1 r ds;

ÇÄÅ ds ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÆÅÒÙ r = ". íÙ ÉÍÅÅÍ, ÄÁÌÅÅ, ∫∫∫ r⩾" ’´ 1 r dfl = 0;

ÔÁË ËÁË^1_r ŒÎÅ ÛÁÒÁ r ⩽ " ÅÓÔØ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ; ∫∫ r=" @’ @r 1 r ds = 1 " ∫∫ r=" @’ @r ds = O(")^{1)}; ∫∫ r=" ’ @ @r 1 r ds = − 1 "^2 ∫∫ r=" ’ds = −4ıS_"(’);

ÇÄÅ S_"(’) | ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÒÁÄÉÕÓÁ ". œ ÐÒÅÄÅÌÅ ÐÒÉ " → 0 ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ S_"(’) → ’(0), É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ( ´ 1 r ;’ ) = lim_{"→0} ∫∫∫ r⩾" ´’ r dfl = −4ı’(0) = −4ı(‹(x);’(x)):

ïÔÓÀÄÁ ´ 1 r = −4ı‹(x): (1)

1)úÄÅÓØ y = O(x) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ^y_x ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÞÉÓÌÅ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ n ⩾ 3 ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ ´ 1 r^{n−2}

= −(n − 2)˙_n‹(x);

ÇÄÅ ˙_n | ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÓÆÅÒÙ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ðÒÉ n = 2 ´ln 1 r = −2ı‹(x):

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ (ÇÌ. III, § 3, Ð. 3) ÂÕÄÕÔ ÄÁÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÝÉÅ ÐÒÁŒÉÌÁ ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÎÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÔÉÈ ÐÒÁŒÉÌ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÅ (1), ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÕÞÁÔØ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ, Ô.Å. ÐÏÄÓÞÅÔÏÍ ´^1_r ËÁË ÓÕÍÍÙ ŒÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÏÔ^1_r .

4. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ËÁË ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f_1;f_2; ::: ;f ; :::, ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f; ÍÙ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ^{@f˚}_{@xj} ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ^{@f}_{@xj} . äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) ÉÍÅÅÍ: ( @f @x_j ;’ ) = ( f ;− @’ @x_j ) → ( f;− @’ @x_j ) = ( @f @x_j ;’ ) ; ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÑÄ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ h_1 + h_2 + ::: + h + ::: , ÓÈÏÄÑ- ÝÉÊÓÑ Ë ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ g, ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÐÏÞÌÅÎÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ- ŒÁÎÉÅ; ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

h^′_1 + h^′_2 + ::: + h^′ + ::: = g^′:

œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÁÎÁÌÉÚÅ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÁ: ÓÈÏ- ÄÑÝÕÀÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅÌØÚÑ ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ f (x) =^1 sin x ÎÁ ÏÓÉ, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏ- ÄÑÝÕÀÓÑ Ë ÎÕÌÀ; ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ f^′ (x) = cosx Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÎÉ Ë ÞÅÍÕ ÎÅ ÓÈÏÄÑÔÓÑ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. îÏ Œ ÎÁÛÅÍ ÓÍÙÓÌÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ f^′ (x) ÓÈÏÄÑÔÓÑ, É ÉÍÅÎÎÏ Ë ÎÕÌÀ; ÜÔÏ, ÐÏÍÉÍÏ ÏÂÝÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ É ÐÒÑÍÏÊ ŒÙËÌÁÄËÏÊ:

(f^′ ;’) = a∫ −a cosx’(x)dx = 1 a∫ −a sinx’^′(x)dx → 0;

ÇÄÅ [−a;a] | ÏÔÒÅÚÏË, ŒÎÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÑ ’(x) ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ f^{′′} = − sinx, f^{′′′} = −^2 cosx ( = 1;2;:::) É Ô.Ä. ÔÁËÖÅ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ Œ ÎÁÛÅÍ ÓÍÙÓÌÅ.

ðÒÉÍÅÒ 1. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÒÑÄ æÕÒØÅ. ðÕÓÔØ f(x) | ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ (Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ 2ı) ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ É ÞÉÓÌÁ c_n (ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ æÕÒØÅ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

c_n = 1 ı 2ı∫ 0 f(x)e^{−inx}dx:

íÙ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ ÒÑÄ æÕÒØÅ^∞ ∑ −∞ c_ne^{inx} ÉÍÅÅÔ ÓŒÏÅÊ ÓÕÍÍÏÊ (Œ

ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ) ÆÕÎËÃÉÀ f(x). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÁÎÁÌÉÚÁ^{1)} ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÐÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÒÑÄ −1∑ −∞ c_n in e^{inx} + c_0x + ∞∑ 1 c_n in e^{inx}

ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ F (x), ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÁÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó f(x). äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

F (x) = −1∑ −∞ c_n in e^{inx} + c_0x + ∞∑ 1 c_n in e^{inx};

ÎÁÈÏÄÉÍ f(x) =^∞ ∑ −∞ c_ne^{inx}, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

ðÒÉÍÅÒ 2. ìÀÂÏÊ ÒÑÄ ŒÉÄÁ^∞ ∑ −∞ a_ne^{inx}, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ

ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÔ ÐÒÉ |n| → ∞ ÎÅ ÂÙÓÔÒÅÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ Œ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÔÁË ËÁË ÏÎ ÐÏÌÕ- ÞÁÅÔÓÑ ÐÏÞÌÅÎÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÒÑÄÁ^∞ ∑ −∞ a_n (in)^k e

inx, ËÏÔÏÒÙÊ

ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ k.

ðÒÉÍÅÒ 3. èÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÒÑÄ sinx+^{sin 2x}_2 +^{sin 3x}_3 +::: ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f(x), ÒÁŒÎÏÊ^{ı−x}_2 ÐÒÉ 0 < x < 2ı É ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÎÏÊ Ó ÐÅÒÉ- ÏÄÏÍ 2ı ÎÁ ŒÓÀ ÏÓØ, ÐÒÉÞÅÍ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ

1)á.úÉÇÍÕÎÄ, ôÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÒÑÄÙ. çÏÓÔÅÈÉÚÄÁÔ, 1939, 2.621, ÓÔÒ. 33.

ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ^{1)}. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ É Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (ÓÍ. § 1, Ð. 8, Á). äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÜÔÏÔ ÒÑÄ, ÎÁÈÏÄÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÕÍÍÙ:

cosx + cos2x + ::: + cosnx + ::: = −^1_2 + ı^∞ ∑ −∞ ‹(x − 2ın);

sinx + 2sin2x + ::: + nsinnx + ::: = −ı^∞ ∑ −∞ ‹^′(x − 2ın);

cosx + 4cos2x + ::: + n^2 cosnx + ::: = −ı^∞ ∑ −∞ ‹^{′′}(x − 2ın);

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(1)

òÁÓËÒÙŒÁÑ Œ ÐÅÒŒÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ËÏÓÉÎÕÓÙ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ üÊÌÅÒÁ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÁËÖÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

1 + e^{ix} + e^{2ix} + ::: + e^{−ix} + e^{−2ix} + ::: = 2ı ∞∑ −∞ ‹(x − 2ın): (2)

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÅÇÏ Ë ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) É ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ

(e^{inx};’(x)) = ∞∫ −∞ ’(x)e^{−inx}dx = (−n)^{2)}

ÅÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ ÔÏÞËÅ −n ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ∞∑ −∞ (n) = 2ı ∞∑ −∞ ’(2ın);

ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ðÕÁÓÓÏÎÁ^{3)}. ïÎÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ Õ ÎÁÓ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ’(x), ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ Ë ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ K; ÎÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÉÊ ËÌÁÓÓ ÆÕÎËÃÉÊ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x), ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅ ŒÍÅÓÔÅ ÓÏ ÓŒÏÅÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ.

1)ç. í. æÉÈÔÅÎÇÏÌØÃ, ëÕÒÓ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, Ô. III (çÏÓÔÅÈÉÚÄÁÔ, 1949), Ð. 664, ÓÔÒ. 539. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÓÓÙÌËÁÈ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÕ ËÎÉÇÕ ËÒÁÔËÏ: Ăç. í. æÉÈÔÅÎÇÏÌØÃ, ëÕÒÓĄ.

2)ôÁË ËÁË e^{inx} | ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ ÏÎÁ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ Ë ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ ’(x) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (1) Ð. 9 § 1.

3)óÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, å. ôÉÔÞÍÁÒÛ, œŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÔÅÏÒÉÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ æÕÒØÅ (çÏÓÔÅÈÉÚ- ÄÁÔ, 1948), ÓÔÒ. 82.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ^{1)}

cosx + cos2x 2 + cos3x 3 + ::: = −ln | | |2sin x 2 | | | (3)

ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÕÔÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÎÏŒÙÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÉÅ ÓÕÍÍÙ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÎÁÈÏÄÉÍ

sin x + sin2x + sin3x + ::: = 1 2 ctg x 2 ; cosx + 2cos2x + 3cos3x + ::: = 1 2 ( ctg x 2 )_′ = − 1 4 1 sin^{2 x}_2 ; sin x + 4sin2x + 9sin3x + ::: = 1 2 ( ctg x 2 )_{′′} = 1 4 cos^x_2 sin^{3 x}_2 ; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(4)

ïÄÎÁËÏ ÕÖÅ ÆÕÎËÃÉÑ ctg^x_2 ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∞∫ −∞ ctg x 2 ’(x)dx;

ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. œ Ð. 7 § 3 ÂÕÄÕÔ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÏÂÙÞÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ, ÓÔÏÑÝÉÍ ÓÐÒÁŒÁ Œ (4). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÁÑ ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ −^1_4^1_{sin2} x_2 , ÂÕ- ÄÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ^1_2 ctg^x_2 É Ô.Ä. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ (4) ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÄÁÎ ÓÍÙÓÌ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

æÏÒÍÕÌÙ (1) É (4) ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ŒÙÄÅÌÑÔØ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ Õ ÓÕÍÍÙ ÔÒÉÇÏ- ÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÑÄÁ ∑ (a_n cosnx + b_n sinnx), ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÓÔÒÏÅÎÙ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

a_n = ¸_kn^k + ¸_{k−1}n^{k−1} + ::: + ¸_0 +

¸_{−1} n + ‚_n n^2 ; b_n = ˛_j n^j + ˛_{j−1}n^{j−1} + ::: + ˛_0 +

˛_{−1} n + ‹_n n^2 ; ÇÄÅ ¸_i É ˛_i | ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ, Á {‚_n} É {‹_n} | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÉÓÅÌ^{2)}.

1)ç. í. æÉÈÔÅÎÇÏÌØÃ, ëÕÒÓ, Ô. III (1949), Ð. 664, ÓÔÒ. 550.

2)óÒ. œ. é. óÍÉÒÎÏŒ, ËÕÒÓ ŒÙÓÛÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, Ô. II (çÏÓÔÅÈÉÚÄÁÔ, 1957), Ð. 158, ÓÔÒ. 461. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ: Ăœ. é. óÍÉÒÎÏŒ, ëÕÒÓĄ.

ðÒÉÍÅÒ 4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ

ln(x + i0) = { ln|x| + iı ÐÒÉ x < 0, lnx ÐÒÉ x > 0.

ëÁË ŒÉÄÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÜÔÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ln(x + iy) ÐÒÉ y → 0. ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ

ln(x + i0) = lim_{y→0} ln(x + iy)

Œ ÓÍÙÓÌÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ ÆÉË- ÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ y > 0

ln(x + iy) = 1 2 ln(x^2 + y^2) + iarctg y x ; ÐÒÉ y → 0 ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ln(x + i0), ÐÒÉÞÅÍ:

Á) ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ^1_2 ln(x^2 + y^2), ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙŒÁÑ, ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ln|x|; Â) ŒÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ iarctg^y_x , ÏÓÔÁŒÁÑÓØ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ (ÞÉÓÌÏÍ ı), ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ

h(x) = { iı ÐÒÉ x < 0, 0 ÐÒÉ x > 0.

ðÏÜÔÏÍÕ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ln(x + iy) → ln(x + i0) Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÕÓÌÏŒÉÊ, ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ Œ Ð. 8 § 1.

ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ ln|x|, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÅÓÔØ^1_x (Ð. 2, ÐÒÉÍÅÒ 5); ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ h(x) ÒÁŒÎÁ −iı‹(x) (ÔÁÍ ÖÅ, ÐÒÉÍÅÒ 2). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁÎÏŒÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÒÁ 6 Ð. 2: d dx ln(x + i0) = 1 x − iı‹(x):

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Œ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁ- ÎÉÑ, d dx ln(x + i0) = lim_{y→+0} d dx ln(x + iy) = lim_{y→+0} 1 x + iy : íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÎÔÅÒÅÓÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ:

lim_{y→+0} 1 x + iy = 1 x − iı‹(x); (5)

ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÓÍÙÓÌ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x)

lim_{y→+0} ∞∫ −∞ ’(x) x + iy dx = ∞∫ −∞ ’(x) x dx − iı’(0);

ÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÐÒÁŒÁ ÎÕÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÇÌÁŒÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÏ ëÏÛÉ (ÓÍ. Ð. 2, ÐÒÉÍÅÒ 5).

5. äÅÌØÔÁ-ÏÂÒÁÚÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. íÏÖÎÏ ÍÎÏÇÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁ- ÍÉ ÓÔÒÏÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ, ÓÈÏÄÑÝÉÈ- ÓÑ Ë ‹-ÆÕÎËÃÉÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f (x), ËÁË ÇÏŒÏÒÑÔ, ÉÍÅÌÉ ĂÄÅÌØÔÁ-ÏÂÒÁÚÎÙÊ ŒÉÄĄ.

ôÏÞÎÏ ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ:

Á) ËÁËÏŒÏ ÂÙ ÎÉ ÂÙÌÏ M > 0, ÐÒÉ |a| ⩽ M, |b| ⩽ M ŒÅÌÉÞÉÎÙ | | | | b∫ a f ()d | | | | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ, ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÏÔ a;b; (ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ M);

Â) ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÈ a É b, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÑ,

lim_{→∞} b∫ a f ()d = { 0 ÐÒÉ a < b < 0 É 0 < a < b, 1 ÐÒÉ a < 0 < b:

ðÕÓÔØ f (x) | ÔÁËÁÑ ÄÅÌØÔÁ-ÏÂÒÁÚÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. òÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ

F (x) = x∫ −1 f ()d:

ëÁË ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÅÌØÔÁ-ÏÂÒÁÚÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ, Ó ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÅÍ ÆÕÎËÃÉÑ F (x) ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÐÏÓÔÏÑÎ- ÎÕÀ, ÒÁŒÎÕÀ ÎÕÌÀ ÐÒÉ x < 0, É ÐÏÓÔÏÑÎÎÕÀ, ÒÁŒÎÕÀ ÅÄÉÎÉÃÅ ÐÒÉ x > 0, É Œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ (ÐÏ ) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Œ ËÁÖÄÏÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ F (x) Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÍÅÀÔ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÆÕÎËÃÉÀ „(x), ÒÁŒÎÕÀ 0 ÐÒÉ x < 0 É 1 ÐÒÉ x > 0. á ÔÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÉ f (x) = F^′ (x) ÉÍÅÀÔ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÆÕÎËÃÉÀ „^′(x) = ‹(x), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.

òÉÓ. 2.

ðÒÉÍÅÒ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ

f_"(x) = 1 ı " x^2 + "^2

(" > 0):

çÒÁÆÉË ÅÅ ÐÏËÁÚÁÎ ÎÁ ÒÉÓ. 2. òÁŒÅÎÓÔŒÏ b∫ a f_"(x)dx = 1 ı [ arctg b " − arctg a " ]

ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ a É b ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ " → 0 ÆÕÎËÃÉÉ f_"(x) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÄÅÌØÔÁ-ÏÂÒÁÚÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ðÏÜÔÏ- ÍÕ ÐÒÉ " → 0 1 ı " x^2 + "^2

→ ‹(x): (1)

ôÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ŒÓÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ 1 ı − " x^2 + "^2 = − 1 ı Im 1 x + i" ; ÔÏÇÄÁ, Œ ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ (5) ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ, 1 ı " x^2 + "^2 = − 1 ı Im 1 x + i"

→ ‹(x);

ËÁË É ŒÙÛÅ.

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÐÏ x ÄÅÌØÔÁ-ÏÂÒÁÚÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÂÕ- ÄÅÍ ÐÏÌÕÞÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ Ë ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍ ÏÔ òÉÓ. 3.

ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (1) ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ − 2 ı "x (x^2 + "^2)^2

→ ‹^′(x) (2)

É Ô.Ä. îÁ ÒÉÓ. 3 ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÙ ÆÕÎËÃÉÉ, ÓÔÏÑÝÉÅ ÓÌÅŒÁ Œ (2).

ðÒÉÍÅÒ 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ

f_t(x) = 1 2 √ ıt e^{− x24t} (t > 0):

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ t → 0 ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ‹-ÆÕÎËÃÉÉ.

úÁÍÅÔÉÍ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÞÔÏ f_t(x) > 0; ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ a É b b∫ a f_t(x)dx ⩽ 1 2 √ ıt ∞∫ −∞ e^{− x24t} dx = 1^{1)}:

1)ç. í. æÉÈÔÅÎÇÏÌØÃ, ëÕÒÓ, Ô. II (1948), Ð. 455, ÓÔÒ. 624{625.

òÉÓ. 4.

óÄÅÌÁŒ ÚÁÍÅÎÕ^{x√}_t = y, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ a < 0 < b

lim_{t→0} b∫ a f_t(x)dx = lim_{t→0} 1 2 √ ı b√ t∫ a√ t e^{− y24} dy = 1:

äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b > 0 1 2 √ ıt ∞∫ b e^{− x24t} dx < 1 2 √ ıt ∞∫ b e^{− x24t} x 2t 2t b dx = √ t b √ ı e^{− b24t} → 0

ÐÒÉ t → 0, ÔÁË ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÕ (b;∞), b > 0, ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÆÁËÔ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÏŒ (−∞;a), a < 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, f_t(x) ÅÓÔØ ÄÅÌØÔÁ-ÏÂÒÁÚÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ, É, ÚÎÁÞÉÔ, 1 2 √ ıt e^{− x24t} → ‹(x): (3)

ðÒÉÍÅÒ 3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ

f (x) = 1 ı sinx x (0 < < ∞)

(ÒÉÓ. 4). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ → ∞ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ‹-ÆÕÎËÃÉÉ.

éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ∞∫ −∞ f (x)dx = 1 ı ∞∫ −∞ sinx x dx = 1^{1)}:

1)ç. í. æÉÈÔÅÎÇÏÌØÃ, ëÕÒÓ, Ô. II (1948), Ð. 455, ÓÔÒ. 625{627.

äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ b > a > 0 b∫ a f (x)dx = 1 ı b∫ a sinx x dx = 1 ı b∫ a siny y dy → 0 ÐÒÉ → ∞;

ÔÁËÁÑ ÖÅ ËÁÒÔÉÎÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ a ÄÏ b ÐÒÉ a < b < 0. îÁËÏÎÅÃ, ŒÅÌÉÞÉÎÁ | | | | | 1 ı b∫ a sinx x dx | | | | | = | | | | | 1 ı b∫ a sin y y dy | | | | |

ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ a É b ÄÌÑ ŒÓÅÈ . ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ → ∞ ÆÕÎËÃÉÉ f (x) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÄÅÌØÔÁ-ÏÂÒÁÚÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÔÁË ÞÔÏ

lim_{→∞} 1 ı sinx x = ‹(x): (4)

æÕÎËÃÉÑ^1_ı^{sin x}_x Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÁ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ^1_{2ı} e^{ix} ÐÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÏÔ − ÄÏ . ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÛ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎ ÅÝÅ É ÔÁË: ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K^′:

lim_{→∞} ∫ − e^{ix}d = 2ı‹(x): (5)

óÌÅŒÁ ÓÔÏÉÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÅÄÉÎÉÃÙ. (ðÏÄÒÏÂÎÅÅ É Ó ÄÒÕÇÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ Ï ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ æÕÒØÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ Œ ÇÌ. II. óÒ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ Œ ËÏÎÃÅ § 3 ÇÌ. II)

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÐÏ x ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÎÏŒÙÍ, ÅÝÅ ÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ:

lim_{→∞} ∫ − ie^{ix}d = 2ı‹^′(x); (6)

lim_{→∞} ∫ − (i)^2e^{ix}d = 2ı‹^{′′}(x) (7)

É Ô.Ä. íÏÖÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ ŒÏÏÂÝÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕ- ÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x), ÒÁÓÔÕÝÅÊ ÐÒÉ |x| → ∞ ÎÅ ÂÙÓÔÒÅÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÅ- ÐÅÎÉ |x|, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ | ÐÒÅÄÅÌ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ∫ − f()e^{ix}d

ÐÒÉ → ∞. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÚÁÐÉÛÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ f() Œ ÆÏÒÍÅ (^2 + 1)^mf_0(), ÇÄÅ f_0() | ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÁË ËÁË ÆÕÎË- ÃÉÑ f_0() ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÂÙÞÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ

lim_{→∞} ∫ − f_0()e^{ix}d = G_0(x):

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁ ÐÏ x Œ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË-

ÃÉÊ. ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ( −^{d2}_{dx2} + 1

)_m É ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ

lim_{→∞} ∫ − f()e^{ix}d = ( − d^2 dx^2 + 1 )_m G_0(x);

ÞÔÏ É ÕÔŒÅÒÖÄÁÌÏÓØ.

6. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Ó ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ. ïÐÅ- ÒÁÃÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÙ ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ | ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÒÏŒÁÎÉÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ, ÓÌÏÖÅÎÉÅ, | ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÓÔÒÏÉÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ŒÉÄÁ

a_0(x)y^{(n)}(x) + a_1(x)y^{(n−1)}(x) + ::: + a_n(x)y(x) − b(x);

ÇÄÅ a_0(x);a_1(x);::: ;a_n(x) | ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, Á y(x) É b(x) | ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÒÉÒÁŒÎÉŒÁÑ ÔÁËÏÅ ŒÙ- ÒÁÖÅÎÉÅ ÎÕÌÀ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØ- ÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ y(x). œÏÚÎÉËÁÅÔ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ËÁË ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÔÁËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ dy dx = 0: (1)

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ Œ ËÌÁÓÓÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÍÅÅÔ ÓŒÏÉÍ ÏÂÝÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ y = C (C = const).

õÒÁŒÎÅÎÉÅ (1) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ

(y^′;’) = (y;−’^′) = 0 (2)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x). îÏ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ y ÕÖÅ ÚÁÄÁÎ ÎÁ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ ˘_0 ÔÅÈ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÙ ËÁË ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÏÔ ÄÒÕÇÉÈ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. îÁÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ŒÙÑÓÎÉÔØ, ËÁËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ y ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎ Ó ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ ˘_0 ÎÁ ŒÓÅ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ K.

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ’_0(x) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÁ ËÁË ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅ ∞∫ −∞ ’_0(x)dx = 0: (3)

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ’_0(x) = ’^′_1(x), ÔÏ ∞∫ −∞ ’_0(x)dx = ’_1(x) | | | ∞ −∞ = 0;

Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÒÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏŒÉÑ (3) ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ

’_1(x) = x∫ −∞ ’_0()d;

É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ’_1(x) ÅÓÔØ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ; ÎÏ ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ’_1(x) ŒÍÅÓÔÅ Ó ’_0(x) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ É, Œ ÓÉÌÕ ÕÓÌÏŒÉÑ (3), ÆÉÎÉÔÎÁ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ’_1(x) | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÂÌÁÄÁÀ- ÝÁÑ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ∞∫ −∞ ’_1(x)dx = 1:

äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

’(x) = ’_1(x) ∞∫ −∞ ’(x)dx + ’_0(x);

ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÑ ’_0(x), ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ (3). ïÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ y ÎÁ ÏÓÎÏŒ- ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’_1(x), ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÅÇÏ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) ÂÕÄÅÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ:

(y;’) = (y;’_1) · ∞∫ −∞ ’(x)dx: (4)

ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, (y;’_1) = C_1 | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ôÏÇÄÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (4) ÄÁÅÔ

(y;’) = C_1 ∞∫ −∞ ’(x)dx = ∞∫ −∞ C_1’(x)dx;

Ô.Å. ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ y ÅÓÔØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ C_1, ÞÔÏ É ÕÔŒÅÒÖÄÁÌÏÓØ. íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (1) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÉÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ Œ ËÌÁÓÓÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÒÏÍÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ.

ðÒÉÍÅÒ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄŒÉÇÏŒ, ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ. íÙ ÉÍÅÅÍ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

f(x + ´x) − f(x) = 0;

ÏÔËÕÄÁ

f^′(x) = lim_{�x→0} f(x + ´x) − f(x) ´x = 0;

ÐÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ, f(x) = const, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.

íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ É ÌÀÂÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ŒÉÄÁ

dy_1 dx = a_{11}y_1 + ::: + a_{1m}y_m;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . dy_m dx = a_{m1}y_1 + ::: + a_{mm}y_m; (5)

ÇÄÅ a_{11};::: ;a_{mm} | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ x, ÔÁËÖÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÉÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ (y_1;y_2;::: ;y_m) Œ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ, ËÒÏÍÅ

ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÂÓÔÏÉÔ ÄÅÌÏ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ŒÙÓÛÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

y^{(n)} + a_1(x)y^{(n−1)} + ::: + a_n(x)y = 0

Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, Á ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ÓÉ- ÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ.

îÁÍÅÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ. óÉÓÔÅÍÕ (5) ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ ÚÁÐÉÛÅÍ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ŒÉÄÅ^{1)} dy dx = Ay; A = ||a_{ij} ||:

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ U = ||u^k_j (x)|| ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (ÏÂÙÞÎÙÈ) ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (5); ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ U ÏÂÒÁÔÉÍÁ. ðÅÒÅÊÄÅÍ ÏÔ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ y Ë ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÍ z ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ y = Uz; ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ Œ ÓÉÓÔÅÍÕ (5), ÐÏÌÕÞÁÅÍ: dU dx z + U dz dx = AUz

ÉÌÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ^{dU}_{dx} = AU, U dz dx = 0:

õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ U^{−1} ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ ÒÁÓÐÁŒÛÉÈÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ dz dx = 0;

ÐÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ, z = const, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ y = Uz ÅÓÔØ ŒÅËÔÏÒ, ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.

ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ŒÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ, ÔÁË ËÁË ÌÀÂÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ŒÙÓÛÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ É ÓÉÓÔÅÍÕ ÔÁËÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œ ÏÔÌÉÞÉÉ ÏÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ Œ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÈ ÍÏÇÕÔ ÐÏÑŒÌÑÔØÓÑ ÎÏŒÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ Œ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ, Á ÔÁËÖÅ ÍÏÇÕÔ ÉÓÞÅÚÁÔØ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ.

ðÒÉÍÅÒ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ x dy dx = 0:

åÇÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ËÁË ÐÒÉ x > 0, ÔÁË É ÐÒÉ x < 0. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÄŒÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉ- ÍÙÈ ÒÅÛÅÎÉÑ:

y_1 = 1; y_2 = „(x):

1)óÍ. æ. ò. çÁÎÔÍÁÈÅÒ, ôÅÏÒÉÑ ÍÁÔÒÉÃ, çÏÓÔÅÈÉÚÄÁÔ, 1954, ÓÔÒ. 371 É ÄÁÌØÛÅ.

ðÒÉÍÅÒ 2. õÒÁŒÎÅÎÉÅ

−2x^3y^′ = y

ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ Œ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ:

y = 0:

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ x ≠ 0 ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ y = Ce^1x^2 , ÇÄÅ C ≠ 0 ÉÌÉ C = 0. îÏ ÐÅÒŒÏÅ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË, ÓÏÇÌÁÓÎÏ Ð. 7 § 1, ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ e^1x^2 ’(x)dx

ÎÅ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ.

óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÏÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÅ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄ- ÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ dg dx = f; (6)

ÇÄÅ f | ÄÁÎÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, Á g | ÉÓËÏÍÁÑ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (6) ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ f ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ Œ ËÌÁÓÓÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÏ ÒÅ- ÛÅÎÉÅ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÉÌÉ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÏÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f: g = ∫ fdx:

õÒÁŒÎÅÎÉÅ (6) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ

(g;−’^′) = (f;’)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’. îÏ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ g ÚÁÄÁÎ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ , ÑŒÌÑÀÝÅÊÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÄÒÕÇÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’, Ô.Å. ÏÎ ÚÁÄÁÎ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ˘_0, ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÅÎÎÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÕÎËÔÁ. íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ g ÎÁ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ K. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔŒÉÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁË: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ’_1(x), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ^∞ ∫ −∞ ’_1(x)dx = 1, É

ÓÎÏŒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÌÀÂÕÀ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ’ Œ ÆÏÒÍÅ

’ = ’_1 ∞∫ −∞ ’dx + ’_0;

ÇÄÅ ’_0 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ˘_0. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ Ó ËÁÖÄÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ’ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÅÅ ĂÐÒÏÅËÃÉÀĄ ’_0 ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ˘_0. ðÏÌÁÇÁÅÍ ÔÅÐÅÒØ (g_0;’) = (g;’_0): (7)

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ g_0 ÌÉÎÅÅÎ É ÎÅÐÒÅÒÙ- ŒÅÎ. ïÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (7) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÅÍ Ë ÎÁÊÄÅÎ- ÎÏÍÕ ÞÁÓÔÎÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ, ËÏÔÏ- ÒÙÍ, Œ ÓÉÌÕ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÕÎËÔÁ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ g_1 = C = const.

éÔÁË, ŒÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (6) ÏÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

g = g_0 + C;

ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ g_0 ÚÁÄÁÎ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (7).

ïÔÙÓËÁÎÉÅ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ

dy_i dx + m∑ j=1 a_{ij} y_j = f_i (i = 1;2;::: ;m); (8)

ÇÄÅ f_i | ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ, Á a_{ij} | ÏÂÙÞÎÙÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ŒÉÄÁ (6).

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÉÔØ ÕÖÅ ÐÒÉÍÅÎÑŒÛÕÀÓÑ ŒÙÛÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÕ y = Uz, ÇÄÅ U | ÍÁÔÒÉÃÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅ- ÍÙ (f_i = 0), ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ U^{dz}_{dx} = f, ÉÌÉ^{dz}_{dx} = U^{−1}f. œ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÅ ĂÒÁÚÄÅÌÉÌÉÓØĄ: ËÁÖÄÏÅ ÅÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (6).

îÁËÏÎÅÃ, ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ŒÙÓÛÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

y^{(m)} + a_1y^{(m−1)} + ::: + a_my = f; (9)

ÇÄÅ a_i | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, Á f | ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ ŒÉÄÁ (8) ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ

y_1 = y; y_2 = dy_1 dx ; ::: ; y_{m−1} = dy_{m−2} dx : óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ŒÉÄÁ (9) ÔÁËÖÅ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ŒÉÄÁ (6).

7. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ S. íÙ ŒŒÅÌÉ Œ ËÏÎÃÅ ÐÅÒŒÏ- ÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÎÏŒÏÅ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ S. üÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏ- ÉÔ ÉÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ’(x), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ ŒÉÄÁ

|x^k’^{(q)}(x)| ⩽ C_{kq} (k;q = 0;1;2;:::):

1]§ 3. òåçõìñòéúáãéñ æõîëãéê óï óôåðåîîùíé ïóïâåîîïóôñíé57

íÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ S^′, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ S, ÅÓÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ- ŒÁ K^′ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÎÅ ŒÙŒÏÄÉÔ ÆÕÎËÃÉÏ- ÎÁÌ f ∈ S^′ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÓÌÕÞÁÅÍ ÏÄÎÏÇÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ. úÁÍÅÔÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) ∈ S ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ’^′(x) ÔÁËÖÅ ÌÅÖÉÔ Œ S É ÉÚ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ’ → 0 Œ S ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÖÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ’^′ → 0 Œ S. ðÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f^′, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(f^′;’) = −(f;’^′);

ÓÎÏŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ ÎÁ S.

îÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÏÓÎÏŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ K ÏÎ ÓÏŒÐÁ- ÄÁÅÔ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f Œ ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ŒÙÛÅ (Ð. 1) ÓÍÙÓÌÅ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ f^′ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f, ÐÏÎÉÍÁÅÍÁÑ ËÁË ÆÕÎ- ËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ K, ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ S ŒÍÅÓÔÅ Ó ÆÕÎËÃÉ- ÏÎÁÌÏÍ f, ÞÔÏ É ÕÔŒÅÒÖÄÁÌÏÓØ. òÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÎÁ ŒÙÓÛÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ É ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÏÓÏÂÙÈ ÐÏÑÓÎÅÎÉÊ.

íÙ ÕËÁÚÁÌÉ ŒÙÛÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÑÍ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ, ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÀÔÓÑ Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ K ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ S. ôÅÐÅÒØ ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÍ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÏÂÌÁÄÁÀÔ É ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ. œÏ ŒÔÏÒÏÍ ŒÙÐÕÓËÅ (ÇÌ. II, § 4) ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌ ÎÁ S ÅÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ Ë ÆÕÎËÃÉÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ.

§ 3. òÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÏ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ

1. ðÏÓÔÁÎÏŒËÁ ŒÏÐÒÏÓÁ. éÚ ÆÕÎËÃÉÊ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÅÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ Œ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ŒÁÖÎÙ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÏ ÓÔÅ- ÐÅÎÎÙÍÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ, Ô.Å. ÒÁÓÔÕÝÉÅ ÐÒÉ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ x Ë ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÅ x_0 ÎÅ ÂÙÓÔÒÅÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ^1_{|x−x0|} . œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÄÌÑ ÛÉÒÏËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÂÕÄÕÔ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÉÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

îÁÐÏÍÎÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ, ÄÁÎÎÏÅ Œ Ð. 7 § 1. òÅÇÕÌÑÒÉ- ÚÁÃÉÅÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ∫ f(x)’(x)dx; (1)

ÉÌÉ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x), ÉÍÅÀÝÅÊ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÔÏÞËÉ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÎÅÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ, ÍÙ ÎÁÚŒÁÌÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÌÑ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ’(x), ÒÁŒÎÙÈ ÎÕÌÀ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË

ÆÕÎËÃÉÉ f(x), ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ (1). œ Ð. 7 § 1 ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÓÏ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ (Œ ÔÏÞËÁÈ, ÞÉÓÌÏ ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÎÅÞÎÏ Œ ËÁÖÄÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÅÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÏ- ÎÁÌÁ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÇÏ Œ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÆÕÎËÃÉÉ f(x).

ó ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÂÏÌØÛÅÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. äÌÑ ÛÉÒÏËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÓÏ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ ÂÕÄÅÔ ÕËÁÚÁÎÁ ÒÅ- ÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ: ÓÕÍÍÅ ÄŒÕÈ ÏÂÙÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÓÕÍÍÁ ÉÈ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÊ; ÏÂÙÞÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ | ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÅÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ; ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ h(x) | ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÅÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ ÎÁ h(x).

îÏ ÎÁÞÎÅÍ ÍÙ Ó ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ŒÁÖÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÔËÌÁÄÙŒÁÑ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÐÏÌÎÕÀ ÐÒÏŒÅÒËÕ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ ÄÏ Ð. 7.

ðÒÉÍÅÒÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÏ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØÀ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÆÕÎËÃÉÑ

x^{−3=2}_+ = { 0 ÐÒÉ x ⩽ 0, x^{−3=2} ÐÒÉ x > 0.

óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÅÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÍÙ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÕÖÅ ÐÏ- ÓÔÒÏÉÌÉ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 3 Ð. 2 § 2:

(x^{−3=2}_+ ;’) = ∞∫ 0 ’(x) − ’(0) x^{3=2} dx: (2)

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÉÓÈÏÄÉÌÉ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ −^3_2 x^{−3=2}_+

ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ x^{−1=2}_+ , Ô.Å. ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÇÏ ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ

x^{−1=2}_+ = { 0 ÐÒÉ x ⩽ 0, x^{−1=2} ÐÒÉ x > 0.

œ § 2 ÍÙ É ÎÁ ÄÒÕÇÉÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÑ ÞÁÓÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÕÀ ÄÁÎÎÏÊ ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÏ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØÀ.

äÒÕÇÏÊ ÍÅÔÏÄ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÔÉÐÁ (2) | ÜÔÏ ÍÅÔÏÄ ÁÎÁÌÉ- ÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ. éÍ ÍÙ É ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØ- ÓÑ. ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ ÅÇÏ ÉÄÅÀ, ŒŒÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f_–, ÚÁŒÉÓÑÝÕÀ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ –,

1] §3. òåçõìñòéúáãéñ æõîëãéê 59

ÐÒÏÂÅÇÁÀÝÅÇÏ ÏÔËÒÙÔÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ ~ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÏÇÏ –. üÔÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f_– ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ – Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ~, ÅÓÌÉ Œ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÙ ŒÓÅ ÞÉÓÌÏŒÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ (f_–;’) ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’.

ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ – ÐÏ ÓŒÏÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ ÁÎÁ- ÌÏÇÉÞÎÙ ÏÂÙÞÎÙÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ ÏÔ –. ôÁË, ÅÓÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ^{@f˘}_{@–} ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f_– ÐÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ – ËÁË ÐÒÅÄÅÌ lim �–→0

f_{–+�–} − f_– ´– (Œ ÓÍÙÓÌÅ Ð. 8 § 1), ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ f_– ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ ÐÏ – Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ~ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ^{df˘}_{d–} . éÍÅÀÔ ÔÁËÖÅ ÍÅÓÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÏÒÅÍ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÈ Œ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ É Œ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ, ÏÂ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ É Ô.Ä.; ÏÎÉ ÓÏÂÒÁÎÙ Œ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÉ 2 Ë ÜÔÏÊ ÇÌÁŒÅ.

éÄÅÑ ÍÅÔÏÄÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ f_–(x), ËÏÔÏÒÁÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ, ËÏÇÄÁ – ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ ~ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, É, ŒÏÏÂÝÅ, ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÏŒÏÊ, ËÏÇÄÁ – ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ŒÎÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ~. ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ, ÐÒÉ – ∈ ~ É ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) ÞÉÓÌÏŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (f_–;’) ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ~ É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ ~_1, ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÕÀ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ’(x). ôÏÇÄÁ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ f_{–0} (x) ÐÒÉ –_0 ∈ ~_1 − ~ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌ (f_–;’), ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ (f_–;’) ÉÚ ÏÂÌÁÓÔÉ ~; ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ ∫ f_{–0} (x)’(x)dx = ÁÎÁÌ. ÐÒÏÄ.

–→–_0 ∫ f_–(x)’(x)dx:

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ x^{−3=2}_+ , ÍÙ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ

x^–_+ = { 0 ÐÒÉ x ⩽ 0, x^– ÐÒÉ x > 0.

äÌÑ Re – > −1 ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ

(x^–_+;’) = ∞∫ 0 x^–’(x)dx: (3) þÉÓÌÏŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (3), ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ ÐÏ –: ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÕÀ ÐÏ –, ÒÁŒÎÕÀ ∞∫ 0 x^– lnx’(x)dx:

ðÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (3) ÐÅÒÅÐÉÛÅÍ Œ ŒÉÄÅ 1∫ 0 x^–[’(x) − ’(0)]dx + ∞∫ 1 x^–’(x)dx +

’(0) – + 1 :

ðÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÄÌÑ Re – > −2, ŒÔÏÒÏÅ | ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ –, ÔÒÅÔØÅ | ÄÌÑ – ≠ −1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ (3) ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔØ Re – > −2, – ≠ −1. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ – = −3=2 ÐÏÌÕÞÁÅÍ: ( x^{−3=2}_+ ;’(x) ) = 1∫ 0 x^{−3=2}[’(x) − ’(0)]dx + ∞∫ 1 x^{−3=2}’(x)dx − 2’(0): (4)

ðÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (4) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ (2), ÔÁË ËÁË ŒÏÏÂÝÅ

− 1 – + 1 = ∞∫ 1 x^–dx:

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÐÒÉ ÉÎÏÍ ŒŒÏÄÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÉÎÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ. îÁÐÒÉÍÅÒ,

x^˘_+ + 1 ß (˘ + 3=2) x^2 + (˘ + 3=2)

→ x^{−3=2}_+ + ffi(x) ÐÒÉ ˘ → −3=2

(ÓÍ. § 2, Ð. 5).

ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÔ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÍÅÔÏÄ, ÐÒÉŒÏÄÑÝÉÊ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ ÔÉÐÁ (2) ÉÌÉ (4), ÉÇÒÁÅÔ ÄÌÑ ÎÁÓ ŒÔÏÒÏÓÔÅÐÅÎÎÕÀ, ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÕÀ ÒÏÌØ; ÏÎ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÌÉÛØ ÓÒÅÄÓÔŒÏ, ÔÏÇÄÁ ËÁË ÃÅÌØ | ÜÔÏ ÓÁÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ, ËÁË ÆÏÒÍÕÌÙ (2) ÉÌÉ (4), ÉÍÅÀÔ ÓÍÙÓÌ É ŒÎÅ ŒÓÑËÏÊ ÓŒÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ÍÅÔÏÄÏÍ.

2. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ x^–_+ É x^–_−. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ x^–_+, ÒÁŒ- ÎÕÀ x^– ÐÒÉ x > 0 É 0 ÐÒÉ x ⩽ 0. íÙ ÈÏÔÉÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ É ÉÚÕÞÉÔØ

2] §3. òåçõìñòéúáãéñ æõîëãéê 61

ÏÔŒÅÞÁÀÝÕÀ ÅÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ. ëÁË ÕÖÅ ÓËÁÚÁÎÏ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ, ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ( x^–_+;’ ) = ∞∫ 0 x^–’(x)dx; (1)

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ x^–_+ ÐÒÉ Re – > −1, ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔØ Re – > −2, – ≠ −1 ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÇÏ ÄÌÑ Re – > −1 ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ∞∫ 0 x^–’(x)dx = 1∫ 0 x^–[’(x) − ’(0)]dx + ∞∫ 1 x^–’(x)dx +

’(0) – + 1

: (2)

á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÒÉ Re – > −2, – ≠ −1 ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ, ÓÔÏÑÝÅÇÏ ÓÌÅŒÁ: ÅÓÌÉ −2 < Re – ⩽ −1, – ≠ −1 É ÅÓÌÉ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌÁ, ÔÏ ÓÐÒÁŒÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∞∫ 0 x^–’(x)dx.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ x^–_+ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔØ Re – > −n − 1, – ≠ −1;−2;::: ;−n: ∞∫ 0 x^–’(x)dx = 1∫ 0 x^– [ ’(x) − ’(0) − x’^′(0) − ::: − x^{n−1} (n − 1)!

’^{(n−1)}(0) ] dx+

+ ∞∫ 1 x^–’(x)dx + n∑ k=1 ’^{(k−1)}(0) (k − 1)!(– + k)

: (3)

é ÚÄÅÓØ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÄÁÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏŒÁÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ, ÓÔÏÑÝÅÇÏ ÓÌÅŒÁ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ x^–_+ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ŒÓÅÈ – ≠ −1;−2;:::

œ ÐÏÌÏÓÅ −n − 1 < Re – < −n ÆÏÒÍÕÌÁ (3) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÁ Ë ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ŒÉÄÕ: ( x^–_+;’ ) = ∞∫ 0 x^– [ ’(x) − ’(0) − x’^′(0) − ::: − x^{n−1} (n − 1)!

’^{(n−1)}(0) ] dx (4)

Œ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉ 1 ⩽ k ⩽ n ∞∫ 1 x^{–+k−1}dx = − 1 – + k

: (5) æÏÒÍÕÌÁ (3) ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ (x^–_+;’) ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ – ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓÙ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Œ ÔÏÞËÁÈ – = −1;−2;:::, ÐÒÉÞÅÍ ÅÅ ŒÙÞÅÔ Œ ÔÏÞËÅ – = −k ÒÁŒÅÎ^{’(k−1) (0)}_{(k−1)!} . ôÁË ËÁË ’^{(k−1)}(0) = (−1)^{(k−1)}(‹^{(k−1)}(x);’(x)), ÔÏ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÁÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ x^–_+ ÉÍÅÅÔ ÐÒÉ – = −k ÐÏÌÀÓ 1-ÇÏ

ÐÏÒÑÄËÁ Ó ŒÙÞÅÔÏÍ^{(−1)k−1}_{(k−1)!} ‹^{(k−1)}(x) (k = 1;2;:::).

ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ^{dx˘+}_{dx} . ðÒÉ Re – > 0 ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ

ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ^{dx˘+}_{dx} = –x^{–−1}_+ , Ô.Å. ( x^–_+;’^′(x) ) = − ( –x^{–−1}_+ ;’(x) ) . ôÁË ËÁË ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔÓÑ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔØ (Ó ÉÓËÌÀÞÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ −1;−2;:::), ÔÏ, Œ ÓÉÌÕ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ- ÓÔÉ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÂÕÄÅÔ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ É ŒÏ ŒÓÅÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

dx^–_+ dx = –x^{–−1}_+ (– ≠ −1;−2;:::):

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ −1 < – < 0 ÍÙ ÉÍÅÅÍ: ( d dx x^–_+;’ ) = ( –x^{–−1}_+ ;’ ) = ∞∫ 0 –x^{–−1}[’(x) − ’(0)]dx:

üÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ÍÙ ŒÙŒÅÌÉ ÉÎÙÍ ÐÕÔÅÍ Œ Ð. 2 § 2.

œ § 4 ÂÕÄÅÔ ÐÏÓÔÒÏÅÎÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ x^–_+ Œ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÔÏÞËÉ É Œ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÐÏÌÀÓÁ.

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ É ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ

x^–_− = { |x|^– ÐÒÉ x < 0, 0 ÐÒÉ x ⩾ 0.

äÌÑ Re – > −1 ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ( x^–_−;’ ) = 0∫ −∞ |x|^–’(x)dx: (6)

üÔÏÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ Œ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ Re – ⩽ −1 ÔÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁË x^–_+. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ, ÚÁÍÅÎÉŒ x ÎÁ −x, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ( x^–_−;’ ) Œ ŒÉÄÅ ( x^–_−;’(x) ) = ∞∫ 0 x^–’(−x)dx = ( x^–_+;’(−x) ) :

üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ ŒÓÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ x^–_+, ÎÁ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ x^–_−, ÚÁÍÅÎÉŒ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÆÏÒ- ÍÕÌÁÈ ÆÕÎËÃÉÀ ’(x) ÎÁ ’(−x). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÉÅ Œ ÆÏÒÍÕÌÁÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ’^{(j)}(0) ÚÁÍÅÎÑÔÓÑ ÎÁ (−1)^j ’^j (0).

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ x^–_−, ÔÁË ÖÅ ËÁË É x^–_+, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ ŒÏ ŒÓÅÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ –, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÏÞÅË – = −1;−2;:::; Œ ÔÏÞËÅ – = −k ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ x^–_− ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÏÌÀÓ Ó ŒÙÞÅÔÏÍ^{‹(k−1) (x)}_{(k−1)!} .

æÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏŒÁÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ( x^–_−;’ ) = 0∫ −∞ |x|^–’(x)dx

Œ ÐÏÌÏÓÅ −n − 1 < Re – < −n ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ŒÉÄÕ 0∫ −∞ |x|^–’(x)dx = ∞∫ 0 x^–’(−x)dx = ∞∫ 0 x^– [ ’(−x) − ’(0) +

+ x’^′(0) − ::: −

(−1)^{n−1}x^{n−1} (n − 1)!

’^{(n−1)}(0) ] dx: (7)

œ § 4 ÂÕÄÕÔ ÐÒÉŒÅÄÅÎÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ x^–_− Œ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ É ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ.

3. þÅÔÎÁÑ É ÎÅÞÅÔÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ x^–_+ É x^–_−. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÅÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ

(f(x);’(−x)) = (f(x);’(x));

É ÎÅÞÅÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ

(f(x);’(−x)) = −(f(x);’(x)):

éÚ ŒŒÅÄÅÎÎÙÈ Œ Ð. 2 ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÏÓÔÁŒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÞÅÔÎÕÀ É ÎÅÞÅÔÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ:

|x|^– = x^–_+ + x^–_−; (1) |x|^– sgnx = x^–_+ − x^–_−: (2)

éÚÕÞÉÍ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ |x|^– É |x|^– sgnx. ôÁË ËÁË ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ x^–_+ ÉÍÅÅÔ ÐÒÉ – = −k ÐÏÌÀÓ Ó ŒÙÞÅÔÏÍ

(−1)^{(k−1)} (k−1)! ‹

(k−1)(x), Á ÆÕÎËÃÉÑ x–

− | ÐÏÌÀÓ Ó ŒÙÞÅÔÏÍ^{‹(k−1) (x)}_{(k−1)!} , ÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ |x|^– ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓÙ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ – = −1, −3, −5, ::: , −2m − 1, ::: œÙÞÅÔ |x|^– ÐÒÉ – = −2m − 1 ÒÁŒÅÎ 2^{‹(2m) (x)}_{(2m)!} . œ ÔÏÞËÁÈ – = −2m (m = 1;2; ::: ) ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ |x|^– ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ; ÐÒÉ ÜÔÉÈ – ÍÙ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÂÕÄÅÍ ŒÍÅÓÔÏ |x|^{−2m} ÐÉÓÁÔØ x^{−2m}.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ |x|^– sgnx ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓÙ Œ ÔÏÞËÁÈ – = −2;−4; ::: ;−2m; ::: Ó ŒÙÞÅÔÏÍ ÐÒÉ – = −2m, ÒÁŒÎÙÍ −2^{‹(2m−1) (x)}_{(2m−1)!} . ðÒÉ –=−2m−1 (m=1;2; :::) ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ |x|^– sgnx ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, É ÍÙ ŒÍÅÓÔÏ |x|^{−2m−1} sgnx ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ x^{−2m−1}. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ x^{−n} ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ Õ ÎÁÓ ÄÌÑ ŒÓÅÈ n = 1;2;:::

äÁÄÉÍ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ |x|^– É |x|^– sgnx. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏŒÁÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ

ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ^∞ ∫ 0 x^–’(x)dx É^0 ∫ −∞ |x|^–’(x)dx, Ô.Å. ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (4) É (7) Ð. 2: Œ

ÐÏÌÏÓÅ −n − 1 < Re – < −n ( x^–_+;’ ) = ∞∫ 0 x^– [ ’(x) − ’(0) − x’^′(0) − ::: − x^{n−1} (n − 1)!

’^{(n−1)}(0) ] dx;

( x^–_−;’ ) = ∞∫ 0 x^– [ ’(−x) − ’(0) + x’^′(0) − :::

::: −

(−1)^{n−1}x^{n−1} (n − 1)!

’^{(n−1)}(0) ] dx: úÁÍÅÎÑÑ ÚÄÅÓØ n ÎÁ 2m, ÓËÌÁÄÙŒÁÑ É ŒÙÞÉÔÁÑ, ÎÁÈÏÄÉÍ:

(|x|^–;’) = ∞∫ 0 x^– { ’(x) + ’(−x) −

− 2 [ ’(0) + x^2 2! ’^{′′}(0) + ::: + x^{2m−2} (2m − 2)!

’^{(2m−2)}(0) ]} dx; (3)

(|x|^– sgn(x);’) = ∞∫ 0 x^– { ’(x) − ’(−x) −

− 2 [ x’^′(0) + x^3 3! ’^{′′′}(0) + ::: + x^{2m−1} (2m − 1)!

’^{(2m−1)}(0) ]} dx: (4) ðÅÒŒÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ −2m−1<Re –<−2m+1, ŒÔÏÒÏÅ | ÐÒÉ −2m − 2 < Re – < −2m. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

(x^{−2m};’) = ∞∫ 0 x^{−2m} { ’(x) + ’(−x) −

− 2 [ ’(0) + x^2 2! ’^{′′}(0) + ::: + x^{2m−2} (2m − 2)!

’^{(2m−2)}(0) ]} dx; (5)

(x^{−2m−1};’) = ∞∫ 0 x^{−2m−1} { ’(x) − ’(−x) −

− 2 [ x’^′(0) + x^3 3! ’^{′′′}(0) + ::: + x^{2m−1} (2m − 1)!

’^{(2m−1)}(0) ]} dx; (6)

ÔÁË ÞÔÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ,

(x^{−2};’) = ∞∫ 0 ’(x) + ’(−x) − 2’(0)

x^2 dx; (7)

(x^{−1};’) = ∞∫ 0 ’(x) − ’(−x) x dx; (8)

ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÇÌÁŒÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÐÏ ëÏÛÉ ÉÎÔÅ- ÇÒÁÌÁ ÏÔ^{’(x)}_x : ∞∫ −∞ ’(x) x dx = lim_{"→0} −"∫ −∞ ’(x) x dx + ∞∫ " ’(x) x dx :

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÅÝÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ |x|^– É |x|^– sgnx. íÙ ÉÍÅÅÍ: d dx |x|^– = d dx ( x^–_+ + x^–_− ) = –x^{–−1}_+ − –x^{–−1}_− = –|x|^{–−1} sgnx; (9) d dx |x|^– sgnx = d dx ( x^–_+ − x^–_− ) = –x^{–−1}_+ + –x^{–−1}_− = –|x|^{–−1}: (10)

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ – = −n ÐÏÌÕÞÁÅÍ: d dx x^{−n} = −nx^{−n−1}: (11) œ § 4 ÂÕÄÕÔ ÐÒÉŒÅÄÅÎÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ |x|^– É |x|^– sgnx Œ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ É Œ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ.

úÁÍÅÔÉÍ Œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ x^–_+;x^–_−;|x|^–;|x|^– sgnx ÐÒÉ Re –>−1 ËÁË ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÑÍ ÓÔÅÐÅÎ- ÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ S ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ’(x), ÕÂÙŒÁÀÝÉÈ ÐÒÉ |x| → ∞ ÂÙÓÔÒÅÅ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅ- ÎÉ^1_{|x|} ŒÍÅÓÔÅ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ (§ 1, Ð. 10). æÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ x^–_+;::: ÐÒÉ ÐÒÏÞÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ –, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ, ÔÁËÖÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ S; ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ËÁË ÉÚ ÓÁÍÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ, ÔÁË É ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ^d_{dx} ( x^–_+ ) = –x^{–−1}_+ É ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ Œ ËÏÎÃÅ § 2 Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ÎÁ S ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎ- ËÃÉÏÎÁÌÙ x^–_+;::: ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÐÏ ÏÂÙÞÎÙÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Ë ÆÉÎÉÔÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ, ÎÏ É ËÏ ŒÓÅÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ S, ÎÁÐÒÉÍÅÒ e^{−x2} É Ô.Ð.

ðÒÉÍÅÒ 1. çÁÍÍÁ-ÆÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ

`(–) = ∞∫ 0 x^{–−1}e^{−x}dx;

ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ ÐÒÉ Re – > −1. íÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ x^{–−1}_+ Ë ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÒÁŒÎÏÊ e^{−x} ÐÒÉ 0 ⩽ x < ∞ (ÔÁËÁÑ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÉÍÅ- ÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ S). ðÒÉÍÅÎÑÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÏÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ Ð. 2, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÇÁÍÍÁ-ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÇÄÅ Re – ⩽ −1: ÐÒÉ Re – > −n − 1, – ≠ −1;::: ;−n,

`(–) = 1∫ 0 x^{–−1} [ e^{−x} − n∑ k=0 (−1)^k x^k k! ] dx + ∞∫ 1 x^{–−1}e^{−x}dx + n∑ k=0 (−1)^k k!(k + –) ;

ÐÒÉ −n − 1 < Re – < −n

`(–) = ∞∫ 0 x^{–−1} [ e^{−x} − n∑ k=0 (−1)^k x^k k! ] dx:

ðÒÉÍÅÒ 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∞∫ 0 x^–[e^{−ax} − e^{−bx}]dx:

4] §3. òåçõìñòéúáãéñ æõîëãéê 67

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ ÐÒÉ Re – > −2. åÇÏ ÍÏÖÎÏ ÔÒÁËÔÏŒÁÔØ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ x^–_+ Ë ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ e^{−ax} − e^{−bx}; ÐÏÜÔÏÍÕ ∞∫ 0 x^–[e^{−ax} − e^{−bx}]dx = ∞∫ 0 x^–e^{−ax}dx − ∞∫ 0 x^–e^{−bx}dx;

ÇÄÅ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÐÒÁŒÁ ÔÁËÖÅ ÅÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ Ë ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. îÏ ÐÒÉ Re – > −1 ÍÏÖÎÏ ÓÏŒÅÒÛÉÔØ ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ax = , ÞÔÏ ÄÁÅÔ ∞∫ 0 x^–e^{−ax}dx = ∞∫ 0 ( a )_–

e^− d a = `(– + 1) a^{–+1} ; ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÊ ÐÒÉ ŒÓÅÈ – Œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ∞∫ 0 x^–[e^{−ax} − e^{−bx}]dx = ( 1 a^{–+1} − 1 b^{–+1} ) `(– + 1):

ðÒÉ Re – > −2 ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÁÅÔ ŒÅÌÉÞÉÎÕ ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ. ìÀÂÏÐÙÔÎÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÅÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ. íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÅÅ ÎÁÊÔÉ É ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÐÒÉÅÍÁÍÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÐÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍ a É b).

4. îÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÊ x^–_+, x^–_−, |x|^–, |x|^– sgnx. ôÁË ËÁË ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÁ Ë ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ (§ 2, Ð. 6), ÔÏ ÐÒÉ – ≠ −1;−2;::: ∫ x^–_+dx = x^{–+1}_+ – + 1

+ C_1(–); ∫ x^–_−dx = − x^{–+1}_− – + 1

+ C_2(–);

ÄÁÌÅÅ, ÐÒÉ – ≠ −1;−3;−5;::: ∫ |x|^–dx =

|x|^{–+1} sgnx – + 1

+ C_3(–)

É ÐÒÉ – ≠ −2;−4;−6;::: (Á ÔÁËÖÅ ÐÒÉ – ≠ −1, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ – = −1 Õ ÎÁÓ ÎÅÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ) ∫ |x|^– sgnxdx =

|x|^{–+1} – + 1

+ C_4(–): (1) æÕÎËÃÉÉ C_1(–);::: ;C_4(–) ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ŒÚÑÔÙ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ.

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÏÊ ÓŒÏÂÏÄÏÊ ŒÙÂÏÒÁ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ x^{−1} = |x|^{−1} sgnx ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÈÏ- ÄÏÍ. ðÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (1) ÉÍÅÅÔ ÐÒÉ – = −1 ÐÏÌÀÓ Ó ŒÙÞÅÔÏÍ 1. ðÏÌÏÖÉÍ C_4(–) = −^1_{–+1} + C; ÔÏÇÄÁ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÂÕÄÅÔ ÄÏÐÕÓËÁÔØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ Œ ÔÏÞËÕ – = −1 É ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÓÏÈÒÁÎÉÔ ÓŒÏÊ ÓÍÙÓÌ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ∫ |x|^– sgnxdx =

|x|^{–+1} − 1 – + 1

+ C;

ÐÒÉ – → −1 lim –→−1 |x|^{–+1} − 1

– + 1

= ln |x|

É ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ∫ x^{−1}dx = ln|x| + C: (2)

íÏÖÎÏ ÓÏÓÞÉÔÁÔØ ÔÁËÖÅ É ÐÏŒÔÏÒÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÏÔ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ôÁË, q-ËÒÁÔÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ |x|^– ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ∫ ::: ∫ q |x|^–dx^q =

|x|^{–+q} (sgnx)^q (– + 1)::: (– + q)

+ Q_–(x); (3)

ÇÄÅ Q_–(x) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ÏÔ x ÓÔÅÐÅÎÉ < q.

ðÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÌÅŒÁ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓÙ Œ ÔÏÞËÁÈ – = −1, −3, ::: æÕÎËÃÉÑ^{|x|˘+q (sgn x)q}

(–+1):::(–+q) , ËÒÏÍÅ ÎÉÈ, ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓÙ Œ ÔÏÞËÁÈ

– = −2;−4; ::: ; |–| ⩽ q. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÕÓÔÒÁÎÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÚÁ ÓÞÅÔ ÓÐÅ- ÃÉÁÌØÎÏÇÏ ŒÙÂÏÒÁ ÐÏÌÉÎÏÍÁ Q_–(x). ôÁË ËÁË ŒÙÞÅÔ ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÉ – = −2k (2k < q) ÒÁŒÅÎ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ,

|x|^{−2k+q} (sgnx)^q (−2k + 1)(−2k + 2)::: (−1) · 1 · 2::: (−2k + q) = −x^{q−2k} (2k − 1)!(q − 2k)! ; ÔÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ

Q_–(x) =

[^q_2 ]∑ k=1 x^{−2k+q} (2k − 1)!(q − 2k)! 1 – + 2k

(ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÅÝÅ ÄÏÂÁŒÉÔØ Ë Q_–(x) ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ÏÔ x ÓÔÅÐÅÎÉ < q, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ –). éÔÁË, ∫ ··· ∫ q |x|^–dx^q =

|x|^{–+q} (sgnx)^q (– + 1)::: (– + q) + [^q_2 ]∑ k=1 x^{−2k+q} (2k − 1)!(q − 2k)! 1 – + 2k

: (4)

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄŒÕËÒÁÔÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ∫∫ |x|^–dx^2 =

|x|^{–+2} (– + 1)(– + 2) + 1 – + 2 : 5. îÏÒÍÉÒÏŒËÁ ÆÕÎËÃÉÊ x^–_+;x^–_−;|x|^–;|x|^– sgnx. æÕÎËÃÉÉ x^–_+, x^–_−, |x|^–, |x|^– sgnx, ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÉÍÅÀÔ Œ –-ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÏÌÀÓÙ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏÐÙÔÁÔØÓÑ ÕÓÔÒÁÎÉÔØ ÉÈ, ÒÁÚÄÅÌÉŒ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÂÙÞÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ –, ÉÍÅÀÝÕÀ ÐÏÌÀÓÙ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Œ ÔÅÈ ÖÅ ÔÏÞËÁÈ. ôÁËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ – ÐÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ, ÐÒÉÍÅÎÉŒ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÕÀ ÎÁÓ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ( x^–_+ É Ô.Ä. ) Ë ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’_0(x). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ, ËÁË ÓËÁÚÁÎÏ Œ Ð. 3, ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ x^–_+;x^–_−;|x|^–;|x|^– sgnx ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ S; ÜÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÂÒÁÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ’_0(x) ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ S.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ x^–_+. ïÎÁ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓÙ Œ ÔÏÞËÁÈ −1;−2;::: Ó ŒÙÞÅÔÏÍ Œ ÔÏÞËÅ −n, ÒÁŒÎÙÍ^{(−1)n−1‹(n−1) (x)}_{(n−1)!} . ïÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ’_0(x) ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÞÅÔÙ ÆÕÎËÃÉÉ ( x^–_+;’_0(x) ) ÏÔ – Œ ÔÏÞËÁÈ −1;−2;::: ÂÙÌÉ ÏÔÌÉÞÎÙÍÉ ÏÔ ÎÕÌÑ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ Õ ÆÕÎËÃÉÉ ’_0(x) ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ ŒÓÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÐÒÉ x = 0.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’_0(x) ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ŒÚÑÔØ e^{−x}, ÞÔÏ ÐÒÉŒÏ- ÄÉÔ Ë ÎÏÒÍÉÒÕÀÝÅÍÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ ( x^–_+;e^{−x} ) = ∞∫ 0 x^–e^{−x}dx = `(– + 1):

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÄÂÉÒÁÅÍ ÎÏÒÍÉÒÕÀÝÉÅ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ x^–_−;|x|^– É |x|^– sgnx. äÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ x^–_− ÎÕÖÎÏ ÆÕÎËÃÉÀ ’_0(x) ŒÚÑÔØ ÓÎÏŒÁ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏÂÙ ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÐÒÉ x = 0 ÂÙÌÉ ÏÔÌÉÞÎÙÍÉ ÏÔ ÎÕÌÑ; ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ ’_0(x) = e^x, ÔÁË ÞÔÏ ( x^–_−;e^x ) = 0∫ −∞ |x|^–e^xdx = ∞∫ 0 x^–e^{−x}dx = `(– + 1):

æÕÎËÃÉÑ |x|^– ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓÙ Œ ÔÏÞËÁÈ −1;−3;:::, É ÅÅ ŒÙÞÅÔ Œ ÔÏÞËÅ – = −2m − 1 ÒÁŒÅÎ^{2‹(2m) (x)}_{(2m)!} ; ÐÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÀ ’_0(x) ÓÌÅÄÕÅÔ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÅÅ ÞÅÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÐÒÉ x = 0 ÂÙÌÉ ÏÔÌÉÞÎÙÍÉ ÏÔ ÎÕÌÑ. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ ’_0(x)=e^{−x2} , ÔÁË ÞÔÏ ÎÏÒÍÉÒÕÀÝÉÊ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ŒÉÄ ( |x|^–;e^{−x2} ) = ∞∫ −∞ |x|^–e^{−x2} dx = 2 ∞∫ 0 x^–e^{−x2} dx =

= ∞∫ 0 t^{˘−12} e^{−t}dt =` ( – + 1 2 ) :

îÁËÏÎÅÃ, ÆÕÎËÃÉÑ |x|^– sgnx ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓÙ Œ ÔÏÞËÁÈ −2;−4;::: ; É ÅÅ ŒÙÞÅÔ Œ ÔÏÞËÅ −2m ÒÁŒÅÎ −2^{‹(2m−1) (x)}_{(2m−1)!} . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎËÃÉÑ ’_0(x) ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ŒÙÂÒÁÎÁ Ó ÔÁËÉÍ ÒÁÓÞÅÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÅÅ ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÙÅ ÐÒÉ x = 0 ÂÙÌÉ ÏÔÌÉÞÎÙÍÉ ÏÔ ÎÕÌÑ. íÏÖÎÏ ÐÒÉÎÑÔØ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ’_0(x) = xe^{−x2} ; ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÏÒÍÉÒÕÀÝÉÊ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ( |x|^– sgnx;xe^{−x2} ) = 2 ∞∫ 0 x^{–+1}e^{−x2} dx =` ( – + 2 2 ) :

éÔÁË, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÃÅÌÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ –:

x^–_+ `(– + 1) ; x^–_− `(– + 1) ; |x|^– ` (_{–+1} 2 ) ; |x|^– sgnx ` (_{–+2} 2 ) :

úÎÁÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ Œ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÞÉÓÌÉÔÅÌÑ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ ÍÏÖ- ÎÏ ÎÁÊÔÉ ËÁË ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ŒÙÞÅÔÏŒ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

x^–_+ `(– + 1) | | | |_{–=−n} =

ŒÙÞ:

–=−n

x^–_+

ŒÙÞ:

–=−n ( x^–_+;e^{−x} ) =

= (−1)^{n−1}‹^{(n−1)}(x)(n − 1)!

(−1)^{n−1}(‹^{(n−1)}(x);e^{−x})(n − 1)!

= ‹^{(n−1)}(x); (1) x^–_− `(– + 1) | | |_{–=−n} =

ŒÙÞ:

–=−n

x^–_−

ŒÙÞ:

–=−n ( x^–_−;e^x ) =

= ‹^{(n−1)} (x)

(n−1)!

(‹^{(n−1)} (x);e^x) (n−1)!

= (−1)^{n−1}‹^{(n−1)}(x); (2)

|x|^– ` (_{–+1} 2 ) | | | |_{–=−2m−1} = ŒÙÞ:

–=−2m−1 |x|^– ŒÙÞ:

–=−2m−1 ( |x|^–;e^{−x2} ) = 2 (2m)! ‹

(2m)(x) 2 (2m)! (‹

(2m)(x);e−x^2 ) :

òÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ‹^{(2m)}(x) Ë e^{−x2} ÒÁŒÅÎ (e^{−x2} )^{(2m)} | x=0. ôÁË ËÁË

e^{−x2} = 1 − x^2 + x^4 2! − x^6 3! + ::: + (−1)^m x^{2m} m! + ::: = = ∞∑ m=0 ( e^{−x2}

)_{(2m)}| | |_{x=0} x^{2m} (2m)! ;

ÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ( e^{−x2}

)_{(2m)}| | |_{x=0} =

(−1)^m(2m)! m! :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, |x|^– ` (_{–+1} 2 ) | | | | |_{–=−2m−1} = (−1)^m‹^{(2m)}(x)m!

(2m)!

: (3)

îÁËÏÎÅÃ,

|x|^– sgnx ` (_{–+2} 2 ) | | | |_{–=−2m} = ŒÙÞ:

–=−2m

|x|^– sgnx

ŒÙÞ:

–=−2m ( |x|^– sgnx;xe^{−x2} ) =

= −^2_{(2m−1)!} ‹^{(2m−1)}(x)

−^2_{(2m−1)!} (‹^{(2m−1)}(x);xe^{−x2} ) :

òÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ‹^{(2m−1)}(x) Ë xe^{−x2} ÒÁŒÅÎ − ( xe^{−x2} )_{(2m−1)}| | |_{x=0}. ôÁË ËÁË

xe^{−x2} = x − x^3 + x^5 2! − x^7 3! + ::: + (−1)^{m−1} x^{2m−1} (m − 1)!

+ ::: = = ∞∑ m=1 ( xe^{−x2} )_{(2m−1)}| | |_{x=0} x^{2m−1} (2m − 1)! ; ÔÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ( xe^{−x2} )_{(2m−1)}| | |_{x=0} = (−1)^{m−1}

(2m − 1)! (m − 1)! ; ÐÏÜÔÏÍÕ

|x|^– sgnx ` (_{–+2} 2 ) | | | | |_{–=−2m}

= (−1)^m

‹^{(2m−1)}(x)(m − 1)!

(2m − 1)!

: (4)

æÏÒÍÕÌÙ (1){(4) ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ É ÉÎÁÞÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÉÚŒÅÓÔÎÙÅ ŒÙÞÅÔÙ ÇÁÍÍÁ-ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÔÏÞËÁÈ.

æÏÒÍÕÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ x ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ

f^–_+ = x^–_+ `(– + 1)

ÐÒÏÝÅ, ÞÅÍ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ x^–_+; ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, d dx f^–_+ = d dx x^–_+ `(– + 1) = –x^{–−1}_+ `(– + 1) = x^{–−1}_+ `(–)

= f^{–−1}_+ ; (5)

ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ

f^–_+ = x^–_+ `(– + 1)

ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÀ ÉÎÄÅËÓÁ – ÎÁ 1. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ

f^–_− = x^–_− `(– + 1) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ: d dx f^–_− = −f^{–−1}_− ; (6)

6] §3. òåçõìñòéúáãéñ æõîëãéê 73

ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ

f^–_− = x^–_− `(– + 1)

ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÀ ÉÎÄÅËÓÁ – ÎÁ 1 Ó ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ ÚÎÁËÁ.

æÕÎËÃÉÑ^{|x|˘}_�(_{˘+12} ) ÐÒÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÆÕÎËÃÉÀ

|x|^˘ sgn x

�(^{˘+2}_2 ) Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ, ÎÁ 1 ÍÅÎØÛÉÍ, É Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÞÉÓÌÏŒÙÍ ÍÎÏÖÉ- ÔÅÌÅÍ. ðÒÉ ÄŒÕËÒÁÔÎÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÑ^{|x|˘}_�(_{˘+12} ) ŒÏÓÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÉÔÓÑ Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ, ÎÁ ÄŒÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ÍÅÎØÛÉÍ: d^2 dx^2 |x|^– ` (_{–+1} 2 ) = 2– |x|^{–−2} ` (_{–−1} 2 ) : (7)

æÏÒÍÕÌÕ |x|^{–−2} ` (_{–−1} 2 ) = 1 2– d^2 dx^2 |x|^– ` (_{–+1} 2 ) (8)

ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÏÌÏÖÉÔØ Œ ÏÓÎÏŒÕ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÆÕÎË- ÃÉÉ^{|x|˘}_�(_{˘+12} ) .

6. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ (x + i0)^– É (x − i0)^–. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÏŒÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ (x + i0)^– É (x − i0)^–. œ ÏÔÌÉÞÉÉ ÏÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ x^–_+, x^–_−, |x|^–, |x|^– sgnx, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ Œ ÐÐ. 2 É 3, ÜÔÉ ÎÏŒÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÎÕÖÄÁÔØÓÑ Œ ÎÏÒÍÉÒÏŒËÅ: ÏÎÉ ÂÕÄÕÔ ÃÅÌÙÍÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÏÔ –. äÒÕÇÉÅ ÐÒÅÉÍÕÝÅ- ÓÔŒÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (x + i0)^– É (x − i0)^– ŒÙÑÓÎÑÔÓÑ Œ ÇÌÁŒÅ Ï ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÈ æÕÒØÅ (ÇÌ. II).

ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (x + iy)^– ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ:

(x + iy)^– = e^{– Ln(x+iy)} = e^{–[ln |x+iy|+i Arg(x+iy)]}:

œÏÚØÍÅÍ ÚÄÅÓØ

Arg(x + iy) = arg(x + iy)

(−ı < argz < ı). ôÏÇÄÁ (x + iy)^– ÂÕÄÅÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ z = x+iy Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ y > 0 É ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ (x + iy)^– ÂÕÄÅÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ

ÆÕÎËÃÉÅÊ Œ ÎÉÖÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ y < 0. îÁÓ ÂÕÄÕÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. éÈ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÓÏÓÞÉÔÁÔØ:

(x + i0)^– = lim_{y→+0}(x^2 + y^2)^{˘2} e^{i– arg(x+iy)} = { e^{i–ı} |x|^– ÐÒÉ x < 0, x^– ÐÒÉ x > 0; (1)

(x − i0)^– = lim_{y→−0}(x^2 + y^2)^{˘2} e^{i– arg(x+iy)} = { e^{−i–ı} |x|^– ÐÒÉ x < 0, x^– ÐÒÉ x > 0. (2) üÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ –.

îÁÛÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ÔÅÐÅÒØ ÂÕÄÅÔ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÜÔÉÍ ÏÂÙÞÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ. ðÏÓÌÅÄÎÉÅ ÍÙ ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ (x + i0)^– É (x − i0)^–.

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÆÕÎËÃÉÉ x^–_+ É x^–_−, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ Œ Ð. 2, ÍÙ ÐÒÉ Re – > −1 ÍÏÖÅÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ:

(x + i0)^– = x^–_+ + e^{i–ı} x^–_−; (3) (x − i0)^– = x^–_+ + e^{−i–ı}x^–_−: (4)

îÏ ÏÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ – ≠ −1;−2;::: (ÏÂÙÞÎÙÍ) ÆÕÎË- ÃÉÑÍ (1) É (2) ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÅ ÓÐÒÁŒÁ Œ (3) É (4) (ÓÍ. Ð. 2). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ (x + i0)^– É (x − i0)^– ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÄÌÑ – ≠ −1;−2;:::

îÏ ÅÓÌÉ ÐÒÉ – = −n ÓÒÁŒÎÉÔØ ŒÙÞÅÔÙ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ x^–_+ É x^–_− (ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ Œ Ð. 2), ÔÏ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÐÒÁŒÁ Œ (3) É (4) ŒÚÁÉÍÎÏ ÕÎÉÞÔÏÖÁÀÔÓÑ; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ (x + i0)^– É (x − i0)^– | ÃÅÌÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ –. œ § 4 ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÆÏÒÍÕÌÙ

(x + i0)^{−n} = x^{−n} − iı(−1)^{n−1} (n − 1)!

‹^{(n−1)}(x);

(x − i0)^{−n} = x^{−n} + iı(−1)^{n−1} (n − 1)!

‹^{(n−1)}(x):

ïÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ÐÏÌÀÓÏŒ Õ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (x + i0)^– É (x − i0)^– ÍÏÖÎÏ ÐÏÑÓÎÉÔØ ÅÝÅ É ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ’(x) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ S É ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÄÏÌÖÁ- ÅÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ L_”

z^–’(z)dz (z = x + iy)

ÐÏ ÌÉÎÉÉ L_", ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÌÕÞÁ (−∞;−") ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÉ (" > 0), ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ " Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ, ÌÅÖÁÝÅÊ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ (x + i0)^–), É ÌÕÞÁ (";+∞) ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÉ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÏÛÉ, ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÜÔÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ". ôÁË ËÁË ÎÁ ÌÉÎÉÉ L_" Õ ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ É ’(x) ÐÒÉ |x| → ∞ ÕÂÙŒÁÅÔ ÂÙÓÔÒÅÅ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ x, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÉ ŒÓÅÈ – É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ, ËÁË ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ –. ðÒÉ Re – > −1 ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ ∞∫ −∞ (x + i0)^–’(x)dx;

ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀ- ÓÏŒ.

7. ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ. œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÕÎËÔÁÈ ÍÙ ÓÏ- ÐÏÓÔÁŒÉÌÉ ÒÑÄÕ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÏ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÁÕÞÉÌÉÓØ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÍÎÏÇÉÅ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ). œ ÜÔÏÍ ÐÕÎËÔÅ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÏ ÅÄÉÎÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÇÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÕÖÅ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÏÂÛÉÒÎÙÊ ÐÏÄËÌÁÓÓ Œ ËÌÁÓÓÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÏ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ. äÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ ÍÙ ÎÁÚÏŒÅÍ ÜÔÕ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÀ ËÁÎÏÎÉ- ÞÅÓËÏÊ É ŒŒÅÄÅÍ ŒÒÅÍÅÎÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ

f = Ë:Ò: f(x)

(f | ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x)). íÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÑ:

1^∘. Ë:Ò: [¸_1f_1(x) + ¸_2f_2(x)] = ¸_1 Ë:Ò: f_1(x) + ¸_2 Ë:Ò: f_2(x):

2^∘. Ë:Ò:

[_d dx f(x) ] =^d_{dx} [Ë:Ò: f(x)]:

úÄÅÓØ ÓÌÅŒÁ^d_{dx} | ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, Á ÓÐÒÁŒÁ | ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ.

3^∘. Ë:Ò: [h(x)f(x)] = h(x) · Ë:Ò: f(x)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ h(x).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÆÕÎËÃÉÉ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÎÅÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÕÀ ÏÓÏÂÅÎ- ÎÏÓÔØ ÔÏÌØËÏ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ x = 0.

ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÍÉ Œ ŒÉÄÅ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÕÍÍ

f(x) = ∑ p_i(x)q_i(x); (1)

ÇÄÅ p_i(x) | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, Á q_i(x) | ÏÄÎÁ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ: x^–_+, x^–_−, x^{−n}, ÐÒÉÞÅÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ – ÎÅ ÒÁÚ- ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ −1;−2;::: œÓÅÍ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÙ Œ ÐÐ. 2 É 3 ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÒÉÞÅÍ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ x. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ É ÏÂÙÞÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÎÅ ŒÙŒÏÄÑÔ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ËÌÁÓÓÁ (1).

ôÁË ËÁË ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ É ÓÌÏÖÅÎÉÑ (ÓÍ. § 1), ÔÏ ÍÙ ÓÒÁÚÕ ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ f(x), ÐÏÄÓÔÁŒÉŒ ÓÐÒÁŒÁ Œ (1) ŒÍÅÓÔÏ q_i(x) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÅÊ ÆÕÎËÃÉÊ x^–_+, x^–_−, x^{−n} ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ- ÎÙÅ Œ ÐÐ. 2 É 3, Á ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÀ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

Ë:Ò: f(x) = ∑ p_i(x) · Ë:Ò: q_i(x): (2)

ôÁË ËÁË, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, |x|^0 = 1, ÔÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÅÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ÅÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÑ 1^∘ É 3^∘ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ. ðÒÏŒÅÒÉÍ ÕÓÌÏŒÉÅ 2^∘. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ, Ô.Å. ËÏÇÄÁ

f(x) = p(x)q(x):

äÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ^d_{dx} ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ É ÛÔÒÉÈÏÍ ÏÂÙÞÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ. óÏÇÌÁÓ- ÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (3) Ð. 1 § 2 d dx Ë:Ò: f(x) = p^′(x) · Ë:Ò: q(x) + p(x) d dx Ë:Ò: q(x):

îÏ, ËÁË ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÅÎÏ, d dx Ë:Ò: q(x) = Ë:Ò: q^′(x);

É, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ 1^∘ É 3^∘, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ: d dx Ë:Ò: f(x) = Ë:Ò:[p^′(x)q(x) + p(x)q^′(x)] = Ë:Ò: f^′(x):

îÏ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ŒÏÐÒÏÓ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÌÉ ÎÁÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞ- ÎÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÒÁÚÌÁÇÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ p_i(x) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ôÅÊÌÏÒÁ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ f(x) Œ ŒÉÄÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÍÍÙ:

f(x) = ∑ c_ir_i(x) + h(x); (1^′)

ÇÄÅ r_i(x) | ÓÎÏŒÁ ÏÄÎÁ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ x^–_+;x^–_−;x^{−n} (ÔÏÌØËÏ – ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÄÒÕÇÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ), c_i | ÕÖÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, Á h(x) | ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Œ ÓÕÍÍÅ ∑ c_ir_i(x) ĂÐÒÉŒÅÄÅÎÙ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÞÌÅÎÙĄ É ÏÓÔÁŒÌÅÎÙ ÌÉÛØ ÔÅ r_i(x), Õ ËÏ- ÔÏÒÙÈ Re –⩽−1, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÏÔÎÅÓÅÎÙ Œ h(x). ôÏÇÄÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ (1^′) ÂÕÄÅÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ, ÔÁË ËÁË ÒÁÚÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÐÏÒÑÄËÉ ÐÒÉ x → 0. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (1^′) ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÀ ∑ c_i · Ë:Ò: r_i(x) + h(x): (2^′)

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ (2) É (2^′) ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ; ÜÔÉÍ É ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁ- ÚÁÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÎÁÛÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ.

äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (1) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ p(x)q(x), ÔÁË ËÁË ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ (2), ÎÏ É ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ (2^′) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ 1^∘. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ q(x) = x^–_+; ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÄŒÁ ÓÌÕÞÁÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ðÕÓÔØ −m − 2 < Re – < −m − 1. òÁÚÌÏÖÉÍ p(x) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ôÅÊÌÏÒÁ:

p(x) = m∑ j=0 x^j j! p^{(j)}(0) + x^{m+1}s(x):

îÁÍ ÎÁÄÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x)

(x^–_+;p(x)’(x)) = m∑ j=0 p^{(j)}(0) j! (x^{–+j}_+ ;’(x)) + ∞∫ 0 x^{–+m+1}s(x)’(x)dx: (3) äÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÅÇÏ ÌÅŒÕÀ ÞÁÓÔØ:

(x^–_+;p(x)’(x)) = ∞∫ 0 x^– { p(x)’(x) − m∑ k=0 x^k k! [p(x)’(x)]^{(k)} | | | |_{x=0} } dx =

= ∞∫ 0 x^– { ’(x)

[_m∑ j=0 x^j j! p^{(j)}(0) + x^{m+1}s(x) ] −

− m∑ i=0 x^i i! ’^{(i)}(0) · m∑ j=0 x^j j! p^{(j)}(0) } dx =

= m∑ j=0 p^{(j)}(0) j! ∞∫ 0 x^{–+j} [ ’(x) − m∑ i=0 x^i i! ’^{(i)}(0) ] + ∞∫ 0 x^{–+m+1}s(x)’(x)dx;

ÞÔÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (3).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ÐÏÌÏÖÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ (2^′) Œ ÏÓÎÏŒÕ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ. œ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ËÁË ÆÏÒÍÕÌÏÊ (2), ÔÁË É ÆÏÒÍÕÌÏÊ (2^′).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÏÄÎÕ, Á ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÔÁËÏÇÏ ÖÅ ŒÉÄÁ, ËÁË Œ (1), ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÓÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ, ÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ Œ ÌÀÂÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ, ËÁË ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ Œ Ð. 2 ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÑ 1, ÅÄÉÎÉÃÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ 1 = ∞∑ i=1 e_i(x);

ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÉ e_i(x) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ, ÐÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÙÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌ ÏÓÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÑÍÉ^{1)} ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÆÕÎËÃÉÊ e_i(x) É Œ ÇÒÁÎÉÃÁÈ ÎÏÓÉÔÅÌÑ ÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ e_i(x) ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÆÕÎËÃÉÉ f(x). õÍÎÏÖÁÑ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÁ f(x), ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÉÓÈÏÄÉÔØ ÉÚ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ

f(x) = ∞∑ i=1 p_i(x)q_i(x); (4)

ÇÄÅ q_i(x) | ÓÄŒÉÇÉ ÔÅÈ ÖÅ ÆÕÎËÃÉÊ x^–_+;x^–_−;x^{−n}, Á p_i(x) | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ

1)îÏÓÉÔÅÌÅÍ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ e(x) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÏ- ÞÅË x, ÇÄÅ e(x) ≠ 0 (ÓÍ. § 1, Ð. 4).

ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ ÒÑÄ (4) ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ. ôÏÇÄÁ ÍÙ ÓÎÏŒÁ ÍÏÖÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔØ

Ë:Ò: f(x) = ∞∑ i=1 p_i(x) · Ë:Ò: q_i(x); (5)

Ô.Å.

(Ë:Ò: f(x);’(x)) = ∞∑ i=1 (Ë:Ò: q_i(x);p_i(x)’(x)); (6)

ÚÄÅÓØ ÕÖÅ ÒÑÄ ŒÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÔÁË ËÁË ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÆÉÎÉÔÎÙ. ïÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÒÕÅÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÓÎÏŒÁ ÎÅ ŒÙŒÏÄÑÔ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ËÌÁÓÓÁ (4). òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ (4) ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x),ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ (1), ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ; ÎÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ (5) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ.

óŒÏÊÓÔŒÁ 1^∘{3^∘ ÐÒÏŒÅÒÑÀÔÓÑ ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ.

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ĂË.Ò.f(x)Ą Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÔØÓÑ ÎÅ ÂÕÄÅÔ: ÍÙ ÕÓÌÏŒÉÍÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÀ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) | ÉÌÉ, ÌÕÞÛÅ ÓËÁÚÁÔØ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÕÀ ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x), | ÔÅÍ ÖÅ ÓÉÍŒÏÌÏÍ f(x), ÐÏÄÏÂÎÏ ÔÏÍÕ ËÁË Œ ÐÐ. 2 É 3 ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÓÒÁÚÕ ÐÒÉÎÑÔÏ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ x^–_+ É ÄÒ.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÓÉÍŒÏÌÉËÏÊ, ÐÒÉÎÑÔÏÊ Œ Ð. 3 § 1, ÐÏÄ ÚÁÐÉÓØÀ ∫ f(x)’(x)dx, ÇÄÅ f(x) | ÏÂÙÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÄÏÐÕÓËÁÀÝÁÑ ËÁ- ÎÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÀ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ Ë ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x).

ðÒÉÍÅÒ. œ Ð. 4 § 2 ÍÙ ŒÓÔÒÅÔÉÌÉÓØ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ ctg^x_2 . åÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÐÒÉ |x| <^ı_2 Œ ŒÉÄÅ ctg x 2 = x cos^x_2 sin^x_2 1 x = p(x) x ; ÇÄÅ p(x) | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ctg^x_2 ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÈ ÔÏÞÅË kı, k = ±1;±2;::: íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ctg^x_2 ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÀ. îÁ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÑ ÌÉÛØ Œ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ, ÜÔÁ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ( ctg x 2 ;’(x) ) = ( p(x) x ;’(x) ) = ( 1 x ;p(x)’(x) ) =

= ∞∫ 0 p(x)’(x) − p(−x)’(−x) x dx = ∞∫ 0 [’(x) − ’(−x)]ctg x 2 dx:

œ ÓÉÌÕ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 2^∘ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ÂÕÄÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ d dx ctg x 2 = − 1 2 1 sin^{2 x}_2 ; Ô.Å., Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ x^{−2}, ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ŒÙÒÁÖÁÅÍÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ( − 1 2 1 sin^{2 x}_2 ;’ ) = − 1 2 ∞∫ 0 [ ’(x) + ’(−x) sin^{2 x}_2 − 4’(0) x^2 ] dx

(ÓÎÏŒÁ Œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ’(x) = 0 ŒÎÅ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÏÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ctg^x_2 .

8. òÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÄÒÕÇÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ. œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÎÉÍÁÔØ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÏÄ (ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ) ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ∞∫ −∞ f(x)’(x)dx;

ÇÄÅ f(x) | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ó ÄÏŒÏÌØÎÏ ÏÂÝÉÍÉ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ, Á ’(x) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÆÉËÓÉÒÕÑ ÜÔÕ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÐÏÓÏÂ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ.

ïÄÎÁËÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÓÔÁÌÉÓØ Œ ÓÔÏÒÏÎÅ ÕÖÅ ÔÁËÉÅ ÐÒÏÓÔÙÅ, ÎÏ ŒÁÖÎÙÅ

ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ, ËÁË^b ∫ 0 x^–dx É^∞ ∫ 0 x^–dx (ÐÅÒŒÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ

ÐÒÉ Re – ⩽ −1, ŒÔÏÒÏÊ | ÐÒÉ ŒÓÅÈ –), É ÍÎÏÇÉÅ ÄÒÕÇÉÅ. œ ÜÔÏÍ ÐÕÎËÔÅ ÍÙ ÐÏÓÔÁÒÁÅÍÓÑ ÐÒÉÄÁÔØ ÔÁËÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÓÍÙÓÌ.

òÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ. œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÕÎËÔÁÈ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ x^–_+, x^–_−, x^{−n} ÎÁ ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÊ ÉÌÉ ÎÁ ŒÓÅÊ ÐÒÑÍÏÊ. íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÍÉ ÐÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ, ËÁË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ,

(x^–_{0⩽x⩽b};’) = b∫ 0 x^–’(x)dx: (1) íÙ ŒÚÑÌÉ ÚÄÅÓØ ÏÔÒÅÚÏË 0 ⩽ x ⩽ b ËÁË ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÔÉÐÉÞÎÙÊ: ÎÁ ÎÅÍ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ ŒÏÚÍÏÖÎÏÊ ÒÁÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, ÐÒÉÞÅÍ ËÏÎÃÅŒÁÑ (x = 0). óÌÕÞÁÊ ÏÔÒÅÚËÁ a ⩽ x ⩽ b, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅÔ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË, ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÁ; ÅÓÌÉ ÖÅ ÔÏÞËÁ ÒÁÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÓÅÒÅÄÉÎÅ ÏÔÒÅÚËÁ, ÔÏ ÍÙ ÒÁÚÏÂØÅÍ ÅÇÏ ÎÁ ÄŒÁ ÏÔÒÅÚËÁ ÔÁË, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÔÏÞËÕ ÒÁÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÎÁ ËÏÎÃÅ.

éÔÁË, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (1). ïÎ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ Re – > −1 É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ –. óÏŒÅÒÛÁÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ b∫ 0 x^–’(x)dx = b∫ 0 x^– [ ’(x) − ’(0) − x’^′(0) − ::: − x^{n−1} (n − 1)!

’^{(n−1)}(0) ] dx+

+ ’(0) b^{–+1} – + 1

+ ’^′(0) b^{–+2} (– + 2)

+ ::: + ’^{(n−1)}(0) b^{–+n} (n − 1)!(– + n)

; (2)

ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÛ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ – ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÄÏÌÖÁ- ÅÔÓÑ ŒÏ ŒÓÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ –, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ –=−1;−2;::: ;−n;::: , ÇÄÅ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓÙ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. æÏÒÍÕÌÕ (2) ÍÙ ÐÒÉÍÅÍ ÚÁ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ ÓÔÏÑÝÅÇÏ ÓÌÅŒÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÐÒÉ – ≠ −1;−2;::: ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÞÅÒÅÚ x^–_{0⩽x⩽b}.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ’(x) ÚÄÅÓØ ÍÏÖÎÏ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÂÒÁÔØ ÌÀÂÕÀ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÕÀ ÐÒÉ 0 ⩽ x ⩽ b ÆÕÎËÃÉÀ, ÔÁË ËÁË ÔÁËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÚÁ ÔÏÞËÉ 0 É b ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.

œÏÚØÍÅÍ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ’(x) ≡ 1 ÐÒÉ 0 ⩽ x ⩽ b. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ b∫ 0 x^–dx = b^{–+1} – + 1

; (3)

ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÅ ÐÒÉ ŒÓÅÈ – ≠ −1;−2;::: éÚÌÉÛÎÅ ÕËÁÚÙŒÁÔØ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÚÄÅÓØ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ (ÐÒÉ Re – ⩽ −1) ÎÅ Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, Á ËÁË ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏŒÁÎÎÙÊ ÐÏ ÎÁÛÅÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ^{1)}.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÌÀÂÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) ŒÉÄÁ

f(x) = { x^–p(x) ÐÒÉ 0 < x ⩽ b, 0 ÐÒÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ x, (4)

1)œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ, Á ŒÍÅÓÔÅ Ó ÎÅÊ É ÌÅŒÁÑ ÉÍÅÀÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÕÀ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÐÒÉ ˘ = −1.

ÇÄÅ p(x) | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó Ð. 7 ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÀ ÆÕÎËÃÉÉ f(x), ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÕÀ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(ÒÅÇ.f(x);’(x)) = ( x^–_{0⩽x⩽b};p(x)’(x) ) : (5)

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÅÚÎÏ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ. óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÅ ÐÒÉ Re – > −1 ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ b∫ 0 x^–’(x)dx = c∫ 0 x^–’(x)dx + b∫ c x^–’(x)dx; (6)

ÇÄÅ 0 < c < b, ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ŒÓÅÈ – ≠ −1;−2;:::, ÅÓÌÉ ÐÏÄ ÐÅÒŒÙÍÉ ÄŒÕ- ÍÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÍÉ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ. äÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ, ŒÓÅ ÔÒÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏ- ÄÏÌÖÅÎÉÑ Œ ÐÏÌÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ – Ó ÉÓËÌÀÞÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ −1;−2;:::, ÐÒÉÞÅÍ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÁÖÅ ÐÒÉ ŒÓÅÈ – Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (6) ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ Œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ.

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) ÓÏ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ Œ ÔÏÞËÁÈ a É b, ÔÁË ÞÔÏ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ

f(x) = (x − a)^–p_a(x);

Á Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ b |ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ

f(x) = (b − x)^—p_b(x);

ÇÄÅ p_a(x) É p_b(x) | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÅÒŒÁÑ | Œ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ a ⩽ x < b, ŒÔÏÒÁÑ | Œ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ a < x ⩽ b. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÀ ÆÕÎËÃÉÉ f(x), Ô.Å. ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ b∫ a f(x)’(x)dx;

ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ b∫ a f(x)’(x)dx = c∫ a f(x)’(x)dx + b∫ c f(x)’(x)dx;

ÇÄÅ c | ÔÏÞËÁ ÍÅÖÄÕ a É b, Á ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÓÐÒÁŒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÁË ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ.

òÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÔÏÞËÉ c.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ c^′ > c | ÌÀÂÁÑ ÄÒÕÇÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a;b], ÔÏ, ÐÏ ÓËÁÚÁÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ,

c^′∫

a f(x)’(x)dx = c∫ a f(x)’(x)dx +

c^′∫

c f(x)’(x)dx; b∫ c f(x)’(x)dx =

c^′∫

c f(x)’(x)dx + b∫ c^′

f(x)’(x)dx

É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

c^′∫

a f(x)’(x)dx + b∫ Ó^′

f(x)’(x)dx = c∫ a + c^′∫

c + b∫ c^′ = c∫ a + b∫ c ; ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÍÅÒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ B-ÆÕÎËÃÉÀ üÊÌÅÒÁ

B(–;—) = 1∫ 0 x^{–−1}(1 − x)^{—−1}dx:

üÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÐÒÉ Re – > 0, Re — > 0; ÐÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ, ÏÎ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ŒÏ ŒÓÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ – É ŒÏ ŒÓÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ —, ËÒÏÍÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ – = 0;−1;−2;::: É — = 0;−1;−2;::: æÏÒÍÕÌÁ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ ÐÒÉ Re – > −k, Re — > −s ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

B(–;—) = 1 2∫ 0 x^{–−1} [ (1 − x)^{—−1} − k−1∑ r=0 (−1)^r

`(—)x^r r!`(— − r) ] dx +

+ 1∫ 1 2 (1 − x)^{—−1} [ x^{–−1} − s−1∑ r=0 (−1)^r

`(–)(1 − x)^r r!`(– − r) ] dx +

+ k−1∑ r=0 (−1)^r`(—) 2^{r+–}r!`(— − r)(r + –) + s−1∑ r=0 (−1)^r`(–) 2^{r+—}r!`(– − r)(r + —) : òÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. œÙÛÅ ÍÙ ÐÒÉÄÁÌÉ ÓÍÙÓÌ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ b∫ 0 x^–dx

ÐÒÉ ŒÓÅÈ – ≠ −1, ÐÏÎÉÍÁÑ ÅÇÏ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ x^–_{0⩽x⩽b} Ë ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x), ÒÁŒÎÏÊ 1 Œ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ 0 ⩽ x ⩽ b. âÙÌÏ ÂÙ ÖÅÌÁÔÅÌØÎÏ ÏÓÍÙÓÌÉÔØ ÐÏÄÏÂÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÏÍÕ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÕ ∞∫ b x^–dx (b > 0):

îÏ Õ ÎÁÓ ÎÅÔ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÒÁŒÎÏÊ 1 Œ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ ÏÔ b ÄÏ ∞. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÐÒÉÍÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÌÁÓÓ K(b;∞) ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ ’(x), ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ⩾ b É ÐÒÉÔÏÍ ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÉÎŒÅÒÓÉÉ ’

(_1 x ) = (x) ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÅÅ Œ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ ( 0;^1_b ) ; ÔÏÞÎÅÅ, Œ ÆÕÎËÃÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÎÁ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ K. ôÏÇÄÁ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ∞∫ b x^–’(x)dx

ÆÏÒÍÕÌÏÊ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÊ ÐÏÓÔÁÎÏŒËÅ^1_x = y: ∞∫ b x^–’(x)dx = 1 b∫ 0 y^{−–−2}’ ( 1 y ) dy;

ÐÒÉÞÅÍ ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏ, ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ Œ ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ŒÙÛÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏŒÁÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ; ÏÎ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ −– − 2 ≠ −1;−2;:::, Ô.Å. ÐÒÉ – ≠ −1;0;+1;:::

äÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ F (x), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ Œ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ [b;∞) É ÉÍÅÀÝÅÊ ŒÉÄ F (x) = x^–f(x), ÇÄÅ f(x) | ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓÓÁ K(b;∞), ÐÒÉÍÅÎÉÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ:

(ÒÅÇ: F;’) = ∞∫ b F (x)’(x)dx = ∞∫ b x^–[f(x)’(x)]dx:

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ÒÅÇ.F , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÆÕÎËÃÉ- ÑÈ ’(x) ËÌÁÓÓÁ K(b;∞), ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏŒÉÑ:

ÒÅÇ: [¸_1F_1 + ¸_2F_2] = ¸_1 · ÒÅÇ: F_1 + ¸_2 · ÒÅÇ: F_2;

ÒÅÇ:[g(x)F (x)] = g(x) · ÒÅÇ: F (x)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ g(x).

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÓÁÍÏÍÕ ÏÂÝÅÍÕ ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ F (x) ÉÍÅ- ÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ (ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ) ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ. ðÅÒÅÎÕÍÅÒÏŒÁŒ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ, ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ, −∞<b_1 <:::<b_n <∞, ÍÙ ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÏÓØ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÏŒ:

(−∞;a_1); (a_1;b_1); (b_1;a_2); (a_2;b_2); ::: ; (b_n;a_{n+1}); (a_{n+1};∞);

ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÅ ÎÁ ÔÏÍ ÉÌÉ ÉÎÏÍ ËÏÎÃÅ, Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÏŒ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ É ÓÌÏÖÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ. ôÁË ÖÅ ËÁË É ŒÙÛÅ, ÌÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÔÏÞÅË a_1;::: ;a_n.

ïÔÍÅÔÉÍ ÄÁÌÅÅ, ÞÔÏ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ F (x) ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÏŒ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÎÁ ÏÓÉ ÕÄÏ- ŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ:

ÒÅÇ: [¸_1F_1 + ¸_2F_2] = ¸_1 · ÒÅÇ: F_1 + ¸_2 · ÒÅÇ: F_2;

ÒÅÇ:[g(x)F (x)] = g(x) · ÒÅÇ: F (x)

(g(x) | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ).

ðÒÉÍÅÒÙ. 1. îÁÊÄÅÍ ∞∫ 0 x^–dx.

ëÁË ÏÔÍÅÞÅÎÏ ŒÙÛÅ, ÐÒÉ b > 0 b∫ 0 x^–dx = b^{–+1} – + 1

(– ≠ −1):

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ∞∫ b x^–dx = − b^{–+1} – + 1

(– ≠ −1):

ðÏÜÔÏÍÕ ∞∫ 0 x^–dx = b∫ 0 x^–dx + ∞∫ b x^–dx = 0 (– ≠ −1):

ôÁË ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÅÓÔØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ –, ÔÏ ÏÎ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒ É Œ ÉÓËÌÀÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ – = −1.

2. éÎÔÅÇÒÁÌ ∞∫ 0 x^{–−1}(1 + x)^{−–−—}dx

ÐÒÉ Re –>0, Re —>0 ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ É, ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÏÊ^x_{1+x} = y, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó B(–;—). ðÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó B(–;—) ÐÒÉ ŒÓÅÈ –;— ≠ −1;−2;:::

3. îÁÊÄÅÍ

I = ∞∫ 0 [ (x + 1)^– − x^—

]_n dx:

òÁÚÌÁÇÁÑ ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÂÉÎÏÍÁ É ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÐÅÒŒÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ, ÎÁÈÏÄÉÍ:

I = n∑ k=0 (−1)^kC^k_n ∞∫ 0 (x + 1)^{(n−k)–}x^{k—}dx =

= n∑ k=0 (−1)^kC^k_nB(k— + 1;k(– − —) − n– − 1)

Œ ÓÉÌÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ – = —;−^1_n < – < 1 −^1_n ÉÎÔÅÇÒÁÌ I ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÏÂÙÞ- ÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ; ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ĂËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀĄ ÆÏÒÍÕÌÕ ∞∫ 0 [ (x + 1)^– − x^–

]_n

dx = n∑ k=0 (−1)^kC^k_n B(k– + 1;−n– − 1) ( − 1 n < – < 1 − 1 n ) :

9. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ r^–. ðÏÌÁÇÁÑ r = √ x^2_1 + ::: + x^2_n, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ r^–, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(r^–;’) = ∫ R_n

r^–’(x)dx; (1)

ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÐÒÉ Re – > −n. œ ÓÉÌÕ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÒÏŒÁÎÉÑ @ @– (r^–;’) = ∫ r^– lnr’(x)dx

ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ r^– ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ – Œ ÏÂÌÁÓÔÉ Re – > −n. äÌÑ Re – ⩽ −n ÆÕÎËÃÉÑ r^– ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ; ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ r^– ÍÅÔÏÄÏÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ. íÏÖÎÏ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÏÂÏÂÝÁÑ ÓÈÅÍÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÕÎËÔÏŒ (ÜÔÁ ÉÄÅÑ ŒÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÉ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÁ Œ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÆÕÎËÃÉÊ ŒÉÄÁ P^–(x), ÇÄÅ P (x) | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ; ÓÍ. ÇÌ. III § 3). íÙ ÚÄÅÓØ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÒÉÅÍ, ÏÓÎÏŒÁÎÎÙÊ ÎÁ ÓŒÅÄÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ r^– Ë x^–_+.

ðÅÒÅÈÏÄÑ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ (1) Ë ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ, ÐÒÉŒÏÄÉÍ ÅÇÏ Ë ŒÉÄÕ

(r^–;’) = ∞∫ 0 r^– {∫ � ’(r!)d! } r^{n−1}dr;

ÇÄÅ d! | ÜÌÅÍÅÎÔ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ ˙. œÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ÆÏÒÍÅ ∫ � ’(r!)d! = ˙_nS_’(r);

ÇÄÅ ˙_n ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ, Á S_’(r) ÅÓÔØ ÓÒÅÄÎÅÅ ÉÚ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÒÁÄÉÕÓÁ r. éÔÁË, ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÆÏÒÍÕÌÅ

(r^–;’) = ˙_n ∞∫ 0 r^{–+n−1}S_’(r)dr: (2)

õÓÔÁÎÏŒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÆÕÎËÃÉÉ S_’(r). íÙ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ S_’(r) (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÐÒÉ r ⩾ 0) ÆÉÎÉÔÎÁ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÒÕÅÍÁ É ŒÓÅ ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÐÒÉ r = 0.

ðÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ r ÆÕÎËÃÉÑ ’(x) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ; ÐÏÜÔÏÍÕ É ÅÅ ÓÒÅÄÎÅÅ S_’(r) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, S_’(r) | ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.

ïÞÅŒÉÄÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ S_’(r) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÐÒÉ r > 0.

þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÎÁÌÉÞÉÉ ŒÓÅÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ Õ ÆÕÎËÃÉÉ S_’(r) É ÐÒÉ r = 0, ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ’(x) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ôÅÊÌÏÒÁ. ôÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ:

˙_nS_’(r) = ∫ � [ ’(0) +

∑ @’(0) @x_j x_j + 1 2 ∑ @2’(0) @x_i@x_j x_ix_j +

+ 1 3! ∑ @3’(0) @x_i@x_j @x_k x_ix_j x_k + ::: ] d!: ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÓÕÍÍÙ (ËÒÏÍÅ ÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ), ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ x_j , ÐÏÓÌÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ. óÌÁÇÁÅÍÙÅ ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÓÕÍ- ÍÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÓËÁÖÅÍ 2m, ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ x_j , ÐÏÓÌÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ É ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ÄÁÄÕÔ ÞÌÅÎ ŒÉÄÁ a_mr^{2m}. éÔÁË, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

S_’(r) = ’(0) + a_1r^2 + a_2r^4 + ::: + a_nr^{2k} + o(r^{2k} )^{1)}: (3)

üÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ r = 0 ÆÕÎËÃÉÑ S_’(r) ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÄÏ ÐÏÒÑÄËÁ 2k, ÐÒÉÞÅÍ ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. ôÁË ËÁË k, ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ, ÔÏ S_’(r) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÐÒÉ r = 0 É ŒÓÅ ÅÅ ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÐÒÉ r = 0 ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÕÌØ.

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÀ S_’(r) ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÞÅÔÎÕÀ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ r. éÎÔÅÇÒÁÌ (2) Œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ˙_nx^—_+ (— = – + n − 1) Ë ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ S_’(x). îÏ ÍÙ ÈÏÒÏÛÏ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ x^—_+, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÉ Re — > −1 (Ô.Å. Re – > −n) ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÎÁ ŒÓÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ —(–) Ó ÉÓËÌÀÞÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ — = −1;−2;::: (– = −n;−n+1;:::), Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓÙ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÙÞÅÔ Œ ÐÏÌÀÓÅ — = −m (– = −n − m + 1) ÒÁŒÅÎ ( (−1)^{m−1}‹^{(m−1)}(x);S_’(x) ) (m − 1)! = S^{(m−1)}

’ (0) (m − 1)! : îÏ ÔÁË ËÁË ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ S_’(x) ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÐÒÉ x = 0, ÔÏ ÐÏÌÀÓÏŒ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÞÅÔÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ m, ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÅÔ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÓÅÒÉÑ ÐÏÌÀÓÏŒ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ m = 1;3;5;::: ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ, – = −n, −n − 2, −n − 4;:::

1)y(x) = o(x) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ^y_x ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÙÞÅÔ ÆÕÎËÃÉÉ (r^–;S_’(x)) ÐÒÉ –=−n−2k (k =0;1;:::), ËÁË ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ŒÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ, ÒÁŒÅÎ

˙_n ( ‹^{(2k)}(x);S_’(x) ) (2k)!

= ˙_n

S^{(2k)}_’ (0) (2k)!

: (4)

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ ÔÏÞËÅ – = −n ÆÕÎËÃÉÑ (r^–;S_’) ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Ó ŒÙÞÅÔÏÍ ˙_nS_’(0) = ˙_n’(0). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ r^– ÐÒÉ – = −n ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Ó ŒÙÞÅÔÏÍ ˙_n‹(x).

œÅÌÉÞÉÎÕ S^{(2k)}_’ (0) ÍÏÖÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÞÅÒÅÚ ÆÕÎËÃÉÀ ’, ÍÉÎÕÑ ÅÅ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÅ.

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÉÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ŒÙÞÅÔÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ r^˘ ÐÒÉ ˘ = −n − 2k. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ

´(r^{˘+2}) = (˘ + 2)(˘ + n)r^˘;

ÇÄÅ ´ |ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ. (ðÒÉ Re ˘ ¿ 0 ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÏÄÓÞÅÔÏÍ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ˘ ÏÎÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÊ Œ ÓÉÌÕ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ.) éÔÅÒÉÒÕÑ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÃÅÌÏÍ k ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

r^˘ =

´^kr^{˘+2k} (˘ + 2)(˘ + 4) : : :(˘ + 2k)(˘ + n)(˘ + n + 2) : : :(˘ + n + 2k − 2) : œÙÞÅÔ ÆÕÎËÃÉÉ r^˘ ÐÒÉ ˘ = −n − 2k ÍÏÖÎÏ ÔÅÐÅÒØ ÓÏÓÞÉÔÁÔØ ËÁË ŒÙÞÅÔ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ˘. ôÁË ËÁË ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÉ ˘ = −n − 2k ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ŒÙÞÅÔ ÞÉÓÌÉÔÅÌÑ. îÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) ( ´^kr^{˘+2k}; ’(x) ) = ( r^{˘+2k}; ´^k’(x) ) ; Ô.Å. ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ŒÚÑÔØ ŒÙÞÅÔ ÆÕÎËÃÉÉ ( r^˘; ´^k’(x) ) ÐÒÉ ¯ = −n. ôÁËÏÊ ŒÙÞÅÔ ÍÙ ŒÙÛÅ ŒÙÞÉÓÌÉÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ; ÏÎ ÒÁŒÅÎ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÜÔÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÔÏÞËÅ x = 0, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÍÕ ÎÁ ˙_n. œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ŒÙÞÅÔÁ, ÒÁŒÎÏÅ ˙_n´^k’(0). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÙÞÅÔ ÆÕÎËÃÉÉ (r^˘; ’) ÐÒÉ ˘ = −n − 2k ÒÁŒÅÎ

˙_n´^k’(0) (−2k − n + 2) : : :(−n)(−2k) : : :(−2) = ˙_n ( ´^kffi(x); ’(x) ) 2^k k!n(n + 2) : : :(n + 2k − 2)

; (5)

Á ŒÙÞÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ r^˘ ÐÒÉ ÔÏÍ ÖÅ ˘ ÒÁŒÅÎ

˙_n´^kffi(x) 2^k k!n(n + 2) : : :(n + 2k − 2)

: (5^′)

óÒÁŒÎÉŒÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÕ (5) Ó ÎÁÊÄÅÎÎÙÍ ŒÙÛÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅÍ ŒÙÞÅÔÁ (4), ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ

S^{(2k)}_’ (0) =

(2k)!˙_n´^k’(0) 2^kk!n(n + 2) : : :(n + 2k − 2)

: (6) üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÁÅÔ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ôÅÊÌÏÒÁ ÄÌÑ ÆÕÎË- ÃÉÉ S_’(r):

S_’(r) = ’(0) + 1 2! S^{′′}_’(0)r^2 + : : : + 1 (2k)!

S^{(2k)}_’ (0)r^{2k} + : : : =

= ˙_n m∑ k=0 ´^k’(0) 2^k k!n(n + 2) : : :(n + 2k − 2)

+ : : : (7)

(ÆÏÒÍÕÌÁ ðÉÃÅÔÔÉ^{1)} ).

äÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÎÁÍ ÕÄÏÂÎÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ r^– ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁÎÏ ŒÙÛÅ ÄÌÑ ÓÔÅÐÅÎÅÊ x ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÉÍ r^– ÎÁ

(r^–;e^{−r2} ) = ∫ r^–e^{−r2} r^{n−1}d˙dr =

˙_n 2 ` ( – + n 2 ) : æÕÎËÃÉÑ

2r^– ˙_n`

(_{–+n} 2 ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÃÅÌÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ –. úÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÞÉÓÌÉÔÅÌÑ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ËÁË ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ŒÙÞÅÔÏŒ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ: 2 ˙_n r^– ` (_{–+n} 2 ) | | | |_{–=−n−2k} = ŒÙÞ:

–=−n−2k

r^–

ŒÙÞ:

–=−n−2k ( r^–;e^{−r2} ) =

= �_n�^k ‹(x) 2^k k!n(n+2):::(n+2k−2) (�_n ‹^{(2k)} (x);e^{−x2} ) (2k)!

= (−1)^k

´^k‹(x) 2^kk!n::: (n + 2k − 2)

: (8)

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ k = 0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ: 2 ˙_n r^– ` (_{–+n} 2 ) | | | |_{–=−n}

= ‹(x): (9)

10. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ r^– ÎÁ ÐÌÏÓËÉÅ ŒÏÌÎÙ. ðÕÓÔØ ! = = (!_1;!_2;::: ;!_n) | ÔÏÞËÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R_n. ðÕÓÔØ

1)ò. ëÕÒÁÎÔ É ä. çÉÌØÂÅÒÔ, íÅÔÏÄÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ, Ô. II, çÏÓÔÅÈÉÚÄÁÔ, 1951, ÇÌ. IV,§ 3.

Re – > −1; ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ F_–(!_1x_1 + ::: + !_nx_n) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(F_–(!_1x_1 + ::: + !_nx_n);’(x)) = ∫ |!_1x_1 + ::: + !_nx_n|^– ` (_{–+1} 2 ) ’(x)dx: (1)

óÏŒÅÒÛÁÑ ÐÏŒÏÒÏÔ ÏÓÅÊ y = ux, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÔÏÞËÁ ! ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (1;0;::: ;0) É ÐÏÌÁÇÁÑ (y)=’(u^{−1}y)=’(x), ÍÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Ë ŒÉÄÕ ∫ |y_1|^– ` (_{–+1} 2 ) (y)dy = ∞∫ y_1=−∞

|y_1|^– ` (_{–+1} 2 ) ∫ y_2;::: ;y_n

(y)dy_2 ::: dy_n dy_1: (2)

œÙÒÁÖÅÎÉÅ Œ ÆÉÇÕÒÎÙÈ ÓËÏÂËÁÈ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ’_0(y_1), ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ É ÆÉÎÉÔÎÁÑ, Ô.Å. ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ y_1. îÏ Œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (2) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÁÎÁ- ÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÏ ÎÁ ŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ –; ŒÍÅÓÔÅ Ó ÎÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ŒÓÅÈ – É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ F_–(!_1x_1 + ::: + !_nx_n).

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ F_–(!_1x_1 + ::: + !_nx_n) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÞËÉ !. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ŒÍÅÓÔÅ Ó ÔÏÞËÏÊ ! ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ Ë ŒÅËÔÏÒÕ !, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ (y) ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ’_0(y_1); ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÁ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ- ŒÅ K. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ – ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ (F_–(!_1x_1 + ::: + !_nx_n);’(x)), ÞÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ F_– ÐÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ ! (ÓÒ. § 1, Ð. 8).

ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ F_– ÐÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ !, ÐÒÏÂÅÇÁÀÝÅÍÕ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ ˙, Ô.Å. ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÏ- ÎÁÌ G_–, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x)

(G_–;’(x)) = ∫ � (F_–;’(x))d!

(ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ ÏÂ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÉ ÐÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ ÓÍ. Œ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÉ 2).

œÙÞÉÓÌÉÍ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ŒÎÁÞÁÌÅ ÄÌÑ Re – > −1. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÁË ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ∫ � |!_1x_1 + ::: + !_nx_n|^–d!

ÅÓÔØ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ x_1;x_2;::: ;x_n, ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ –, É Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÒÁŒÎÁÑ r^–. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ∫ � |!_1x_1 + ::: + !_nx_n|^–d! = C(n;–)r^– : (3)

þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ C(n;–), ÐÏÌÏÖÉÍ x_n = 1, x_1 = x_2 = = ::: = x_{n−1} = 0. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÇÄÁ^{1)}

C(n;–) = ∫ � |!_n|^–d! = 2ı^{n−12} ` (_{–+1} 2 ) ` (_{–+1} 2 ) :

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ C(n;–) Œ ÆÏÒÍÕÌÕ (3) É ÄÅÌÑ ÎÁ ı^{n−12}`

(_{–+1} 2 ) , ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ 1 ı^{n−1}2`

(_{–+1} 2 ) ∫ � |!_1x_1 + ::: + !_nx_n|^–d! =

2r^– ` (_{–+n} 2 ) ; (4)

ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ. üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÎÁÑ ÄÌÑ Re – > −1, ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÊ É ÐÒÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ – Œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ (ÓÍ. ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ 2). ïÎÁ ÄÁÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ^{2r˘}_�(_{˘+n2} ) ÎÁ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ĂÐÌÏÓËÉÅ ŒÏÌÎÙĄ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ËÁË ÂÕÄÅÔ ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÉÖÅ, ÞÁÓÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓŒÏÄÉÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ Ë ÐÌÏÓËÉÍ É ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ.

1)äÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÁÍ `_1; `_2; : : : ; `_{n−1}. ðÒÉ ÜÔÏÍ

!_n = cos `_{n−1}; Á d! = sin^{n−2} `_{n−1}d!_{n−1};

ÇÄÅ d!_{n−1} | ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÆÅÒÙ Œ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. éÎÔÅÇÒÁÌ ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ŒÉÄ

2˙_{n−1} ß 2∫ 0 sin^{n−2} ` cos^˘ `d` =

2ß^{n−1}2`

(_{˘+1} 2 )

` (_{˘+n} 2 ) ;

ÐÏÓËÏÌØËÕ

˙_{n−1} =

2ß^{n−1}2 ` (_{n−1} 2 ) ; Á ß 2∫ 0 sin^{n−2} ` cos^˘ `d` = 1 2 B ( n − 1 2 ; ˘ + 1 2 ) :

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÒÉ – = −n. åÓÌÉ n ÎÅÞÅÔÎÏ, ÔÏ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (3) Ð. 5 |x|^– ` (_{–+1} 2 ) | | | | |_{–=−n}

= (−1)^{n−12}

(_{n−1} 2 ) ! (n − 1)!

‹^{(n−1)}(x):

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (9) Ð. 9

2r^– ` (_{–+n} 2 ) | | | |_{–=−n}

= ˙_n‹(x_1;x_2;::: ;x_n);

ÇÄÅ ˙_n | ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ. ðÏÄÓÔÁŒÉŒ ÜÔÉ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÑ Œ ÆÏÒÍÕÌÕ (4) É ÒÁÚÄÅÌÉŒ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÁ ˙_n, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

‹(x_1;::: ;x_n) =

(−1)^{n−12}

(_{n−1} 2 ) ! ı^{n−1}2 (n − 1)!˙_n ∫ � ‹^{(n−1)}(!_1x_1 + ::: + !_nx_n)d!:

œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ

˙_n =

2ı^{n2} ` (_n 2 ) = 2(2ı)^{n−12} 1 · 3 · 5::: (n − 2) : ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ˙_n É ÕÐÒÏÝÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ, ÎÁÈÏÄÉÍ ÏËÏÎÞÁ- ÔÅÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ:

‹(x_1;::: ;x_n) =

(−1)^{n−12} 2(2ı)^{n−1} ∫ � ‹^{(n−1)}(!_1x_1 + ::: + !_nx_n)d!: (5)

œÙŒÅÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÄÁÀÝÕÀ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ‹-ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÐÌÏÓ- ËÉÅ ŒÏÌÎÙ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ. ðÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (4) ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÐÒÉ – = −n ÏÂÒÁÔÉÔÓÑ Œ ˙_n‹(x_1;::: ;x_n). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n |x|^– ` (_{–+1} 2 ) | | | |_{–=−n} = 1 ` ( −^n_2 +^1_2

) x^{−n};

ÇÄÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ x^{−n} ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (5) Ð. 3. ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ (4), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n

‹(x_1;::: ;x_n) = 1 ` ( −^n_2 +^1_2 ) ı^{n−1}2 ˙_n ∫ � (!_1x_1 + ::: + !_nx_n)^{−n}d!:

œÓÐÏÍÉÎÁÑ, ÞÔÏ ˙_n =^{2ı n2}_�(_{n2} ) , ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÞÅÔÎÏÇÏ n

‹(x_1;::: ;x_n) =

(−1)^{n2} (n − 1)!

(2ı)^n ∫ � (!_1x_1 + ::: + !_nx_n)^{−n}d!^{1)}: (6)

äÌÑ ÐÏÑÓÎÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (5) ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ Ë ÆÕÎËÃÉÉ ’(x_1;x_2;::: ;x_n). íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ:

’(0;::: ;0) =

(−1)^{n−12} 2(2ı)^{n−1} ∫ � d! ∫ ∑ !_k x_k =0

@^{n−1}’(x_1;::: ;x_n) @^{n−1} dff_0; (7)

ÇÄÅ dff_0 | ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÐÌÏÝÁÄËÁ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ∑ !_kx_k = 0, Á^@_@ | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ Ë ÎÅÊ ŒÅËÔÏÒÁ !. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ (6). ðÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x)

(;!) ≡ () = ∫ ∑ !_k x_k =

’(x_1;::: ;x_n)dff ;

ÇÄÅ dff | ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÐÌÏÝÁÄËÁ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ∑ !_kx_k = (ŒÅÌÉÞÉ- ÎÁ ÜÔÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÁ !). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ () | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. óÏÇÌÁÓ- ÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (5) Ð. 3

(^{−n}; ()) = ∞∫ 0 −^n { () + (−) − 2 [ (0) + 2 2! ′′(0) + :::

::: + n^{−2} (n − 2)!

(^{n−2)}(0) ]} d:

1)óÌÕÞÁÊ ÞÅÔÎÏÇÏ n ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÂSSÅÄÉÎÉÔØ ÓÏ ÓÌÕÞÁÅÍ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ n Œ ÅÄÉÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ

ffi(x_1 ; : : : ; x_n) =

(n − 1)! (2ßi)^n ∫ � (!_1x_1 + : : : + !_nx_n − i0)^{−n}d!

Œ ÓÉÌÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ (x − i0)^{−n} (ÓÍ. Ð. 6).

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (6) Ë ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) Œ ŒÉÄÅ

’(0;::: ;0) =

(−1)^{n2} (n − 1)!

(2ı)^n × × ∫ � ((!_1x_1 + ::: + !_nx_n)^{−n}; (!_1x_1 + ::: + !_nx_n))d!: (8)

æÏÒÍÕÌÙ (7) É (8) ÄÁÀÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ òÁÄÏÎÁ Ï ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÌÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) (ÉÌÉ (x)) ÐÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÍ ÐÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÑÍ (!;x) = C.

11. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ŒŒÅÄÅÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ x^–_+;x^–_− É ÄÒ. ÅÝÅ Ó ÎÏŒÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ | ÉÍÅÎÎÏ, Œ ÁÓÐÅËÔÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. íÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ Œ § 1, Ð. 6 ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÓÔÅÐÅÎÉ – ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ f(¸x) = ¸^–f(x); (1) ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ, ( f(x);’ ( x ¸ )) = ¸^{–+n}(f(x);’(x))

ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) É ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ¸.

õÓÔÁÎÏŒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

1) óÕÍÍÁ ÄŒÕÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÔÅÐÅÎÉ – ÅÓÔØ ÓÎÏŒÁ ÏÄÎÏÒÏÄ- ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅÐÅÎÉ –.

2) ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÓÔÅÐÅÎÉ – ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÕÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ a(x) ÓÔÅÐÅ- ÎÉ — ÅÓÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ – + —. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓŒÏÊÓÔŒ 1 É 2 ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÉ- ÍÅÎÅÎÉÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (1).

3) ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÏ x_j ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÓÔÅÐÅÎÉ – ÅÓÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ – − 1. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ: ( @f @x_j ;’ ( x ¸ )) = − ( f; @ @x_j ’ ( x ¸ )) = − 1 ¸ ¸^{–+n} ( f; @’ @x_j ) = = ¸^{–−1+n} ( @f @x_j ;’ ) :

4) ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁÚÌÉÞÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

c_1f_1(x) + ::: + c_mf_m(x) = 0;

ÇÄÅ f_k(x) | ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ –_k, ÐÒÉ- ÞÅÍ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ –_k ÒÁÚÌÉÞÎÙ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ ¸ É ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

c_1¸^{–1} (f_1;’) + c_2¸^{–2} (f_2;’) + ::: + c_m¸^{–m} (f_m;’) = 0:

ôÁË ËÁË ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ –_k ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ k É ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ’ ÍÙ ÉÍÅÅÍ c_k(f_k;’) = 0. åÓÌÉ f_k ≠ 0, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÀ ’(x) ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÏ (f_k;’) ≠ 0; ÏÔÓÀÄÁ c_k = 0 ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ k, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.

5) ðÕÓÔØ f_– | ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ –, ÁÎÁÌÉ- ÔÉÞÅÓËÁÑ ÐÏ – Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ~. ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ, f_– ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÁÎÁÌÉ- ÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÐÏ – Œ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ ~_1 ⊃ ~. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f_– É Œ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ~_1 ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÓÔÅÐÅÎÉ –.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ – É ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ~ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ( f_–;’ ( x ¸ )) = ¸^{–+n}(f_–;’):

óÐÒÁŒÁ É ÓÌÅŒÁ ÓÔÏÑÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ~ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ –. œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ, ÏÎÉ ÓÏŒÐÁ- ÄÁÀÔ É Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ~_1, ÞÔÏ ÎÁÍ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.

òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÁÑ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÕÎËÔÁÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ x^–_+ ÐÒÉ Re – > −1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ –. äÁÌÅÅ, ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ x^–_+ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ŒÏ ŒÓÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ – Ó ÉÓËÌÀÞÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ −1;−2;::: œ ÓÉÌÕ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÁ 5 ÆÕÎËÃÉÑ x^–_+ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ – ÐÒÉ ŒÓÅÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ – ≠ −1;−2;::: ;−n;::: ôÏ ÖÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ x^–_−. æÕÎËÃÉÉ |x|^–, |x|^– sgnx, (x + i0)^–, (x − i0)^–, ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ x^–_+ É x^–_−, ÔÁËÖÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÔÅÐÅÎÉ –; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ Œ ÐÏÌÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÓŒÏÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ: ÆÕÎËÃÉÑ |x|^– ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ ÐÒÉ – ≠ −1;−3;−5;:::, ÆÕÎËÃÉÑ |x|^– sgnx ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ ÐÒÉ – ≠ −2;−4;:::, ÆÕÎËÃÉÉ (x + i0)^– É (x − i0)^– ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ

ÐÒÉ ŒÓÅÈ – ÂÅÚ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÊ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ x^{−m} ÏÄ- ÎÏÒÏÄÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ −m ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÃÅÌÏÍ m. éÍÅÅÔÓÑ ÅÝÅ ÏÄÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ −m, ÉÍÅÎÎÏ ‹^{(m−1)}(x); ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ( ‹^{(m−1)}(x);’ ( x ¸ )) = (−1)^{m−1}

’^{(m−1)}(0) ¸^{m−1}

= ¸^{−m+1}(‹^{(m−1)}(x);’(x)):

îÁÊÄÅÍ ŒÓÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏÒÑÄËÁ – ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ

f(¸x) = ¸^–f(x) (2)

ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ¸ > 0. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏ ¸ É ÐÏÌÁÇÁÑ ÚÁÔÅÍ ¸ = 1, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

xf^′(x) = –f(x): (3)

îÁÊÄÅÍ ŒÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. ðÒÉ x ≠ 0 ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉ- ÒÏŒÁÔØ ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ; ÜÔÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔ ÎÁÓ Ë ŒÙŒÏÄÕ, ÞÔÏ ÉÓËÏÍÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÄÏÌÖÎÁ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó C_1x^– ÐÒÉ x > 0 É C_2|x|^– ÐÒÉ x < 0. ôÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÍÅÀÔÓÑ ÕÖÅ Õ ÎÁÓ: ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ C_1x^–_+ É C_2x^–_− ÐÒÉ – ≠ −n, n = 1;2;::: ðÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f_0(x) = f(x) − C_1x^–_+ − C_2x^–_−. ïÎÁ ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ (2) É Œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ÐÒÉ x ≠ 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎËÃÉÑ f_0(x) ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

œÏ ŒÔÏÒÏÍ ŒÙÐÕÓËÅ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÐÒÉÍÅÍ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ. åÓÌÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f_0 ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ÓËÁÖÅÍ x_0 = 0, ÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

f_0(x) = m∑ k=0 c_k‹^{(k)}(x)

Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ (ËÏÎÅÞÎÙÍ) m.

œ ÓÉÌÕ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÙ ÉÍÅÅÍ

f(x) − C_1x^–_+ − C_2x^–_− − m∑ k=0 c_k‹^{(k)}(x) = 0:

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÓŒÏÊÓÔŒÏ 4, ÐÏÌÕÞÁÅÍ c_0 = c_1 = ::: = c_m = 0, É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

f(x) = C_1x^–_+ + C_2x^–_−

ÅÓÔØ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÉ – ≠ −1;−2;:::

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ – = −n ÅÓÔØ ÃÅÌÏÅ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. âÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ f(x) | ÞÅÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n É ÎÅÞÅÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ n. ðÒÉ x ≠ 0 ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÄÏÌÖÎÁ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ Cx^{−n}. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÉÚŒÅÓÔÎÁ, ÉÍÅÎÎÏ, Cx^{−n}. òÁÚÎÏÓÔØ f_0(x) = f(x) − Cx^{−n}, ËÁË É ŒÙÛÅ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ Œ ÔÏÞËÅ x = 0 É ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ‹-ÆÕÎËÃÉÉ É ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ. óÎÏŒÁ ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÓŒÏÊÓÔŒÏ 4, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (2) ÐÒÉ – = −n ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

f(x) = Cx^{−n} + C_1‹^{(n−1)}(x):

œÏ ŒÓÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄŒÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏÒÑÄËÁ –.

œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ r^– ÐÒÉ Re – > −n, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ –. œ ÓÉÌÕ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 5 ÏÎÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ŒÓÀÄÕ, ËÕÄÁ ÏÎÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ, Ô.Å. ŒÓÀÄÕ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ –, ËÒÏÍÅ ÔÏÞÅË – = −n, −n − 2;::: æÕÎËÃÉÑ ‹(x_1;::: ;x_n) | ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ −n, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÁË ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ ÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÔÁË É Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ (9) Ð. 9.

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ ‹^{(n−1)}(x) É x^{−n}, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ‹-ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÉÅ ŒÏÌÎÙ (Ð. 10, ÆÏÒÍÕÌÙ (5) É (6)) Ë ÁÆÆÉÎÎÏ-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÍÕ ŒÉÄÕ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÕÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ S, ÚŒÅÚÄÎÕÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ O; ÏÎÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔ- ÓÑ ÉÚ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÒÁÄÉÕÓÁ-ŒÅËÔÏÒÁ, ÉÄÕÝÅÇÏ Œ ÔÏÞËÕ ! = (!_1;::: ;!_n), ÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ f(!). ðÏÌÏÖÉÍ ȷ_k = f(!)!_k. œ ÓÉÌÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ‹^{(n−1)}(x) ÍÙ ÉÍÅÅÍ

‹^{(n−1)}(ȷ_1x_1 + ::: + ȷ_nx_n) = [f(!)]^{−n}‹^{(n−1)}(!_1x_1 + ::: + !_nx_n);

Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ [f(!)]^nd! ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ dS ÐÏŒÅÒÈÎÏ- ÓÔÉ S; ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ n ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

‹(x_1;::: ;x_n) = c_n ∫ � ‹^{(n−1)}(!_1x_1 + ::: + !_nx_n)d! =

= c_n ∫ S ‹^{(n−1)}(ȷ_1x_1 + ::: + ȷ_nx_n)ds: (4)

1] § 4. ðòéóïåäéîåîîùå æõîëãéé 99

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n

‹(x_1;::: ;x_n) = c_n ∫ � (!_1x_1 + ::: + !_nx_n)^{−n}d! =

= c_n ∫ S (ȷ_1x_1 + ::: + ȷ_nx_n)^{−n}ds: (5)

æÏÒÍÕÌÙ (4){(5) ÉÍÅÀÔ ÕÖÅ ÁÆÆÉÎÎÏ-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÕÀ ÚÁÐÉÓØ.

§ 4. ðÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ^{1)}

1. ðÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÁË ÜÔÏ ÓÌÅÄÕ- ÅÔ ÉÚ ÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÐÏÄÏÂÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ u:

uf(x) = f(¸x):

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ f(x) | ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ –, ÔÏ

uf(x) = f(¸x) = ¸^–f(x):

õ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÎÁÒÑÄÕ Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ f_0, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÊ ÄÁÎÎÏÍÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ, ÉÍÅÀÔÓÑ ÏÂÙÞÎÏ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÏÒÑÄËÏŒ. æÕÎËÃÉÉ f_1;f_2;::: ;f_k;::: ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÍÉ Ë ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f_0 ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ u, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ:

uf_0 = af_0;

uf_1 = af_1 + bf_0; uf_2 = af_2 + bf_1; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . uf_k = af_k + bf_{k−1};

Ô.Å. ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ u ŒÏÓÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÕÀ ÆÕÎË- ÃÉÀ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (k − 1)-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

úÁÍÅÔÉÍ ÐÒÉ ÜÔÏÍ, ÞÔÏ, ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÓÕÍÍÁ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ É ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÉÚÛÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÓÎÏŒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, Œ ÂÁÚÉÓÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ É

1)üÔÏÔ ÐÁÒÁÇÒÁÆ ÐÒÉ ÐÅÒŒÏÍ ÞÔÅÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÐÕÓÔÉÔØ.

ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÍÁÔÒÉÃÁ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ÖÏÒÄÁÎÏŒÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ. ðÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎ- ÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÉÍÅÅÔ ÖÏÒÄÁÎÏŒÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ. ðÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ŒÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ b ÒÁŒÎÑÌÁÓØ ÅÄÉÎÉÃÅ.

œÏÚŒÒÁÝÁÑÓØ Ë ÆÕÎËÃÉÑÍ É Ë ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ÐÏÄÏÂÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÍÙ ÓËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÓÔÅÐÅÎÉ – ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ f_1(x), ËÏÔÏÒÁÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ¸ > 0 ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ

f_1(¸x) = ¸^–f_1(x) + h(¸)f_0(x);

ÇÄÅ f_0(x) | ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ –. æÕÎËÃÉÑ h(¸) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ

h(¸˛) = ¸^–h(˛) + ˛^–h(¸);

ŒÙÔÅËÁÀÝÅÇÏ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ f_1(¸˛x). äÅÌÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÁ ÎÁ ¸^–˛^–, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ h_1(¸) =^{h(¸)}_{¸˘} ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ

h_1(¸˛) = h_1(¸) + h_1(˛):

ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. õÞÉÔÙŒÁÑ ÅÝÅ, ÞÔÏ h(1) = 0, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

h(¸) = ¸^– ln¸:

ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ f_1(x) ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÓÔÅÐÅÎÉ –, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ¸ > 0 ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅ

f_1(¸x) = ¸^–f_1(x) + ¸^– ln ¸f_0(x); (1)

ÇÄÅ f_0(x) | ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ –. îÁÐÒÉÍÅÒ, ln |x| ÅÓÔØ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÕÌÅŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÔÁË ËÁË ÄÌÑ ¸ > 0

ln|¸x| = ln |x| + ln ¸:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁÎÏ ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄ- ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÆÕÎË- ÃÉÉ. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f_1 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÓÔÅÐÅÎÉ –, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ¸ > 0 ( f_1;’ ( x ¸ )) = ¸^{–+1}(f_1;’) + ¸^{–+1} ln ¸(f_0;’); (2)

ÇÄÅ f_0 | ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ –. œÏÏÂÝÅ, ÄÌÑ ÌÀ- ÂÏÇÏ k ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f_k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÓÔÅÐÅÎÉ –, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ¸ > 0 ( f_k;’ ( x ¸ )) = ¸^{–+1}(f_k;’) + ¸^{–+1} ln¸(f_{k−1};’); (3)

ÇÄÅ f_{k−1} | ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (k − 1)-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

œÙÑÓÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎ- ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÏÒÑÄËÏŒ É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ –. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f_– | ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ –, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÐÏ –, ÔÏ ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÏ – ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁŒ ÐÏ – ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ( f_–;’ ( x ¸ )) = ¸^{–+1}(f_–;’);

ÉÍÅÅÍ: ( df_– d– ;’ ( x ¸ )) = ¸^{–+1} ( df_– d– ;’ ) + ¸^{–+1} ln ¸(f_–;’);

Ô.Å.^{df˘}_{d–} | ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÎÁÑ ÐÏ – ÏÔ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÅÓÔØ ÐÒÉÓÏÅÄÉ- ÎÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (k + 1)-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

2. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÊ x^–_+ É x^–_− Œ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ É Œ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ x^–_+ É ÉÍ ÁÎÁ- ÌÏÇÉÞÎÙÈ Œ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ ÉÌÉ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ x^–_+ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÔÏÞËÉ –_0 Œ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

x^–_+ = x^{–0}_+ + (– − –_0) @ @– x^{–0}_+ + 1 2 (– − –_0)^2

@^2 @–^2 x^{–0}_+ + ::: =

= x^{–0}_+ + (– − –_0)x^{–0}_+ ln x_+ + 1 2 (– − –_0)^2x^{–0}_+ ln^2 x_+ + ::: (1)

œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÕÞÁÓÔŒÕÀÔ ÎÏŒÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ

x^–_+ ln^m x_+ =

@^m @–^m x^–_+ (m = 1;2;:::):

úÄÅÓØ m-Ñ ÆÕÎËÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ m-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ñŒÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÌÉÂÏ ÔÅÍ ÖÅ ÐÕÔÅÍ,

ÞÔÏ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ x^–_+, ÌÉÂÏ m-ËÒÁÔÎÙÍ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÐÏ – ÆÏÒÍÕÌ (3) É (4) Ð. 2 § 3; ÔÁË ËÁË ÐÒÉ Re – > −n − 1, – ≠ −1;−2;::: ;−n ÉÍÅÅÍ: ( x^–_+ ln^m x_+;’ ) = = 1∫ 0 x^– ln^m x [ ’(x) − ’(0) − x’^′(0) − ::: − x^{n−1} (n − 1)!

’^{(n−1)}(0) ] dx +

+ ∞∫ 1 x^– ln^m x’(x)dx + n∑ k=1 (−1)^mm!’^{(k−1)}(0) (k − 1)!(– + k)^{m+1}

; (2)

ÐÒÉ −n − 1 < Re – < −n ÉÍÅÅÍ: ∞∫ 0 x^– ln^m x’(x)dx =

= ∞∫ 0 x^– ln^m x [ ’(x) − ’(0) − ::: − x^{n−1} (n − 1)!

’^{(n−1)}(0) ] dx: (3)

œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÐÏÌÀÓÁ – = −n ÆÕÎËÃÉÑ x^–_+ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ Ó ÇÌÁŒÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÓÔÅÐÅÎÉ −1. þÔÏÂÙ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÑŒÎÏÍ ŒÉÄÅ, ŒÙÄÅÌÉÍ ÉÚ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏŒÁÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ∞∫ 0 x^–’(x)dx = ∞∫ 0 x^– [ ’(x) − ’(0) − x’^′(0) − ::: − x^{n−1} (n − 1)!

’^{(n−1)}(0) ] dx; ÔÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÅÒÅÓÔÁÅÔ ÓÈÏÄÉÔØÓÑ ÐÒÉ – = −n, Ô.Å. ÚÁÐÉÛÅÍ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Œ ÔÁËÏÍ ŒÉÄÅ^{1)}: ∞∫ 0 x^–’(x)dx = 1∫ 0 x^– [ ’(x) − ::: − x^{n−1} (n − 1)!

’^{(n−1)}(0) ] dx +

+ ∞∫ 1 x^– [ ’(x) − ::: − x^{n−2} (n − 2)!

’^{(n−2)}(0) ] dx +

’^{(n−1)}(0) (n − 1)!(– + n) :

1)œÍÅÓÔÏ ∞∫ 1 x^{˘+n−1}dx ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∞∫ a x^{˘+n−1}dx ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ

a ¿ 0. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÉÛÌÏÓØ ÂÙ ÒÁÚÌÁÇÁÔØ Œ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ a^{˘+n} É ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÔÁÌÉ ÂÙ ÂÏÌÅÅ ÇÒÏÍÏÚÄËÉÍÉ.

óÕÍÍÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÅÓÔØ ÐÒÁŒÉÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÑÄÁ ìÏÒÁÎÁ, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÍÙ ŒÓËÏÒÅ ÐÒÉÄÅÍ. ïÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ – Œ ÐÏÌÏÓÅ |Re – + n| < 1. íÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÞÅÒÅÚ F_{−n}(x_+;–). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

(F_{−n}(x_+;–);’) = ∞∫ 0 x^– [ ’(x) − ’(0) − x’^′(0) − :::

::: − x^{n−2} (n − 2)!

’^{(n−2)}(0) − x^{n−1} (n − 1)!

’^{(n−1)}(0)„(1 − x) ] dx;

ÇÄÅ „(x) | ÆÕÎËÃÉÑ, ÒÁŒÎÁÑ 0 ÐÒÉ x < 0 É 1 ÐÒÉ x > 0. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔÓÑ ŒÏ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÌÉÛØ ÐÒÉ 0 < x < 1, Á ÐÒÉ x > 1 ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅÍ; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ É ÐÒÉ x = 0, É ÐÒÉ x = ∞.

ïÓÏÂÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ÐÒÉ – = −n, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ x^{−n}_+ , Ô.Å. ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÉ – = −n ÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÌÏÒÁÎÏŒÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ x^–_+ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ – = −n:

x^{−n}_+ = lim_{–→−n} @ @– [(– + n)x^–_+]:

ïÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ x^{−n}_+ ÅÓÔØ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÓÔÅÐÅÎÉ −n. üÔÏÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÑ ’ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

( x^{−n}_+ ;’ ) = ∞∫ 0 x^{−n} [ ’(x) − ’(0) − ::: − x^{n−1} (n − 1)!

’^{(n−1)}(0)„(1 − x) ] dx: (4)

ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ x^{−n}_+ ÎÅ ÅÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË- ÃÉÉ x^–_+ ÐÒÉ – = −n; ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉ – → −n ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓ É, ÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ – = −n ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ x^{−n}_+ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÅÊ ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ x^{−n}_+ .

ïÔÍÅÔÉÍ ÌÀÂÏÐÙÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ x^{−n}_+ ÐÏ x. íÙ ÉÍÅÅÍ: ( d dx x^{−n}_+ ; ’(x) ) = − ( x^{−n}_+ ; ’^′(x) ) =

= − ∞∫ 0 x^{−n} [ ’^′(x) − ’^′(0) − : : : − x^{n−1} (n − 1)!

’^{(n)}(0)`(1 − x) ] dx =

= − 1∫ 0 x^{−n} [ ’^′(x) − ’^′(0) − : : : − x^{n−1} (n − 1)!

’^{(n)}(0) ] dx −

− ∞∫ 1 x^{−n} [ ’^′(x) − ’^′(0) − : : : − x^{n−2} (n − 2)!

’^{(n−1)}(0) ] dx:

ðÒÏÉÚŒÅÄÅÍ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ; Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ( d dx x^{−n}_+ ; ’ ) = − ∞∫ 0 nx^{−n−1} [ ’(x) − ’(0) − : : : − x^n n! ’^{(n)}(0)`(1 − x) ] dx +

’^{(n)}(0) n! :

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, d dx x^{−n}_+ = −nx^{−n−1}_+ +

(−1)^n n! ffi^{(n)} (x): (5)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÈÏÔÑ ÍÙ Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ x^{−n}_+ É ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÌÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ, ÎÁÍ ÐÒÉÛÌÏÓØ ĂÐÏÖÅÒÔŒÏŒÁÔØĄ ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ; ÒÅÇÕÌÑÒÉ- ÚÁÃÉÑ (4) ÎÅ ÅÓÔØ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ x^{−n}_+ .

ðÏÌÅÚÎÙ ÔÁËÖÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÐÏ – ÆÕÎËÃÉÉ F_{−n}(x_+;–) ÐÒÉ – = −n. íÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ @ @– F_{−n}(x_+;–) | | |_{–=−n} = x^{−n}+ lnx^+;

@^2 @–^2

F_{−n}(x_+;–) | | |_{–=−n} = x^{−n}+ ln^2 x^+;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÑŒÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÚÁÍÅÎÏÊ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (5) x^{−n} ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁ x^{−n} lnx, x^{−n} ln^2 x É Ô.Ä.

ëÁË ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÜÔÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÕÔØ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÔÅÐÅÎÉ −n É ÐÏÒÑÄËÏŒ 2;3;4;:::

ôÅÐÅÒØ, ÐÏÓÌÅ ÔÏÇÏ ËÁË ŒŒÅÄÅÎÙ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ x^{−n}_+ , x^{−n}_+ lnx_+, ::: , ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÐÉÓÁÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ

ÆÕÎËÃÉÉ x^–_+ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ –=−n. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÀ F_{−n}(x_+;–) ÎÕÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ Œ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ, É ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

x^–_+ =

(−1)^{n−1}‹^{(n−1)}(x) (n − 1)!(– + n)

+ x^{−n}_+ +

+ (– + n)x^{−n}_+ lnx_+ + ::: +

(– + n)^k k! x^{−n}_+ ln^k x_+ + :::

ôÅÊÌÏÒÏŒÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ x^–_− Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ –_0 ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

x^–_− = x^–_− + (– − –_0)x^{–0}_− lnx_− + 1 2 (– − –_0)^2x^{–0}_− ln^2 x_− + :::

úÄÅÓØ ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÔ ÎÏŒÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ x^–_− ln^k x_− (k = = 1;2;::: ); k-Ñ ÆÕÎËÃÉÑ ÅÓÔØ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ – É ÐÏÒÑÄËÁ k. œÓÅ ÏÎÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÙ ÐÏ – ÐÒÉ – ≠ −1;−2;::: É ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ Œ ÐÏÌÏÓÅ −n − 1 < Re – < −n ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ( x^–_− ln^k x_−;’ ) = ∞∫ 0 x^– ln^k x [ ’(−x) − ’(0) + x’^′(0) − :::

::: −

(−1)^{n−1}x^{n−1}

(n − 1)!

’^{(n−1)}(0) ] dx: (6)

þÔÏÂÙ ŒÙÐÉÓÁÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ x^–_− Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÐÏÌÀÓÁ – = −n Œ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ, ŒÙÄÅÌÉÍ É ÚÄÅÓØ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, ÐÅÒÅÓÔÁÀÝÅÅ ÓÈÏÄÉÔØÓÑ ÐÒÉ – = −n: 0∫ −∞ x^–_−’(x)dx = 1∫ 0 x^– [ ’(−x) − ’(0) + x’^′(0) − :::

::: − (−1)^{n−1} x^{n−1} (n − 1)!

’^{(n−1)}(0) ] dx + ∞∫ 1 x^– [ ’(−x) − ’(0) + x’^′(0) − :::

::: + (−1)^{n−2} x^{n−2} (n − 2)!

’^{(n−2)}(0) ] dx +

(−1)^{n−1} (n − 1)!

’^{(n−1)}(0) – + n : óÕÍÍÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÓÐÒÁŒÁ | ÜÔÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÒÑÄÁ ìÏÒÁÎÁ. ïÎÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ ÐÒÉ |Re –+n|<1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ

ÞÅÒÅÚ F_{−n}(x_−;–). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

(F_{−n}(x_−;–);’) = ∞∫ 0 x^– [ ’(−x) − ’(0) + x’^′(0) − :::

::: − (−1)^{n−1} x^{n−1} (n − 1)!

’^{(n−1)}(0)„(1 − x) ] dx: úÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉ –=−n, Ô.Å. ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÉ –=−n ÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÌÏÒÁÎÏŒÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ x^–_−, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ x^{−n}_− , ÔÁË ÞÔÏ

x^{−n}_− = lim_{–→−n} @ @– [ (– + n)x^–_− ] : üÔÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ ’ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ( x^{−n}_− ;’ ) = ∞∫ 0 x^{−n} [ ’(−x) − ’(0) + x’^′(0) − :::

::: − (−1)^{n−1} x^{n−1} (n − 1)!

’^{(n−1)}(0)„(1 − x) ] dx (7)

É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÅÊ ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ x^{−n}_− . ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ ÅÝÅ ÒÁÚ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ x^{−n}_− ÎÅ ÅÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ x^–_− ÐÒÉ – = −n.

ðÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÐÏ – ÆÕÎËÃÉÉ F_{−n}(x_−;–) ÐÒÉ – = −n ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ @ @– F_{−n}(x_−;–) | | |_{–=−n} = x^{−n}− lnx^−;

@^2 @–^2

F_{−n}(x_−;–) | | |_{–=−n} = x^{−n}− ln^2 x^−;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ñŒÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÆÏÒ- ÍÕÌ (7) ÚÁÍÅÎÏÊ x^{−n} ÎÁ x^{−n} lnx;x^{−n} ln^2 x;:::

òÁÚÌÏÖÉŒ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ F_{−n}(x_−;–) Œ ÒÑÄ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ – + n, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ x^–_−:

x^–_− =

‹^{(n−1)}(x) (n − 1)!(– + n)

+ x^{−n}_− + (– + n)x^{−n}_− ln x_− + ::: (8) œ ÜÔÏÍ ÒÑÄÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ (– + n)^{−1} ÅÓÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ −n, Á ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ (– + n)^m, m = 0;1;2;::: ÅÓÔØ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ −n É ÐÏÒÑÄËÁ m + 1.

3. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÊ |x|^– É |x|^– sgnx. œÙÐÉÛÅÍ ÔÅÊÌÏÒÏŒÙ É ÌÏÒÁÎÏŒÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ |x|^– É |x|^– sgnx. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÈ, ÅÓÔÅÓÔ- ŒÅÎÎÏ, ËÏÍÂÉÎÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ x^–_+ É x^–_−. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÏÐÑÔØ ŒŒÅÄÅÍ ÒÑÄ ÎÏŒÙÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

åÓÌÉ –_0 | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ |x|^–, ÔÏ

|x|^– = |x|^{–0} + (– − –_0)|x|^{–0} ln|x| + 1 2 (– − –_0)^2|x|^{–0} ln^2 |x| + ::: (1)

úÄÅÓØ ŒŒÅÄÅÎÙ ÎÏŒÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ |x|^– ln^k |x|; k-Ñ ÆÕÎËÃÉÑ ÅÓÔØ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ – É ÐÏÒÑÄËÁ k. œÓÅ ÏÎÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞ- ÎÙ ÐÏ – ÐÒÉ – ≠ −1;−3;::: É ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÒÉ −2m−1 < Re – < −2m+1 ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

(|x|^– ln^k |x|;’) = ∞∫ 0 x^– ln^k x { ’(x) + ’(−x) −

− 2 [ ’(0) +

’^{′′}(0) 2! x^2 + ::: + x^{2m−2} (2m − 2)!

’^{(2m−2)}(0) ]} dx: (2)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ –_0 | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ |x|^– sgnx, ÔÏ ÔÅÊÌÏÒÏŒÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ –_0 ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

|x|^– sgnx = |x|^– sgnx + (– − –_0)|x|^{–0} ln|x|sgn x + + 1 2 (– − –_0)^2|x|^{–0} ln^2 |x|sgnx + ::: (3)

úÄÅÓØ |x|^– ln^k |x|sgnx | ÎÏŒÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ; k-Ñ ÉÚ ÎÉÈ | ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ – É ÐÏÒÑÄËÁ k. œÓÅ ÏÎÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÙ ÐÏ – ÐÒÉ – ≠ −2;−4;::: É ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÒÉ −2m − 2 < Re – < −2m ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

(|x|^– ln^k |x|sgnx;’) = ∞∫ 0 x^– ln^k x { ’(x) − ’(−x) −

− 2 [ x’^′(0) + x^3 3! ’^{′′′}(0) + ::: + x^{2m−1} (2m − 1)!

’^{(2m−1)}(0) ]} dx: (4) åÓÌÉ –_0 = −2m − 1, ÔÁË ÞÔÏ –_0 | ÐÏÌÀÓ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ |x|^–, ÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ìÏÒÁÎÁ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ –_0 ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

|x|^– = 2

‹^{(2m)}(x) (2m)! 1 – + 2m + 1

+ x^{−2m−1}

+ + x^{−2m−1} − + + (– + 2m + 1) [ x^{−2m−1}

+ ln x_+ + x^{−2m−1}_− ln x_− ] + ::: (5)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ –_0 = −2m (ÐÏÌÀÓ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÆÕÎËÃÉÉ |x|^– sgnx), ÔÏ ÌÏÒÁÎÏŒÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ |x|^– sgnx Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

|x|^– sgnx = −2

‹^{(2m−1)}(x) (2m − 1)! 1 – + 2m

− x^{−2m}_+ + x^{−2m}_− +

+ (– + 2m) [ x^{−2m}_+ ln x_+ − x^{−2m}_− ln x_− ] + ::: (6)

ïÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ x^{−2m−1}_+ + x^{−2m−1}_− ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ |x|^{−2m−1}. òÅÚÕÌØÔÁÔ ÅÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ë ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) ŒÙÒÁÖÁ- ÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ( |x|^{−2m−1};’ ) = ∞∫ 0 x^{−2m−1} { ’(x) + ’(−x) − 2 [ ’(0) + x^2 2! ’^{′′}(0) + :::

::: + x^{2m−2} (2m − 2)!

’^{(2m−2)}(0) + x^{2m} (2m)!

’^{(2m)}(0)„(1 − x) ]} dx (−2m − 2 < Re – < −2m); (7)

ÇÄÅ „(x) ÉÍÅÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÓÍÙÓÌ, ÞÔÏ É ŒÙÛÅ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ x^{−2m}_+ − x^{−2m}_− ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ |x|^{−2m} sgnx; ÏÎÁ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ Ë ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ( |x|^{−2m} sgnx;’ ) = ∞∫ 0 x^{−2m} { ’(x) − ’(−x) − 2 [ x’^′(0) + x^3 3! ’^{′′′}(0) + :::

::: + x^{2m−3} (2m − 3)!

’^{(2m−3)}(0) + x^{2m−1} (2m − 1)!

’^{(2m−1)}(0)„(1 − x) ]} dx (−2m − 1 < Re – < −2m + 1) (8)

É Ô.Ä. ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ ÌÏÒÁÎÏŒÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ Œ ÆÏÒÍÅ

|x|^– = 2

‹^{(2m)}(x) (2m)! 1 – + 2m + 1

+ |x|^{−2m−1} +

+ (– + 2m + 1)|x|^{−2m−1} ln|x| + ::: ; (9)

|x|^– sgnx = −2

‹^{(2m−1)}(x) (2m − 1)! 1 – + 2m

+ |x|^{−2m} sgnx +

+ (– + 2m)|x|^{−2m} ln|x|sgn x + ::: (10)

œ ÜÔÉÈ ÒÑÄÁÈ ÐÅÒŒÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ‹^{(2m)}(x) É ‹^{(2m−1)}(x) ÓÕÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ −2m − 1 É −2m − 2, Á ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ | ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅÐÅÎÉ É ÐÏÒÑÄËÏŒ 1;2;3;:::

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÁÇÁÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ (5) m = 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ |x|^– Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÐÏÌÀÓÁ – = −1:

|x|^– = 2

‹(x) – + 1

+ |x|^{−1} + (– + 1)|x|^{−1} ln|x| + ::: (11)

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ |x|^{−1} ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ( |x|^{−1};’ ) = ∞∫ 0 ’(x) + ’(−x) − 2’(0)„(1 − x) x dx =

= ∞∫ −∞ ’(x) − ’(0)„(1 − x^2) x dx; (12)

ÇÄÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ „(1 − x^2) ÕËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ’(0) ÎÕÖÎÏ ÕÞÉÔÙ- ŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ |x| ⩽ 1, Á ÐÒÉ |x| > 1 ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÎÕÌØ.

œŒÅÄÅÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ

|x|^{−2m−1} = x^{−2m−1}_+ + x^{−2m−1}_− ; |x|^{−2m} sgnx = x^{−2m}_+ − x^{−2m}_−

ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ |x|^– É |x|^– sgnx ÐÒÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ – (−2m − 1 É −2m). œ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÆÕÎËÃÉÉ |x|^– É |x|^– sgnx ÉÍÅÀÔ ÐÏÌÀÓÙ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, É ŒÅÌÉÞÉÎÙ |x|^{−2m−1} É |x|^{−2m} sgnx ÓÕÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÉÈ ÒÑÄÏŒ ìÏÒÁÎÁ Œ ÜÔÉÈ ÐÏÌÀÓÁÈ.

íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ É ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ

x^{−2m}_+ + x^{−2m}_− ; x^{−2m−1}

+ − x^{−2m−1} − ; ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉ- ÅÊ x^{−2m} (ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ |x|^– Œ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÔÏÞËÅ – = −2m), ŒÔÏÒÁÑ | Ó ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ x^{−2m−1}.

íÙ ŒŒÅÌÉ Œ Ð. 5 § 3 ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ x^–_+ `(– + 1) ; x^–_− `(– + 1) ; |x|^– ` (_{–+1} 2 ) ; |x|^– sgnx ` (_{–+2} 2 ) : (13)

üÔÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÕÖÅ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ. òÁÚÌÁÇÁÑ ÞÉ- ÓÌÉÔÅÌÉ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ ÄÒÏÂÅÊ (13) Œ ÒÑÄÙ ôÅÊÌÏÒÁ (ÉÌÉ ìÏÒÁÎÁ) É ÐÒÏÉÚŒÏÄÑ ÐÏ ÏÂÙÞÎÙÍ ÐÒÁŒÉÌÁÍ ÄÅÌÅÎÉÅ ÒÑÄÏŒ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Œ ÒÑÄÙ ôÅÊÌÏÒÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ –.

òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ `(– + 1) ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ –

`(– + 1) = 1 + c_1– + c_2–^2 + c_3–^3 + ::: ;

ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ^{1)}; ÚÄÅÓØ c_1 = c = 0;505::: | ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ üÊÌÅÒÁ, Á ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ c_2;c_3;::: ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

c_{n+1} = 1 n + 1 n∑ k=0 (−1)^{k+1}c_{n−k}s_{k+1}; s_1 = c; s_n = “(n):

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ – = 0 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

x^–_+ `(– + 1) = „(x) + –ln x_+ + :::

1 + c– + :::

= „(x) + –(ln x_+ − c„(x)) + ::: (14)

4. æÕÎËÃÉÉ (x + i0)^– É (x − i0)^–. üÔÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÂÙÌÉ ŒŒÅÄÅÎÙ Œ Ð. 6 § 3. íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÈ ÚÄÅÓØ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ. õËÁÚÁÎÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÌÑ Re – > −1 ÂÙÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÁË ÐÒÅÄÅÌÙ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ (x + iy)^– É (x − iy)^– ÐÒÉ y → +0; ÜÔÏ ÐÒÉŒÅÌÏ ÎÁÓ Ë ÆÏÒÍÕÌÁÍ

(x + i0)^– = x^–_+ + e^{i–ı}x^–_−; (1) (x − i0)^– = x^–_+ + e^{−i–ı}x^–_−: (2)

1)é. í. òÙÖÉË É é. ó. çÒÁÄÛÔÅÊÎ, ôÁÂÌÉÃÙ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ, ÓÕÍÍ, ÒÑÄÏŒ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÊ (ÉÚÄ. 3-Å, çÏÓÔÅÈÉÚÄÁÔ, 1951), ÓÔÒ. 331, ÆÏÒÍÕÌÁ (6.321). œ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÓÓÙÌËÁÈ ÎÁ ÜÔÕ ËÎÉÇÕ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ ËÒÁÔËÏ: Ăé. í. òÙÖÉË É é. ó. çÒÁÄÛÔÅÊÎ, ôÁÂÌÉÃÙĄ.

4] § 4. ðòéóïåäéîåîîùå æõîëãéé 111

ðÒÁŒÙÅ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ (1), (2) ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ŒÏ ŒÓÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ –; ÜÔÉÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ÄÌÑ Re – ⩽ −1 ÌÅŒÙÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒ (1), (2). íÙ ÕÖÅ ÚÁÍÅÔÉÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÐÒÁŒÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ Œ ÔÏÞËÁÈ – = −1;−2;::: ÉÓÞÅÚÁÀÔ; ÔÅÐÅÒØ ÍÙ ÎÁÊÄÅÍ Œ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ É ÓÁÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ (x + i0)^– É (x − i0)^–.

œ Ð. 2 ÍÙ ÚÁÐÉÓÙŒÁÌÉ ÌÏÒÁÎÏŒÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ x^–_+ É x^–_− Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ – = −n ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

x^–_+ =

(−1)^{n−1}‹^{(n−1)}(x) (n − 1)!(– + n)

+ F_{−n}(x_+;–); (3)

x^–_− =

‹^{(n−1)}(x) (n − 1)!(– + n)

+ F_{−n}(x_−;–): (4)

úÄÅÓØ F_{−n}(x_+;–) É F_{−n}(x_−;–) | ÐÒÁŒÉÌØÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÒÑÄÏŒ ìÏÒÁÎÁ; ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÉ – = −n ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ Œ Ð. 2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÞÅÒÅÚ x^{−n}_+ É x^{−n}_− .

îÁÐÉÛÅÍ ÅÝÅ

e^{±i–ı} = (−1)^ne^{±i(–+n)ı} = (−1)^n[1 ± i(– + n)ı + ::: ]: (5)

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ (3){(5) Œ ÐÒÁŒÙÅ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ (1) É (2), ÓÏËÒÁÝÁÑ ÞÌÅÎÙ Ó ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ É ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ – → −n, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

(x ± i0)^{−n} = x^{−n}_+ + (−1)^nx^{−n}_− ∓

(−1)^{n−1}iı (n − 1)!

‹^{(n−1)}(x):

œ Ð. 3 ÍÙ ÏÔÍÅÞÁÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n = 2m

x^{−2m}_+ + x^{−2m}_− = x^{−2m} = |x|^– | |_{–=−2m} ;

Á ÐÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ n = 2m + 1

x^{−2m−1}

+ − x^{−2m−1}

− = x^{−2m−1} = |x|^– sgnx | |_{–=−2m−1} :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ

(x + i0)^{−n} = x^{−n} − iı(−1)^{n−1} (n − 1)!

‹^{(n−1)}(x); (6)

(x − i0)^{−n} = x^{−n} + iı(−1)^{n−1} (n − 1)!

‹^{(n−1)}(x): (7) œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ n = 2 ( 1 (x + i0)^2

;’(x) ) = ∞∫ 0 ’(x) + ’(−x) − 2’(0) x^2 dx − iı’^′(0); (8) ( 1 (x − i0)^2

;’(x) ) = ∞∫ 0 ’(x) + ’(−x) − 2’(0) x^2 dx + iı’^′(0): (9)

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ËÁË ŒÉÄÎÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ (1) É (2) ÐÒÉ – ≠ −1;−2;::: É ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ (6) É (7) ÐÒÉ – = −n = −1;−2;:::, d dx (x + i0)^– = –(x + i0)^{–−1}; (10) d dx (x − i0)^– = –(x − i0)^{–−1}: (11)

ôÁË ËÁË ÐÒÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÉ ÉÎÄÅËÓ ÐÏÎÉÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ (10) É (11) ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÏÌÏÖÉÔØ Œ ÏÓÎÏŒÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (x + i0)^– É (x − i0)^– ÐÒÉ – ≠ −1;−2;::: îÁÐÒÉÍÅÒ, (x + i0)^{−3=2} ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË −2^d_{dx} (x + i0)^{−1=2}, ÇÄÅ^d_{dx} | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, Á (x + i0)^{−1=2} | ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (1) ÐÒÉ – = −^1_2 .

æÏÒÍÕÌÙ (10) É (11) ÕËÁÚÙŒÁÀÔ ÅÝÅ É ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ŒÁÖÎÏÅ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÒÉ – ≠ −1;−2;::: lim y→+0

(x + iy)^– = (x + i0)^–; (12) lim y→−0 (x + iy)^– = (x − i0)^– (13)

Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØ- ÛÉÈ Re – ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÁÍÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, Á ÐÒÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÉ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ.

œ ÃÅÌÙÈ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ −n ÆÕÎËÃÉÉ (x + i0)^{−n} É (x − i0)^{−n} ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ŒŒÏÄÉÔØ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ŒÙÛÅ (§ 2, Ð. 2, ÐÒÉÍÅÒ 6) ÂÙÌÁ ŒŒÅÄÅÎÁ (ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ) ÆÕÎËÃÉÑ

ln(x + i0) = lim_{y→+0} ln(x + iy) = ln |x| + iı„(−x); (14)

ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁŒÎÁ d dx ln(x + i0) = 1 x − iı‹(x): (15)

ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (6) ÐÒÉ n = 1 ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ d dx ln(x + i0) = 1 x + i0

: (16)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (14) ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ln(x − i0) = lim_{y→−0} ln(x + iy) = ln |x| − iı„(−x): (17)

ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁŒÎÁ d dx ln(x − i0) = 1 x + iı‹(x); (18)

Ô.Å. Œ ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ (7) ÐÒÉ n = 1, d dx ln(x − i0) = 1 x − i0

: (19)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ (x ± i0)^{−1} ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (16) É (19), Á (x ± i0)^{−n} Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÏÔÒÉÃÁ- ÔÅÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ | ÓÎÏŒÁ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÆÏÒÍÕÌ (10) É (11).

ôÁË ËÁË ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (14) É (17) ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ É Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÓÏÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÑ (12) É (13) ÐÒÉ ŒÓÅÈ – ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌ (8) É (9) ÎÁÐÉÓÁÔØ: lim y→+0 ∫ ’(x) (x + iy)^2 dx = ∞∫ 0 ’(x) + ’(−x) − 2’(0)

x^2 dx − iı’^′(0);

lim_{y→+0} ∫ ’(x) (x − iy)^2 dx = ∞∫ 0 ’(x) + ’(−x) − 2’(0)

x^2 dx + iı’^′(0):

5. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÊ (x + i0)^– É (x − i0)^– Œ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ. ïÂÏÂ- ÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (x + i0)^– ËÁË ÃÅÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ – ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ –_0 ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ – − –_0, ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÐÒÉ ŒÓÅÈ –:

(x + i0)^– = (x + i0)^{–0} + (– − –_0)(x + i0)^{–0} ln(x + i0) + + 1 2 (– − –_0)^2(x + i0)^{–0} ln^2(x + i0) + ::: (1) îÁÐÉÓÁÎÎÙÅ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ (1) ÎÏŒÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ (x+i0)^{–0} ln(x+ +i0);::: ÓÕÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÐÏ – ÏÔ (x+i0)^– ÐÒÉ –=–_0. ñŒÎÙÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÅÓÌÉ ÓÒÁŒÎÉÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (1) Ó ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ –−–_0 ÒÁÚŒÅÒÎÕÔÏÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ (x + i0)^– = x^–_+ + e^{i–ı}x^–_−: (2)

íÙ ÉÍÅÅÍ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ –_0 ≠ −1;−2;:::

x^–_+ = x^{–0}_+ + (– − –_0)x^{–0}_+ lnx_+ + 1 2 (– − –_0)^2x^{–0}_+ ln^2 x_+ + ::: ; (3)

e^{i–ı}x^–_− = e^{i–0 ı} ( 1 + iı(– − –_0) − ı^2 2 (– − –_0)^2 + ::: ) × × ( x^{–0}_− + (– − –_0)x^{–0}_− lnx_− + 1 2 (– − –_0)^2x^{–0}_− ln^2 x_− + ::: ) : (4)

óÒÁŒÎÉŒÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÑÄÁ (1) É ÒÑÄÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÏÇÏ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÏÊ ÒÑÄÏŒ (3) É (4) Œ ÆÏÒÍÕÌÕ (2), ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÚÁÍÅÎÑÑ ÓÎÏŒÁ –_0 ÎÁ –:

(x + i0)^– ln(x + i0) = x^–_+ ln x_+ + iıe^{i–ı} x^–_− + e^{i–ı}x^–_− lnx_−; (5) (x + i0)^– ln^2(x + i0) = x^–_+ ln^2 x_+ + e^{i–ı} [ x^–_− ln^2 x_− + 2iıx^–_− ln x_− − ı^2x^–_− ] (6) É Ô.Ä.

üÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÐÒÉ – ≠ −1;−2; :::

òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ (x − i0)^– Œ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ – − –_0 ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

(x − i0)^– = (x − i0)^{–0} + (– − –_0)(x − i0)^{–0} ln(x − i0) + + 1 2 (– − –_0)^2(x − i0)^– ln^2(x − i0) + ::: (7)

íÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÌÉ ÚÄÅÓØ ÞÅÒÅÚ

(x − i0)^– ln(x − i0); (x − i0)^– ln^2(x − i0); :::

ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÐÏ – ÃÅÌÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (x − i0)^–. ôÁËÉÍ ÖÅ ÐÕÔÅÍ, ËÁË É ŒÙÛÅ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ

(x − i0)^– ln(x − i0) = x^–_+ ln x_+ − iıe^{−i–ı} x^–_− + e^{−i–ı} x^–_− lnx_−; (8) (x − i0)^– ln^2(x − i0) = x^–_+ ln^2 x_+ +

+ e^{−i–ı} [ x^–_− ln^2 x_− − 2iıx^–_− ln x_− − ı^2x^–_− ] (– ≠ −1;−2;:::) (9)

É Ô.Ä.

äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÐÒÉ –_0, ÒÁŒÎÏÍ ÃÅÌÏÍÕ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ −n, ÍÙ ŒÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌ (3) É (4) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÒÑÄÙ ìÏÒÁÎÁ:

x^–_+ =

(−1)^{n−1}‹^{(n−1)}(x) (n − 1)!(– + n)

+ x^{−n}_+ + (– + n)x^{−n}_+ lnx_+ + + 1 2 (– + n)^2x^{−n}_+ ln^2 x_+ + ::: ;

(10)

x^–_− =

‹^{(n−1)}(x) (n − 1)!(– + n)

+ x^{−n}_− + (– + n)x^{−n}_− ln x_− + + 1 2 (– + n)^2x^{−n}_− ln^2 x_− + ::: ;

(11)

e^{i–ı} = (−1)^n [ 1 + iı(– + n) − ı^2 2 (– + n)^2 − i ı^3 6 (– + n)^3 + ::: ] : (12)

õÍÎÏÖÁÑ (11) ÎÁ (12) É ÓËÌÁÄÙŒÁÑ Ó (10), ÎÁÈÏÄÉÍ:

x^–_+ + e^{i–ı}x^–_− = [ x^{−n} + iı(−1)^n (n − 1)!

‹^{(n−1)}(x) ] + + (– + n) [ iı(−1)^nx^{−n}_− + (−1)^{n−1} ı^2 2 ‹^{(n−1)}(x) (n − 1)!

+ x^{−n} ln |x| ] +

+ (– + n)^2 2 [ (−1)^{n−1}i ı^3 3 ‹^{(n−1)}(x) (n − 1)! +

+ (−1)^{n−1}ı^2x^{−n}_− + 2iı(−1)^nx^{−n}_− lnx_− + x^{−n} ln^2 |x| ] : (13)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

(x + i0)^{−n} ln(x + i0) = (−1)^niıx^{−n}_− + (−1)^{n−1} ı^2 2 ‹^{(n−1)}(x) (n − 1)!

+ x^{−n} ln |x|;

(14)

(x + i0)^{−n} ln^2(x + i0) = (−1)^{n−1}i ı^3 3 ‹^{(n−1)}(x) (n − 1)!

+ (−1)^{n−1}ı^2x^{−n}_− +

+ 2iı(−1)^nx^{−n}_− lnx_− + x^{−n} ln^2 |x| (15)

É Ô.Ä.

æÏÒÍÕÌÙ (14) É (15), ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÂÝÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÐÒÉ –_0 → −n Œ ÆÏÒÍÕÌÁÈ (5) É (6). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ

(x − i0)^{−n} ln(x − i0) = (−1)^{n−1}iıx^{−n}_− +

+ (−1)^{n−1} ı^2 2 ‹^{(n−1)}(x) (n − 1)!

+ x^{−n} ln |x|; (16)

(x − i0)^{−n} ln^2(x − i0) = (−1)^ni ı^3 3 ‹^{(n−1)}(x) (n − 1)!

+ (−1)^{n−1}ı^2x^{−n}_− +

+ 2iı(−1)^{n−1}x^{−n}_− lnx_− + x^{−n} ln^2 |x|: (17)

þÉÔÁÔÅÌÀ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÓÁÍÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ËÁËÉÅ ÉÚ ŒŒÅÄÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÉÌÉ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ É ÐÏÒÑÄËÁ.

6. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ r^–. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ r^– ÂÙÌÁ ŒŒÅÄÅÎÁ Œ Ð. 9 § 3 ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(r^–;’) = ∫ r^–’(x)dx; (1)

ÐÒÉÇÏÄÎÏÊ ÐÒÉ Re – > −n. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ r^– ÐÒÉ ÜÔÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ – ÅÓÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ –. íÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÌÉ Œ Ð. 9 § 3 ÆÏÒÍÕÌÕ (1) Ë ŒÉÄÕ

(r^–;’) = ˙_n ∞∫ 0 r^{–+n−1}S_’(r)dr; ÇÄÅ S_’(r) = 1 ˙_n ∫ � ’(x)d˙

ÅÓÔØ ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) = ’(x_1;::: ;x_n) ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÒÁÄÉÕÓÁ r. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (r^–;’) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ˙_nx^—_+ (— = – + n − 1) Ë ÞÅÔÎÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ S_’(r) É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔØ –, ÚÁ ÉÓ- ËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÌÉÛØ ÔÏÞÅË – = −n, −n − 2;::: ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ r^– ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ –.

òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ r^– Œ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ ÉÌÉ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕ- ÞÉÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ ˙_nx^—_+.

0] § 5. óœåòôëá ïâïâýåîîùè æõîëãéê 117

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÔÏÞËÉ –_0 ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

r^– = r^{–0} + (– − –_0)r^{–0} lnr + 1 2 (– − –_0)^2r^{–0} ln^2 r + ::: ;

ÇÄÅ ÐÏÄ r^{–0} ln^k r ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(r^{–0} ln^k r;’) = ˙_n ∞∫ 0 r^{–0 +n−1} ln^k r ×

× [ S_’(r) − ’(0) − ::: − r^{m−1} (m − 1)!

S^{(m−1)}

’ (0) ] dr ÐÒÉ −m − n < Re –_0 < −m − n + 1.

œÙÐÉÛÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ r^– Œ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ – = −n − 2k. üÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ Œ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ ˙_nx^—_+ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ — = −2k − 1 (Ð. 3), ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ:

r^– = ˙_n

‹^{(2k)}(r) (2k)! 1 – + n + 2k

+ ˙_nr^{−2k−n} +

+ ˙_n(– + n + 2k)r^{−2k−n} lnr + ::: (2)

úÄÅÓØ ÐÏÄ r^{−2k−n} ln^m r ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ

(r^{−2k−n} ln^m r;S_’(r)) = ∞∫ 0 r^{−n−2k} ln^m r [ S_’(r) − ’(0) − :::

::: − r^{2k−2} (2k − 2)!

S^{(2k−2)}

’ (0) − r^{2k} (2k)!

S^{(2k)}_’ (0)„(1 − r) ] dr: (3)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ r^{−2k−n} ÎÅ ÅÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ r^– ÐÒÉ – = −2k − n (ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ –), Á ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÉ – = −2k − n ÇÌÁŒÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÌÏÒÁÎÏŒÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ r^–.

œ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ r^{–0} ln^k r ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ –_0 É ÐÏÒÑÄËÁ k, Á r^{−2k−n} ln^m r | ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ −2k − n É ÐÏÒÑÄËÁ m.

§ 5. óŒÅÒÔËÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ

œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÁÎÁÌÉÚÅ ÞÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÓŒÅÒÔËÉ ÄŒÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ f(È) É g(È):

f(x) ∗ g(x) = ∫ f()g(x − )d: (1) œ ÁÎÁÌÉÚÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÉÍÅÅÔ, ÐÏÖÁÌÕÊ, ÅÝÅ ÂÏÌÅÅ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓŒÅÒÔËÉ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÎÁÞÉÎÁÅÍ Ó ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ (n. 1). œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÕÎËÔÁÈ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÂÕÄÅÔ ŒŒÅÄÅÎÁ É ÉÚÕÞÅÎÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÓŒÅÒÔËÉ É ÂÕÄÕÔ ÕËÁÚÁÎÙ ÐÒÉÍÅÒÙ ÅÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ.

1. ðÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÏÂÏÂ- ÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f(x), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X_k ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ k ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_1, x_2, ::: , x_k, É ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ g(y), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Y_m ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ m ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ y_1, y_2, ::: , y_m. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÔÉÈ ÏÂÏÂÝÅÎ- ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ h(z) ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ- ŒÅ Z_n ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ n = k + m ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ z_1 = x_1, z_2 = x_2, ::: , z_k = x_k, z_{k+1} = y_1, z_{k+2} = y_2, ::: , z_n = y_m. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÓÔÕÐÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïÓÎÏŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ’(x) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÅÐÅÒØ ÞÅÒÅÚ ’(x;y): úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ È É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ’(x;y) ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÔÏÌØËÏ ÏÔ y. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÜÔÏ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Y_m. ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÎÅÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ g(y); Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ (x). üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÐÏ È, ÔÁË ËÁË

(x + ´x_j ) − (x)

´x_j = ( g(y);

’(x + ´x_j ;y) − ’(x;y) ´x_j ) → → ( g(y);

@’(x;y) @x_j )

Œ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ^{’(x+�xj ;y)−’(x;y)}_{�xj} ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë^{@’(x;y)}_{@xj} Œ ÓÍÙÓÌÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Y_m É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ g(y) ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ. ïÞÅŒÉÄÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ (x) ÆÉÎÉÔÎÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (È) | ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X_k, É Ë ÎÅÊ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f(x). éÔÁË, ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ

(f(x);(g(y);’(x;y))) (2)

ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ. üÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Z_n; ÉÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ g(y) É f(x) ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ^{1)}. íÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ h(z) = f(x) × g(y) É ÎÁÚÏŒÅÍ ÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f(x) ÎÁ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ g(y).

1)ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ ’_˚ (x; y) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ- ŒÅ Z_n; ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ (f(x); (g(y); ’_˚ (x; y))) ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ _˚ (x) = (g(y); ’_˚ (x; y)) ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÒÁŒÎÙÍÉ

1] § 5. óœåòôëá ïâïâýåîîùè æõîëãéê 119

ïÓÏÂÅÎÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x;y), ÑŒÌÑÀÝÅÊÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ ’_1(x) É ’_2(y). œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ,

(f(x) × g(y);’_1(x)’_2(y)) = (f(x);(g(y);’_1(x)’_2(y))) =

= (f(x);’_1(x)(g(y);’_2(y))) = (f;’_1)(g;’_2): (3)

ðÒÉÍÅÒÙ. ðÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ffi(x) × ffi(y) ÅÓÔØ ffi(x; y). ðÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÅ ffi(x) × 1(y) ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (ffi(x) × 1(y); ’(x; y)) = = ∫ Y ’(0; y)dy:

ðÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ f(x) É g(y) ÅÓÔØ ÒÅÇÕÌÑÒ- ÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x)g(y).

îÏÓÉÔÅÌØ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ËÁÖÄÁÑ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ÎÉ Œ ËÁËÏÊ ÅÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, ÍÙ ÎÁÚŒÁÌÉ Œ n. 4 § 1 ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f. ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÎÏÓÉÔÅÌÉ F É G ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ f É g, ÓÐÒÁÛÉŒÁÅÔÓÑ, ËÁË ÏÐÉÓÁÔØ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ h = f × g. ïÔŒÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ: ÎÏÓÉÔÅÌØ H ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ h ÅÓÔØ ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ F × G ÎÏÓÉÔÅÌÅÊ f É g; ÉÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ H ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÅÈ É ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÔÅÈ ÐÁÒ (È;Õ), Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒŒÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ x ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ F , Á ŒÔÏÒÁÑ y | ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ G.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞËÕ (x_0;y_0), Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔ | ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ x_0 | ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍÕ ÎÏÓÉÔÅÌÀ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ ŒÓÑËÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x), ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÊÓÑ Œ ÎÕÌØ ŒÎÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ x_0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ’(x;y), ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ x ∈ U, É

ÎÕÌÀ ŒÎÅ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ É ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ŒÍÅÓÔÅ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ. ðÅÒŒÏÅ | ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ’_˚ (x; y) ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ ŒÎÅ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_1; : : : ; y_m. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ _˚ (x) ÎÅ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ Ë ÎÕÌÀ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË x^{(1)}; : : : ; x^{(˚)}; : : : ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

|_˚ (x_˚ )| = |(g(y); ’_˚ (x_˚ ; y))| ⩾ ”:

îÏ ÔÁË ËÁË ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ’_˚ (x; y) ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ŒÍÅÓÔÅ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ ’^∗_˚ (y) = ’_˚ (x_˚ ; y) ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ËÁË ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Y_m. œ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ g(y) ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÉÍÅÔØ (g(y); ’^∗_˚ (y)) = (g(y); ’_˚ (x_˚ ; y)) → 0 Œ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ Ó ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ. éÔÁË, _˚ (x) ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ Ë ÎÕÌÀ É ŒÓÅÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÞÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ É ÚÁŒÅÒÛÁÅÔÓÑ.

ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ (f × g;’(x;y)) = 0. óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,

(f × g;’(x;y)) = (f(y);(g(x);’(x;y))) = (f(y);0) = 0;

ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f × g ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (x_0;y_0).

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ x_0 É y_0 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ Ë ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ F É G, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (x_0;y_0), ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ŒÉÄÁ ’(x) (y), ÏÂÒÁÝÁÀÝÕÀÓÑ Œ ÎÕÌØ ŒÎÅ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f × g ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔØ ÎÁÛÅÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÁ.

ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ. : éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ

f(x) × g(y) = g(y) × f(x);

f(x) × {g(y) × h(z)} = {f(x) × g(y)} × h(z): } (4) äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÑÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒ ÓÔÏÑÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÜÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÁ ÐÌÏÔÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. äÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÐÅÒŒÏÇÏ

ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÍÙ ŒÏÚØÍÅÍ ÐÌÏÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ ŒÉÄÁ ∑ j=1 ’_j (x) _j (y),

ÇÄÅ ’_j (x), _j (y) (j = 1;2;::: ;; = 1;2;::: ) | ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ^{1)}. íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ ÔÏÇÄÁ

(f(x) × g(y); ∑ ’_j (x) _j (y)) = = ∑ (f(x) × g(y);’_j (x) _j (y)) = ∑ (f(x);’_j (x))(g(y); _j (y))

É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ

(g(y) × f(x); ∑ ’_j (x) _j (y)) = ∑ (g(y); _j (y))(f(x);’_j (x));

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.

äÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ ŒÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ŒÙËÌÁÄËÁ ÐÒÏŒÏÄÉÔÓÑ Ó ÏÓÎÏŒÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ŒÉÄÁ ∑ j ’_j (x) _j (y)ffl_j (z).

1)íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÔÎÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K. åÓÌÉ, ÎÁ- ÐÒÉÍÅÒ, ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ’(x; y) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ŒÎÅ ËŒÁÄÒÁÔÁ Q = {|x| ⩽ a; |y| ⩽ ⩽ a}, ÔÏ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ” = 1=˚, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ, ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P_˚ (x; y), ËÏÔÏÒÙÊ Œ ËŒÁÄÒÁÔÅ Q^′ = {|x| ⩽ 2a; |y| ⩽ 2a} ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ’(x; y) ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ ÎÁ ” ŒÍÅÓÔÅ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ ÄÏ ÐÏÒÑÄËÁ ˚. ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ, b(x) | ÆÉË- ÓÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÒÁŒÎÁÑ 1 ÐÒÉ |x| ⩽ a É ÒÁŒÎÁÑ 0 ÐÒÉ |x| ⩾ 2a. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ” → 0 ÆÕÎËÃÉÉ P_˚ (x; y), b(x)b(y) ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ ’(x; y) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K.

2. óŒÅÒÔËÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. åÓÌÉ f(x) É g(x) | ÄŒÅ ÁÂÓÏ- ÌÀÔÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ É h(x) = f(x) ∗ g(x) | ÉÈ ÓŒÅÒÔËÁ, ÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÅÊ (ÔÁËÖÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ) h(x), ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

(h(x);’(x)) = ∫ h(x)’(x)dx = = ∫ {∫ f()g(x − )d } ’(x)dx = ∫ ∫ f()g(”)’( + ”)dd”:

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÉÓËÏÍÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÅÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌÁ f(x)g(y), ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÃÉÊ f(x) É g(y), Ë ÆÕÎËÃÉÉ ’(x + y).

åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÂÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓŒÅÒÔËÉ ÌÀÂÙÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ f É g ÚÁÄÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(f ∗ g;’) = (f(x) × g(y);’(x + y)): (1)

îÏ ÚÄÅÓØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÍÅÔØ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ ’(x + y) | ÕÖÅ ÎÅ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x;y É ÐÏÜÔÏÍÕ ÆÏÒÍÕÌÁ (1), ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌÁ.

ïÄÎÁËÏ Œ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÏÂÝÉÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÕËÁÖÅÍ, ÆÏÒÍÕÌÁ (1) ŒÓÅ ÖÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ.

ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ, ÎÏÓÉÔÅÌØ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ f(x) É g(y) ÅÓÔØ ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÏÓÉÔÅÌÅÊ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ. òÁŒÅÎÓÔŒÏ (1) ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÓÍÙÓÌ, ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÓÁ |x + y| ⩽ a, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁËÌÀÞÅÎ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x + y), ÉÍÅÅÔ ÌÉÛØ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ f × g. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎËÃÉÀ ’(x + y) ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ Œ ÐÏÌÏÓÅ |x + y| ⩽ a ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ’(x;y), ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÑ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Œ ÔÏÞËÁÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÏÌÏÓÙ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f × g; ÎÏ ÔÏÇÄÁ ÕÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ

(f × g;’(x;y))

É, ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÏÎÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ ’(x;y) ŒÎÅ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (1) ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ: Á) ÏÄÉÎ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ f, g ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ; Â) ÎÏÓÉÔÅÌÉ ÏÂÏÉÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ f, g ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÏÒÏÎÙ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, f = 0 ÐÒÉ x < a, g = 0 ÐÒÉ y < b).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÕÞÁÊ Á). ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, f(x) | ÆÉÎÉÔÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, Ô.Å. ÉÍÅÀÝÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ, Á g(y) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ. ôÏÇÄÁ

(f ∗ g;’) = (f(x) × g(y);’(x + y)) = (g(y);(f(x);’(x + y))): (2) æÕÎËÃÉÑ (f(x);’(x + y)) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ É ÏÂÒÁÝÁ- ÅÔÓÑ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ |y| Œ ÎÕÌØ, ÔÁË ËÁË ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ |y| ÎÏÓÉÔÅÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x + y) É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f(x) ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÑ (f(x);’(x + y)) | ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÐÏ y É ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ Ë ÎÅÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ g(y) ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ.

åÓÌÉ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, g(y) | ÆÉÎÉÔÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, Á f(x) | ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÙÊ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ (f(x);’(x + y)) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ, ÎÏ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ÆÉÎÉÔÎÁ; ÎÏ ÔÁË ËÁË ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ g(y) ÆÉÎÉÔÎÙÊ, ÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÁÑ ÎÅÆÉÎÉÔÎÏÓÔØ (f(x);’(x+y)) ÎÅ ÉÇÒÁÅÔ ÒÏÌÉ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ (2) ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÕÞÁÊ Â): ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÏÓÉÔÅÌÉ ÆÕÎËÃÉ- ÏÎÁÌÏŒ f(x) É g(y) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, ÓËÁÖÅÍ, ÓÌÅŒÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ (f(x);’(x + y)). ëÁË É ÒÁÎÅÅ, ÜÔÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ ÏÔ y. ðÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ y ÎÏÓÉÔÅÌØ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x + y) ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f(x); ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÔÁËÉÈ y ÆÕÎËÃÉÑ (f(x);’(x + y)) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎËÃÉÑ (f(x);’(x + y)) ÉÍÅÅÔ ÎÏÓÉÔÅÌØ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓÐÒÁŒÁ. ôÁË ËÁË ÎÏÓÉÔÅÌØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ g(y) ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÓÌÅŒÁ, ÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÎÏÓÉÔÅÌÅÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ É ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (2) ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ Á), Â) ÓŒÅÒÔËÁ ÆÕÎËÃÉÏÎÁ- ÌÏŒ f, g ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÓÅÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÓŒÅÒÔËÁ ‹ ∗ f, D‹ ∗ f, ÇÄÅ D | ÌÀÂÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ; ÜÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ‹, D‹ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÙ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

îÁÊÄÅÍ ÓŒÅÒÔËÕ ‹ ∗ f. óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

(‹ ∗ f;’) = (‹(x) × f(y);’(x + y)) =

= ((f(y);(‹(x);’(x + y))) = (f(y);’(y)) = (f;’):

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f

‹ ∗ f = f: (3)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ D‹ ∗ f = Df: (4)

œ ÓÉÌÕ ÏÂÝÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÓŒÅÒÔËÁ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ, ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, Œ ÓÌÕÞÁÑÈ Á) É Â):

f ∗ g = g ∗ f:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ŒÙÒÁÖÁÀÝÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÁÓÓÏÃÉ- ÁÔÉŒÎÏÓÔÉ:

(f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h);

ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉŒ, ÞÔÏ ÎÏÓÉÔÅÌÉ ÄŒÕÈ ÉÚ ÔÒÅÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ f, g, h ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÙ Ó ÏÂÅÉÈ ÓÔÏÒÏÎ ÉÌÉ ÞÔÏ ÎÏÓÉÔÅÌÉ ŒÓÅÈ ÔÒÅÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÏÒÏÎÙ.

œÙŒÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÓŒÅÒÔËÉ:

D(f ∗ g) = Df ∗ g = f ∗ Dg: (5)

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÂÕÄÅÔ ÞÁÓÔÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØÓÑ.

éÍÅÅÍ:

(D(f ∗ g);’) = (f ∗ g;D^∗’);

ÇÄÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, D^∗ = (−1) D, ÅÓÌÉ D | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ . äÁÌÅÅ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓŒÅÒÔËÉ,

(f ∗ g;D^∗’) = (g(y);(f(x);D^∗’(x + y))) =

= (g(y);(Df(x);’(x + y))) = (Df ∗ g;’);

ÏÔËÕÄÁ D(f ∗ g) = Df ∗ g. äÁÌÅÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓŒÅÒÔËÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ,

D(f ∗ g) = D(g ∗ f) = Dg ∗ f = f ∗ Dg;

É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÆÏÒÍÕÌÁ (5) ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÁ.

õÓÔÁÎÏŒÉÍ ÐÏÌÅÚÎÕÀ ÌÅÍÍÕ Ï ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÓŒÅÒÔËÉ. ìÅÍÍÁ. éÚ f → f ÓÌÅÄÕÅÔ f ∗ g → f ∗ g ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÊ:

Á) ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ f ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÙ ÎÁ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ;

Â) ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ g ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ; Œ) ÎÏÓÉÔÅÌÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ f É g ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÏÒÏÎÙ É ÐÒÉÔÏÍ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÏÔ v ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓŒÅÒÔËÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ ’ (f ∗ g;’) = (f (y);(g(x);’(x + y))): (6)

œ ÓÌÕÞÁÅ Á) ÆÕÎËÃÉÀ (g(x);’(x + y)) ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎ- ËÃÉÅÊ (y), ÒÁŒÎÏÊ ÎÕÌÀ ŒÎÅ ÏÂÌÁÓÔÉ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÙ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ f (y); ÐÏÜÔÏÍÕ

(f ∗ g;’) = (f (y); (y)) → (f; ) = (f ∗ g; );

Ô.Å.

f ∗ g → f ∗ g;

ÞÔÏ É ÕÔŒÅÒÖÄÁÌÏÓØ.

œ ÓÌÕÞÁÅ Â) (y) = (g(x);’(x + y)) ÅÓÔØ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ; ÏÔÓÀÄÁ, ÔÁË ÖÅ ËÁË É ŒÙÛÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ.

œ ÓÌÕÞÁÅ Œ), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÎÏÓÉ- ÔÅÌÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ f É g ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÓÌÅŒÁ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ (y) = = (g(x);’(x + y)) ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓÐÒÁŒÁ ÎÏÓÉÔÅÌØ; ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÊÓÑ Œ ÎÕÌØ ŒÎÅ ÏÂÌÁÓÔÉ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÙ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ f (y); ÏÔÓÀÄÁ, ËÁË É ŒÙÛÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f = f_t ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ t É ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ^@_{@t} f_t^{1)}, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ @ @t (f_t ∗ g) =

@f_t @t ∗ g ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÊ:

Á) ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ f_t ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÙ ÎÁ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ;

Â) ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ g ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ; Œ) ÎÏÓÉÔÅÌÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ f_t É g ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÏÒÏÎÙ É ÐÒÉÔÏÍ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÏÔ t ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÇËÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÌÅÍÍÙ, ÅÓÌÉ ÕÞÅÓÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ^{@ft}_{@t} ÅÓÔØ ÐÒÅÄÅÌ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

f_{t+�t} − f_t ´t ÐÒÉ ´t → 0.

3. îØÀÔÏÎÏŒÓËÉÊ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ É ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎØÀÔÏÎÏŒÓËÏÇÏ ÐÏ- ÔÅÎÃÉÁÌÁ ÄÌÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÁÓÓÙ Ó ËÕÓÏÞÎÏ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÐÌÏÔ- ÎÏÓÔØÀ —(x_1;x_2;x_3) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

u(x_1;x_2;x_3) = − 1 4ı ∫∫∫ —(_1;_2;_3)d_1d_2d_3 √ (_1 − x_1)^2 + (_2 − x_2)^2 + (_3 − x_3)^2

: (1)

éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ u(x_1;x_2;x_3) | ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ ÄÏ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ðÕÁÓÓÏÎÁ

´u(x_1;x_2;x_3) = —(x_1;x_2;x_3):

æÏÒÍÕÌÕ (1) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÓŒÅÒÔËÉ

u = — ∗ ( − 1 4ır ) ( r^2 = x^2_1 + x^2 + x^2_3 ) : 1)ðÏÄÒÏÂÎÅÅ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÉ ÐÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ Œ ÄÏÂÁŒÌÅ- ÎÉÉ 2.

3] § 5. óœåòôëá ïâïâýåîîùè æõîëãéê 125

úÄÅÓØ — ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÕÖÅ ÌÀÂÏÊ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ u ÅÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ É Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ; ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ŒÓÐÏÍÉÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÕ ´ 1r = −4ı‹ (§ 2, n. 3), ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ:

´u =´ ( — ∗ ( − 1 4ır )) = — ∗´ ( − 1 4ır ) = — ∗ ‹ = —:

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ P (D)u = — (2) | ÌÀÂÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ — Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁ- ÓÔÉ. îÁÚÏŒÅÍ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÑ (2) ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ E(x), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ

P (D)E = ‹

(ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ E ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÑ). ëÏÇÄÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ E ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÑ (2) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÏ Œ ÆÏÒÍÅ ÓŒÅÒÔËÉ

u = — ∗ E;

ÅÓÌÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, — | ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ,

P (D)u = — ∗ P (D)E = — ∗ ‹ = —:

ôÁË, ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ìÁÐÌÁÓÁ Œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎÄÁ- ÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÌÕÖÉÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ E = −^1_{4ır} . œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ìÁÐÌÁÓÁ ÐÒÉ n > 2 ÓÌÕÖÉÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ −^1_{(n−2)�n}^1_{rn−2} , ÇÄÅ ˙_n | ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ, Á ÐÒÉ n = 2 | ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ −^1_{2ı} ln^1_r :

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÍÅÒÁ ÐÏËÁÖÅÍ ÅÝÅ, ËÁË ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ^{1)}:

a_0E^{(n)} + a_1E^{(n−1)} + ::: + a_nE = ‹(x): (3)

1)ðÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÎÁÌÉÞÉÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÅÛÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ É ÄÌÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ | ÌÉÛØ ÂÙ ÔÏÌØËÏ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔ a_0 ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÌÓÑ Œ ÎÕÌØ.

ðÕÓÔØ u_1(x), ::: , u_n(x) | ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄ- ÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

a_0u^{(n)}(x) + a_1u^{(n−1)}(x) + ::: + a_nu(x) = 0: (4)

ðÏÌÏÖÉÍ

E(x) = { A(x) ≡ ¸_1u_1(x) + ::: + ¸_nu_n(x) ÐÒÉ x < 0, B(x) ≡ ˛_1u_1(x) + ::: + ˛_nu_n(x) ÐÒÉ x > 0

É ÐÏÄÂÅÒÅÍ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ¸_i É ˛_j ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÌÏÓØ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÅ (3). ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎËÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ „(x), ÒÁŒÎÏÊ 1 ÐÒÉ x > 0 É 0 ÐÒÉ x < 0, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ Œ ÔÏÞËÅ x = 0 ŒÙÐÏÌÎÑÌÉÓØ ÕÓÌÏŒÉÑ:

A(0) = B(0);A^′(0) = B^′(0);::: ;A^{(n−2)}(0) = B^{(n−2)}(0);

a_0 [ A^{(n−1)}(0) − B^{(n−1)}(0) ] = 1: (5)

ðÏÌÁÇÁÑ ¸_i − ˛_i = ‚_i (i = 1;::: ;n), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ ‚_i ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ

‚_1u_1(0) + ::: + ‚_nu_n(0) = 0; ‚_1u^′_1(0) + ::: + ‚_nu^′_n(0) = 0;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ::: :::

‚_1u^{(n−2)}_1 (0) + ::: + ‚_nu^{(n−2)}_n (0) = 0;

‚_1u^{(n−1)}_1 (0) + ::: + ‚_nu^{(n−1)}_n (0) = 1 a_0 :

(6)

üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ŒÓÅÇÄÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, ÔÁË ËÁË ÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÅÓÔØ ŒÒÏÎÓËÉÁÎ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÅÛÅÎÉÊ u_1(x), ::: , u_n(x) É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÔÒÏÉÔÓÑ Ó ÂÏÌØÛÉÍ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌÏÍ: ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ‚_i. üÔÏÔ ÐÒÏÉÚŒÏÌ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔÓÑ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏ: ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (4). ïÎ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ çÒÉÎÁ | ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÔÅÍ ÉÌÉ ÉÎÙÍ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ^{1)}.

ðÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ

E^{′′} = ‹(x): (7)

1)óÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, í. á. îÁÊÍÁÒË, ìÉÎÅÊÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, çÏÓÔÅÈÉÚÄÁÔ, 1954.

œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ u_1 = 1;u_2 = x, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

A(x) = ¸_1 + ¸_2x; B(x) = ˛_1 + ˛_2x:

äÌÑ ‚_i = ¸_i − ˛_i ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ

‚_1 = 0; ‚_2 = 1:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, E = ˛_1 + ˛_2x + x_+:

üÔÏ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÓÒÁÚÕ ÕŒÉÄÅÔØ ÉÚ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (7). œ § 6, Á ÔÁËÖÅ Œ § 2 ÇÌ. III ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÌÑ ÛÉÒÏËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Œ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ.

4. éÎÔÅÇÒÁÌ ðÕÁÓÓÏÎÁ É ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÔÅÐÌÏÐÒÏŒÏÄÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

u(x;t) = 1 2 √ ıt ∞∫ −∞ e^{− (x−¸)24t} —()d; (1)

ÇÄÅ —(), ÓËÁÖÅÍ, | ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. éÚŒÅÓÔÎÏ^{1)}, ÞÔÏ u(x;t) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÐÏ t É ÄŒÕÍÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ ÐÏ x É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ÔÅÐÌÏÐÒÏŒÏÄÎÏÓÔÉ @u @t = @^2u @x^2 (2) Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ u(x;0) = —(x): (3) æÕÎËÃÉÑ u(x;t) ŒÙÒÁÖÁÅÔ ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÕ ÔÏÞËÉ x ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÔÅÒÖÎÑ Œ ÍÏÍÅÎÔ t, ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÁ —(x) ÐÒÉ t = 0. æÏÒÍÕÌÕ (1) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÓŒÅÒÔËÉ

u(x;t) = —(x) ∗ 1 2 √ ıt e^{− x24ß} · (4)

úÄÅÓØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ — ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÕÖÅ ÌÀÂÕÀ ÆÉÎÉÔÎÕÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ. ðÒÉ ÜÔÏÍ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎËÃÉÑ u(x;t), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (4), ÅÓÔØ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (ÚÁŒÉÓÑÝÁÑ ÏÔ ÐÁÒÁ- ÍÅÔÒÁ t). äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÎÏŒÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ÔÅÐÌÏÐÒÏŒÏÄÎÏÓÔÉ (2) Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ (3).

1)œ. é. óÍÉÒÎÏŒ, ëÕÒÓ, Ô. II, 1957, Ð. 204, ÓÔÒ. 606.

ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ t > 0 ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

v(x;t) = 1 2 √ ıt e^{− x24t} ;

ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ËÁË ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÏ x É ÐÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ t ÒÁŒ- ÎÏÓÉÌØÎÏ ÅÅ ÏÂÙÞÎÏÍÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÀ ÐÏ x É t. œ ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÉÚ ÌÅÍÍÙ Ï ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÓŒÅÒÔËÉ (n. 2) @ @t (—(x) ∗ v(x;t)) = —(x) ∗ @ @t v(x;t)

É Œ ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÓŒÅÒÔËÉ (n. 2)

@^2 @x^2

(— ∗ v) = — ∗

@^2 @x^2 v: ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ( @ @t − @^2 @x^2 ) (— ∗ v) = — ∗ ( @ @t − @^2 @x^2 ) v: îÏ ( @ @t − @^2 @x^2 ) 1 2 √ ıt e^−

x^2

4t ≡ 0;

ÔÁË ÞÔÏ — ∗ v É ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÔÅÐÌÏÐÒÏ- ŒÏÄÎÏÓÔÉ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ 1 2 √ ßt e^−

x^2

4t ÐÒÉ t → 0 ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌÏÍ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎËÃÉÀ ‹(x) (ÓÍ. § 2, n. 5, ÐÒÉÍÅÒ 2), ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÐÒÉ t→0, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ Ï ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÓŒÅÒÔËÉ (n. 2), u(x;t) = — ∗ 1 2 √ ıt e^{− x24t} → — ∗ ‹ = —;

ÞÔÏ É ÕÔŒÅÒÖÄÁÌÏÓØ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ @u @t = P ( @ @x ) u | ÌÀÂÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÁÍÉ. ðÏÓÔÁŒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ ëÏÛÉ: ÎÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (ÏÂÏÂ- ÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÚÁŒÉÓÑÝÕÀ ÏÔ t ËÁË ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ), ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÅÓÑ ÐÒÉ t = 0 Œ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ u_0(x).

ôÏ ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ÐÒÉ t = 0 Œ ‹(x), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ É ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ E(x;t). äÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÔÅÐÌÏÐÒÏŒÏÄÎÏÓÔÉ ÉÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ^1_2^√_{ıt} e^{− x24t} . åÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÔÏ ÒÅÛÅ- ÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ u_0(x) | Œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ u_0(x) ÆÉÎÉÔÅÎ | ÍÏÖÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÓŒÅÒÔËÏÊ

u(x;t) = E(x;t) ∗ u_0(x):

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÒÉ t → 0 [ @ @t − P ( @ @x ) ] u(x;t) = = @ @t [E(x;t) ∗ u_0(x)] − P ( @ @x ) [E(x;t) ∗ u_0(x)] = = @E(x;t) @t ∗ u_0(x) − P ( @ @x ) E(x;t) ∗ u_0(x) = = [ @E @t − P ( @ @x ) E ] ∗ u_0(x) = 0 ∗ u_0(x) = 0;

Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,

lim_{t→0} u(x;t) = [ lim_{t→0} E(x;t)] ∗ u_0(x) = ‹(x) ∗ u_0(x) = u_0(x);

ÞÔÏ É ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ.

íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ É ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ P ( @ @t ; @ @x ) u(x;t) = 0 (5)

ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ m-ÇÏ, ÐÏÒÑÄËÁ ÐÏ t, ÔÁËÖÅ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. úÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ ÚÄÅÓØ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ u(x;t) ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (5), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ:

u(x;0) = u_0(x);

@u(x;0) @t = u_1(x); ::: ;

@^{(m−1)}(x;0) @t = u_{m−1}(x): (6)

æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (5) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅ E(x;t), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ

E(x;0) = 0;

@E(x;0) @t = 0; ::: ;

@^{(m−2)}E(x;0) @t^{m−2}

= 0;

@^{(m−1)}E(x;0)

@t^{m−1}

= ‹(x): (7) åÓÌÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ u_{m−1}(x) ÆÉÎÉÔÎÁ, ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (5) Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ

u(x;0) = 0;

@u(x;0) @t = 0; ::: ;

@^{m−2}u(x;0) @t^{m−2}

= 0;

@^{m−1}u(x;0)

@t^{m−1}

= u_{m−1}(x) (8)

ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

u(x;t) = E(x;t) ∗ u_{m−1}(x): (9)

üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÇÏÄÉÔÓÑ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ u_{m−1}(x), ÅÓÌÉ ÆÉÎÉÔÎÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎ- ÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ E(x;t).

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ u(x;t), Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (5), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ P (_@ @t ;^@_{@x} ) ÍÏÖÎÏ ÏÔÎÅÓÔÉ Ë E(x;t); ÄÁÌÅÅ, ÐÒÉ t → 0 ÍÙ ÉÍÅÅÍ:

u(x;t) → E(x;0) ∗ u_{m−1}(x) = 0; @u(x;t) @t → @E(x;0) @t ∗ u_{m−1}(x) = 0;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . @^{m−1}u(x;t)

@t^{m−1} → @^{m−1}E(x;0) @t^{m−1}

∗ u_{m−1}(x) = u_{m−1}(x):

ðÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÓÔÒÕÎÙ

@^2u @t^2 = @^2u @x^2

(−∞ < x < ∞) (10)

É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÓÌÕÖÉÔ ÆÕÎËÃÉÑ

E(x;t) =

{_1

2 ÐÒÉ |x| < t, 0 ÐÒÉ |x| > t.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ t > 0 ÍÙ ÉÍÅÅÍ:

@E(x;t) @x = 1 2 ‹(x + t) − 1 2 ‹(x − t);

@^2E(x;t) @x^2 = 1 2 ‹^′(x + t) − 1 2 ‹^′(x − t);

Á ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ x, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ E(x;t) ÐÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ t, ÎÁÈÏ- ÄÉÍ:

@E(x;t) @t = 1 2 ‹(x + t) + 1 2 ‹(x − t);

@^2E(x;t) @t^2 = 1 2 ‹^′(x + t) − 1 2 ‹^′(x − t);

(11)

ÔÁË ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (10) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔÓÑ.

äÁÌÅÅ, ÕÓÔÒÅÍÌÑÑ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (11) t Ë ÎÕÌÀ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

@E(x;t) @t | | | |_{t=0} = ‹(x);

ÔÁË ÞÔÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔÓÑ É ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÅÅ ÆÕÎÄÁ- ÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÁÍÁ E(x;t) ÐÒÉ t → 0 ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌÏÍ 0).

ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÓÔÒÕÎÙ (10) Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ

u(x;0) = 0;

@u(x;0) @t = u_1(x):

óÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (9) ÍÙ ÉÍÅÅÍ (ÓÞÉÔÁÑ u_1(x) ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ)

u(x;t) = E(x;t) ∗ u_1(x) = ∞∫ −∞ E(;t)u_1(x − )d =

= 1 2 t∫ −t u_1(x − )d = 1 2 x+t∫ x−t u_1(‚)d‚:

œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ E(x;t) | ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ; ÐÏÜÔÏÍÕ ÓŒÅÒÔËÁ E(x;t) ∗ u_1(x) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ u_1(x).

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÓÁÍÏÍÕ ÏÂÝÅÍÕ ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ ÚÁÄÁÎÙ ÆÕÎËÃÉÉ

u(x;0) = u_0(x); @u(x;0) @t = u_1(x); ::: ;

@^{m−1}u(x;0) @t^{m−1}

= u_{m−1}(x)

É ŒÓÅ ÏÎÉ ÆÉÎÉÔÎÙ (ÅÓÌÉ ÆÉÎÉÔÎÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ E(x;t), ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÍÏÖÎÏ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ u | ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ @^ku(x;0) @t^k

= 0 (k = 0;1;2; ::: ;m − 2);

@^{m−1}u(x;0)

@t^{m−1}

= u_{m−1}(x);

ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ u_1(x;t)=^{@u}_{@t} ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÏÍÕ ÖÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ É ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ^{@m−2 u1(x;0)}_{@tm−2} É^{@m−1 u1(x;0)}_{@tm−1} . œÙÞÉÔÁÑ ÉÚ u_1(x;t) ÒÅÛÅÎÉÅ u_2(x;t), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍ

@^ku_2(x;0) @t^k

= 0 (k = 0;1;2; ::: ;m − 2);

@^{m−1}u_2(x;0) @t^{m−1} = @^{m−1}u_1(x;0) @t^{m−1} ; ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ u_3, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÉ t = 0 ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ^{@m−2}_{@tm−2} , ÐÒÉÞÅÍ ÏÎÁ ÒÁŒÎÁ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ u_{m−2}(x). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ k ⩽ m − 1 ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÉ t = 0 ÉÚ ÐÅÒŒÙÈ m − 1 ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÐÏ t ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ É ÒÁŒÎÁ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ u_k(x) ÔÏÌØËÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ^{@k u}_{@tk} . óÕÍÍÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÁÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÂÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ.

òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÓÔÒÕÎÙ (10) ÐÒÉ ÏÂÝÉÈ ÎÁÞÁÌØ- ÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ u(x;0) = u_0(x);

@u(x;0) @t = u_1(x) (12)

ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÍÅÔÏÄÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. îÁÈÏÄÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ u_1(x;t), ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ

u_1(x;0) = 0;

@u_1(x;0) @t = u_0(x):

ðÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ, ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

u_1(x;t) = 1 2 x+t∫ x−t u_0()d:

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ u_1(x;t) ÐÏ t, ÎÁÈÏÄÉÍ ÎÏŒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ

@u_1(x;t) @t = u_2(x;t) = 1 2 [u_0(x + t) + u_0(x − t)];

ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ

u_2(x;0) =

@u_1(x;0) @t = u_0(x);

@u_2(x;0) @t = 1 2 [ @u_0(x) @t − @u_0(x) @t ] = 0:

ïÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅÍ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÍ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ (12), ÓÌÕÖÉÔ ÆÕÎËÃÉÑ

u(x;t) = u_0(x + t) + u_0(x − t) 2 + 1 2 x+t∫ x−t u_1()d:

íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ äÁÌÁÍÂÅÒÁ.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ (§ 6) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ ÍÙ ÎÁÊÄÅÍ ÆÕÎÄÁ- ÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÛÉÒÏËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Œ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ.

5. éÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. èÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ëÏÛÉ

g_n(x) = x∫ 0 n_{−1}∫

0 ··· 2∫ 0 1∫ 0 g()dd_1 ::: d_{n−1} = 1 (n − 1)! x∫ 0 g()(x − )^{n−1}d

ÓŒÏÄÉÔ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ n-ËÒÁÔÎÏÊ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ g(x), ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÎÏÊ ÐÒÉ x ⩾ 0, Ë ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÏÄÎÏËÒÁÔÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ. üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÁ Œ ŒÉÄÅ

g_n(x) = g(x) ∗ x^{n−1} (n − 1)!

= g(x) ∗ x^{n−1} `(n) ; ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÉ g(x) É x^{n−1} ÐÒÉ x < 0 ÚÁÍÅÎÑÀÔÓÑ ÎÕÌÅÍ.

ðÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑ – É ÌÀÂÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ g, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÊ ÎÁ ÐÏÌÕÏÓÉ x ⩾ 0, ÏÐÒÅÄÅÌÉŒ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÕÀ ÐÏÒÑÄËÁ – ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ g ËÁË ÓŒÅÒÔËÕ

g_–(x) = g(x) ∗ x^{–−1}_+ `(–)

: (1)

îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÒÉ Re – > 0. äÌÑ ÏÓÔÁÌØ- ÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ – ÐÏÄ^{x˘−1+}_{�(–)} ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ,

ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÕÀ Œ n. 5 § 3; ÔÁË ËÁË ÏÎÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÊ ÎÁ ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÊ x ⩾ 0, ÔÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓŒÅÒÔËÉ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ. õÄÏÂÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ^{x˘−1+}_{�(–)} = ˘_–, ÔÁË ÞÔÏ

g_–(x) = g(x) ∗ ˘_–: (2) éÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ˘_{−k} = ‹^{(k)}(x) (k = 0;1;2; ::: ) (§ 3, n. 5) ÍÙ ŒÙŒÏÄÉÍ, ÞÔÏ g_0(x) = g(x) ∗ ˘_0 = g(x) ∗ ‹(x) = g(x); g_1(x) = g(x) ∗ ˘_{−1} = g(x) ∗ ‹^′(x) = g^′(x) É Ô.Ä.; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÏÒÍÕÌÁ (2) ÄÁÅÔ ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ – ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ, ÎÏ É ŒÓÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ g(x). œ ÓŒÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ÍÙ ÕÓÌÏŒÉÍÓÑ ÔÁËÖÅ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓŒÅÒÔËÁ g_{−–} = g ∗ ˘_{−–} ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÏÒÑÄËÁ – ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ g É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÜÔÏ ÔÁË:

g_{−–} = d^– dx^– g: äÌÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ˘_– ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ˘_– ∗ ˘_— = ˘_{–+—}; (3) ÉÌÉ x^{–−1}_+ `(–) ∗ x^{—−1}_+ `(—) = x^{–+—−1} + `(– + —)

: (3^′)

äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÏÎÁ ŒÅÒÎÁ ÐÒÉ Re – > 0, Re — > 0. ôÁË ËÁË

˘_– ∗ ˘_— = x^{–−1}_+ `(–) ∗ x^{—−1}_+ `(—) = x∫ 0 –^{−1} `(–) · (x − )^{—−1}

`(—) d;

˘_{–+—} = x^{–+—−1} + `(– + —) ; ÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÉÛØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ x∫ 0 –^{−1}(x − )^{—−1}d =

`(–)`(—) `(– + —) x^{–+—−1}:

ðÏÌÏÖÉÍ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ = xt; ÔÏÇÄÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÌÅŒÁ ÐÒÉŒÅÄÅÔÓÑ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ

x^{–+—−1} 1∫ 0 t^{–−1}(1 − t)^{—−1}dt

É ÎÕÖÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÉÚŒÅÓÔÎÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÑ B(–;—) = 1∫ 0 t^{–−1}(1 − t)^{—−1}dt =

`(–)`(—) (– + —) :

äÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ –;— ÆÏÒÍÕÌÁ (3) ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÊ É ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ.

éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (3) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ g (ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÊ ÎÁ ÐÏÌÕÏÓÉ x ⩾ c)

(g ∗ ˘_–) ∗ ˘_— = g ∗ (˘_– ∗ ˘_—) = g ∗ ˘_{–+—}: (4)

ðÒÉ — = −– ÏÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÐÏÒÑÄËÁ | ŒÚÁÉÍÎÏÏÂÒÁÔÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ. äÁÌÅÅ, ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (4) ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ

d^˛ dx^˛ ( d^‚ g dx^‚ ) = d^{˛+‚} g dx^{˛+‚} (5) ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ˛ É ‚.

ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ ÄÒÕÇÉÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (3). úÁÍÅÎÑÑ Œ ÎÅÊ – ÎÁ −–, ÍÏÖÅÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ: d^– dx^– ( x^{—−1}_+ `(—) ) = x^{—−–−1} + `(— − –)

: (6)

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ — = 1 ÉÍÅÅÍ:

d^– dx^–

„(x) = x^{−–}_+ `(−– + 1)

: (6^′)

åÓÌÉ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (6) — ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÉÌÉ ÎÕÌÅÍ, — = −k, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

d^– dx^– ( ‹^{(k)}(x) ) = x^{−k−–−1} + `(−k − –)

: (7) ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ — − – = −k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÉÌÉ ÎÕÌÅÍ, ÔÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (6) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

d^– dx^– ( x^{–−k−1} + `(– − k) ) = ‹^{(k)}(x): (8)

ðÒÉÍÅÒÙ. 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ áÂÅÌÑ

g(x) = 1 `(1 − ¸) x∫ 0 f()d (x − )^¸

: (9)

úÄÅÓØ g | ÚÁÄÁÎÎÁÑ, f | ÉÓËÏÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.

œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ^{1)} ÞÉÓÌÏ ¸ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÍÅÎØÛÉÍ 1; ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÅÔ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ. ïÄÎÁËÏ ÍÙ Œ ÜÔÏÍ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÎÅ ÎÕÖÄÁÅÍÓÑ, ÔÁË ËÁË ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ¸ ÍÏÖÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (9) ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏÒÑÄËÁ – = −¸ + 1 ÏÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f, Ô. Å. ËÁË ÓŒÅÒÔËÕ

g(x) = f(x) ∗ ˘_–: (9^′)

äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f ÞÅÒÅÚ g ÎÕÖÎÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÒÉ- ÍÅÎÉÔØ Ë ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ –. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, f(x) =^{d˘}_{dx˘} g(x). òÅÛÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓŒÅÒÔËÏÊ Ó ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ ˘_{−–}:

g(x) ∗ ˘_{−–} = (f(x) ∗ ˘_–) ∗ ˘_{−–} = f(x) ∗ (˘_– ∗ ˘_{−–}) = = f(x) ∗ ‹ = f(x): (10)

ðÕÓÔØ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, 0 < ¸ < 1; ÔÏÇÄÁ ˘_– ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ^1_{�(1−¸)} x^{−¸}_+ É ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (9’) ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ (9). œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ −– = ¸ − 1 É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ˘_{−–} ÓÉÎÇÕÌÑÒÅÎ, ÔÁË ÞÔÏ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (9) ÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ. åÓÌÉ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ g(x) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕ- ÅÍÁ, ÔÏ ÚÁÐÉÓØ ÒÅÛÅÎÉÑ Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ ÕÖÅ ŒÏÚÍÏÖÎÁ. éÍÅÎÎÏ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ:

g(x) ∗ ˘_{¸−1} = g(x) ∗ d dx ˘_¸ = d dx g(x) ∗ ˘_¸ = 1 `(¸) x∫ 0 g^′()d (x − )^{1−¸} ;

1)óÍ. ç. í. æÉÈÔÅÎÇÏÌØÃ, ëÕÒÓ, Ô. III, Ð. 592, ÓÔÒ. 290 (ÓÌÕÞÁÊ ff = 1=2).

Ô. Å.

f(x) = 1 `(¸) x∫ 0 g^′()d (x − )^{1−¸}

: (11)

æÏÒÍÕÌÁ (11) ÄÌÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ¸ = 12 É ÂÙÌÁ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÐÏÌÕÞÅÎÁ áÂÅÌÅÍ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (9).

2. íÎÏÇÉÅ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ŒÙÒÁÖÅÎÙ ËÁË ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÎÙÅ ÄÒÏÂÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. äÌÑ ÇÉÐÅÒÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ^{1)} ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÄŒÁ ÔÁËÉÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ. çÉÐÅÒÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ F (¸;˛;‚;x) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉ Re ‚ >Re ˛ >0 É |x|<1 ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ŒÉÄÁ:

F (¸;˛;‚;x) =

`(‚) `(˛)`(‚ − ˛) 1∫ 0 t^{˛−1}(1 − t)^{‚−˛−1}(1 − tx)^{−¸}dt: (12)

ðÒÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ˛;‚ (‚ ≠ 0;−1;−2;:::) É |x| < 1 ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ, Ô. Å. ËÁË ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÜÔÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (ÓÍ. § 3, n. 8). óÄÅÌÁÅÍ Œ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÕ ! = tx. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ:

F (¸;˛;‚;x) =

`(‚) `(˛)`(‚ − ˛)x^{‚−1} x∫ 0 !^{˛−1}(1 − !)^{−¸}(x − !)^{‚−˛−1}d!;

(13)

ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ŒÉÄÅ:

x^{‚−1} `(‚)

F (¸;˛;‚;x) = d^{˛−‚} dx^{˛−‚} ( x^{˛−1}_+ (1 − x)^{−¸}_+ `(˛) ) : (14)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎËÃÉÑ^{xfl−1}_{�(‚)} F (¸;˛;‚;x) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÐÏÒÑÄ-

ËÁ ˛ − ‚ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ^{xfi−1+ (1−x)−ff+}_{�(˛)} . üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÔÁËÖÅ Œ ŒÉÄÅ ÆÏÒÍÕÌÙ

x^{‚−1} `(‚)

F (¸;˛;‚;x) = x^{‚−˛−1} + `(‚ − ˛) ∗ x^{˛−1}_+ (1 − x)^{−¸}_+ `(˛)

: (15)

1)óÍ. ç. í. æÉÈÔÅÎÇÏÌØÃ, ëÕÒÓ, Ô. II, 1948, Ð. 495, ÓÔÒ. 793.

äÒÕÇÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÇÉÐÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÏÊ ÄÒÏÂÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÄÅÌÁÔØ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ (12) ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÕ ! =^{x(1−t)}_{1−tx} . íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

F (¸;˛;‚;x) = = `(‚)(1 − x)^{‚−¸−˛} `(˛)`(‚ − ˛)x^{‚−1} x∫ 0 !^{‚−˛−1}(1 − !)^{¸−‚} (x − !)^{˛−1}d!: (16)

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ,

x^{‚−1}(1 − x)^{¸+˛−‚} `(‚)

F (¸;˛;‚;x) = d^{−˛} dx^{−˛} [ x^{‚−˛−1}

+ (1 − x)^{¸−‚}_+ `(‚ − ˛) ] : (17)

óÒÁŒÎÉŒÁÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (14) É (17), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚŒÅÓÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ

F (¸;˛;‚;x) = (1 − x)^{‚−¸−˛} F (‚ − ¸;‚ − ˛;‚;x): (18)

ìÀÂÏÐÙÔÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÌÑ ÇÉÐÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÙ- ÔÅËÁÀÔ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (5), Ô. Å. ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ

d^˛ dx^˛ ( d^‚ g dx^‚ ) = d^{˛+‚} g dx^{˛+‚}

: (19)

œÏÚØÍÅÍ ÏÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (14) ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÐÏÒÑÄËÁ −‹. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ

d^{−‹} dx^{−‹} [ x^{‚−1} `(‚)

F (¸;˛;‚;x) ] = d^{˛−‚−‹} dx^{˛−‚−‹} [ x^{˛−1}_+ (1 − x)^{−¸}_+ `(˛) ] =

= x^{‚+‹−1} `(‚ + ‹)

F (¸;˛;‚;x): (20)

åÓÌÉ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

F (¸;˛;‚ + ‹;x) = = `(‚ + ‹) `(‚)`(‹)x^{‚+‹−1} x∫ 0 !^{‚−1}F (¸;˛;‚;x)(x − !)^{‹−1}d! =

= `(‚ + ‹) `(‚)`(‹) 1∫ 0 !^{‚−1}(1 − !)^{‹−1}F (¸;˛;‚;x!)d!: (21) üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ŒÅÒÎÁ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ¸;˛;‚;‹, ÅÓÌÉ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÉÎÔÅ- ÇÒÁÌ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ËÁË ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏŒÁÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÎÔÅ- ÇÒÁÌÁ (§ 3, n. 8).

ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ (14) É (17) ÇÉÐÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÊ Œ ŒÉ- ÄÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÄÒÏÂÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÓÌÕÞÁÉ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÉÌÉ ÖÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÍ ÎÁ (1 − x)^p.

ðÕÓÔØ ˛ | ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÌÉ ÎÕÌØ, ˛ = −k. ôÏÇÄÁ

x^{fi−1} �(˛) = ‹

(k)(x). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÆÏÒÍÕÌÁ (14) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ

x^{‚−1}F (¸;−k;‚;x)

`(‚) = d^{−k−‚} dx^{−k−‚} [ (1 − x)^{−¸}‹^{(k)}(x) ] : (22)

îÏ ÆÕÎËÃÉÑ^{1)} (1 − x)^{−¸}‹^{(k)}(x) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ‹- ÆÕÎËÃÉÉ É ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ:

(1 − x)^{−¸}‹^{(k)}(x) = k∑ r=0 (−1)^rC^r_k

`(¸ + r)

`(¸)

‹^{(k−r)}(x): (23)

ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (7) d^{−k−‚} dx^{−k−‚} [ ‹^{(k−r)}(x) ] = x^{r+‚−1} `(r + ‚) : œÎÏÓÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ (1 − x)^{−¸}‹^{(k)}(x) Œ ÆÏÒÍÕÌÕ (22), ŒÙÐÏÌÎÑÑ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ É ÓÏËÒÁÝÁÑ ÎÁ^{xfl−1}_{�(‚)} , ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

F (¸;−k;‚;x) = k∑ r=0 (−1)^rC^r_k

`(¸ + r) `(¸)

`(‚) `(‚ + r) x^r (24)

(ÐÒÉ ÜÔÏÍ ‚ ÎÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÃÅÌÙÍ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÉÌÉ ÎÕÌÅÍ). íÎÏÇÏÞÌÅÎ F (¸;−n;‚;x) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ñËÏÂÉ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ- ÓÑ G(¸;−n;‚;x). éÚ ÆÏÒÍÕÌ (18) É (24) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ‚ − ˛ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÉÌÉ ÎÕÌÅÍ, ‚ − ˛ = −n, ÇÉÐÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ŒÉÄ:

F (¸;‚ + n;‚;x) = (1 − x)^{−¸−n}G(‚ − ¸;−n;‚;x):

1)ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ: ÔÁË ËÁË ffi^{(k)}(x) ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÏ Œ ÎÕÌÅ, ÔÏ (1 − x)^{−ff} ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÒÁŒÎÏÊ (1 − x)^{−ff} Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ.

éÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ F (¸;˛;‚;x) = F (˛;¸;‚;x) ŒÙÔÅËÁÀÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÅŒ, ËÏÇÄÁ ¸ ÉÌÉ ‚ − ¸ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÃÅÌÙÍÉ ÏÔÒÉ- ÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÉÌÉ ÎÕÌÑÍÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÇÉÐÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ ‚. éÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (14) ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÏÓÏ- ÂÅÎÎÏÓÔØ, ÅÓÌÉ ‚ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÉÌÉ ÎÕÌÅÍ. æÕÎËÃÉÑ `(‚) ÉÍÅÅÔ ÐÒÉ ‚ = −n ÐÏÌÀÓ Ó ŒÙÞÅÔÏÍ^{(−1)n}_{n!} . åÓÌÉ ¸ ÉÌÉ˛ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÃÅÌÙÍÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÉÌÉ ÎÕÌÑÍÉ, ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ ˛ = −m, ÐÒÉÞÅÍ m < n, ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓËÁÚÁÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ, ÇÉÐÅÒÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ŒÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ Œ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. åÓÌÉ ÖÅ ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÔÏ ÇÉÐÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÁÑ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ ‚, ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓ Ó ŒÙÞÅÔÏÍ

(−1)^nx^{n+1} n! d^{˛+n} dx^{˛+n} ( x^{˛−1}_+ (1 − x)^{−¸}_+ `(˛) ) = = (−1)^nx^{n+1} n! d^{n+1}`(¸;˛;1;x) dx^{n+1}

: (25)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÂÅÓÓÅÌÅŒÙ ÆÕÎËÃÉÉ^{1)} É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÀ u^{p=2}J_p ( √ u) ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÄÒÏÂÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄ-

ËÁ ÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. æÕÎËÃÉÑ J_p(z) ÉÍÅÅÔ ÐÒÉ Re p > − 12 ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ:

J_p(z) = 2 (_z 2 )_p ` ( p +^1_2 )√ ı 1∫ 0 (1 − t^2)^{p− 12} cosztdt: (26)

äÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ p ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ Œ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏŒÁÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ. ðÏÌÁÇÁÑ ÚÄÅÓØ zt = !, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

J_p(z) = 2 (2z)^p` ( p +^1_2 )√ ı z∫ 0 (z^2 − !^2)^{p− 12} cos! d!; (27) ÉÌÉ 2^p √ ıu^{p=2}J_p (√ u ) = u∫ 0 (u − v)^{p− 12} ` ( p +^1_2 ) cos √ v √ v dv: (28)

üÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ŒÉÄÅ:

2^p √ ıu^{p=2}J_p (√ u ) = d^{−p− 12} du^{−p− 1}2 [ cos √ u √ u ] : (29)

1)óÍ. œ. é. óÍÉÒÎÏŒ, ëÕÒÓ, Ô. III, Þ. 2, 1951, ÇÌ. 6, § 2.

œÏÚØÍÅÍ ÏÔ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÐÏÒÑÄËÁ −q − 1; ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ:

d^{−q−1} du^{−q−1} [ 2^p √ ıu^{p=2}J_p (√ u )] = d^{−p−q− 32} du^{−p−q− 3}2 ( cos √ u √ u ) = = 2^{p+q+1} √ ıu^{p+q+12} J_{p+q+1} (√ u ) : (30)

úÁÐÉÓÙŒÁÑ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ:

2^{q+1}u^{p+q+12} J_{p+q+1} (√ u ) = u∫ 0 v^{p=2}J_p (√ v ) (u − v)^q `(q + 1) dv: (31)

ðÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ u = x^2, v = x^2 sin„ ÐÒÉŒÏÄÉÔ ÆÏÒÍÕÌÕ (31) Ë ŒÉÄÕ

J_{p+q+1}(x) = x^{q+1} `(q + 1)2^q ß 2∫ 0 J_p(xsin „)sin^{p+1} „ cos^{2q+1} „ d„: (32)

üÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ óÏÎÉÎÁ, ÔÁË ËÁË î. ñ. óÏÎÉÎ ÄÏËÁÚÁÌ ÆÏÒÍÕÌÕ (32) ÄÌÑ ÃÅÌÙÈ p É q, p ⩾ 0;q ⩾ 0.

§ 6. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÊ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ

1. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ L

(_@

@x_1 ;::: ; @ @x_n ) ÐÏÒÑÄËÁ 2m Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L_0 ÅÇÏ ÇÌÁŒÎÕÀ ÞÁÓÔØ, Ô. Å. ÞÁÓÔØ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÐÏÒÑÄËÁ 2m. ïÐÅÒÁÔÏÒ L ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ Œ L_0 ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ^@_{@x1} ;::: ;^@_{@xn} ÞÉÓÌÁÍÉ !_1;::: ;!_n ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ L_0(!_1;::: ;!_n), ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÊÓÑ Œ ÎÕÌØ ÐÒÉ ! = (!_1;::: ;!_n) ≠ 0.

íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÒÅÛÉÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ L ( @ @x_1

;::: ; @ @x_n ) u(x_1;::: ;x_n) = ‹(x_1;::: ;x_n): (1)

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÍÅÔÏÄ.

1^∘. íÙ ÚÁÍÅÎÑÅÍ ‹-ÆÕÎËÃÉÀ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÇÏ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ^{2r˘}_{�n�}(_{˘+n2} ) , ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁŒÎÁ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉ – = −n

(§ 3, n. 9, (9)).

2^∘. æÕÎËÃÉÀ^{2r˘}_{�n�}(_{˘+n2} ) ÒÁÚÌÁÇÁÅÍ ÎÁ ÐÌÏÓËÉÅ ŒÏÌÎÙ, Ô. Å. ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÑÅÍ ÅÅ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (4) n. 10 § 3, ËÁË ÓÒÅÄÎÅÅ ÐÏ ŒÓÅÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑÍ ! = (!_1;::: ;!_n) ÏÔ ÆÕÎËÃÉÊ ŒÉÄÁ C|!_1x_1 + ::: + !_nx_n|^– É ÒÅÛÁÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ŒÉÄÁ |!_1x_1 + ::: + !_nx_n|^–, ÞÔÏ ÕÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ.

éÔÁË, ÚÁÍÅÎÑÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (1) ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ L ( @ @x_1

;::: ; @ @x_n ) u = 2r^– ˙_n`

(_{–+n} 2 ) ; (2)

ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (1) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉ – = −n.

ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (4) n. 10 § 3 Œ ŒÉÄÅ

2r^– ˙_n`

(_{–+n} 2 ) = 1 ˙_nı^{n−1}2`

(_{–+1} 2 ) ∫ � |!_1x_1 + ::: + !_nx_n|^–d˙: (3)

åÓÌÉ ÎÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ v ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ L ( @ @x_1

;::: ; @ @x_n ) v = |!_1x_1 + ::: + !_nx_n|^– ˙_nı^{n−1}2`

(_{–+1} 2 ) ; (4)

ÚÁŒÉÓÑÝÅÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ = !_1x_1 + ::: + !_nx_n, ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (2) ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

u(x_1;::: ;x_n) = ∫ � v(!_1x_1 + ::: + !_nx_n)d˙:

òÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (4) ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. ôÁË ËÁË ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ v()=v(!_1x_1 +:::+!_nx_n) @ @x_k

= !_k d d ; ÔÏ, ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÆÕÎËÃÉÀ v() Œ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (4), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÂÙËÎÏŒÅÎ- ÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ 2m: L ( !_1 d d ;::: ;!_n d d ) v = ||^– ˙_nı^{n−1}2`

(_{–+1} 2 ) : (5)

ðÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ, ÐÏÍÉÍÏ , ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ –, Á ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÓÌÅŒÁ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ !_1;::: ;!_n. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÒÅÛÅÎÉÅ v ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ , – É !. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ: v = v_! (;–):

ðÕÓÔØ G(;!) ÅÓÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (5), Ô. Å. ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ L ( !_1 d d ;::: ;!_n d d ) G(;!) = ‹():

ôÏÇÄÁ

v_!(;–) = 1 ˙_nı^{n−1}2`

(_{–+1} 2 ) ∞∫ −∞ G( − ”;!)|”|^–d” (6) É u(x_1;::: ;x_n) = ∫ � v_! (!_1x_1 + ::: ;+!_nx_n;–)d˙: (7)

þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÓËÏÍÏÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÎÕÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ – = −n.

ïÓÏÂÅÎÎÏ ÐÒÏÓÔÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ |”|^– ` (_{–+2} 2 ) | | | |_{–=−n}

= C‹^{(n−1)}(”)

É, ÚÎÁÞÉÔ,

v_!(;−n) = C

@^{n−1}G(;!)

@^{n−1}

: (8)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØ- ÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (1) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÏ Œ ŒÉÄÅ

u(x_1;::: ;x_n) = C_1 ∫ � @^{n−1} d^{n−1}

G(;!)d˙: (9)

úÄÅÓØ = !_1x_1 + ::: + !_nx_n, Á G(;!) ÅÓÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅ- ÎÉÅ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Ó ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔØÀ L ( !_1^d_d ;::: ;!_n^d_d ) . íÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ

C_1 =

(−1)^{n−12} ˙_n(2ı)^{n−1}2 · 1 · 3::: (n − 2) : óÔÒÏÇÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÓŒÅÒÔËÉ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (6) É ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÉÎÔÅ- ÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (7) ÎÕÖÄÁÀÔÓÑ Œ ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÉÉ. ðÒÑÍÏÊ ÐÕÔØ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ | ÐÏÌÕÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌ ÄÌÑ G(¸; !) Œ ÑŒÎÏÍ ŒÉÄÅ. œÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÚÄÅÓØ, ÏÂÈÏÄÑ ŒÏÐÒÏÓ Ï

ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÓŒÅÒÔËÉ (6), ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÄÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ v_! ( ∑ !_ix_i), ÎÅ ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÓÏÍÎÅÎÉÊ Œ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ v(¸) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ, ÔÏ ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÐÏ ¸ ÔÁËÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÜÔÉÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ (ÓÍ. § 2). äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ v(¸) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ L_¸ v(¸) = f(¸) (L_¸ | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ-

ÃÉÅÎÔÁÍÉ), ÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ !(¸) =^{dv(¸)}_{d¸} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ L_¸ !(¸) =^{df (¸)}_{d¸} . ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ v_˘(¸) É f_˘(¸) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ ˘ É ÐÒÉ ˘ ≠ ˘_0 (Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ ˘_0) v_˘(¸) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ L_¸ v_˘(¸) = f_˘(¸), ÔÏ v_{˘0} (¸) ÂÕÄÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ L_¸ v_{˘0} (¸) = f_{˘0} (¸).

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ Re ˘ ¿ 0. ôÏÇÄÁ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (5) | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ ¸, É ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ Œ ÓÉÌÕ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÏÒÅÍ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ. äÁÌÅÅ, ÐÒÉ Re ˘¿0 ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÚÁŒÉÓÉÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ É ÏÔ ˘, ÐÏÜÔÏÍÕ v ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ˘. îÁËÏÎÅÃ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (5), ÓÔÏÑÝÉÅ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ! (∑ !^2_i = 1 ) , ÐÒÉÞÅÍ ÍÏÄÕÌØ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ L_0(!_1; : : : ; !_n), Œ ÓÉÌÕ ÜÌÌÉÐÔÉÞÎÏÓÔÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ, ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÍÉÎÉÍÕÍ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, v ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ É ÏÔ !. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, v ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ! É ˘ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄŒÕËÒÁÔÎÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÉ ÐÏ ¸ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (5) ŒÏÓÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ 2˘) Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ, ÎÁ ÄŒÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ÍÅÎØÛÉÍ, ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ˘ ≠ 0. œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÑÝÅÅ ÏÔ ! ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (5) ÐÒÉ ŒÓÅÈ ˘ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÒÅÛÅÎÉÑ v_! (¸; ˘) ÄÌÑ Re ˘ ¿ 0 É, ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏ, ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ.

œ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ n ÎÕÖÎÏ ÎÁÞÁÔØ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ v_! (¸; ˘) ÐÒÉ ˘ = 1. ðÏÓÌÅ ÄŒÕËÒÁÔÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÆÕÎËÃÉÑ G(¸; !), ÔÁË ËÁË ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (5) ÐÒÉ ˘ = −1 ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ Œ ffi(¸). äÁÌØÎÅÊÛÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (8).

œ ÓÌÕÞÁÅ ÞÅÔÎÏÇÏ n ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ v_! (¸; ˘) ÐÒÉ ÍÁÌÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ˘, ÚÁÔÅÍ ÄŒÁÖÄÙ ÐÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ÅÇÏ ÐÏ ¸, ÒÁÚÄÅÌÉÍ ÎÁ ˘ É ÕÓÔÒÅÍÉÍ ˘ Ë ÎÕÌÀ. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (5), ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ˘ = −2. äÁÌØÎÅÊÛÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÐÏÌÕÞÉÍ v_! (¸; ˘) ÐÒÉ ˘ = −4; −6; : : :

òÁÚÂÅÒÅÍ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÓÌÕÞÁÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ L(= L_0). ïÂÙËÎÏŒÅÎÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (5) Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ŒÉÄ

L(!_1;::: ;!_n)v^{(2m)}() = ||^– ˙_nı^{n−1}2`

(_{–+1} 2 ) É, ÚÎÁÞÉÔ,

v^{(2m)}() = ||^– ˙_nı^{n−1}2`

(_{–+1} 2 ) L(!_1;::: ;!_n) : äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ v(), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ 2m ÒÁÚ ÐÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. ëÁË ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ Œ § 3, n. 4, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ ÒÁŒÎÙÍ

v() = 1 ˙_nı^{n−1}2`

(_{–+1} 2 ) L(!_1;::: ;!_n) { ||^{–+2m} (– + 1):::(– + 2m)

+ Q_–() } ;

ÇÄÅ Q_–() = m∑ k=1 2^{m−2k} (2k − 1)!(2m − 2k)!(– + 2k) : ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ L ( @ @x_1

;::: ; @ @x_n ) u = 2r^– ˙_n`

(_{–+n} 2 ) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

u(x_1;::: ;x_n) = 1 ˙_nı^{n−1}2`

(_{–+1} 2 ) × × ∫ � { |!_1x_1 + ::: + !_nx_n|^{–+2m} (– + 1)::: (– + 2m)

+ Q_– (∑ !_kx_k )} d˙ L(!_1 ::: !_n)

: (10)

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ – = −n ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÄ- ÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÐÏÒÑÄËÁ 2m.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁË ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ ˙ ÏÔ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ Q_–

(_n ∑ k=1 !_kx_k ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ

ÍÅÎØÛÅ 2m É ÐÏÜÔÏÍÕ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ L

(_@

@x_1 ;::: ; @ @x_n ) u = 0, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ Œ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ŒËÌÀÞÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÔÏ ÓÌÁÇÁ- ÅÍÏÅ ÜÔÏÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÉÍÅÌÁ ÐÏÌÀÓÁ ÐÒÉ – = −n, ÏÔÂÒÏÓÉŒ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ.

òÁÚÂÅÒÅÍ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ŒÉÄ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕÄÅÍ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÐÏÒÑÄÏË ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Ô. Å. 2m ⩾ n, É ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ 2m < n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÅÒŒÙÊ ÓÌÕÞÁÊ 2m ⩾ n. ðÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ ÅÝÅ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n É ÓÌÕÞÁÊ ÞÅÔÎÏÇÏ n. ðÒÉ n ÎÅÞÅÔÎÏÍ É 2m > n ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (10) ÄÁÅÔ ÄÌÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ

u(x_1;::: ;x_n) =

(−1)^{n−12} 4(2ı)^n(2m − n)! ∫ � |!_1x_1 + ::: + !_nx_n|^{2m−n} L(!_1;::: ;!_n) d˙: (11)

íÎÏÇÏÞÌÅÎ Q_–() ÚÄÅÓØ ÏÔÂÒÏÛÅÎ, ÔÁË ËÁË ÄÌÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÎ ÎÅ ÎÕÖÅÎ.

œ ÓÌÕÞÁÅ ÞÅÔÎÏÇÏ n É 2m ⩾ n ÐÒÉ – = −n ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÄÏÂÁŒÌÑÔØ Ë ÆÕÎËÃÉÉ^| ∑ !_k x_k |^{˘+2m} (–+1):::(–+2m) ÔÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q_– ( ∑ !_kx_k ), ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ 1 –+n , Á ÉÍÅÎÎÏ^{2m−n}

(n−1)!(2m−n)!(–+n) . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÕÍÍÁ

||^{–+2m} (– + 1)::: (– + 2m) + −^{n+2m} (n − 1)!(2m − n)!(– + n)

ÐÒÉ – → −n ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë −^{2m−n ln ||}

(n−1)!(2m−n)! , É ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ:

u(x_1;::: ;x_n) =

(−1)^{n2 −1} (2ı)^n(2m − n)! × × ∫ � (!_1x_1 + ::: + !_nx_n)^{2m−n} ln |!_1x_1 + ::: + !_nx_n| L(!_1;::: ;!_n) d˙: (12)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÇÄÁ ÐÏÒÑÄÏË ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÐÏ ÓÆÅÒÅ ÓÈÏÄÑÔÓÑ, É ÆÕÎËÃÉÑ çÒÉÎÁ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÂÙÞÎÕÀ (ÎÅÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ) ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ x_1;x_2;::: ;x_n, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ Œ ÔÏÞËÅ x_1 = x_2 = ::: = x_n = 0.

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÓÌÕÞÁÑÍ, ËÏÇÄÁ ÐÏÒÑÄÏË ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÍÅÎØÛÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (2m < n).

œ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ

||^{–+2m} ` (_{–+1} 2 ) | | | |_{–=−n} = (−1)^{n−12}

(_{n−1} 2 ) ! (n − 2m − 1)!

‹^{n−2m−1}(x)

ÄÌÑ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ n É ||^{–+2m} ` (_{–+1} 2 ) | | | | |_{–=−n} = ||^{−n+2m} ` (_{1−n} 2 ) ÄÌÑ ÞÅÔÎÏÇÏ n.

ïÔÓÀÄÁ ÄÌÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ n (2m < n) ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ

u(x_1;::: ;x_n) = = (−1)^{n−12} 2(2ı)^{n−1} ∫ � ‹^{(n−2m−1)}(!_1x_1 + ::: + !_nx_n) d˙ L(!_1;::: ;!_n)

(13)

É ÐÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n (2m < n) ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ

u(x_1;::: ;x_n) = = (−1)^{n2} (n − 2m − 1)!

(2ı)^n ∫ � |!_1x_1 + ::: + !_nx_n|^{−n+2m} d˙ L(!_1;::: ;!_n)

: (14) íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ u(x_1;::: ;x_n), ŒÙ- ÒÁÖÅÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (11){(14), ŒÓÅÇÄÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÂÙÞÎÕÀ (ÎÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ) ÆÕÎËÃÉÀ, ÐÒÉÔÏÍ ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÁÍÉ: ÐÒÉ x ≠ 0 ÏÎÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ, Á Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ

u(x_1;::: ;x_n) =

O(r^{2m−n}); ÅÓÌÉ n ÎÅÞÅÔÎÏ ÉÌÉ ÅÓÌÉ n ÞÅÔÎÏ É 2m < n, O(r^{2m−n} ln r); ÅÓÌÉ n ÞÅÔÎÏ É 2m ⩾ n

ÇÄÅ r = √∑ x^2_i ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ Œ ÓÌÕÞÁÅ 2m > n ÆÕÎËÃÉÑ u(x_1;::: ;x_n) ÉÍÅÅÔ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÄÏ ÐÏÒÑÄËÁ 2m − n − 1.

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ L

(_@

@x_1 ;::: ; @ @x_n ) = (_{@2}

@x^2_1 + ::: +

@^2 @x^2_n

)_m ÅÓÔØ m-Ñ ÉÔÅ-

ÒÁÃÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ìÁÐÌÁÓÁ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ L_0(!_1;::: ;!_n) = (∑ !^2_i

)_m ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ ˙ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÅÄÉÎÉÃÕ. éÎÔÅÇÒÁÌÙ (8), (10) É (11) ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÔÅÐÅÒØ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (3) É ÐÒÉ 2m < n, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÉ n ÎÅÞÅÔÎÏÍ É 2m ⩾ n ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ u(x) = C_{mn}r^{2m−n}:

åÓÌÉ 2m ⩾ n É n ÞÅÔÎÏ, ÔÏ, ÐÅÒÅÈÏÄÑ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ (12) Ë ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

u(x) = C^′_{mn}r^{2m−n} lnr + C^{′′}_{mn}r^{2m−n}:

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÍÏÖÎÏ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ, ÔÁË ËÁË ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ´^mu = 0.

2. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ L ( @ @x_1 ; @ @x_2

;::: ; @ @x_n ) u(x_1;::: ;x_n) = ‹(x_1;::: ;x_n); (1)

ÇÄÅ L | ÔÁËÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÚÁÍÅÎÉÍ Œ ÎÅÍ^@_{@xi} ÎÁ !_i, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ m^{1)}. íÙ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ËÏÎÕÓ L(!_1;::: ;!_n) = 0 ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË (ËÒÏÍÅ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ), Ô. Å. ÞÔÏ ÐÒÉ L(!_1;::: ;!_n) = 0 É ∑ !^2_j ≠ 0 ÇÒÁÄÉÅÎÔ L(!_1;::: ;!_n) ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ L (_@ @x ) u = ‹(x) É ÓÁÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ L

(_@ @x ) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ.

1)œ n. 1 ÐÏÒÑÄÏË ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ L ÏÂÏÚÎÁÞÁÌÓÑ ÞÅÒÅÚ 2m.

œ n. 1 ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌÉ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ m ÞÅÔÎÏ É, ÞÔÏ ÓÁÍÏÅ ÇÌÁŒÎÏÅ, L(!_1;::: ;!_n) ≠ 0 ÐÒÉ ∑ !^2_j ≠ 0. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÅÍ ÖÅ ÐÕÔÅÍ ÍÏÖÎÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÐÒÉÊÔÉ Ë ŒÙÒÁÖÅÎÉÀ

u(x_1;::: ;x_n) = ∫ � f_{mn} ( ∑ x_i!_i) d˙ L(!_1;::: ;!_n)

; (2)

ÇÄÅ ˙ | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÓÆÅÒÁ^n ∑ i=1 !^2_i = 1, d˙ | ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ

ÓÆÅÒÙ, Á ÆÕÎËÃÉÑ f_{mn} ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ: ÅÓÌÉ n ÞÅÔÎÏ É m ⩾ n, ÔÏ f_{mn}(x) =

(−1)^{n2 −1} (2ı)^n(m − n)!

x^{m−n} ln |x|; (3)

ÅÓÌÉ n ÞÅÔÎÏ É m < n, ÔÏ

f_{mn}(x) =

(−1)^{n2 +m}(n − m − 1)!

(2ı)^n x^{m−n}; (4)

ÅÓÌÉ n ÎÅÞÅÔÎÏ É m ⩾ n, ÔÏ

f_{mn}(x) =

(−1)^{n−12} 4(2ı)^{n−1}(m − n)!

x^{m−n} sgnx; (5)

ÅÓÌÉ n ÎÅÞÅÔÎÏ É m < n, ÔÏ

f_{mn}(x) =

(−1)^{n−12} 2(2ı)^{n−1}

‹^{(n−m−1)}(x): (6)

îÏ ÔÅÐÅÒØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (2), ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ ˙ ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ P , ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ L(!_1;::: ;!_n) = 0.

ïÄÎÁËÏ, ÅÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ L ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÅ P ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (2) ÍÏÖÎÏ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÉÒÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

u(x_1;::: ;x_n) = ∫ � f_{mn} ( ∑ x_i!_i) L(!_1;::: ;!_n) d˙ = lim_{"→0} u_"(x_1;::: ;x_n);

ÇÄÅ u_"(x_1;::: ;x_n) = ∫ �_”

f_{mn} ( ∑ x_i!_i)d˙ L(!_1;::: ;!_n)

: (7) úÄÅÓØ ÞÅÒÅÚ ˙_" ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ ÔÏÞÅË ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ |L(!_1;::: ;!_n)| > ".

îÁÍ ÎÁÄÏ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ u_", Ô. Å. ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ

lim_{"→0}(u_";’(x_1;::: ;x_n)) = (u;’(x_1;::: ;x_n)):

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f_{mn} ( ∑ x_i!_i) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÆÏÒ- ÍÕÌ (3){(6), ÔÏ (f_{mn};’) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÅÊ ÏÔ !_1;::: ;!_n. üÔÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Œ ÉÎ- ÔÅÇÒÁÌÅ, ŒÙÒÁÖÁÀÝÅÍ (f_{mn};’), ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ !_1;::: ;!_n Œ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ’.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ (f_{mn} ( ∑ x_i!_i);’) ÞÅÒÅÚ r(!_1;::: ;!_n) É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ

lim_{"→0} ∫ �_”

r(!_1;::: ;!_n)d˙ L(!_1;::: ;!_n)

= (u;’):

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ r(!_1;::: ;!_n) Œ ŒÉÄÅ r =^n ∑ i=1 r_i, ÇÄÅ

ÆÕÎËÃÉÑ r_i(!_1;::: ;!_n) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ É ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ŒÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ S_i. îÁÄÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÌÉÛØ ÄÌÑ ÔÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ r_i, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ S_i ÐÅÒÅÓÅËÁ- ÅÔÓÑ Ó ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ P , ÇÄÅ L(!_1;::: ;!_n) = 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ r_i(!_1;::: ;!_n), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÄÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ lim_{"→0} ∫ �_” r d�

fi , ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ŒÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ

ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ A, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ P . œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ, ËÁË É ÎÁ ŒÓÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ P , ÇÒÁÄÉÅÎÔ L ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÔÏÞËÅ A ÏÄÎÁ ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ^{@L}_{@!i} (i = 1;2;::: ;n) ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Œ ÔÏÞËÅ A ÍÙ ÉÍÅÅÍ ∑ !^2_i = 1 É ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ !_i ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ @L @!_1 ≠ 0 É !n ≠ 0. ôÏÇÄÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ A ÎÁ P ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ

ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ L;!_2;::: ;!_{n−1}. œ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ d˙ ŒÙÒÁÚÉÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

d˙ = I(L;!_2;::: ;!_{n−1})dLd!_2 ::: d!_{n−1};

ÇÄÅ I(L;!_2;::: ;!_{n−1}) | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ∫ �_”

r_i(!_1;::: ;!_n) L(!_1;::: ;!_n) d˙ =

= lim_{"→0} ∫ ··· ∫ �_”

r_i(L;!_2;::: ;!_{n−1})I(L;!_2;::: ;!_{n−1}) L dLd!_2 ::: d!_{n−1} =

= ∞ ∫ ··· ∫ −∞ ∫ |L|>" r_i(L;!_2;::: ;!_{n−1})I(L;!_2;::: ;!_{n−1})dL L × × d!_2 ::: d!_{n−1}:

ôÁË ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ |L|>" r_iI dL

L ÐÒÉ " → 0 ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÇÌÁŒÎÏÍÕ

ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÐÏ ëÏÛÉ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ

lim_{"→0} ∫ �_”

r_i(!_1;::: ;!_n)d˙ L(!_1;::: ;!_n) ;

Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, É ÐÒÅÄÅÌ

lim_{"→0} ∫ �_”

r(!_1;::: ;!_n)d˙ L(!_1;::: ;!_n)

= lim_{"→0}(u_";’):

íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÐÏ ëÏÛÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ∫ � r(!_1;::: ;!_n)d˙ L(!_1;::: ;!_n)

: (8)

ðÏ ËÁÖÄÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (8) ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ (2)

u(x_1;::: ;x_n) = ∫ � f_{mn} ( ∑ x_i!_i)d˙ L(!_1;::: ;!_n)

ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

(u;’(x_1;::: ;x_n)) = ∫ � (f_{mn};’)d˙ L(!_1;::: ;!_n) ;

ÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÎÁÛÅÊ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ.

äÌÑ ÎÁÛÉÈ ÃÅÌÅÊ ÇÏÄÉÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (8), ÐÏÄÞÉÎÑÀÝÁÑÓÑ ÔÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ r ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

r(!_1; : : : ; !_n) = L(!_1; : : : ; !_n)r_1(!_1; : : : ; !_n);

ÇÄÅ r É r_1 | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÔÏ ∫ � r(!_1; : : : ; !_n)d˙ L(!_1; : : : ; !_n) = ∫ � r_1(!_1; : : : ; !_n)d˙: (9)

äŒÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ, ÐÏÄÞÉÎÑÀÝÉÅÓÑ ÕÓÌÏŒÉÀ (9), ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ: ∫

P r(!_1; : : : ; !_n)d¯; (10)

ÇÄÅ P | ÓÎÏŒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÕÌÅÊ ÐÏÌÉÎÏÍÁ L(!_1; : : : ; !_n) = 0 ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ ˙, Á ¯ | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÔÁË ËÁË ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ r, ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÊÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÉ P , ŒÓÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (8), ÐÏÄÞÉÎÑÀÝÉÅÓÑ ÕÓÌÏŒÉÀ (9), ÄÁÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÁËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ r = r_1L), ÒÁÚÎÉÃÁ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑÍÉ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÚÁŒÉÓÅÔØ ÎÉ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ r(!_1; : : : ; !_n) ŒÎÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ P , ÎÉ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÅÅ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ P , Á ÚÎÁÞÉÔ, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (10).

ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÄŒÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (2), ÐÏÄÞÉÎÑÀ- ÝÉÅÓÑ ÕÓÌÏŒÉÀ (9), ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÎÁ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ L ( @ @x_1

; : : : ; @ @x_n ) u = 0:

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏ (10) ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ:

s(x_1; : : : ; x_n) = ∫ P f_{mn} (∑ x_i!_i ) d¯:

ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍÕ ŒÙÒÁÖÅÎÉÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒ L, ÍÙ ÉÍÅÅÍ: L ( @ @x_1

; : : : ; @ @x_n ) s(x_1; : : : ; x_n) = ∫ P L(!_1; : : : ; !_n)f^{(m)}_{mn} (∑ x_i!_i ) d¯;

É ÔÁË ËÁË ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÉÄÅÔ ÐÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ P , ÇÄÅ L(!_1; : : : ; !_n) = 0, ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ.

îÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (2) ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÄÁÓÔ ÒÅÛÅ- ÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (1). äÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÐÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ (2) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ L

(_@

@x_1 ;::: ; @ @x_n ) . íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ:

L ( @ @x_1

;::: ; @ @x_n ) u(x_1;::: ;x_n) = ∫ � f^{(m)}_{mn} (∑ x_i!_i ) d˙:

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (3){(6) ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f_{mn}, Á ÔÁËÖÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ‹-ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÉÅ ŒÏÌÎÙ (§ 3), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ: ÅÓÌÉ n ÞÅÔÎÏ, ÔÏ L ( @ @x_1

;::: ; @ @x_n ) u(x_1;::: ;x_n) = = (−1)^{n2} (n − 1)!

(2ı)^n ∫ � (∑ x_i!_i )_{−n} d˙ = ‹(x_1;::: ;x_n);

ÅÓÌÉ n ÎÅÞÅÔÎÏ, ÔÏ L ( @ @x_1

;::: ; @ @x_n ) u(x_1;::: ;x_n) = = (−1)^{n−12} 2(2ı)^{n−1} ∫ � ‹^{(n−1)} (∑ x_i!_i ) d˙ = ‹(x_1;::: ;x_n):

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ËÏÎÕÓ L(!_1;::: ;!_n) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ (2){(6) ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ŒÙÒÁÖÁÀÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ L (_@ @x ) u = ‹(x).

3. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ P ( @ @t ; @ @x_1

;::: ; @ @x_n ) u = 0 (1)

ÐÏÒÑÄËÁ m ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÍÕ t.

îÅÓËÏÌØËÏ ÐÏÚÖÅ ÍÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ, ÎÁÌÏÖÅÎÎÙÅ ÎÁ ÜÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ. íÙ ÓÔÁŒÉÍ ÓÅÂÅ ÃÅÌØÀ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (ÓÍ. § 5, n. 4). éÎÙÍÉ ÓÌÏ- ŒÁÍÉ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÎÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ u(t;x), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ

u(0;x) = 0;

@u(0;x) @t = 0; ::: ;

@^{m−1}u(0;x) @t = ‹(x):

òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (1) ÐÒÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÍÙ ÐÒÏŒÅÄÅÍ ÓŒÅÄÅÎÉÅÍ Ë ÚÁÄÁÞÅ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÄŒÕÈ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (1) ÓÄÅÌÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ: ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

P_! ( @ @t ; @ @ ) = P ( @ @t ;!_1 @ @ ;::: ;!_n @ @ ) (2)

ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

P_! ( @ @t ; @ @ ) v_! = 0 (3)

ÚÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ ËÏÒÒÅËÔÎÁ.

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÒÁÚÙÓËÁÎÉÀ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (1).

õÞÉÔÙŒÁÑ, ÞÔÏ

‹(x) =

2r^– ˙_n`

(_{–+n} 2 ) | | | |_{–=−n}

(§ 3, n. 9), ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (1) P ( @ @t ; @ @x_i ) u = 0

ÐÒÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ @^ku @t^k | | | t=0 = 0 (k = 0;1;::: ;m − 2);

@^{m−1}u @t^{m−1} | | |_{t=0} =

2r^– ˙_n`

(_{–+n} 2 ) : (4)

òÁÚÌÏÖÉÍ^{2r˘}_{�n�}(_{˘+n2} ) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

2r^– ˙_n`

(_{–+n} 2 ) = 1 ˙_nı^{n−1}2`

(_{–+1} 2 ) ∫ � |!_1x_1 + ::: + !_nx_n|^–d˙:

âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (1) Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ (4), Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÚÁÍÅÎÉÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅÍ 1 ˙_nı^{n−1}2`

(_{–+1} 2 ) |!1x1 + ::: + !nxn|^–:

åÓÌÉ ÉÓËÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ Œ ŒÉÄÅ ÆÕÎËÃÉÉ

u_!(t;;–) = u_!(t;!_1x_1 + ::: + !_nx_n;–);

ÔÏ ÍÙ ÐÒÉÄÅÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ: ÎÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ u_!(t;;–) ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (3)

P_! ( @ @t ; @ @ ) u_! = P ( @ @t ;!_1 d d ;::: ;!_n d d ) u_! = 0

ÐÒÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ

@^ku_!(t;;–) @t^k | | | t=0 = 0 (k = 0;1;::: ;m − 2);

@^{m−1}u_!(t;;–) @t^{m−1} | | | |_{t=0} = 1 ˙_nı^{n−1}2`

(_{–+1} 2 ) ||^–: (5)

éÓËÏÍÏÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (1) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

u(t;x) = ∫ � u_!(t;x_1!_1 + ::: + x_n!_n;−n)d˙: (6)

íÙ ÐÏÌÏÖÉÌÉ – = −n, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÍÅÎÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ – ÆÕÎËÃÉÑ

2r^˘ �_n�(^{˘+n}_2 ) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ‹(x1;::: ;xn).

æÕÎËÃÉÑ u_!(t;;–) Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØ- ÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ G_! (t;) ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (3), Á ÉÍÅÎÎÏ:

u_!(t;;–) = 1 ˙_nı^{n−1}2`

(_{–+1} 2 ) ∞∫ −∞ G_! (t; − ”)|”|^–d”: (7)

ïÓÏÂÅÎÎÏ ÐÒÏÓÔÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ: Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

u_!(t;;−n) = C d^{n−1} d^{n−1}

G_! (t;): (8)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ u(t;x) ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (1) ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ G_! (t;) ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (3) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

u(t;x) = 1 ˙_nı^{n−1}2`

(_{–+1} 2 ) ∫ � ∞∫ −∞ G_!(t; − ”)|”|^–d” d! | | | | |_{–=−n}

; (9)

Œ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ:

u(t;x) =

(−1)^{n−12}

(_{n−1} 2 ) ! ˙_nı^{n−1}2 (n − 1)! ∫ � d^{n−1} d^{n−1}

G_! (t;)d˙: (10) äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÚÄÅÓØ ÎÕÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁ- ÎÉÅ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, Á ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ | ËÁË ÉÎÔÅÇÒÉ- ÒÏŒÁÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ.

ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÒÒÅËÔÎÁ ÚÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ É ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ.

ðÒÉ ÖÅÌÁÎÉÉ ÏÂÏÊÔÉ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÓŒÅÒÔËÉ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (7) É ÐÏÌÕ- ÞÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ v_! (t; ¸; −n) Œ ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÅ, ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÁ ÏÞÅŒÉÄÎÏÊ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÍ Œ n. 1 (ÍÅÌËÉÍ ÛÒÉÆÔÏÍ). íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÔØÓÑ.

òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. æÏÒÍÕÌÙ çÅÒÇÌÏÔÃÁ{ðÅÔÒÏŒÓËÏÇÏ. òÁÚÂÅÒÅÍ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÓÌÕÞÁÊ ÇÉ- ÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÐÏÒÑÄËÁ < m.

ïÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ P

(_@ @t ;^@_{@x} ) = P (_@

@t ;^@_{@x1} ;::: ;^@_{@xn} ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ !_1;::: ;!_n, ∑ !^2_j = 1, ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ m-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ v

P (v;!_1;::: ;!_n) = 0 (11)

ÉÍÅÅÔ m ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ É ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.

íÙ ÉÍÅÅÍ ÚÁÄÁÞÕ P ( @ @t ; @ @x_i ) u = 0 (12)

ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÑÈ

@^ku @t^k | | | t=0 = 0 (k = 0;1;::: ;m − 2);

@^{m−1}u @t^{m−1} | | |_{t=0} =

2r^– ˙_n`

(_{–+n} 2 ) : (13)

ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ:

P_! ( @ @t ; @ @ ) u_! = P ( @ @t ;!_1 @ @ ;::: ;!_n @ @ ) u_! = 0 (14)

ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÑÈ

@^ku_! @t^k | | | |_{t=0} = 0 (k = 0;1;::: ;m − 2);

@^{m−1}u_! @t^{m−1} | | | |_{t=0} = ||^– ˙_nı^{n−1}2`

(_{–+1} 2 ) : (15) ëÁË ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ (12) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ŒÓÑËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ( ∑ x_k!_k + v_j t), ÇÄÅ v_j | ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ËÏÒÅÎØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÑ (11). œÓÅ ËÏÒÎÉ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ É ÒÁÚÌÉÞÎÙ Œ ÓÉÌÕ ÇÉ- ÐÅÒÂÏÌÉÞÎÏÓÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (12). òÅÛÅÎÉÅ f ( ∑ x_k!_k + v_j t) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÌÏÓËÕÀ ŒÏÌÎÕ, ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÀÝÕÀÓÑ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ −v_j .

âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (14){(15) Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÏÄÉÎÁ- ËÏŒÙÈ ÐÌÏÓËÉÈ ŒÏÌÎ

u_! ( t; ∑ !_kx_k ) = m∑ j=1 c_j f

(_n ∑ k=1 x_k !_k + v_j t ) ; (16)

ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÀÝÉÈÓÑ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔÑÍÉ v_j . óÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (16) ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ËÏÒÎÑÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (11). ðÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÅÍ c_j É f ÉÚ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ∑ c_j = 0; ∑ c_j v_j = 0; ::: ; ∑ c_j v^{m−2}_j = 0; ∑ c_j v^{m−1}_j = 1;

f^{(m−1)}() = 1 ˙_nı^{n−1}2`

(_{–+1} 2 ) ||^–:

(17) ïÔÓÀÄÁ

c_j = 1 (v_j − v_1)::: (v_j − v_{j−1})(v_j − v_{j+1})::: (v_j − v_m)

: (18)

äÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ f() ÎÕÖÎÏ m − 1 ÒÁÚ ÐÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ ||^–. íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

f() = 1 ˙_nı^{n−1}2`

(_{–+1} 2 ) { ||^{–+m−1}(sgn)^{m−1} (– + 1):::(– + m − 1)

+ Q_–() } ; (19)

ÇÄÅ

Q_–() =

[^{m−1}_2 ]∑ k=1 m^{−2k−1} (2k − 1)!(m − 2k − 1)!(– − 2k)

(20)

(ÓÒ. § 3, n. 4).

éÔÁË, Œ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (14) É (15) ÎÁÊÄÅÎÏ Œ ÑŒÎÏÍ ŒÉÄÅ:

u_! ( t; ∑ !_kx_k ) = 1 ˙_nı^{n−1}2`

(_{–+1} 2 ) ×

× m∑ j=1 c_j { | ∑ !_kx_k + v_j t|^{–+m−1} [sgn( ∑ !_kx_k + v_j t)]^{m−1} (– + 1)(– + 2)::: (– + m − 1) +

+ Q_– (∑ !_ix_i + v_j t )} ; (21)

ÇÄÅ c_j ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (18), Á Q_–() | ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (20).

òÅÛÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (12) É (13) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ (21) ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÐÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ !^2_1 + ::: + !^2_n = 1:

u(t;x_1;::: ;x_n;–) = ∫ � u_! ( t; ∑ !_kx_k ) d˙: (22)

ðÒÉ – = −n ÉÚ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØ- ÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ.

œ ÆÏÒÍÕÌÅ (22) ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏŒÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ. œÙÂÏÒ ÓÆÅÒÙ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÄÅÓØ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ; ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ Ë ŒÉÄÕ, ÂÏÌÅÅ ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÚÁÄÁÞÉ.

œ ÆÏÒÍÕÌÅ (22) u_! ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ m ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ŒÙÒÁÖÁÅÍÁÑ ÆÏÒÍÕ- ÌÏÊ (21). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ j-Å ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ:

c_j { | ∑ x_k!_k + v_j t|^{–+m−1} [sgn( ∑ x_k!_k + v_j t)]^{m−1} (– + 1)(– + 2)::: (– + m − 1) + Q (∑ x_k!_k + v_j t )}

óÄÅÌÁÅÍ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ ÐÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ ˙ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Á ÉÍÅÎÎÏ ÐÏÌÏÖÉÍ^{!j}_{vi} = _j . íÙ ÓÔÒÅÍÉÍÓÑ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏÂÙ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ˙ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÐÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P (1;_1;::: ;_n) ≡ H(_1;::: ;_n) = 0. ðÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ !_1;::: ;!_n ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ P (v;!_1;::: ;!_n) = 0 ÉÍÅÅÔ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ v_j . ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÉ ËÏÒÎÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ !_i, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ !_i ÓÌÅÄÉÔØ ÚÁ ÏÄÎÉÍ ËÏÒÎÅÍ. ëÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ (!_1;::: ;!_n) ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ ˙, ÔÏÞËÁ (1;_1;::: ;_n) ÏÐÉÓÙ- ŒÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P (1;_1;::: ;_n) = 0.

ëÁÖÄÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄŒÕÈ ÔÉÐÏŒ: 1) ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ (!_1;::: ;!_n) Ë (−!_1;::: ;−!_n) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ËÏÒÅÎØ v_j ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ òÉÓ. 5.

ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÄÒÕÇÏÊ ËÏÒÅÎØ v_k; 2) ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÐÅÒÅÈÏÄÅ v_j ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÓÅÂÑ. ëÏÍÐÏÎÅÎÔÙ 1-ÇÏ ÔÉÐÁ ÎÁÚÏŒÅÍ ĂÏŒÁÌÁÍÉĄ, ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ 2-ÇÏ ÔÉÐÁ | ĂÎÅÐÁÒÎÙÍÉ ËÕÓËÁÍÉĄ. íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ | ÞÅÔÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÔÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ P (1;_1;::: ;_n) = 0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ^m_2 ÏŒÁÌÏŒ, Á ÅÓÌÉ m ÎÅÞÅÔÎÏ, ÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ^{m−1}_2 ÏŒÁÌÏŒ É ÏÄÉÎ ÎÅÐÁÒÎÙÊ ËÕÓÏË. íÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÒÁÚÂÏÒÏÍ ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ (ÒÉÓ. 5); ŒÔÏÒÏÊ ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÕÖÎÏ ÕÞÅÓÔØ, ÞÔÏ ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ (!_1;::: ;!_n) ÐÒÏÂÅÇÁ- ÅÔ ˙, ÔÏÞËÁ (1;_1;::: ;_n) ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÏŒÁÌ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ÄŒÕÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ËÏÒÎÑÍ v_j É v_k. ðÏÜÔÏÍÕ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÓÌÏÖÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÐÏ ˙, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÒÁÚÎÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (21), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÄŒÏÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ H(_1;::: ;_n) = 0. åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ dff ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔÉ H(_1;::: ;_n) = 0, ÚÁËÌÀÞÅÎÎÙÊ Œ ÔÅÌÅÓÎÏÍ ÕÇÌÅ, ÏÐÉÒÁÀÝÅÍÓÑ ÎÁ d˙, É ÞÅÒÅÚ ’ | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÎÏÒÍÁÌÑÍÉ Ë ÐÌÏÝÁÄËÁÍ dff É d˙, ÔÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ,

d˙ =

|cos’|dff ||^{n−1} = | ∑ iH_i | dff ||^n|gradH| : ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ c_j ÒÁŒÅÎ

c_j = 1 (v_j − v_1)::: (v_j − v_{j−1})(v_j − v_{j+1})::: (v_j − v_m) = 1 @P @v | |_{v=vj} :

œ ÓÉÌÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (v;!_1;::: ;!_n)

v_j @P @v | | |_{v=vj} + ∑ !_k @P @!_k

= mP (v_j ;!_1;::: ;!_n) = 0

(ÔÁË ËÁË v_j | ËÏÒÅÎØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ P (v;!_1;::: ;!_n) = 0); ÐÏÜÔÏÍÕ

c_j = 1 @P @v | |_{v=vj} = − v_j ∑ !_k^{@P}_{@!k} | | v=v_j :

úÁÍÅÎÑÑ !_k ÎÁ v_j _k É P (1;_1;::: ;_n) ÎÁ H(_1;::: ;_n), ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

c_j = − v^{1−m}_j m∑ k=1 kH_k = − (sgnv_j )^{m−1}||^{m−1} ∑ kH_k :

äÁÌÅÅ, | |∑x_k !_k + v_j t | |^{–+m−1} [sgn(∑x_k !_k + v_j t)]^{m−1} =

= |v_j |^{–+m−1}(sgnv_j )^{m−1} | | | ∑ x_k_k + t | | |^{–+m−1} [ sgn (∑ x_k_k + t )]_{m−1} ; É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ j ÉÍÅÅÍ: (∑ x_k!_k + tv_j )_{m−2k−1} = v^{m−2k−1} j (∑ x_k_k + t )_{m−2k−1} = = ( ∑ kx_k + t || )_{m−2k−1} (sgnv_j )^{m−1}:

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ c_j , d˙ É ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ∑ x_k !_k + v_j t Œ ÆÏÒÍÕ- ÌÕ (22), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

u(t;x_1;::: ;x_n;–) = − 2 ˙_nı^{n−1}2`

(_{–+1} 2 ) ×

× ∫ H=0 { ||^{−–−n} | ∑ x_k_k + t|^{–+m−1} sgn( ∑ x_k _k + t)^{m−1} (– + 1)(– + 2)::: (– + m − 1) +

+ Q ( ∑ x_k_k + t || )} dff |gradH|sgn( ∑ kH_k )

: (23)

ðÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ ÐÒÉ – → −n ÄÁÅÔ ÎÁÍ ÆÏÒÍÕÌÙ çÅÒÇÌÏÔÃÁ{ ðÅÔÒÏŒÓËÏÇÏ ÄÌÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ n ÎÅÞÅÔÎÏ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

u(x_1;::: ;x_n) = −

(−1)^{n−12} 2(2ı)^{n−1}(m − n − 1)! × × ∫ H=0 (∑ x_k_k + t )_{m−n−1} [ sgn (∑ x_k_k + t )]_{m−1} !; (24)

160 çì. I. ðòïóôåêûéå óœïêóôœá ïâïâýåîîùè æõîëãéê [0

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ ! ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ^{dff}

| gradH| sgn

(_n ∑ k=1 k H_{¸k} ) . æÏÒÍÙ ÐÏÄÏÂÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÂÕÄÕÔ ÐÏÄŒÅÒÇÎÕÔÙ ÄÅÔÁÌØÎÏÍÕ ÉÚÕÞÅ- ÎÉÀ Œ ÇÌ. III.

íÎÏÇÏÞÌÅÎ Q

( ∑_{k xk+t} || ) ÚÄÅÓØ ÐÒÉ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÍ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔÂÒÏÛÅÎ, ÔÁË ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÎÅÇÏ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. ðÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ

u(x_1;::: ;x_n) =

2(−1)^{n=2} (2ı)^n(m − n − 1)! × × ∫ H=0 (∑ x_k_k + t )_{m−n−1} ln | | | ∑ x_k_k + t ∑ x_k_k | | |!: (25)

ëÏÇÄÁ ÐÏÒÑÄÏË ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ m ÍÅÎØÛÅ n − 1, ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎ- ÔÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÀÔ ŒÉÄ: ÐÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ n

u(x_1;::: ;x_n) =

(−1)^{n+12} (2ı)^{n−1} ∫ H=0 ‹^{(n−m)} (∑ x_k _k + t ) ! (26)

É ÐÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n

u(x_1;::: ;x_n) =

(−1)^{n+12} (n − m)!

(2ı)^n ∫ H=0 ! ( ∑ x_k _k + t)^{n−m+1}

: (27)

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÁÆÆÉÎÎÏ-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÕÀ ÚÁÐÉÓØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÐÌÏÓ- ËÉÅ ŒÏÌÎÙ (§ 3, n. 11, ÆÏÒÍÕÌÙ (4) É (5)) É ŒÙÂÉÒÁÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁ- ÎÉÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ H = 0, ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (24){(27) ÂÏÌÅÅ ÐÒÑÍÙÍ ÐÕÔÅÍ, ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÑÓØ Ë ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÀ ÐÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ.

äïâáœìåîéå 1.

ìïëáìøîùå óœïêóôœá ïâïâýåîîùè æõîëãéê

íÙ ÕËÁÚÙŒÁÌÉ Œ § 1, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁŒÁÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ, Ô. Å. ÎÁ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ Œ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÍÁÌÙÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÈ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ.

œ ÜÔÏÍ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÉ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÄÒÕ- ÇÉÍÉ, ËÁÓÁÀÝÉÍÉÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ; ÔÁËÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÍÅÀÔ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Œ ÔÅÏÒÉÉ. œÎÁÞÁÌÅ ÍÙ ŒÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ K ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. íÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÞÉÓÌÅ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÁËÉÅ, ËÏÔÏÒÙÅ Œ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. îÁÌÉÞÉÅ ÔÁËÉÈ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÏÚŒÏÌÉÔ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÄÏÊÔÉ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

1. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÕÔÅÍ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÊ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÆÉÎÉÔÎÏÊ) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎË- ÃÉÉ f_‹(x) ÔÁË, ÞÔÏ ÐÒÉ ‹ → 0

f_‹(x) → f(x)

ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ Œ ÌÀÂÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ f_‹(x) ŒÏÚØÍÅÍ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ŒÉÄÁ

f_‹(x) = C_‹ ∫ |x−|⩽‹ f()’(x − ;‹)d; (1)

ÇÄÅ ’(x; ‹) | ÆÕÎËÃÉÑ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ŒÓÔÒÅÔÉÌÉÓØ Œ n. 2 § 1:

’(x;‹) = { e^{− ffi} 2 ffi2 −|x|2 ÐÒÉ |x| < ‹,

0 ÐÒÉ |x| > ‹; 1 C_‹ = ∫ |x|⩽‹ ’(x;‹)dx:

éÚ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ (1) ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕ- ÅÍÁ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ ’(x; ‹). äÁÌÅÅ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ:

f(x) − f_‹(x) =

= C_‹ ∫ |x−|<‹ f(x)’(x − ;‹)d − C_‹ ∫ |x−|<‹ f()’(x − ;‹)d =

= C_‹ ∫ |x−|<‹ [f(x) − f()]’(x − ;‹)d:

ôÁË ËÁË f(x) | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ x, ÔÏ Œ ÌÀÂÏÊ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÇÏ ‹ ŒÅÌÉÞÉÎÁ |f(x) − f()| ÐÒÉ |x − | < ‹ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÍÅÎØÛÅ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ". ðÏÜÔÏÍÕ, ŒÙÂÉÒÁÑ ‹ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

|f(x) − f_‹(x)| ⩽ " · C_‹ ∫ |x−|<‹ ’(x − ;‹)d = ";

ÞÔÏ É ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÆÉÎÉÔÎÁ, ÔÏ É f_‹(x) ÆÉÎÉÔÎÁ: f_‹(x) = 0 ŒÎÅ ‹-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÏÓÉÔÅÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x).

åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ Œ ÛÁÒÅ ÒÁÄÉÕÓÁ ‹ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ x_0:

f(x) ≡ f(x_0) ÐÒÉ |x − x_0| ⩽ ‹; ÔÏ f_‹(x_0) = f(x_0)C_‹ ∫ R ’(x − ;‹)d = f(x_0):

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ G, ÔÏ f_‹(x) ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ (É ÒÁŒÎÁ f(x)) Œ ÏÂÌÁÓÔÉ G_‹ , ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÔÅÈ ÔÏÞÅË x ∈ G, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ G ŒÍÅÓÔÅ Ó ÛÁÒÏÍ ÒÁÄÉÕÓÁ ‹.

ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ŒÓÀÄÕ ÚÁËÌÀÞÅÎÙ ÍÅÖÄÕ 1 É 0, ÔÏ ÜÔÉÍ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÏÂÌÁÄÁÅÔ É ÆÕÎËÃÉÑ f_‹(x).

ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ F | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ É U | ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÅÇÏ ÏÔËÒÙÔÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ’(x), ÒÁŒÎÁÑ 1 ÎÁ F , 0 ŒÎÅ U É ÚÁËÌÀÞÅÎÎÁÑ ÍÅÖÄÕ 1 É 0 Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÔÁË ËÁË F ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ U ŒÍÅÓÔÅ ÓÏ ÓŒÏÅÊ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ " > 0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ F_1 ÚÁÍÙËÁÎÉÅ^"_3 -ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F , ÞÅÒÅÚ U_1 ÏÔËÒÙÔÕÀ 2" 3 -ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F É ÞÅÒÅÚ W ÅÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÄÏ ŒÓÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R_n. îÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÔÏÞËÉ x

ȷ(x;W ) = min_{y∈W} ȷ(x;y)

ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U_1 É ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ F_1 ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÍÉÎÉÍÕÍÏÍ —. æÕÎËÃÉÑ

f(x) = min { 1 — ȷ(x;W );1 }

ÔÁËÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ, ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ŒÎÅ ÏÂÌÁÓÔÉ U_1 É ÅÄÉÎÉÃÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ- ŒÅ F_1, Á Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÚÁËÌÀÞÅÎÁ ÍÅÖÄÕ 0 É 1. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÉÓËÏÍÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÚÑÔØ f_‹(x) Ó ‹ =^"_3 .

2] äïâáœìåîéå 1 163

2. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÞÅÔÎÏÅ ÐÏËÒÙ- ÔÉÅ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R_n ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ U_1, U_2, ::: , U_m, ::: , ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÏËÒÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÚ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ U_1, U_2, ::: , U_m, ::: ; ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ e_1(x), e_2(x), ::: , e_m(x), ::: ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ŒÙÐÏÌÎÑÌÉÓØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ:

a) 0 ⩽ e_k(x) ⩽ 1;

Â) e_k(x) = 0 ŒÎÅ ÏÂÌÁÓÔÉ U_k (k = 1;2;::: ); Œ) e_1(x) + e_2(x) + ::: + e_m(x) + ::: ≡ 1.

óÌÅŒÁ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ x, Œ ÓÉÌÕ Â), ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ {e_i(x)} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏ- ÖÅÎÉÅÍ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÔÏÞÎÅÅ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÐÏËÒÙÔÉÀ {U_i}.

ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ ÍÏÖÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔŒÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ V_1, V_2, ::: , V_m, ::: , ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ŒÓÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R_n É ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ V_k ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U_k ŒÍÅÓÔÅ ÓÏ ÓŒÏÉÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ V_k(k = 1; 2; ::: ). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ÏÂÌÁÓÔÉ V_1, ::: , V_{k−1} ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ ÔÁË, ÞÔÏ V_j ⊂ U_j (j = 1; ::: ; k −1) É V_1, ::: , V_{k−1}, U_k, U_{k+1}, ::: ÅÓÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R_n. äÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÏÂÌÁÓÔÉ V_1 ∪:::∪V_{k−1} ∪U_{k+1} ∪::: ÅÓÔØ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F_k, ËÏÔÏÒÏÅ ÃÅÌÉËÏÍ ÐÏËÒÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔØÀ U_k. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ V_k ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÌÀÂÕÀ ÉÚ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ F_k É ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ Œ U_k ŒÍÅÓÔÅ ÓÏ ÓŒÏÉÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ, É Ô.Ä.

ôÁË ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V_k ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ, ÔÏ, Œ ÓÉÌÕ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÅÚÕÌØ- ÔÁÔÁ n. 1, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ h_k(x), ŒÓÀÄÕ ÚÁËÌÀÞÅÎÎÁÑ ÍÅÖÄÕ 0 É 1, ÒÁŒÎÁÑ 1 Œ V_k É 0 ŒÎÅ U_k. ðÏÌÏÖÉÍ

h(x) = ∞∑ k=1 h_k(x);

ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÉ ŒÓÅÈ x É ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1.

ôÅÐÅÒØ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔØ

e_k(x) = h_k(x) h(x)

(k = 1;2;::: );

ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ e_k(x) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÐÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÍ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉ- ÑÍ. úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ {e_i(x)} | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ (ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÕ) ÐÏËÒÙÔÉÀ {U_i} ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R_n. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ

ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) ÍÙ ÉÍÅÅÍ:

’(x) = ∞∑ 1 ’_i(x); (1) ÇÄÅ ’_i(x) = ’(x)e_i(x)

| ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÒÁŒÎÁÑ ÎÕÌÀ ŒÎÅ ÏÂÌÁÓÔÉ U_i. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÐÒÁŒÁ Œ (1) ÂÕÄÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅÄ- ÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÛÁÒ |x| ⩽ n ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÏÂÌÁÓÔÅÊ U_i. ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ ’ (x) ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ → ∞ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K, ÔÏ É ËÁÖÄÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ’_i(x) = ’ (x)e_i(x) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ → ∞ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K.

üÔÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÏÓØ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁÈ É ÎÅÏÄÎÏ- ËÒÁÔÎÏ ÂÕÄÅÔ ÎÁÍ ÐÏÌÅÚÎÏ É Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ.

3. ìÏËÁÌØÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. œ n. 4 § 1 ÍÙ ŒŒÅÌÉ ÔÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’, ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (f; ’) = 0.

äÁÌÅÅ, ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ Œ ÏÔËÒÙÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ G, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ÏÂÌÁÓÔÉ G. üÔÏ | ÔÉÐÉÞÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

íÏÖÎÏ ÄÁÔØ É ÉÎÏÅ, ÎÅÌÏËÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÕÌÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÏÂÌÁÓÔÉ G: ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ G, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’, ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ Q, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍÓÑ Œ G ŒÍÅÓÔÅ ÓÏ ÓŒÏÉÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (f; ’) = 0.

îÁÍÅÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ. äÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÕÌÀ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÎÅÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÕÌÀ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ). äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ G Œ ÓÍÙÓÌÅ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, É ÐÕÓÔØ ’(x) | ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ Q, ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ Q ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ G. õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ Q ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÅÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ. óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Q, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÌÅÍÍÏÊ çÅÊÎÅ{âÏÒÅÌÑ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÂÒÁÔØ ÓÞÅÔÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ U_1;::: ;U_m;::: , ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÛÁÒ |x| ⩽ n ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ U_i. óÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ

3] äïâáœìåîéå 1 165

Œ ËÏÎÃÅ n. 2 ÆÕÎËÃÉÀ ’(x) ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ (ËÏÎÅÞÎÏÊ) ÓÕÍÍÙ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ

’(x) = ’_1(x) + ::: + ’_m(x) + ::: ;

ÇÄÅ ’_k(x) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ŒÎÅ U_k. ôÏÇÄÁ, ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, (f; ’_k) = 0, ÏÔËÕÄÁ É (f; ’) = ∑ (f; ’_k) = 0, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ, ÎÏ ŒÅÓØÍÁ ŒÁÖÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏ- ÖÅÎÉÑ: ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f, ÒÁŒÎÁÑ ÎÕÌÀ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ, ÅÓÔØ ÎÕÌÅŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, Ô. Å. ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’

(f;’) = 0:

ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ: ÅÓÌÉ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ’(x) ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÎÏÓÉÔÅÌÑ F ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f, ÔÏ (f; ’) = 0. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÏËÁÌØÎÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, f = 0 ŒÎÅ F , É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÎÅÌÏËÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

íÙ ÇÏŒÏÒÉÌÉ ÄÁÌÅÅ, ÞÔÏ ÄŒÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f É g ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x_0, ÅÓÌÉ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ f − g Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. äÏËÁÚÁÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÏÂ- ÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÅ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ, ÒÁŒÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓŒÏÉÍÉ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ.

íÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÃÅÌÏÍ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÚÁÄÁÎÁ ÌÏËÁÌØÎÏ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x_0 ÉÍÅÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U(x_0), ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ’(x), ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÎÕÌØ ŒÎÅ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, ÚÁÄÁÎÙ ÞÉÓÌÁ (f; ’), ÌÉÎÅÊÎÏ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÑÝÉÅ ÏÔ ’. ðÒÅÄÐÏÌÏ- ÖÉÍ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ (f; ’) ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÓÁÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’ É ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÔÏÞËÉ x_0, ŒÎÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U(x_0) ËÏÔÏÒÏÊ ’(x) ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÊ Ó ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ f ÎÁ ÔÅÈ ’(x), ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÏÓÔÕÐÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U(x_0) ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÉÄÁ, ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ É ÏÂÒÁÚÕÀÔ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏËÒÙÔÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÜÔÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ- ÎÙÍÉ. ëÁË É ŒÙÛÅ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÌÅÍÍÏÊ çÅÊÎÅ{âÏÒÅÌÑ, ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÓÞÅÔÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ U_1, U_2, ::: , U_m, ::: , ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÛÁÒ |x| ⩽ n ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ U_i. óÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ Œ n. 2 ŒÓÑËÁÑ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ’(x) ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ Œ ŒÉÄÅ

’(x) = ∞∑ 1 ’_i(x); (1)

ÇÄÅ ’_i(x) | ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÒÁŒÎÁÑ ÎÕÌÀ ŒÎÅ U_i, ÐÒÉÞÅÍ ÓÕÍÍÁ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ŒÓÅÇÄÁ ËÏÎÅÞÎÁ. äÌÑ ŒÓÅÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f. ðÏÌÏÖÉÍ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,

(f;’) = ∞∑ 1 (f;’_i): (2)

íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ïÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ. äÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ’ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K, ÔÏ, ËÁË ÏÔÍÅÞÅÎÏ Œ n. 2, ’_m(x) → 0 Œ K ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ m. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÕÍÍÁ ÓÐÒÁŒÁ Œ (1) ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÏÓÉÔÅÌÉ ÆÕÎËÃÉÊ ’ ÚÁËÌÀÞÅÎÙ Œ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÛÁÒÅ. ðÏÜÔÏÍÕ É (f; ’) → 0.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ ’, ÒÁŒÎÙÈ ÎÕÌÀ ŒÎÅ ÏËÒÅÓÔÎÏ- ÓÔÉ U_m, ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ, ÔÁË ËÁË Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÓÅ ’_i ÓÐÒÁŒÁ Œ (1) ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ ŒÎÅ U_m.

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÏËÒÙÔÉÑ {U_i} Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ŒÙÛÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ: ÅÓÌÉ {V_i} | ÄÒÕÇÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ Ó ÜÔÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ É g | ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÊ Ó ÅÇÏ ÐÏÍÏÝØÀ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÔÏ f = g ÌÏËÁÌØÎÏ, Á ÐÏÔÏÍÕ É Œ ÃÅÌÏÍ.

4. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ËÁË ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ. íÙ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x_0, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ ŒÓÑËÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ É ŒÓÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ Œ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ’ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U(x_0), ÔÏ É ŒÓÅ ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ; ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ( @f @x_j ;’ ) = ( f;− @’ @x_j ) = 0;

ÞÔÏ É ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ.

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÅ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ G, ÉÍÅÀÔ Œ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ É ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f Œ ÏÂÌÁÓÔÉ G ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÒÅÇÕ- ÌÑÒÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ f(x). ôÏÇÄÁ^{@f}_{@xj} ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ G Ó ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÆÕÎË-

ÃÉÏÎÁÌÏÍ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÅÊ^{@f (x)}_{@xj} . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÁÖÅ ÄÌÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÔÁÍ, ÇÄÅ ÍÏÖÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ É ÏÂÙÞÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ.

0] äïâáœìåîéå 1 167

äÒÕÇÉÍ ŒÙŒÏÄÏÍ ÉÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ: ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ F , ÔÏ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ^{@f}_{@xj} ,

@^2 f @x_j @x_k É Ô.Ä. ÔÁËÖÅ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÙ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ F .

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ ‹(x − x_0) ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÙ Œ ÔÏÞËÅ x_0 (ÞÔÏ, ŒÐÒÏÞÅÍ, É ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ); ÌÀÂÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÁÑ ÏÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÊÓÑ Œ ÎÕÌØ ŒÎÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F , ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ F .

úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ: 1^∘. œÓÑËÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÁÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞ- ËÅ x_0, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÁ ËÁË (ËÏÎÅÞÎÁÑ) ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ‹(x − x_0) É ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ.

2^∘. œÓÑËÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÁÑ ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ F , ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ " > 0 ËÁË (ËÏÎÅÞÎÁÑ) ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÏÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÎÕÌØ ŒÎÅ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ 1^∘{2^∘ ÂÕÄÕÔ ÄÁÎÙ ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ŒÙÐÕÓËÅ (ÇÌ. II, § 4).

äïâáœìåîéå 2.

ïâïâýåîîùå æõîëãéé, úáœéóñýéå ïô ðáòáíåôòá

œ ÜÔÏÍ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÉ ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ. üÔÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ŒÏ ÍÎÏÇÏÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ ÏÂÙÞÎÙÈ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ É ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÏ ÂÏÌØÛÅÊ ÞÁÓÔÉ ÐÕÔÅÍ ÓŒÅÄÅÎÉÑ Ë ÏÂÙÞÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ. óÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÂÏÂÝÅÎ- ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ: ÅÓÌÉ ÄÁÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f_1, f_2, ::: , f , ::: , ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÞÉÓÌÏŒÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (f ; ’) ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ, ÔÏ ŒÅÌÉÞÉÎÁ lim_{→∞}(f ; ’) = (f; ’) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎ-

ÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÁÅÔÓÑ Œ äÏÂÁŒÌÅÎÉÉ, ÐÏÍÅÝÅÎÎÏÍ Œ ËÏÎÃÅ ÜÔÏÇÏ ŒÙÐÕÓËÁ.

1. îÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÕÓÔØ ËÁÖÄÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÉÌÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ –, ÐÒÏÂÅÇÁÀÝÅÇÏ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ ~, ÐÏÓÔÁŒÌÅÎÁ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f_–. œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ, ÄÁÎÎÙÍ Œ n. 8 § 1, ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÏÍ f_– ÐÒÉ – → –_0, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (f_–; ’) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë (f; ’) ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ’. æÕÎËÃÉÑ f_– ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÐÏ – Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ~, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ –_0 ∈ ~ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ f_{–0} = lim_{–→–0} f_–.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅÓØÍÁ ŒÁÖÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÄÏÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f_– ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÐÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ –. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÓÅÂÅ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f_– ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ~, ÉÍÅÀÝÅÍ ÐÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ –_0, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f_– ÚÁÒÁ- ÎÅÅ ÎÅ ÚÁÄÁÎÁ. óÐÒÁÛÉŒÁÅÔÓÑ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉ ÄÏÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f_– Œ ÔÏÞËÅ –_0 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ~ + –_0.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ÄÌÑ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÇÏ ÄÏÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÏÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ŒÓÅÈ ÞÉÓÌÏŒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (f_–; ’) Œ ÔÏÞËÅ –_0. üÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ; ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’ É ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ – → –_0, – ∈ ~ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÉÓÅÌ (f_{–˚} ; ’), ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f = f_{–0} , ËÏÔÏÒÁÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ f_{–˚} . ïÂÙÞÎÙÍ ÐÕÔÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ – → –_0.

úÁÍÅÔÉÍ ÄÁÌÅÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ (ÐÏ x) ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f_–, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ –, ÔÁËÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ

2] äïâáœìåîéå 2 169

ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ –. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ n. 4 § 2, ÉÚ f_{–˚} → f_{–0} ÓÌÅÄÕÅÔ @ @x_j f_{–˚} → @ @x_j f_{–0} :

îÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÐÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f_– ÍÏÖÎÏ ÉÎ- ÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ (ÓÒ. § 3, n. 10). ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f_– ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ ÐÏ – ÎÁ ÓÐÒÑÍÌÑÅÍÏÊ ËÒÉŒÏÊ `. óÏÓÔÁŒÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕ

s_n = n∑ j=1 f_–′_j ´–_j ;

ŒÚÑŒ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ËÒÉŒÏÊ ` ÎÁ n ÞÁÓÔÅÊ ÔÏÞËÁÍÉ ÄÅÌÅÎÉÑ –_0;–_1; ::: ;–_n É ŒÙÂÒÁŒ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÔÏÞËÉ –^′_j ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÈ [–_{j−1}; –_j ]. ðÒÉ max|´–_j | → → 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’, Œ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ (f_–; ’), ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ

(s_n;’) = n∑ j=1 ( f_–′_j ;’ ) ´–_j ;

ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ÓÐÏÓÏÂÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ` É ŒÙÂÏÒÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÔÏ- ÞÅË –^′_j , ÒÁŒÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ (f_–; ’). üÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ; ÏÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÏÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f_– ÐÏ ËÒÉŒÏÊ `.

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÏ ËÒÉŒÏÊ, ÎÏ É ÐÏ ÏÂÌÁÓÔÉ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ.

2. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. œ n. 1 § 3 ÂÙÌÏ ŒŒÅÄÅÎÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÅ: ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ g ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f_– ÐÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ – ÐÒÉ – = –_0, ÅÓÌÉ

g = lim_{–→–0} f_– − f_{–0} – − –_0 : äÌÑ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ^{@f˘}_{@–} ÐÒÉ – = –_0 ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ŒÓÅ ÞÉÓÌÏŒÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ (f_–; ’) ÂÙÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÒÕÅÍÙ ÐÏ – ÐÒÉ – = –_0. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ ÏÞÅŒÉÄÎÁ; ÐÒÏŒÅÒÉÍ ÅÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ. ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ’ É ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ – → –_0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

(f_–;’) − (f_{–0} ;’)

– − –_0 = ( f_– − f_{–0} – − –_0 ;’ ) :

îÏ ÔÏÇÄÁ, ËÁË ÂÙÌÏ ÕËÁÚÁÎÏ ŒÙÛÅ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ^{f˘ −f˘0}_{–−–0} , ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÎÁÑ ÐÒÉ – ≠ –_0, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÏÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ É ÐÒÉ – = –_0; ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÑŒÌÑÀ- ÝÁÑÓÑ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ^{f˘−f˘0}_{–−–0} ÐÒÉ – → –_0, ÞÔÏ É ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ.

åÓÌÉ f_– ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÐÏ – ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ – ∈ ~, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f_– ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÐÏ – Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ~.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ŒÙÓÛÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÐÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ É ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ.

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f_– ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÐÏ – Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ~, ÔÏ É ŒÓÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ f_– ÐÏ x ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ ÐÏ – É ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ @ @– @ @x_j f_– = @ @x_j @ @– f_–: (1)

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’ ÞÉÓÌÏŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ( @ @x_j f_–;’ ) = ( f_–;− @’ @x_j )

ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÐÏ – É ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ @ @– ( f_–;− @’ @x_j ) = ( @f_– @– ;− @’ @x_j ) = ( @ @x_j @ @– f_–;’ ) : üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ^@_{@xj} f_– ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÐÏ – É ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÆÏÒÍÕÌÁ (1), ÞÔÏ É ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ.

3. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. åÓÌÉ – | ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ, ÐÒÏ- ÂÅÇÁÀÝÉÊ ÏÔËÒÙÔÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ ~, ÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ~ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f_– ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ –. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÓÅ ÞÉÓÌÏŒÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ (f_–; ’) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÏÔ – Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ~. é ÏÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f_– ŒÓÅ ÞÉÓÌÏŒÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ (f_–; ’) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÉ- ÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÏÔ – Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ~, ÔÏ É f_– ÅÓÔØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ – (ÓÒ. § 3, n. 1). œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ – ÏÂÌÁÓÔÉ~ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ŒÓÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ^{@f}_{@–} ;^{@2 f}_{@–2} ; ::: , É Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ –_0 ∈~ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ

f_– = f_{–0} + (– − –_0)

@f_{–0} @– + 1 2 (– − –_0)^2

@^2f_{–0} @–^2

+ ::: (2)

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ^{@f˘0}_{@–} ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÁË ËÁË ÐÏ ÕÓÌÏ- ŒÉÀ ÐÒÉ – = –_0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÐÏ – Õ ŒÓÅÈ ÞÉÓÌÏŒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ

3] äïâáœìåîéå 2 171

(f_–; ’); ÐÏ ÔÁËÏÊ ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ É ŒÓÅ ŒÙÓÛÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ

@^2 f_{˘0} @–^2 , ::: äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ

ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ôÅÊÌÏÒÁ ÏÂÙÞÎÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (f_–; ’):

(f_–;’) = (f_{–0} ;’) + (– − –_0) @ @– (f_–;’) | | |_{–=–0} + + 1 2 (– − –_0)^2

@^2 @–^2

(f_–;’) | | |_{–=–0} + ::: =

= (f_{–0} ;’) + (– − –_0) ( @f_{–0} @– ;’ ) + 1 2 (– − –_0)^2 ( @^2f_{–0} @–^2 ;’ ) + ::: = = ( f_{–0} + (– − –_0)

@f_{–0} @– + 1 2 (– − –_0)^2

@^2f_{–0} @–^2

+ ::: ;’ ) ; ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (2).

äŒÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f_– É g_–, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ~ É ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ –, ÉÍÅÀÝÅÍ ÐÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ ŒÎÕÔÒÉ ~, ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ – ∈ ~. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ (f_–; ’) É (g_–; ’) ÓÏŒÐÁ- ÄÁÀÔ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ~ Œ ÓÉÌÕ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

îÁ ÜÔÏÍ ÓŒÏÊÓÔŒÅ ÏÓÎÏŒÁÎ ŒÁÖÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌ- ÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f_– ÐÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ –. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f_– ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÎ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ~. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÄÁÌÅÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÞÉÓÌÏŒÙÅ ÆÕÎË- ÃÉÉ (f_–;’) ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ Œ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ ~_1. ôÏÇÄÁ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ (f_{–1} ;’) ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ –_1 ⊂ ~_1 ÔÁËÖÅ ÚÁÄÁÀÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ Œ ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ ÏÂÌÁÓÔÉ ~_1, ËÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÅÎÏ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ Œ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ. îÏ ËÁÖÄÙÊ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ

(f_–;’) = (f_{–0} ;’) + (– − –_0) ( @f_{–0} @– ;’ ) + 1 2 (– − –_0)^2 ( @^2f_{–0} @–^2 ;’ ) + ::: ;

ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’ É ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÄÉÕÓ ÅÇÏ ËÒÕÇÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÅÊ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ~ É ~_1 É ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ’, ÉÍÅÅÔ ÓŒÏÅÊ ÓÕÍÍÏÊ Œ ËÒÕÇÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÎÏŒÁ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÞÔÏ ÎÁÍ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ (ÐÏ x) ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f_– ÓÕÔØ ÔÁËÖÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ –. ïÔÍÅÔÉÍ ÄÁÌÅÅ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÍÎÏÇÉÅ

ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f_–. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f_– Œ ÏÂÌÁÓÔÉ~ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ u, ÔÁË ÞÔÏ f_–(ux) = f_–(x), ÔÏ É ÅÇÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ Œ ÏÂÌÁÓÔØ ~_1 ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

(f_–(ux);’(x)) = (f_–(x);’(x)) = (f_–(x);’(u^{−1}x));

ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÅ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ~, Œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ, ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙÍ É Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ~_1.

ôÁË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÏ- ÎÁÌÙ ÉÍÅÀÔ É ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ.

úÁÍÅÔÉÍ Œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎ- ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ, ÔÁË ÖÅ ËÁË É ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÏÂÙÞÎÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÍÏÖÅÔ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ (ÐÏÌÀÓÁÍÉ ÉÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÓÏÂÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ), Á ÔÁËÖÅ Ë ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ.

œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ –_0 ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÏÂÏÂ- ÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f_– ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ

f_– = ∞∑ −∞ c_n(– − –_0)^n;

ÇÄÅ c_n(n = 0; ± 1; ± 2; ::: ) | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÅ (ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÉÅ ÏÔ –) ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’:

(f_–;’) = ∞∑ −∞ c_n(’)(– − –_0)^n;

ÐÒÉÞÅÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ c_n(’) ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ëÏÛÉ

c_n(’) = 1 2ıi ∫ � (f_–;’)d– (– − –_0)^{n+1}

(n = 0;±1;±2;:::); (3)

ÇÄÅ ` | ËÏÎÔÕÒ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ f_–, ÚÁËÌÀÞÁÀÝÉÊ ŒÎÕÔÒÉ ÓÅÂÑ ÔÏÞËÕ –_0. éÎÔÅÇÒÁÌ (3) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ Œ ÆÏÒÍÅ 1 2ıi ∫ � ( f_– (– − –_0)^{n+1} ;’ ) d– = 1 2ıi ∫ � (g_–;’)d–; g_– = f_– (– − –_0)^{n+1}

É, ÐÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ, ÓÎÏŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÏ- ÎÁÌÏÍ ÏÔ ’. íÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔØ ÐÏÜÔÏÍÕ c_n(’) = (c_n; ’), ÇÄÅ c_n |

ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ. éÔÁË, f_– =^∞ ∑ −∞ c_n(– − –_0)^n, ÞÔÏ É

ÕÔŒÅÒÖÄÁÌÏÓØ.