çìáœá II

ðòåïâòáúïœáîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê

§ 1. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ

1. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ K. îÁÞÉÎÁÑ Ó ÜÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ, ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ë ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (ÇÌ. I, § 1, Ð. 9) É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ë^′ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÎÁÞÁÌÅ ÓÌÕÞÁÊ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ.

ðÕÓÔØ ’(È) | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÅÅ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ:

(ff) = ∞∫ −∞ ’(x)e^{iffx}dx: (1)

æÕÎËÃÉÀ (ff) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÁËÖÅ ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ ~’(x) É F [’(x)]: œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ’(x) | ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÉÎÔÅ- ÇÒÁÌ (1) ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ −a ⩽ x ⩽ a; ÐÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÑ (ff) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÄÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ s = ff + ifi:

(ff + ifi) = a∫ −a ’(x)e^{isx}dx = a∫ −a ’(x)e^{iffx}e^{−fi x}dx: (2)

ôÁË ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌ (2) ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ- ÍÕ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ s = ff + ifi, ÔÏ (ff + ifi) | ÃÅÌÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.

174 çì. II. ðòåïâòáúïœáîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [1

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ’(È) ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ (s) ÎÁ −is: ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, a∫ −a ’^′(x)e^{ixs}dx = ’(x)e^{ixs} | |^a_{−a} − a∫ −a is’(x)e^{ixs}dx = −is (s):

ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÄÁÌÅÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ q = = 0;1;2;:::

F [’^{(q)}(x)] = (−is)^qF [’(x)] (3)

É ŒÏÏÂÝÅ F [ P ( d dx ) ’(x) ] = P (−is)F [’(x)]; (4)

ÇÄÅ P (t) | ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. œÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÃÅÎËÕ

|s|^q | (s)| = | | | | | a∫ −a ’^{(q)}(x)e^{isx}dx | | | | | ⩽ C_q e^{a|fi |}:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ (s) ËÁÖÄÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ ’(È), ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÊÓÑ Œ ÎÕÌØ ÐÒÉ |È| ⩾ Á, ÅÓÔØ ÃÅÌÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅ- ÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ s = ff + ifi, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ q = 0;1;2;::: ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ

|s^q (s)| ⩽ C_q e^{a|fi |}: (5)

íÙ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ŒÓÑËÁÑ ÃÅÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (s), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ q ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ (5), ÅÓÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(È), ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÊÓÑ Œ ÎÕÌØ ÐÒÉ |È| ⩾ Á.

æÕÎËÃÉÀ ’(È) ÍÙ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

’(x) = 1 2ı ∞∫ −∞ (ff)e^{iffx}dff:

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ ëÏÛÉ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÐÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ:

’(x) = 1 2ı ∞∫ −∞ (ff + ifi)e^{−i(ff+ifi )x}dff = 1 2ı e^{fi x} ∞∫ −∞ (ff + ifi)e^{−iffx}dff;

2] § 1. ðòåïâòáúïœáîéñ æõòøå ïóîïœîùè æõîëãéê 175

ÐÒÉÞÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, Œ ÓÉÌÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (5), ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÏÓÔÁŒÁÔØÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ. ïÎ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÏÓÔÁŒÁÔØÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑ- ÝÉÍÓÑ ÔÁËÖÅ ÐÒÉ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÉ ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÐÏ x, ÐÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÑ ’(È) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ É

’^{(q)}(x) = 1 2ı ∞∫ −∞ (−is)^q (s)e^{−isx}dff:

ðÕÓÔØ |È| > Á; ÚÁÄÁÄÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ t > 0 É ÎÁÊÄÅÍ fi ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ xfi = −t|x|. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (5) ÐÒÉ q = 0 É q = 2, ÎÁÈÏÄÉÍ:

| (s)| ⩽ e^{a|fi |} min { C_0;

C_2 |s|^2 } ⩽ C e^{a|fi |} 1 + |s|^2 ⩽ C e^{a|fi |} 1 + |ff|^2 ;

|’(x)| ⩽ 1 2ı e^{fi x} ∞∫ −∞ C e^{a|fi |} 1 + |ff|^2 dff = C^′e^{−t|x|+at} = C^′e^{t(a−|x|)}:

ôÁË ËÁË ó^′ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ t, ÔÏ, ÕÓÔÒÅÍÌÑÑ t Ë ∞, ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ ’(x) = 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ |È| > Á ÆÕÎËÃÉÑ ’(È) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ. éÔÁË, ÆÕÎËÃÉÑ ’(È) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ŒÓÅÍ ŒÙÓËÁÚÁÎÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ. œ ÓÉÌÕ ÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ æÕÒØÅ^{1)} ÅÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ (ff), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ ÏÄÎÕ ÐÏÌÅÚÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ ’(x)

F F [’(x)] = 2ı’(−x): (6)

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ F [’(x)] = (ff), ÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ:

F^{−1}[ (ff)] = 1 2ı ∫ (ff)e^{−ixff} dff = ’(x);

ÏÔËÕÄÁ ∫ (ff)e^{ixff} dff ≡ F [ (ff)] = 2ı’(−x);

ÞÔÏ É ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ.

1)œ. é. óÍÉÒÎÏŒ, ëÕÒÓ, Ô. II, 1957, Ð. 160, ÓÔÒ. 467.

176 çì. II. ðòåïâòáúïœáîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2

2. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Z. éÚÕÞÅÎÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ K, ÎÁÞÁÔÏÅ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÉŒÏ- ÄÉÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ. œŒÅÄÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Z ŒÓÅÈ ÃÅÌÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (s), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ

|s|^q| (s)| ⩽ C_q e^{a|fi |} (q = 0;1;2;:::) (1)

(ÇÄÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ a É C_q ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ ), Ó ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÅÍ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ | ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ.

ëÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ Œ Ð. 1, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ K É Z ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ. ïÞÅŒÉÄ- ÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ.

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K, ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ĂÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÁÑĄ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÐÅÒÁ- ÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Z. ôÁË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ, Œ ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕ- ÌÙ (3) Ð. 1, ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ −is Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Z. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÆÏÒÍÕÌÁ

d (s) ds = ∞∫ −∞ ixe^{isx}’(x)dx

ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ix Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÅÔ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Z; ÐÏŒÔÏÒÑÑ ÜÔÕ ÏÐÅÒÁÃÉÀ, ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÆÏÒÍÕÌÅ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÊ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ q = 0;1;2; ::: :

d^q ds^q

F [’] = F [(ix)^q ’(x)]: (2)

éÚ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÌÅŒÏÊ; ÐÏ- ÜÔÏÍÕ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Z ÆÕÎËÃÉÉ (s) ÍÏÖÎÏ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÒÏŒÁÔØ, ÎÅ ŒÙÈÏÄÑ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. íÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ É ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ: P ( d ds ) F [’] = F [P (ix)’(x)]; (3)

ÇÄÅ P (t) | ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ c ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ.

ïÐÅÒÁÃÉÉ ÓÄŒÉÇÁ ’(x) → ’(x − h) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ e^{ish} Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Z; ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ,

F [’(x − h)] = ∞∫ −∞ e^{iffx}’(x − h)dx = ∞∫ −∞ e^{iff(y+h)}’(y)dy = e^{iffh}F [’(x)]:

3] § 1. ðòåïâòáúïœáîéñ æõòøå ïóîïœîùè æõîëãéê 177

ïÂÒÁÔÎÏ, ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ e^{ixh} (ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ, h) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÓÄŒÉÇÁ Œ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Z:

F [e^{ixh}’(x)] = ∞∫ −∞ e^{ixh}e^{iffx}’(x)dx = ∞∫ −∞ e^{ix(h+ff)}’(x)dx = (ff + h):

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Z ÆÕÎËÃÉÉ (x) ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÓÄŒÉÇÉ.

íÏÖÎÏ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Z É ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅ- ÈÏÄÁ, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ (x) ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÏÂÒÁÚÙ ’ (x) ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ Œ ÓÍÙÓÌÅ, ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÎÏÍ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ K. œÐÒÏÞÅÍ, ÜÔÕ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ Œ Z ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ É ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ. éÍÅÎÎÏ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (x) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ Œ Z, ÅÓÌÉ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

|s^q (s)| ⩽ C_q e^{a|fi |}

Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ C_q É a, ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÉÍÉ ÏÔ , É ÅÓÌÉ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ ÏÓÉ ff.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ ∞∑ q=0 (^{q)}(s) h^q q! = (s + h)

Ó ÌÀÂÙÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ (ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ) h ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ; ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔÉ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ∞∑ q=0 (ix)^q h^q q! ’(x) = e^{ixh}’(x)

Œ ÓÍÙÓÌÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K.

3. óÌÕÞÁÊ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. îÁÛÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÏÞÔÉ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ ÐÅÒÅÎÅÓÅÎÙ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ n ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÈ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) = ’(x_1;::: ;x_n) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(ff) = (ff_1;::: ;ff_n) = ∞∫ −∞ ::: ∞∫ −∞ ’(x_1;::: ;x_n)e^{i(x1ff1 +:::+xnffn )}dx_1 ::: dx_n

178 çì. II. ðòåïâòáúïœáîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3

ÉÌÉ, ËÏÒÏÞÅ,

(ff) = ∫ R_n

’(x)e^{i(x;ff)}dx; (1)

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ (x;ff) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ŒÅÌÉÞÉÎÁ x_1ff_1 + ::: + x_nff_n. œÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÆÉÎÉÔÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÁ É ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ s = (s_1;::: ;s_n) = (ff_1 +ifi_1;::: ;ff_n +ifi_n) :

(s) = ∫ R_n

’(x)e^{i(x;s)}ds: (2)

ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (s), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÔÅÐÅÒØ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C_n, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ É ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ s_1;::: ;s_n. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ ’(x) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÐÒÉ |x_k | > a_k (k = 1;2;::: ;n), ÔÏ ÅÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ (s) ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÏÃÅÎËÕ

|s^{q1}_1 ::: s^{qn}_n (ff_1 + ifi_1;::: ;ff_n + ifi_n)| ⩽ C_q e^{a1|fi1|+:::+an|fin|}: (3)

ïÂÒÁÔÎÏ, ŒÓÑËÁÑ ÃÅÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (s_1;::: ;s_n), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÎÅ- ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ (3), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x_1;::: ;x_n), ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÊÓÑ Œ ÎÕÌØ ÐÒÉ |x_k| > a_k (k = 1;2;::: ;n). (äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÏŒÏÄÉÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ.) éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (4) Ð. 1 É (3) Ð. 2: P ( @ @s_1

;::: ; @ @s_n ) F [’] = F [P (ix_1;::: ;ix_n)’(x)]; (4) F [ P ( @ @x_1

;::: ; @ @x_n ) ’(x) ] = P (−is_1;::: ;−is_n)F [’]; (5)

ÇÄÅ P | ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ.

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÃÅÌÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (s), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÁÍ ŒÉÄÁ (3), Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ | ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÞÉÓÌÏ, ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ Z. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÓ- ÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ K É Z ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ. ðÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Z ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (s)( = 1;2;::: ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÏÓÎÏŒ- ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ’ (x) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K. œÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÜÔÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË: ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

|s^q (s)| ⩽ C_q e^{a1|fi1|+:::+an|fin|}

4] § 1. ðòåïâòáúïœáîéñ æõòøå ïóîïœîùè æõîëãéê 179

Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ C_q É a, ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÉÍÉ ÏÔ , É ÆÕÎËÃÉÉ (ff) ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ Ë ÎÕÌÀ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R_n.

4. æÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Z. îÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Z, ËÁË É ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K, ÍÏÖÎÏ ÓÔÒÏÉÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌÙ | ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÏŒÁ ÓÌÕÞÁÊ ÏÄÎÏÇÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ. òÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁÍÉ ÍÙ É ÚÄÅÓØ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ŒÉÄÁ

(g; ) = ∞∫ −∞ g(ff) (ff)dff: (1)

æÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ŒÉÄÁ

(g; ) = ∫ L g(s) (s)ds; (2)

ÇÄÅ L | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÌÉÎÉÑ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÏ- ÎÁÌÁÍÉ. ôÁË, ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎËÃÉÑ (‹(s − s_0); ) = (s_0) (ÇÄÅ s_0 | ÕÖÅ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ) ÅÓÔØ Îe ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ, ÎÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÐÏÓËÏÌØËÕ, Œ ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÏÛÉ,

(s_0) = 1 2ıi ∫ L (s)ds s − s_0 ;

ÇÄÅ L | ÌÀÂÏÊ ËÏÎÔÕÒ, ÚÁËÌÀÞÁÀÝÉÊ ŒÎÕÔÒÉ ÓÅÂÑ ÔÏÞËÕ s_0; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ‹(s − s_0) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÍ ÆÕÎËÃÉÉ^1_{2ıi}^1_{s−s0} .

óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Z ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Z^′. ó ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Z ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍ, ŒŒÅÄÅÎÎÙÍ ÎÁÍÉ ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ | ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÉÞÅÇÏ ÎÏŒÏÇÏ. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ h(s), ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ

(h(s)g; ) = (g;h ); (3)

ÔÅÐÅÒØ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ŒÙÐÏÌÎÉÍÙÍ ÕÖÅ ÄÌÑ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌÅÅ ÕÚËÏÇÏ ËÒÕÇÁ ÆÕÎËÃÉÊ h(s). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÑ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ h(s) ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÏÓÎÏŒÎÕÀ

180 çì. II. ðòåïâòáúïœáîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4

ÆÕÎËÃÉÀ (s) ÐÒÉŒÏÄÉÌÏ ÓÎÏŒÁ Ë ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. æÕÎËÃÉÉ h(s), ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÏÒÁÍÉ Œ Z. æÕÎËÃÉÑ h(s) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÁÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ŒÉÄÁ |h(s)| ⩽ Ce^{b|fi |}(1 + |s|)^q ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ b; q É C.

ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ g ∈ Z^′ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ( dg ds ; ) = − ( g; d ds ) ; ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÅÅ É ËÁË ÐÒÅÄÅÌ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ^{g(s+h)−g(s)}_h .

ôÁË ÖÅ ËÁË É Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K^′, ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ g ∈ Z^′ ÄÏÐÕÓ- ËÁÀÔ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ. îÏ, Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÅÒŒÙÈ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ g ∈ Z^′ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ, ÎÏ É ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÙ; ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ g ∈ Z^′ ∞∑ q=0 g^{(q)}(s) h^q q! = g(s + h); (4)

ÇÄÅ ÒÑÄ ÓÌÅŒÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Z^′, Á g(s + h) | ÓÄŒÉÇ ÆÕÎËÃÉÉ g(s) ÎÁ ÞÉÓÌÏ h.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ (s) ∈ Z ( g^{(q)}(s) h^q q! ; (s) ) = ( g(s);

(−1)^qh^q q! (^{q)}(s) )

É ÒÑÄ

∑_{(−1)}q_hq

q! ^{(q)}(s) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Œ Z, ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÉ, Ë ÆÕÎËÃÉÉ (s − h); ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (∑ g^{(q)}(s) h^q q! ; (s) ) = (g(s); (s − h)) = (g(s + h); (s));

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

ïÔÍÅÔÉÍ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

‹(s + h) = ∞∑ q=0 ‹^{(q)}(s) h^q q! ; (5)

ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÅ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ (ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ) h; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÄŒÉÎÕÔÁÑ ÄÅÌØÔÁ- ÆÕÎËÃÉÑ ‹(s + h) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ

(‹(s + h); (s)) = (‹(s); (s − h)) = (−h): (6)

5] § 1. ðòåïâòáúïœáîéñ æõòøå ïóîïœîùè æõîëãéê 181

œ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Z^′ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. œ ÎÅÍ, ËÁË É ŒÙÛÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÌÏÖÅÎÉÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÞÉÓÌÏ, ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ h(s) = h(s_1;::: ;s_n). æÕÎËÃÉÑ h(s) ÂÕÄÅÔ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÏÒÏÍ Œ Z, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ (Ô.Å. ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ s_i ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÈ s_1;::: ;s_{i−1};s_{i+1};::: ;s_n), É ÅÓÌÉ

|h(s)| ⩽ Ce^{b1|fi1|+:::+bn|fin|}(1 + |s_1|)^{q1} ::: (1 + |s_n|)^{qn} :

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌÁ g ∈ Z^′. ëÁÖÄÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÉÚ Z^′ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ, ÎÏ É ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÎ, Ô.Å. ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ, ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Œ Z^′.

5. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ. œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ ÍÙ ÎÁÚŒÁÌÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ g ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Z ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ Œ ŒÉÄÅ

(g; ) = ∫ � g(s) (s)ds;

ÇÄÅ g(s) | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, Á ` | ËÏÎÔÕÒ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÍÙ ÓÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÓÌÕÞÁÊ ÏÄÎÏÇÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ).

óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÂÝÉÍ ÐÒÁŒÉÌÁÍ ÔÅÏÒÉÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, Œ ÓÌÕ- ÞÁÅ, ËÏÇÄÁ g(s) | ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ËÏÎÔÕÒ ` ÍÏÖÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÅÆÏÒÍÉÒÏŒÁÔØ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ŒÅÌÉÞÉÎÙ (g; ); ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÞÁÌÏ É ËÏÎÅÃ ËÏÎÔÕÒÁ ÄÏÌÖÎÙ ÏÓÔÁŒÁÔØÓÑ ÚÁËÒÅÐÌÅÎÎÙÍÉ É ËÏÎÔÕÒ ÎÅ ÄÏÌÖÅÎ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÆÕÎËÃÉÉ g(s). ôÁË, ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÅÄÉÎÉÃÁ

1(s) = ∞∫ −∞ 1 · (s)ds

ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ŒÄÏÌØ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÉ, ÎÏ É Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ŒÄÏÌØ ÌÀÂÏÊ ÌÉÎÉÉ, ÉÄÕÝÅÊ ÉÚ −∞ É +∞ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÌÏÓÙ |Im s| ⩽ C, ÎÁÐÒÉÍÅÒ ŒÄÏÌØ ÌÀÂÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÉ. ôÁËÉÅ ÌÉÎÉÉ, Ô.Å. ÌÉÎÉÉ, ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ŒÄÏÌØ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁŒÎÙ, ÍÙ ÎÁÚÏŒÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ. åÓÌÉ ÖÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ 1 ÐÏ ËÁËÏÍÕ-ÎÉÂÕÄØ ÉÎÏÍÕ ËÏÎÔÕÒÕ `, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÖÅ ÉÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ` | ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ËÏÎÔÕÒ ÉÌÉ ÐÅÔÌÑ, ÉÄÕÝÁÑ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÐÏÌÏÓÙ |Im s| ⩽ C ÉÚ −∞ ÓÎÏŒÁ Œ −∞ (ÉÌÉ ÉÚ +∞ Œ +∞), ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. ôÁËÉÅ ËÏÎÔÕÒÙ, Ô.Å.

182 çì. II. ðòåïâòáúïœáîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5

ËÏÎÔÕÒÙ, ŒÄÏÌØ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÏÔ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÎÕÌÅŒÙÍÉ ÉÌÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ g(s) =^1_s . íÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ Ó ÅÅ ÐÏÍÏÝØÀ ÄŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ:

(g_+; ) =

+∞+ai ∫ −∞+ai (s) s ds (a > 0);

(g_−; ) = +∞−ai ∫ −∞−ai (s) s ds (a > 0):

œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅÄÅÔÓÑ ŒÄÏÌØ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÉ É ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÏÊ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓ- ËÏÓÔÉ, Á ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ | Œ ÎÉÖÎÅÊ. ïÂÁ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ

sg = 1:

òÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁÍÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÉŒÅÄÅÎÁ Ë ŒÉÄÕ

(g_+ − g_−; ) = ∫ |s|=1 (s) s ds

Ó ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÄÏÌØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÏ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ. œ ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÏÛÉ

(g_+ − g_−; ) = −2ıi (0);

ÏÔËÕÄÁ

g_+ − g_− = −2ıi‹(s):

æÕÎËÃÉÏÎÁÌ g_0 = g_+ − g_− ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ

sg_0 = 0:

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÝÕÀ ÄÒÏÂÎÏ-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ

g(s) =

P (s) Q(s) :

5] § 1. ðòåïâòáúïœáîéñ æõòøå ïóîïœîùè æõîëãéê 183

òÁÚÌÉÞÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q(s) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ s_1;::: ;s_n. éÎÔÅÇÒÉ- ÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÌÀÂÏÊ ÌÉÎÉÉ `, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÉ, ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÕ (g; ) = ∫ � g(s) (s)ds;

ÚÁŒÉÓÑÝÅÍÕ, ŒÏÏÂÝÅ, ÏÔ ËÏÎÔÕÒÁ `; ŒÓÑËÉÊ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ Qg = P:

éÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÎÕÌÅŒÏÍÕ ËÏÎÔÕÒÕ `_0 ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÆÕÎËÃÉ- ÏÎÁÌÕ (g_0; ) = ∫ �_0

g(s) (s)ds;

ÔÁËÖÅ ÚÁŒÉÓÑÝÅÍÕ ÏÔ ËÏÎÔÕÒÁ `_0. œÓÅ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ Qg_0 = 0:

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ `_0 | ËÏÎÔÕÒ, ÏÂÈÏÄÑÝÉÊ Œ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ÐÒÏÓÔÏÊ ËÏÒÅÎØ s_1 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q(s), ÔÏ

(g_0; ) = ∫ �_0

g(s) (s)ds = 2ıi ŒÙÞ:_{s=s1} [g(s) (s)] = C (s_1);

ÔÁË ÞÔÏ g_0 = C‹(s − s_1). åÓÌÉ `_0 ÏÂÈÏÄÉÔ k-ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ s_1 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q(s), ÔÏ

(g_0; ) = 2ıi ŒÙÞ:_{s=s1} [g(s) (s)] = 2ıi (k − 1)!

d^{k−1} ds^{k−1}

[(s − s_1)^kg(s) (s)]_{s=s1} :

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ g(s) = e^{sn} :

œ ÓÉÌÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ |e^{sn} | = e^{Re sn} = e^{|s|n cos n„}; ÇÄÅ „ = args

184 çì. II. ðòåïâòáúïœáîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5

ÐÌÏÓËÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ s ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÁ 2n ÒÁŒÎÙÈ ÓÅËÔÏÒÏŒ ÒÁÓÔŒÏÒÏÍ Œ^ı_n ËÁÖÄÙÊ, ÔÁË ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ |e^{sn} | Œ ÜÔÉÈ ÓÅË- ÔÏÒÁÈ ÐÏÏÞÅÒÅÄÎÏ ÔÏ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, ÔÏ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÕÂÙŒÁÅÔ. óÅËÔÏÒÙ ÐÅÒŒÏÇÏ ÔÉÐÁ ÎÁÚÏŒÅÍ ĂÏÔÒÏÇÁÍÉĄ, ÓÅËÔÏÒÙ ŒÔÏÒÏÇÏ ÔÉÐÁ | ĂÄÏÌÉÎÁÍÉĄ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÐÕÔØ `_k, ŒÅÄÕÝÉÊ ÉÚ ∞ Œ ÐÅÒŒÏÊ ÄÏÌÉÎÅ Œ ∞ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÄÒÕÇÏÊ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ k-Ê, ÄÏÌÉÎÅ (k = 2;::: ;n). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÕÔÉ ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ

(F_k ; ) = ∫ �_k

e^{sn} (s)ds;

ÐÒÉÞÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÓÉÌÕ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÂÙŒÁ- ÎÉÑ |e^{sn} | Œ ÏÂÅÉÈ ÄÏÌÉÎÁÈ É ÂÏÌÅÅ ÍÅÄÌÅÎÎÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (s).

íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ n−1 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÞÅÒÅÚ e^{sn}_1 ;::: ;e^{sn}_{n−1}. œÓÅ ÏÎÉ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ÆÕÎËÃÉÏ- ÎÁÌ e^{sn}_k : ( d ds e^{sn}_k ; ) = ( e^{sn}_k ;− d ds ) = − ∫ �_k

e^{sn}_k d ds ds:

üÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ; ŒÎÅÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÊ ÞÌÅÎ ÉÓÞÅÚÎÅÔ (ÐÏ ÐÒÉÞÉÎÅ ÓÉÌØÎÏÇÏ ÕÂÙŒÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ e^{sn}_k Œ ÄÏÌÉÎÁÈ), É ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ: ( d ds e^{sn}_k ; ) = ∫ �_k

ns^{n−1}e^{sn}_k (s)ds = (ns^{n−1}e^{sn}_k ; ):

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ e^{sn}_k ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ d ds e^{sn}_k = ns^{n−1}e^{sn}_k :

íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÎÁÄ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Z ÌÉ- ÎÅÊÎÏÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ.

âÏÌØÛÏÊ ÉÎÔÅÒÅÓ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÔÁËÖÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁ- ÌÙ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ s_1;::: ;s_n. úÄÅÓØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ

5] § 1. ðòåïâòáúïœáîéñ æõòøå ïóîïœîùè æõîëãéê 185

ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

(g; ) = ∫ � g(s) (s)ds;

ÇÄÅ ` | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ (2n − 1)-ÍÅÒÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Œ 2n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ n ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ s_1;::: ;s_n.

œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÕÁÎËÁÒÅ^{1)}, ÏÂÏÂÝÁÀÝÅÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ëÏÛÉ ÎÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ` ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÁËÖÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÅÆÏÒÍÉÒÏŒÁÎÁ (ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ) ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ ÅÅ ÇÒÁÎÉÃÁ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ, Á Œ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ` ÎÅ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÆÕÎËÃÉÉ g(s).

âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ` ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ∫ � (s)ds = ∞∫ −∞ (ff)dff

(ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÐÒÁŒÁ | ÐÏ ŒÓÅÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ). ðÒÉÍÅÒÏÍ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ, ÓÌÕÖÉÔ ĂÌÅÓÔÎÉÃÁ èÏÒÍÁÎ- ÄÅÒÁĄ; ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË s_1;::: ;s_n, ÇÄÅ s_2;::: ;s_n ŒÅ- ÝÅÓÔŒÅÎÎÙ É ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ŒÙÂÏÒÅ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ s_1 ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ËÏÎÔÕÒ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÊ (Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ s_1) ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÉ. æÕÎËÃÉÏÎÁÌ g, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(g; ) = ∫ � 1 P (s)

(s)ds;

ÇÄÅ ` | ÌÅÓÔÎÉÃÁ èÏÒÍÁÎÄÅÒÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (ÉÌÉ ÃÅÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ) P (s) ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ

P g = 1: (1)

œÏ ŒÔÏÒÏÍ ŒÙÐÕÓËÅ (ÇÌ. II, § 3, Ð. 3) ÂÕÄÅÔ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (s) ÔÁËÕÀ ÌÅÓÔÎÉÃÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Z^′ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (1) ŒÓÅÇÄÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ, ÄÁÌÅÅ, ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ` ÎÕÌÅŒÏÊ ÉÌÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (s) ∫ � (s)ds = 0:

1)óÍ. â. á. æÕËÓ, ôÅÏÒÉÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÈ, 1948, ÓÔÒ. 299.

186 çì. II. ðòåïâòáúïœáîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [6

ðÒÉÍÅÒÏÍ ÎÕÌÅŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÑŒÌÑ- ÀÝÅÅÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ËÏÎÔÕÒÁ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ s_1 ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (s), ÏÂÒÁÔÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ^1_{P (s)} ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ ÎÕÌÅŒÏÍ ËÏÎÔÕÒÅ `, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ

(g; ) = ∫ � 1 P (s)

(s)ds;

ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ P g = 0: (2)

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÅÒÅÈÏÄÑ Œ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÈ (1) É (2) Ë ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍ æÕÒØÅ (ÓÍ. ÎÉÖÅ, § 2), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ P ( i @ @x ) f = ‹(x) (3) É P ( i @ @x ) f = 0; (4)

ÇÄÅ ÐÏÄ ÚÁÐÉÓØÀ i^@_{@x} ÎÕÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ( i^@_{@x1} ;::: ;i^@_{@xn} ) . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ŒÙÐÕÓËÅ ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ Œ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ.

íÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÜÔÉ ÐÒÏÓÔÙÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ÆÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ.

6. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ S. íÙ ŒŒÅÌÉ Œ ËÏÎÃÅ § 1 ÇÌ. I ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ S ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ ’(x), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ

|x^kD^q ’(x)| ⩽ C_{kq} : (1)

îÁÊÄÅÍ ËÌÁÓÓ ÆÕÎËÃÉÊ, ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ æÕÒØÅ ÆÕÎË- ÃÉÊ ËÌÁÓÓÁ S^{1)}. ëÁÖÄÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ’(x) ∈ S ÏÂÌÁÄÁÅÔ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ËÌÁÓÓÉ- ÞÅÓËÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ

(ff) = ∫ ’(x)e^{i(x;ff)}dx;

1)éÚÌÁÇÁÅÍÙÅ Œ ÜÔÏÍ ÁÂÚÁÃÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÒÁÚŒÉÔÙ Œ § 1 ÇÌ. III ŒÔÏÒÏÇÏ ŒÙÐÕÓËÁ.

1] § 2. ïâïâýåîîùå æõîëãéé ïäîïçï ðåòåíåîîïçï 187

ÐÒÉÞÅÍ ÆÕÎËÃÉÑ (ff) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÓÉÌÕ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ

D^q (ff) = ∫ (ix)^q ’(x)e^{i(x;ff)}dx:

ôÁË ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ (ix)^q ’(x) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ŒÍÅÓÔÅ Ó ’(x) É ŒÓÅ ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÍÉ, ÔÏ ÆÕÎË- ÃÉÑ D^q (ff) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÂÙÓÔÒÅÅ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ^1_{|ff|} . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, ÆÕÎËÃÉÑ (ff) ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ff = (ff_1;::: ;ff_n) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍÉ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ÞÔÏ É ÆÕÎËÃÉÑ ’(x) ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x. íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ S ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ- ÓÑ Œ ÓÅÂÑ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÔÁË ËÁË ÔÁËÉÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÄÌÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ, ÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒÏ S ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÅÂÑ, Ô.Å. ËÁÖÄÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (ff) ∈ S ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÏÂÒÁÚ. íÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Œ S ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ ’ (x) ÐÅÒÅŒÏÄÉÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ Œ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ (ff), ÔÁËÖÅ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ Œ S.

éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (ff) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Z ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ S. (üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ É ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ: ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Z ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (ff) ∈ Z ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ É ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ ÐÒÉ |ff| → ∞ Ë ÎÕÌÀ ÂÙÓÔÒÅÅ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ^1_{|ff|} ; ÄÁÌÅÅ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ëÏÛÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÏ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔ (ff).) ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (ff) ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ Z ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Œ Z, ÔÏ ÏÎÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ É Œ ÓÍÙÓÌÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Œ S. äÁÌÅÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ K ŒÌÏÖÅÎÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ S ÐÌÏÔÎÏ, ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Z | ÔÁËÖÅ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÐÌÏÔÎÏ Œ S, ÔÁË ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ (ff) ∈ S ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÁË ÐÒÅÄÅÌ (ÐÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Œ S) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ (ff) ∈ Z.

§ 2. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. óÌÕÞÁÊ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ

1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ K É Z ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ É ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ É ÍÅÖÄÕ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁÍÉ ÎÁ ÜÔÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁÈ. íÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÍ ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁÈ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ, ÏÎÏ ÐÅÒÅÈÏÄÉÌÏ ÂÙ

188 çì. II. ðòåïâòáúïœáîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [1

Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÆÕÎËÃÉÅÊ É ÅÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ.

œÎÁÞÁÌÅ ÏÐÑÔØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ ÏÄÎÏÇÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏ- ÇÏ. ðÕÓÔØ f(x) | ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ É g(ff) | ÅÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) É ÅÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ (ff) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

(f;’) = ∞∫ −∞ f(x)’(x)dx = 1 2ı ∞∫ −∞ f(x) ∞∫ −∞ (ff)e^{−ixff} dff dx =

= 1 2ı ∞∫ −∞ (ff) ∞∫ −∞ f(x)e^{ixff} dx dff = 1 2ı ∞∫ −∞ g(ff) (ff)dff = 1 2ı (g; );

ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÏÂÙÞÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ðÁÒÓÅŒÁÌÑ; ÏÎÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÐÒÁ- ŒÅÄÌÉŒÙÍ É ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f(x) É ’(x), Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, É ÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ g(ff) É (ff), ÌÉÛØ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙ Œ ËŒÁÄÒÁÔÅ ÎÁ ÏÓÉ. òÁŒÅÎÓÔŒÏ ðÁÒÓÅŒÁÌÑ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ g(ff) ËÁË ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(g; ) = 2ı(f;’): (1)

œ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÅ ÏÎÏ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ g ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Z ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ g, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ (1), ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ F [f] ÉÌÉ ~f.

ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ F [f] ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÕÖÅ ÎÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ- ŒÅ K, Á Œ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Z.

äÌÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÏÂÙÞÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ æÕÒØÅ: P ( d ds ) F [f] = F [P (ix)f]; (2) F [ P ( d dx ) f ] = P (−is)F [f]; (3)

ÔÁË ÞÔÏ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÎÁ ix Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K^′ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Z^′ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÀ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K^′ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ −is Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Z.

2] § 2. ïâïâýåîîùå æõîëãéé ïäîïçï ðåòåíåîîïçï 189

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ P

(_d dx ) =^d_{dx} .

íÙ ÉÍÅÅÍ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

(F [ixf];F [’]) = 2ı(ixf;’) = 2ı(f;−ix’) =

= (F [f];F [−ix’]) = ( F [f];− d ds F [’] ) = ( d ds F [f];F [’] ) ; ÞÔÏ ÄÁÅÔ ÆÏÒÍÕÌÕ (2); ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ (3).

ïÂÒÁÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F^{−1} ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Z^′ É ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ g Œ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f ÐÏ ÔÏÊ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÅ (1) (ÞÉÔÁÅÍÏÊ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁÌÅŒÏ), ÔÁË ÞÔÏ

F^{−1}[F [f]] = f; F [ F^{−1}[g] ] = g;

(F^{−1}[g];’) = 1 2ı (g;F [’]): (4)

ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ F F [’(x)] = 2ı’(−x) (§ 1, Ð. 1, ÆÏÒÍÕ- ÌÁ (6)) ÌÅÇËÏ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ’, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ S:

(F F [f];F F [’(x)]) = 2ı(F [f];F [’(x)]) = (2ı)^2(f;’(x)):

îÏ ÓÌÅŒÁ ŒÍÅÓÔÏ F F [’(x)] ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ 2ı’(−x). óÏËÒÁÝÁÑ ÎÁ 2ı É ÚÁÍÅÎÑÑ x ÎÁ −x, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

(F F [f];’(x)) = (2ıf;’(−x));

Ô.Å.

F F [f(x)] = 2ıf(−x); (5)

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.

2. ðÒÉÍÅÒÙ. 1. îÁÊÄÅÍ F [‹]. óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

(~‹; ~’) = 2ı(‹;’) = 2ı’(0) = ∞∫ −∞ (ff)dff = (1; );

ÏÔËÕÄÁ

F [‹] ≡ ~‹ = 1; F^{−1}[1] = ‹: (1)

190 çì. II. ðòåïâòáúïœáîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2

2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÎÁÊÄÅÍ F [1]:

(~1; ~’) = 2ı(1;’) = 2ı ∞∫ −∞ ’(x)dx = 2ı ∞∫ −∞ ’(x)e^{−ix·0}dx =

= 2ı (0) = 2ı(‹; );

ÏÔËÕÄÁ

F [1] = ~1 = 2ı‹; F^{−1}[‹] = 1 2ı : (2)

3. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (2){(3) ÎÁÈÏÄÉÍ:

F [P (x)] = F [P (x) · 1] = P ( −i d ds ) ~1 = 2ıP ( −i d ds ) ‹(s); (3) F [ P ( d dx ) ‹(x) ] = P (−is)~‹ = P (−is) · 1 = P (−is): (4)

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, F [ ‹^{(2m)}(x) ] = (−1)^ms^{2m}; F [ ‹^{(2m+1)}(x) ] = (−1)^{m+1}is^{2m+1}: } (5)

4. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (n − 1)-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

ny^{(n−1)}(x) = xy(x) (6)

ÐÏÓÌÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

n(−iff)^{(n−1)}u(ff) = −i du(ff) dff (u = ~y): (7)

ôÁË ËÁË ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (n − 1)-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (6) ÉÍÅÅÔ n − 1 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉ- ÍÙÈ (ÏÂÙÞÎÙÈ) ÒÅÛÅÎÉÊ, ÔÏ É ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (7) ÉÍÅÅÔ n − 1 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁÄ Z. íÙ ÕÖÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌÉ ÜÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ Œ Ð. 5 § 1.

5. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÔ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ e^{bx}. œÏÓÐÏÌØÚÕ- ÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÒÑÄ

e^{bx} = ∞∑ n=0 b^nx^n n!

2] § 2. ïâïâýåîîùå æõîëãéé ïäîïçï ðåòåíåîîïçï 191

ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K^′; ÜÔÏ ÐÏÚŒÏÌÉÔ ŒÙÞÉ- ÓÌÉÔØ ~e^{bx} ÐÕÔÅÍ ÐÏÞÌÅÎÎÏÇÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F Ë ÜÔÏÍÕ ÒÑÄÕ. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ (ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÙ (5){(6) Ð. 4 § 1)

~ebx =^∞ ∑ n=0 b^n n! ~x^n = 2ı ∞∑ 0 b^n n! ( −i d ds )_n ‹(s) = 2ı‹(s − ib): (8)

æÏÒÍÕÌÁ (8) ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ Õ ÞÁÓÔÏ ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÉÈÓÑ ÆÕÎËÃÉÊ sin bx, cosbx, shbx, chbx:

F [sinbx] = F [ e^{ibx} − e^{−ibx} 2i ] = iı[‹(s − b) − ‹(s + b)]; (9)

F [cosbx] = F [ e^{ibx} + e^{−ibx} 2 ] = ı[‹(s − b) + ‹(s + b)]; (10)

F [shbx] = F [ e^{bx} − e^{−bx} 2 ] = ı[‹(s − ib) − ‹(s + ib)]; (11)

F [chbx] = F [ e^{bx} + e^{−bx} 2 ] = ı[‹(s − ib) + ‹(s + ib)]: (12)

6. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍÙÈ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ S. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÐÅÒŒÏÎÁÞÁÌØÎÏ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ë, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎ ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ S (ÓÍ. ÇÌ. 1, § 1, Ð. 10). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ g = ~f ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f ÔÁËÖÅ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ (Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Z) ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ S.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÆÏÒÍÕÌÁ

(g; ) = 2ı(f;’); = ~’; (13)

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ g ÓÒÁÚÕ ÎÁ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ , ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÊ ’; ÐÏÓËÏÌØËÕ ’ ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ ÐÒÏÓ- ÔÒÁÎÓÔŒÏ S, ÆÕÎËÃÉÑ ÔÁËÖÅ ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ S. ôÁË ËÁË ÉÚ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Ë ÎÕÌÀ ÆÕÎËÃÉÊ ∈ S ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ Ë ÎÕÌÀ ÉÈ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ ’ (x) ∈ S (ÏÂÅ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ S), ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ g ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ ÎÁ S. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ (ff) → 0, ÔÏ (g; ) = 2ı(f;’ ) → 0.

éÔÁË, ÆÏÒÍÕÌÏÊ (13) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ g ÎÁ S. îÏ ÄÌÑ ∈ Z ÏÎ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, Ó ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ ~f ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ë. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ~f ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ Ó Z ÎÁ S, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

192 çì. II. ðòåïâòáúïœáîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÆÉ- ÎÉÔÎÙÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ É ŒÓÅÈ ÏÂÙÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ, Á ÔÁËÖÅ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁÍÉ ÎÁ S. ôÁËÏŒÙ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ~x^–_+; ~x^–_−; ~|x|^– É ~|x|^– sgnx, ËÏÔÏ- ÒÙÅ ÍÙ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÐÕÎËÔÅ 3.

7. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÔ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. œÓÑËÁÑ ÐÅÒÉÏ- ÄÉÞÅÓËÁÑ (Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ 2ı) ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f(x), ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ Ð. 4 § 2 ÇÌ. I, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÒÑÄÁ æÕÒØÅ

f(x) = ∞∑ −∞ c_ne^{inx}; (14)

ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (ÄÁÖÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ S^′).

ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ (14) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÐÏÞÌÅÎÎÏ (ÞÔÏ ÚÁËÏÎÎÏ Œ ÓÉÌÕ ÅÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ) É ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÒÁ 5, ÎÁÈÏÄÉÍ:

~f(x) =^∞ ∑ −∞ c_n‹(s + n): (15)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ~f(x), ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÊ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ S^′, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ ÎÁ ÓÞÅÔÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅË n = 0;±1;±2;:::

3. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ x^–_+, x^–_−, |x|^–, |x|^– sgnx. ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ x^–_+. ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÓÎÁÞÁÌÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ –, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ −1 < Re – < 0.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ

F [x^–_+e^{−fi x}] = ∞∫ 0 x^–e^{iffx}e^{−fi x}dx = ∞∫ 0 x^–e^{isx}dx (1)

ÄÌÑ fi = Im s > 0, ÔÁË ÞÔÏ 0 < args < ı. üÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ëÏÇÄÁ fi → +0, x^–_+e^{−fi x} ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë x^–_+ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÔ x^–_+e^{−fi x} ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÉÓËÏÍÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ æÕÒØÅ ÏÔ x^–_+ .

œÙÞÉÓÌÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (1) Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ

isx = −; isdx = −d; x = − is ; dx = − d is ;

3] § 2. ïâïâýåîîùå æõîëãéé ïäîïçï ðåòåíåîîïçï 193

íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÒÉ ÜÔÏÍ

F [x^–_+e^{−fi x}] = ( e^{i ß2} s )_{–+1} ∫ L –e^−d;

ÇÄÅ ÐÕÔØ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ L ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÌÕÞ, ÉÄÕÝÉÊ ÉÚ 0 Œ ∞, Ó ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ arg = args −^ı_2 . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, − ı 2 < arg < ı 2 : îÏ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ e^− ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÕÂÙŒÁÅÔ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ëÏÛÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÒÁŒÅÎ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ÐÏ ÐÏÌÕÏÓÉ > 0, Ô.Å. ∞∫ 0 –e^−d = `(– + 1);

ÔÁË ÞÔÏ

F [x^–_+e^{−fi x}] = ie^{i– ß2} (ff + ifi)^{−–−1}`(– + 1):

ôÁË ËÁË ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ −1 < Re – < 0, ÔÏ É

−1 < Re(−– − 1) < 0:

óÏŒÅÒÛÁÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ ÐÒÉ fi → +0, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ (ÓÍ. ÇÌ. I, § 3, Ð. 6)

F [x^–_+] = ie^{i– ß2} `(– + 1)(ff + i0)^{−–−1}: (2)

œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ^{1)} ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ŒÅÒÎÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ – ≠ −1;−2;::: åÓÌÉ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

1)úÄÅÓØ (É ÞÁÓÔÏ ÄÁÌØÛÅ) ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ f_˘ É g_˘ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÚÁŒÉÓÑÝÉÅ ÏÔ ˘ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ G, É ÐÕÓÔØ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ Œ ÍÅÎØÛÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ G_1 ⊂ G ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ g_˘ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f_˘ : g_˘ = ~f_˘. ðÅÒŒÏÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏŒÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ˘ (f_˘; ’) É (g_˘; ); (∗) ÇÄÅ ’ É | ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÙ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ G, Á ŒÔÏÒÏÅ, | ÞÔÏ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ G_1, ÅÓÌÉ = ~’, ÆÕÎËÃÉÉ (∗) ÓŒÑÚÁÎÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ (g_˘; ) = 2ß(f_˘; ’): (∗∗) œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (∗∗) ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ G É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Œ ÏÂÌÁÓÔÉ G ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ g_˘ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f_˘.

194 çì. II. ðòåïâòáúïœáîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3

ÎÁ `(– + 1), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÐÒÁŒÁ É ÓÌÅŒÁ ÃÅÌÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ –, É ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ – F [ x^–_+ `(– + 1) ] = ie^{i– ß2} (ff + i0)^{−–−1}: (3)

íÏÖÎÏ ÅÝÅ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ (ff + + i0)^{−–−1} (ÓÍ. ÇÌ. 1, § 3). ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÒÉ – ≠ 0;±1;±2;:::

F [x^–_+] = i`(– + 1) [ e^{i– ß2} ff^{−–−1}_+ − e^{−i– ß2} ff^{−–−1}_− ] ; (4)

ÐÒÉ – = n (n = 0;1;2;:::)

F [x^n_+] = i^{n+1}[n!ff^{−n−1} + (−1)^{n+1}iı‹^{(n)}(ff)]: (5)

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, F [x^0_+] ≡ F [„(x)] = iff^{−1} + ı‹(ff); (6) F [x^1_+] ≡ F [x_+] = −ff^{−2} − iı‹^′(ff) (7)

É Ô.Ä.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ É ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÔ x^–_−. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉŒ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ −1 < Re – < 0, ŒÙÞÉÓÌÉÔØ F [x^–_−e^{−fi x}], ÇÄÅ fi < 0, Á ÚÁÔÅÍ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ fi → −0. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ:

F [x^–_−e^{−fi x}] = 0∫ ∞ |x^–|e^{iffx}e^{−fi x}dx = ∞∫ 0 t^–e^{−ist}dt = ( − i s )_{–+1} `(– + 1):

ïÔÓÀÄÁ ÄÌÑ – ≠ −1;−2;:::

F [x^–_−] = −ie^{−i– ß2} `(– + 1)(ff − i0)^{−–−1} (8)

É ÐÒÉ ŒÓÅÈ – F [ x^–_− `(– + 1) ] = −ie^{−i– ß2} (ff − i0)^{−–−1}: (9)

ðÒÉ – ≠ 0;±1;±2;:::, ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (ff − i0)^{−–−1}, ÎÁÈÏÄÉÍ:

F [x^–_−] = i`(– + 1) [ e^{i– ß2} ff^{−–−1}_− − e^{−i– ß2} ff^{−–−1}_+ ] : (10)

ðÒÉ – = n (n = 0;1;2;:::) ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

F [x^n_−] = i^{n+1}[(−1)^{n+1}n!ff^{−n−1} − iı‹^{(n)}(ff)]: (11)

3] § 2. ïâïâýåîîùå æõîëãéé ïäîïçï ðåòåíåîîïçï 195

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ |x|^– É |x^–|sgnx. óËÌÁÄÙ- ŒÁÑ É ŒÙÞÉÔÁÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (4) É (10), ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ: ÐÒÉ – ≠ 0;±1;±2;:::

F [|x|^–] ≡ F [x^–_+] + F [x^–_−] = −2`(– + 1)sin –ı 2 |ff|^{−–−1}; (12)

F [|x|^– sgnx] ≡ F [x^–_+] − F [x^–_−] = 2i`(– + 1)cos –ı 2 |ff|^{−–−1} sgnff: (13)

òÁÚÄÅÌÑÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (12) ÎÁ`

(_{–+1} 2 ) É ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÆÏÒ- ÍÕÌÕ ÕÄŒÏÅÎÉÑ ÄÌÑ ÇÁÍÍÁ-ÆÕÎËÃÉÉ^{1)}, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÉÚÑÝÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÄÌÑ ÃÅÌÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f_–(x) = 2^{− ˘2 |x|˘}_�(_{˘+12} ) :

F [f_–(x)] = F [ 2^{− ˘2} |x|^– ` (_{–+1} 2 ) ] = √ 2ı 2^{˘+12} |ff|^{−–−1} ` ( −^–_2 ) = √ 2ıf_{−–−1}(ff): (12^′)

ðÒÅÏÂÒÁÚÕÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÆÏÒÍÕÌÕ (13) É ÐÏÌÁÇÁÑ g_–(x) =^{2−} ˘ 2 |x^˘| sgn x

�(^{˘+2}_2 ) , ÎÁÈÏÄÉÍ

F [g_–(x)] = √ 2ıi 2^{˘+12} |ff|^{−–−1} sgnff ` (_{−–+1} 2 ) = √ 2ıig_{−–−1}(ff): (13^′)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÒÉ – = n (n = 0;1;2;:::) ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ (5) É (11) ÎÁÈÏÄÉÍ F [|x|^n] ≡ F [x^n_+] + F [x^n_−] =

= i^{n+1}[(1 + (−1)^{n+1})ff^{−n−1}n! + ((−1)^{n+1} − 1)iı‹^{(n)}(ff)];

(14)

F [|x|^n sgnx] ≡ F [x^n_+] − F [x^n_−] = = i^{n+1}[(1 − (−1)^{n+1})ff^{−n−1}n! + ((−1)^{n+1} + 1)iı‹^{(n)}(ff)]: (15)

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ n ÞÅÔÎÏÇÏ, n = 0;2;::: ;2k;::: ; F [x^{2k} ] = (−1)^k2ı‹^{(2k)}(ff); (16) F [|x|^{2k} sgnx] = 2i(−1)^k(2k)!ff^{−2k−1}; (17)

Á ÄÌÑ n ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ, n = 1;3;::: ;2k + 1;::: ; F [x^{2k+1}] = 2ıi(−1)^{k+1}‹^{(2k+1)}(ff); (18) F [|x|^{2k+1}] = 2(−1)^{k+1}(2k + 1)!ff^{−2k−2}: (19)

1)ç.í. æÉÈÔÅÎÇÏÌØÃ, ëÕÒÓ, Ô. 2, 1949, ÓÔÒ. 784.

196 çì. II. ðòåïâòáúïœáîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4

ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ |x|^– É |x|^– sgnx ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ É ÐÒÉ ÃÅÌÙÈ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ –; ÐÅÒŒÁÑ | ÐÒÉ ÞÅÔÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉ- ÑÈ – = −2k − 2, ŒÔÏÒÁÑ | ÐÒÉ ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ – = −2k − 1 (k = 0;1;2;::: ). æÏÒÍÕÌÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÏÂÏÂÝÅÎ- ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ (12) É (13), ÅÓÌÉ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÎÉÍ ÅÝÅ ÒÁÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F , ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ F F [f(x)] = 2ıf(−x) (§ 2, Ð. 1, ÆÏÒÍÕÌÁ (5)) É Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÚÁÍÅÎÉÔØ x ÎÁ ff É ff ÎÁ x. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

F [x^{−2k−2}] = (−1)^{k+1} ı (2k + 1)!

|ff|^{2k+1}; (20)

F [x^{−2k−1}] =

(−1)^kiı (2k)!

|ff|^{2k} sgnff: (21)

íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ (12) É (13) ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÏÊ – = −2k − 2 É – = −2k − 1 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

üÔÉÍ ÖÅ ÐÒÉÅÍÏÍ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ŒÔÏÒÉÞÎÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F Ë ÆÏÒÍÕÌÁÍ (3) É (9) É ÚÁÍÅÎÑÑ −– − 1 ÎÁ –, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ æÕÒØÅ ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (x + i0)^– É (x − i0)^–:

F [(x + i0)^–] =

2ıe^{i– ß2} `(−–) ff^{−–−1}

− ; (22)

F [(x − i0)^–] =

2ıe^{−i– ß2} `(−–) ff^{−–−1}

+ : (23)

ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ÚÄÅÓØ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓŒÅÄÅÎÙ Œ ÔÁÂÌÉÃÕ ÎÁ ÓÔÒ. 197.

4. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ x^–_+ lnx_+ É ÁÎÁÌÏ- ÇÉÞÎÙÈ^{1)}. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÐÏ – ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ, ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÏŒÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ æÕÒØÅ. ôÁË, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ (2) ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ, ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ: ÐÒÉ – ≠ −1;−2;:::

F [x^–_+ lnx_+] = ie^{i– ß2} { `^′(– + 1)(ff + i0)^{−–−1} −

− `(– + 1)(ff + i0)^{−–−1} ln(ff + i0) + i ı 2 `(– + 1)(ff + i0)^{−–−1} } = = ie^{i– ß2} {[ `^′(– + 1) + i ı 2 `(– + 1) ] (ff + i0)^{−–−1} −

− `(– + 1)(ff + i0)^{−–−1} ln(ff + i0) } : (1)

1)ðÒÉ ÐÅÒŒÏÍ ÞÔÅÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÜÔÏÔ ÐÕÎËÔ ÐÒÏÐÕÓÔÉÔØ. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÅÇÏ ÐÒÉŒÅÄÅÎÙ Œ ËÏÎÃÅ ËÎÉÇÉ Œ ÓŒÏÄÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ æÕÒØÅ.

4] § 2. ïâïâýåîîùå æõîëãéé ïäîïçï ðåòåíåîîïçï 197

ôÁÂÌÉÃÁ 1 ĆĆ Ð/Ð ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ åÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 1 |x|^– (– ≠ −1;−3;:::) −2sin^{–ı}_2 `(– + 1)|ff|^{−–−1} 2 f_–(x) = 2^{− ˘2 |x|˘}_�(_{˘+12} ) √ 2ıf_{−–−1}(ff) 3 |x^–|sgnx (– ≠ −2;−4;:::) 2icos^{–ı}_2 `(– + 1)|ff|^{−–−1} sgnff 4 g_–(x) = 2^{− ˘2 |x|˘ sgn x}_�(_{˘+22} ) √ 2ıig_{−–−1}(ff) 5 x^m 2(−i)^mı‹^{(m)}(ff) 6 x^{−m imı}_{(m−1)!} ff^{m−1} sgnff 7 x^{−1} iı sgnff 8 x^{−2} −ı|ff| 9 x^–_+ (– ≠ −1;−2;:::) i`(– + 1) [ e^{i– ß2} ff^{−–−1}_+ − − e^{−i– ß2} ff^{−–−1}_− ] = = ie^{i– ß2} `(– + 1)(ff + i0)^{−–−1} *) 10 x^n_+ i^{n+1}n!ff^{−n−1} + (−i)^nı‹^{(n)}(x) 11 „(x) iff^{−1} + ı‹(ff) 12 x^–_− (– ≠ −1;−2;:::) i`(– + 1) [ e^{i– ß2} ff^{−–−1}_− − − e^{−i– ß2} ff^{−–−1}_+ ] = = −ie^{−i– ß2} `(– + 1)(ff − i0)^{−–−1} *)

13 (x + i0)^{– 2ı}_{�(−–)} e^{i– ß2} ff^{−–−1}_− 14 (x − i0)^{– 2ı}_{�(−–)} e^{−i– ß2} ff^{−–−1}_+ *) ðÅÒŒÏÅ | ÐÒÉ – ≠ 0;±1;±2;:::

198 çì. II. ðòåïâòáúïœáîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ (8) Ð. 3, ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ – ≠ −1;−2;:::

F [x^–_− lnx_−] = −ie^{−i– ß2} {[ `^′(– + 1) − i ı 2 `(– + 1) ] (ff − i0)^{−–−1} −

− `(– + 1)(ff − i0)^{−–−1} ln(ff − i0) } : (2)

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÁÇÁÑ – = 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

F [lnx_+] = i {( `^′(1) + i ı 2 ) (ff + i0)^{−1} − (ff + i0)^{−1} ln(ff + i0) } ; (3)

F [lnx_−] = −i {( `^′(1) − i ı 2 ) (ff − i0)^{−1} − (ff − i0)^{−1} ln(ff − i0) } : (4)

óËÌÁÄÙŒÁÑ É ŒÙÞÉÔÁÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (1){(2), ÎÁÈÏÄÉÍ:

F [|x|^– ln |x|] = ie^{i– ß2} [ `^′(– + 1) + i ı 2 `(– + 1) ] (ff + i0)^{−–−1} −

− ie^{−i– ß2} [ `^′(– + 1) − i ı 2 `(– + 1) ] (ff − i0)^{−–−1} −

− ie^{i– ß2} `(– + 1)(ff + i0)^{−–−1} ln(ff + i0) + + ie^{−i– ß2} `(– + 1)(ff − i0)^{−–−1} ln(ff − i0);

(5)

F [|x|^– ln |x|sgnx] = ie^{i– ß2} [ `^′(– + 1) + i ı 2 `(– + 1) ] (ff + i0)^{−–−1} +

+ ie^{−i– ß2} [`^′(– + 1) − i ı 2 `(– + 1)](ff − i0)^{−–−1} −

− ie^{i– ß2} `(– + 1)(ff + i0)^{−–−1} ln(ff + i0) − − ie^{−i– ß2} `(– + 1)(ff − i0)^{−–−1} ln(ff − i0):

(6)

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ – = 0 ÉÍÅÅÍ:

F [ln |x|] = i [ `^′(1) + i ı 2 ] (ff + i0)^{−1} − i [ `^′(1) − i ı 2 ] (ff − i0)^{−1} −

− i(ff + i0)^{−1} ln(ff + i0) + i(ff − i0)^{−1} ln(ff − i0); (7) F [ln |x|sgnx] = i [ `^′(1) + i ı 2 ] (ff + i0)^{−1} + i [ `^′(1) − i ı 2 ] (ff − i0)^{−1} −

− i(ff + i0)^{−1} ln(ff + i0) − i(ff − i0)^{−1} ln(ff − i0): (8) ðÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ – → −2k Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (5) É – → −2k − 1 Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (6) ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÎÁÊÔÉ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ F [x^{−2k} ln|x|] É F [x^{−2k−1} ln|x|]. íÙ ÎÁÊÄÅÍ ÜÔÉ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÎÉÖÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÙÍ ÐÕÔÅÍ.

4] § 2. ïâïâýåîîùå æõîëãéé ïäîïçï ðåòåíåîîïçï 199

ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ x^{−n}_+ , x^{−n}_− , x^{−n}_+ lnx_+, x^{−n}_− lnx_− ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÙ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÑÄÏŒ ìÏÒÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÊ x^–_+ É x^–_− Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ – = −n. ëÁË ÍÙ ÐÏÍÎÉÍ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ìÏÒÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ x^–_+ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ – = −n ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

x^–_+ =

(−1)^{n−1}‹^{(n−1)}(x) (n − 1)!(– + n)

+ x^{−n}_+ + (– + n)x^{−n}_+ ln x_+ + :::

ðÏÞÌÅÎÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ

F [x^–_+] = F [ (−1)^{n−1}‹^{(n−1)}(x) (n − 1)!(– + n) ] + F [x^{−n}_+ ] + (– + n)F [x^{−n}_+ lnx_+] + ::: (9) ðÏÜÔÏÍÕ, ÒÁÚÌÁÇÁÑ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ – + n ÆÕÎËÃÉÀ

F [x^–_+] = ie^{i– ß2} `(– + 1)(ff + i0)^{−–−1} (10)

É ÐÒÉÒÁŒÎÉŒÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ÒÑÄÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍ ÒÑÄÁ (9), ÍÙ ÎÁÊÄÅÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ æÕÒØÅ ÏÔ x^{−n}_+ ;x^{−n}_+ lnx_+;::: úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ e^{i– ß2} É (ff +i0)^{−–−1} | ÃÅÌÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, Á `(– + 1) ÉÍÅÅÔ ÐÒÉ – = −1 ÐÏÌÀÓ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ (10) ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ – + n ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ËÁË ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÒÑÄÁ ôÅÊÌÏÒÁ ÆÕÎËÃÉÉ (ff + i0)^{−–−1} É ÒÑÄÁ ìÏÒÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ

A(–) = ie^{i– ß2} `(– + 1):

ðÅÒŒÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÒÑÄÏŒ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

(ff + i0)^{−–−1} = ff^{n−1} − (– + n)ff^{n−1} ln(ff + i0) + + 1 2 (– + n)^2ff^{n−1} ln^2(ff + i0) + ::: ; (11)

Á ŒÔÏÒÏÊ ÍÙ ÚÁÐÉÛÅÍ Œ ÆÏÒÍÅ

A(–) = a^{(n)}_{−1} – + n

+ a^{(n)}_0 + a^{(n)}_1 (– + n) + ::: (12)

200 çì. II. ðòåïâòáúïœáîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4

ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a^{(n)}_{−1} ;a^{(n)}_0 ;::: ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÑŒÎÏ; ÎÉÖÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÙ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÅÒÅÍÎÏÖÁÑ ÒÑÄÙ (11) É (12), ÎÁÈÏÄÉÍ: ie^{i– ß2} `(– + 1)(ff + i0)^{−–−1} = = a^{(n)}_{−1} – + n ff^{n−1} + [a^{(n)}_0 ff^{n−1} − a^{(n)}_{−1} ff^{n−1} ln(ff + i0)] +

+ (– + n)[a^{(n)}_1 ff^{n−1} − a^{(n)}_0 ff^{n−1} ln(ff + i0) + 1 2 a^{(n)}_{−1} ff^{n−1} ln^2(ff + i0)] + ::: (13) ðÒÉÒÁŒÎÉŒÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ (9) É (13), ÐÏÌÕÞÁÅÍ: F [x^{−n}_+ ] = a^{(n)}_0 ff^{n−1} − a^{(n)}_{−1} ff^{n−1} ln(ff + i0); (14) F [x^{−n}_+ ln x_+] = a^{(n)}_1 ff^{n−1} − a^{(n)}_0 ff^{n−1} ln(ff + i0) + + 1 2 a^{(n)}_{−1} ff^{n−1} ln^2(ff + i0): (15) áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÏŒÏÄÑÔÓÑ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÊ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ x^{−n}_− , x^{−n}_− lnx_− É Ô.Ä. éÓÈÏÄÉÍ ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ìÏÒÁÎÁ

x^–_− =

‹^{(n−1)}(x) (n − 1)!(– + n)

+ x^{−n}_− + (– + n)x^{−n}_− lnx_− + ::: ;

Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ

F [x^–_−] = F [ ‹^{(n−1)}(x) (n − 1)!(– + n) ] + F [x^{−n}_− ] + (– + n)F [x^{−n}_− lnx_−] + ::: (16)

ðÏÓËÏÌØËÕ F [x^–_−] = −ie^{−i– ß2} `(– + 1)(ff − i0)^{−–−1};

ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÅ ÎÁÓ ÆÏÒÍÕÌÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÐÏÓÌÅÄ- ÎÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ (– + n) É ÐÒÉÒÁŒÎÉŒÁÎÉÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ÒÑÄÁ É ÒÑÄÁ (16). íÙ ÉÍÅÅÍ: (ff − i0)^{−–−1} = ff^{n−1} − (– + n)ff^{n−1} ln(ff − i0) + + 1 2 (– + n)^2ff^{n−1} ln^2(ff − i0) + ::: ;

(17)

−ie^{−i– ß2} `(– + 1) ≡ B(–) = b^{(n)}_{−1} – + n

+ b^{(n)}_0 + b^{(n)}_1 (– + n) + ::: ; (18)

4] § 2. ïâïâýåîîùå æõîëãéé ïäîïçï ðåòåíåîîïçï 201

ÏÔËÕÄÁ

F [x^–_−] = b^{(n)}_{−1} – + n ff^{n−1} + [b^{(n)}_0 ff^{n−1} − b^{(n)}_{−1} ff^{n−1} ln(ff − i0)] + + (– + n)[b^{(n)}_1 ff^{n−1} − b^{(n)}_0 ff^{n−1} ln(ff − i0)] + + 1 2 b^{(n)}_{−1} ff^{n−1} ln^2(ff − i0) + :::

(19)

ðÒÉÒÁŒÎÉŒÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ Œ (16) É (19), ÐÏÌÕÞÁÅÍ: F [x^{−n}_− ] = b^{(n)}_0 ff^{n−1} − b^{(n)}_{−1} ff^{n−1} ln(ff − i0); (20) F [x^{−n}_− lnx_−] = b^{(n)}_1 ff^{n−1} − b^{(n)}_0 ff^{n−1} ln(ff − i0) + + 1 2 b^{(n)}_{−1} ff^{n−1} ln^2(ff − i0); (21) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

îÁÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ:

|x|^{−n}; |x|^{−n} sgnx; |x|^{−n} ln|x| É |x|^{−n} ln|x|sgn x:

òÁÚÌÏÖÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ |x|^– Œ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ – = −2k: |x|^– = x^{−2k} + (– + 2k)x^{−2k} ln|x| + :::

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ: F [|x|^–] = F [x^{−2k}] + (– + 2k)F [x^{−2k} ln|x|] + ::: (22) ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÍÅÅÍ: F [|x|^–] = −2sin –ı 2 `(– + 1)|ff|^{−–−1}:

ðÏÌÏÖÉÍ C(–) = −2sin –ı 2 `(– + 1): (23) üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉ – = −2k ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ, ÔÁË ÞÔÏ C(–) = c^{(2k)}_0 + (– + 2k)c^{(2k)}_1 + ::: (24) äÁÌÅÅ, Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ – = −2k |ff|^{−–−1} = |ff|^{2k−1} − (– + 2k)|ff|^{2k−1} ln|ff| + ::: (25)

202 çì. II. ðòåïâòáúïœáîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4

ðÅÒÅÍÎÏÖÁÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (24) É (25) É ÓÒÁŒÎÉŒÁÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ó ÒÁÚÌÏÖÅ- ÎÉÅÍ (22), ÎÁÈÏÄÉÍ:

F [x^{−2k}] = c^{(2k)}_0 |ff|^{2k−1} (26) (ÓÒ. ŒÙÛÅ ÆÏÒÍÕÌÕ (20) Ð. 3), F [ x^{−2k} ln |x| ] = c^{(2k)}_1 |ff|^{2k−1} − c^{2k}_0 |ff|^{2k−1} ln|ff|: (27) ðÒÏÄÏÌÖÉŒ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (22), (24) É (25), ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÎÁÊÔÉ F [x^{−2k} ln^2 |x|] É Ô.Ä.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÍ |x|^– sgnx Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ – = −2k − 1:

|x|^– sgnx = x^{−2k−1} + (– + 2k + 1)x^{−2k−1} ln|x| + ::: ðÒÉÍÅÎÑÑ ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

F [|x|^– sgnx] = F [x^{−2k−1}] + (– + 2k + 1)F [x^{−2k−1} ln|x|] + ::: (28) ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, F [|x|^– sgnx] = iD(–)|ff|^{−–−1} sgnff; ÇÄÅ D(–) = 2cos –ı 2 `(– + 1): (29) òÁÚÌÏÖÉÍ ÆÕÎËÃÉÉ D(–) É |ff|^{−–−1} sgnff ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ – + 2k + 1: D(–) = d^{(2k+1)}_0 + (– + 2k + 1)d^{(2k+1)}_1 + ::: ; (30) |ff|^{−–−1} sgnff = |ff|^{2k} sgnff − (– + 2k + 1)|ff|^{2k} ln|ff|sgnff + ::: (31) ðÅÒÅÍÎÏÖÁÑ (30) É (31) É ÓÒÁŒÎÉŒÁÑ Ó (28), ÎÁÈÏÄÉÍ: F [x^{−2k−1}] = id^{(2k+1)}_0 |ff|^{2k} sgnff (32) (ÓÒ. ÆÏÒÍÕÌÕ (21) Ð. 3),

F [x^{−2k−1} ln|x|] = id^{(2k+1)}_1 |ff|^{2k} sgnff − id^{(2k+1)}_0 |ff|^{2k} ln|ff|sgn ff (33) É Ô.Ä.

ôÅÐÅÒØ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ |x|^{−n} É |x|^{−n} ln |x| ÐÒÉ ÎÅÞÅÔÎÙÈ n É ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ |x|^{−n} sgnx É |x|^{−n} ln|x|sgnx ÐÒÉ ÞÅÔÎÙÈ n. íÙ

4] § 2. ïâïâýåîîùå æõîëãéé ïäîïçï ðåòåíåîîïçï 203

ÎÁÊÄÅÍ ÜÔÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÔÅÍ ÖÅ ÐÕÔÅÍ, ÔÏÌØËÏ Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ŒÍÅÓÔÏ ÒÑÄÏŒ ôÅÊÌÏÒÁ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÒÑÄÁÍÉ ìÏÒÁÎÁ.

òÁÚÌÏÖÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ |x|^– Œ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ – = −2k − 1:

|x|^– = 2

‹^{(2k)}(x) (2k)! 1 – + 2k + 1

+ |x|^{−2k−1} + (– + 2k + 1)|x|^{−2k−1} ln |x| + :::

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ:

F [|x|^–] = 2

F [‹^{(2k)}(x)] (2k)! 1 – + 2k + 1

+ F [|x|^{−2k−1}] +

+ (– + 2k + 1)F [|x|^{−2k+1} ln|x|] + ::: (34)

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ

C(–) = c^{(2k+1)} −1 – + 2k + 1

+ c^{(2k+1)}

0 + (– + 2k + 1)c^{(2k+1)}_1 + ::: (35) É |ff|^{−–−1} = ff^{2k} − (– + 2k + 1)ff^{2k} ln|ff| + 1 2 (– + 2k + 1)^2ff^{2k} ln^2 |ff| + ::: ; (36)

ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

F [|x|^–] = c^{(2k+1)}

−1 ff^{2k} – + 2k + 1 + [ c^{(2k+1)}

0 ff^{2k} − c^{(2k+1)}_{−1} ff^{2k} ln|ff| ] + + (– + 2k + 1) [ c^{(2k+1)}

1 ff^{2k} − c^{(2k+1)}_0 ff^{2k} ln |ff| + + 1 2 c^{(2k+1)}

−1 ff^{2k} ln^2 |ff| ] + ::: (37)

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

F [|x|^{−2k−1}] = c^{(2k+1)}_0 ff^{2k} − c^{(2k+1)}_{−1} ff^{2k} ln|ff|; (38)

F [|x|^{−2k−1} ln |x|] = c^{(2k+1)}_0 ff^{2k} − c^{(2k+1)}_{−1} ff^{2k} ln |ff| + 1 2 c^{(2k+1)}

−1 ff^{2k} ln^2 |ff|; (39) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

204 çì. II. ðòåïâòáúïœáîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÍ Ó ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ |x|^– sgnx Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ – = −2k:

|x|^– sgnx = 2

‹^{(2k−1)}(x) (2k − 1)! 1 – + 2k

+ |x|^{−2k} sgnx + + (– + 2k)|x|^{−2k} ln |x|sgnx + ::: ;

F [|x|^– sgnx] = 2

F [‹^{(2k−1)}(x)] (2k − 1)! 1 – + 2k

+ F [|x|^{−2k} sgnx] + + (– + 2k)F [|x|^{−2k} ln |x|sgnx] + ::: (40) ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ

|ff|^{−–−1} sgnff = ff^{2k−1} − (– + 2k)ff^{2k−1} ln|ff| + 1 2 (– + 2k)^2ff^{2k−1} ln^2 |ff|; (41) É D(–) = d^{(2k)}_{−1} – + 2k

+ d^{(2k)}_0 + (– + 2k)d^{(2k)}_1 + ::: ; (42) ÎÁÈÏÄÉÍ:

D(–)|ff|^{−–−1} sgnff = d^{(2k)}_{−1} – + 2k ff^{2k−1} + [ d^{(2k)}_0 ff^{2k−1} − d^{(2k)}_{−1} ff^{2k−1} ln |ff| ] + + (– + 2k)[d^{(2k)}_1 ff^{2k−1} − d^{(2k)}_0 ff^{2k−1} ln|ff| + 1 2 d^{(2k)}_{−1} ff^{2k−1} ln^2 |ff|] + ::: (43)

óÒÁŒÎÉŒÁÑ (40) É (43), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ: F [|x|^{−2k} sgnx] = id^{(2k)}_0 ff^{2k−1} − id^{(2k)}_{−1} ff^{2k−1} ln|ff|;

F [|x|^{−2k} ln|x|sgn x] = id^{(2k)}_1 ff^{2k−1} − id^{(2k)}_0 ff^{2k−1} ln|ff| + i 2 d^{(2k)}_{−1} ff^{2k−1} ln^2 |ff|;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . œ ÈÏÄÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÍÙ ŒŒÅÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ:

A(–) = ie^{i– ß2} `(– + 1) =^{a(n)−1}_{–+n} + a^{(n)}_0 + a^{(n)}_1 (– + n) + ::: ; B(–) = −ie^{−i– ß2} `(– + 1) =^{b(n)−1}_{–+n} + b^{(n)}_0 + b^{(n)}_1 (– + n) + ::: ; C(–) = −2sin^{–ı}_2 `(– + 1) =^{c(n)−1}_{–+n} + c^{(n)}_0 + c^{(n)}_1 (– + n) + ::: ; D(–) = 2cos^{–ı}_2 `(– + 1) =^{d(n)−1}_{–+n} + d^{(n)}_0 + d^{(n)}_1 (– + n):

5] § 2. ïâïâýåîîùå æõîëãéé ïäîïçï ðåòåíåîîïçï 205

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ B(–) = A(–) ÐÒÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ –, Ô.Å. B(–) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ A(–) ÚÁÍÅÎÏÊ i ÎÁ −i. äÁÌÅÅ, C(–) = A(–) + B(–), Ô.Å. C(–) = 2Re A(–) ÐÒÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ –, Á D(–) = A(–) − B(–), Ô.Å. D(–) = 2iIm A(–) ÐÒÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ –. úÎÁÞÅÎÉÑ a^{(n)}_{−1} , a^{(n)}_0 É a^{(n)}_1 ÍÙ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÂÅÚ ŒÙŒÏÄÁ:

a^{(n)}_{−1} = i^{n−1} (n − 1)! ; a^{(n)}_0 = i^{n−1} (n − 1)! [ 1 + 1 2 + ::: + 1 n − 1

+ `^′(1) + i ı 2 ] ; a^{(n)}_1 = i^{n−1} (n − 1)! {_{n−1}∑ j=1 1 j^2 + ∑ j≠k i⩽j;k⩽n−1 1 jk − ı^2 8 +

+ ( 1 + 1 2 + ::: + 1 n − 1 ) `^′(1) + `^{′′}(1) + + i ı 2 [ 1 + 1 2 + ::: + 1 n − 1

+ `^′(1) ]} ; b^{(n)}_i = a_i^{(n)};c^{(n)}_i = 2Re a^{(n)}_i ; d^{(n)}_i = 2Im a^{(n)}_i :

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

b^{(n)}_{−1} =

(−i)^{n−1} (n − 1)!

; c^{(n)}_{−1} =

2(−1)^{n−1} (n − 1)!

cos(n − 1) ı 2 ; d^{(n)}_{−1} =

2(−1)^n (n − 1)!

sin(n − 1) ı 2 : 5. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (ax^2 + bx + c)^–_+.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ (ax^2 + bx + c)^–_+, ÒÁŒÎÕÀ (ax^2 + bx + c)^– ÐÒÉ ÔÅÈ È, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ax^2 + bx + c > 0, É ÒÁŒÎÕÀ ÎÕÌÀ ÐÒÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ È. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ( (ax^2 + bx + c)^–_+;’(x) ) = ∫ ax^2+bx+c>0

(ax^2 + bx + c)^–’(x)dx (1)

ÐÒÉ ÔÅÈ –, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, Á ÐÒÉ ÄÒÕÇÉÈ – | ËÁË ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ.

ïÂÌÁÓÔØ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ax^2 + bx + c > 0, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ŒÉÄÏŒ:

1) ÉÎÔÅÒŒÁÌ ¸ < x < ˛;

206 çì. II. ðòåïâòáúïœáîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5

2) ŒÓÑ ÐÒÑÍÁÑ;

3) ÌÕÞÉ x < ¸ É x > ˛ (¸ < ˛);

4) ŒÓÑ ÐÒÑÍÁÑ ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ x = ¸.

ìÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ x (ÓÄŒÉÇÏÍ É ÒÁÓÔÑÖÅÎÉ- ÅÍ) ÍÏÖÎÏ ÓŒÅÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÀ (ax^2 +bx+c)^–_+ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÉÐÏŒ: Œ ÓÌÕÞÁÅ 1) Ë (1 − x^2)^–_+; Œ ÓÌÕÞÁÅ 2) Ë (1 + x^2)^–_+ = (1 + x^2)^–; Œ ÓÌÕÞÁÅ 3) Ë (x^2 − 1)^–_+; Œ ÓÌÕÞÁÅ 4) Ë x^{2–}_+ . ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÔ, ÔÁË ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ x^{2–}_+ É ÅÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÉÚÕÞÅÎÙ ŒÙÛÅ.

œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ 1∫ −1 (1 − x^2)^–’(x)dx

ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ Re – > −1; ÐÒÉ ÄÒÕÇÉÈ – ÅÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ (ÁÎÁÌÉÔÉ- ÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ, ÕËÁÚÁÎÎÙÍ Œ § 3 ÇÌ. 1. ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÙÑÓÎÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (1 − x^2)^–_+ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ ŒÓÀÄÕ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÏÞÅË – = −1;−2;::: ;−k;::: , Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓÙ; ŒÙÞÅÔ Œ ÐÏÌÀÓÅ – = −k ÒÁŒÅÎ^{(−1)k−1‹k−1 (1−x2)}_{(k−1)!} . úÄÅÓØ ‹^{(k−1)}(1 − x^2) | ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

‹^{(k−1)}(1 − x^2) =

(−1)^{k−1} 2^kx^{k−1} [ ‹^{(k−1)}(x − 1) − ‹^{(k−1)}(x + 1) ] : áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (1 + x^2)^–, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÓÈÏÄÑÝÉÍ- ÓÑ ÐÒÉ Re – < −^1_2 ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ∞∫ −∞ (1 + x^2)^–’(x)dx;

ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ ÐÒÉ ŒÓÅÈ –, Á ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (x^2 − 1)^–_+, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ËÁË ÓÕÍÍÁ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÐÒÉ −1 < Re – < −^1_2 ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ −1∫ −∞ (1 − x^2)^–’(x)dx + ∞∫ (1 − x^2)^–’(x)dx;

5] § 2. ïâïâýåîîùå æõîëãéé ïäîïçï ðåòåíåîîïçï 207

ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ ÐÒÉ – ≠ −1;−2;::: É ÉÍÅÅÔ Œ ÔÏÞËÅ – = −k ÐÏÌÀÓ Ó ŒÙÞÅÔÏÍ^{(−1)k−1‹(k−1) (x2−1)}

(k−1)! . úÄÅÓØ ‹

(k−1)(x2 −1) | ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ,

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

‹^{(k−1)}(x^2 − 1) = (−1)^{k−1}‹^{(k−1)}(1 − x^2) = = 1 2^kx^{k−1} [ ‹^{(k−1)}(x − 1) − ‹^{(k−1)}(x + 1) ] : œ ÓŒÑÚÉ Ó ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ ÄÁÄÉÍ ÏÂÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ffi(f(x)) É ffi^{(k)}(f(x)).

ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ f(x) | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÙÊ É ÐÒÉÔÏÍ ÐÒÏÓÔÏÊ ËÏÒÅÎØ ÐÒÉ x = x_0, ÐÒÉÞÅÍ f^′(x_0) ¿ 0. óÄÅÌÁÅÍ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ ∫ ffi(t)’(t)dt = ’(0) (I)

ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÕ t = f(x). æÏÒÍÕÌÁ (I) ÐÅÒÅÐÉÛÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ∫ ffi(f(x))’(f(x))f^′ (x)dx = ’(0);

ÐÏÌÏÖÉŒ ’(f(x))f^′ (x) = (x), ÐÏÌÕÞÉÍ: ∫ ffi(f(x))(x)dx =

(x_0) f^′(x_0) : åÓÌÉ f^′(x_0) ¡ 0, ÔÏ ÞÔÏÂÙ ÓÌÅŒÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÌÏÓØ Œ ÓÔÏÒÏÎÕ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ x, ÎÁÄÏ ÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÐÅÒÅÄ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÚÎÁË ÍÉÎÕÓ; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ∫

ffi(f(x))(x)dx =

(x_0) |f^′(x_0)|

: (II)

üÔÉ ÎÁŒÏÄÑÝÉÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÄÅÌÁÀÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ f(x) | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÏÄÉÎ É ÐÒÉÔÏÍ ÐÒÏÓÔÏÊ ËÏÒÅÎØ x = x_0. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ffi(f(x)) ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (II), ÇÄÅ (x) | ÌÀÂÁÑ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f(x) ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ffi(f(x)) ÆÏÒÍÕÌÏÊ ∫ ffi(f(x))(x)dx = ∑ n (x_n) |f^′(x_n)|

; (III)

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ËÏÒÎÑÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ f(x) = 0; ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÅÅ Œ ŒÉÄÅ ffi(f(x)) = ∑ n 1 |f^′(x_n)| ffi(x − x_n): (IV)

îÁÐÒÉÍÅÒ, ffi(sin x) = ∑ n ffi(x − ßn).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ffi^{(k)}(f(x)) ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ (IV) ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁ- ÎÉÅÍ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ (IV) ÏÄÉÎ ÒÁÚ, ÐÏÌÕÞÉÍ:

ffi^′(f(x))f^′ (x) = ∑ n 1 |f^′(x_n)| d dx ffi(x − x_n):

208 çì. II. ðòåïâòáúïœáîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5

îÁ f^′(x) ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ, ÔÁË ËÁË f^′(x) Œ ÔÏÞËÁÈ x = x_n ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ:

ffi^′(f(x)) = ∑ n 1 |f^′(x_n)| 1 f^′(x) d dx ffi(x − x_n):

ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ, ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ:

ffi^k (f(x)) = ∑ n 1 |f^′(x_n)| ( 1 f^′(x) d dx )_k ffi(x − x_n): (V)

îÁÊÄÅÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (1 − x^2)^–_+, (1 + x^2)^–, (x^2 − 1)^–_+. üÔÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÐÒÉ ÔÅÈ –, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÓÈÏÄÑÔÓÑ, ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÂÅÓÓÅÌÅŒÙ ÆÕÎËÃÉÉ; Œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÜÔÉ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ É ÐÒÉ ÄÒÕÇÉÈ –. éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÃÅÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ – ÕÄÁÅÔÓÑ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÜÔÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÞÅÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ É ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÏÔ ‹-ÆÕÎËÃÉÉ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÔÓÑ ÓŒÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÂÅÓÓÅÌÅŒÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, É ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ ÏÔ ‹-ÆÕÎËÃÉÉ, Ó ÄÒÕÇÏÊ.

íÙ ÎÁÞÎÅÍ Ó ŒÙŒÏÄÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (1 − x^2)^–. ðÒÉ Re – > −1 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ^{1)} 1∫ −1 (1 − x^2)^–e^{ixs}dx = √ ı`(– + 1) ( s 2 )_{−–−} 1_2 J_{–+} 1_2 (s): (2)

æÕÎËÃÉÑ, ÓÔÏÑÝÁÑ ÓÐÒÁŒÁ, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ É ÆÕÎËÃÉÑ ÓÌÅŒÁ, ÁÎÁÌÉ- ÔÉÞÎÁ ÐÒÉ ŒÓÅÈ – , ËÒÏÍÅ – = −1;−2;:::; Œ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÏÌÀÓÙ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (1 − − x^2)^–_+ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ F [ (1 − x^2)^–_+ ] = √ ı`(– + 1) ( s 2 )_{−–−} 1_2 J_{–+} 1_2 (s); (2^′)

ÏÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÉ ŒÓÅÈ – ≠ −1;−2;:::

œÙÞÅÔ ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÐÒÉ – = −n ÒÁŒÅÎ

(−1)^{n−1} (n − 1)! √ ı ( s 2 )_{n−} 1_2

J_{−n+} 1_2 (s): (3)

üÔÏÔ ŒÙÞÅÔ ÍÏÖÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ É ÉÎÁÞÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÉÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (2) ÎÁ `(– + 1) É ÎÁÊÄÅÍ ÐÒÅÄÅÌ ÐÒÉ – → −n. ôÁË ËÁË lim –→−n (1 − x^2)^–_+ `(– + 1)

= ‹^{(n−1)}(1 − x^2);

1)é.í. òÙÖÉË É é.C. çÒÁÄÛÔÅÊÎ, ôÁÂÌÉÃÙ, 1951, ÓÔÒ. 345, ÆÏÒÍÕÌÁ 6.413, 3.

5] § 2. ïâïâýåîîùå æõîëãéé ïäîïçï ðåòåíåîîïçï 209 ÔÏ √ ı ( s 2 )_{n−} 1_2 J_{−n+} 1_2 (s) = ∞∫ −∞ ‹^{(n−1)}(1 − x^2)e^{ixs}dx: (4)

ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ, ÒÁŒÅÎ 1 2^{n−1} s^{2n−1} d^{n−1} (sds)^{n−1}

(coss s ) : (5)

üÔÏ É ÅÓÔØ ŒÔÏÒÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ŒÙÞÅÔÁ ÐÒÉ – = −n.

ðÒÉ ÃÅÌÙÈ – = n > 0 ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ 1∫ −1 (1 − x^2)^ne^{ixs}dx = 2^{n+1}n!(−1)^n d^n (sds)^n ( sins s ) : (6)

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÐÒÉ n = 0. ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ (6) ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n. ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (6) ÏÐÅÒÁÔÏÒ 2^d_{sds} É ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ, ÍÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ É ÐÒÉ n + 1.

éÚ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÌÅÇËÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÂÅÓÓÅÌÅŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏÌÕÃÅÌÏ- ÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÞÅÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. óÒÁŒÎÉŒÁÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (3){(5), ÎÁÈÏÄÉÍ:

J_{−n+} 1_2 (s) = √ 2 ß (s)^{n− 1}2 d^{n−1} (sds)^{n−1}

( cos s s ) : (7)

õËÁÚÁÎÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ, ÅÓÌÉ ÉÎÄÅËÓ ÂÅÓÓÅÌÅŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ. þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÂÅÓÓÅÌÅŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÐÏÌÕÃÅÌÙÍ ÉÎÄÅËÓÏÍ ÞÅÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÏÌÏÖÉÍ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (2) ˘ = n: 1∫ −1 (1 − x^2)^ne^{ixs}dx = n! √ ß ( s 2 )_{−n−} 1_2 J_{n+} 1_2 (s): (8)

óÒÁŒÎÉŒÁÑ (6) É (8), ÎÁÈÏÄÉÍ

J_{n+} 1_2 (x) = (−1)^nx^{n+ 1}2 √ 2 ß d^n (xdx)^n ( sin x x ) : (7^′)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ËÁË ÐÒÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ, ÔÁË É ÐÒÉ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÏÌÕÃÅÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ r ÆÕÎËÃÉÑ J_r(x) ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÆÕÎËÃÉÀ (1 + x^2)^–. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉ Re – < 0 ÒÁŒÎÏ^{1)} ∞∫ −∞ (1 + x^2)^–e^{ixs}dx = 2 √ ı `(−–) ( |s| 2 )_{−–−} 1_2 K_{−–−} 1_2 (|s|): (9)

1)é.í.òÙÖÉË É é.C.çÒÁÄÛÔÅÊÎ, ôÁÂÌÉÃÙ, 1951, ÓÔÒ. 281, ÆÏÒÍÕÌÁ 5.116, 1.

210 çì. II. ðòåïâòáúïœáîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5

æÏÒÍÕÌÁ (9) ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ŒÓÅÈ –. ðÒÉ ÃÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ – = n ÉÓËÏÍÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÌÅÇËÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄ- ÓÔŒÅÎÎÏ: ÆÕÎËÃÉÑ (1 + x^2)^– ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ (1 + x^2)^n, Á ÆÕÎË- ÃÉÑ |s|^{−–− 12} K_{−–−} 1_2 (|s|) ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÉ

(1 + x^2)^n, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÒÁŒÎÏ ( 1 −^{d2}_{ds2}

)_n

‹(s).

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

lim –→−n 1 `(–) | | | s 2 | | |^{–−} 1 2 K_{–−} 1_2 (|s|) = √ ı ( 1 − d^2 ds^2

)_n

‹(s): (10)

îÁËÏÎÅÃ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (x^2 − 1)^–_+. ïÎÏ ÒÁŒÎÏ −1∫ −∞ (x^2 − 1)^–e^{isx}dx + ∞∫ 1 (x^2 − 1)^–e^{isx}dx = 2 ∞∫ 1 (x^2 − 1)^– cossxdx: (11)

îÏ ÐÒÉ −1 < Re – < 0 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ^{1)} ∞∫ 1 (x^2 − 1)^– cossxdx = −

`(– + 1) √ ı 2 |_s 2 |_{–+} 1_2 N−–−^1_2 (|s|): (12)

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ – ≠ −1;−2;::: ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (x^2 − 1)^–_+ ÒÁŒÎÏ

2 ∞∫ 1 (x^2 − 1)^– cossxdx = −`(– + 1) √ ı | | s 2 | |^{−–− 12} N_{−–− 1} 2 (|s|) =

= `(– + 1) √ ı | | | s 2 | | |^{−–−} 1 2 cosı ( – +^1_2 ) J_{−–−} 1_2 (|s|) − J_{–+} 1_2 (|s|)

sinı ( – +^1_2

) : (13)

1)ôÁÍ ÖÅ, ÓÔÒ. 347, ÆÏÒÍÕÌÁ 6.422

6] § 2. ïâïâýåîîùå æõîëãéé ïäîïçï ðåòåíåîîïçï 211

ïÓÏÂÅÎÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ÐÏÄÓÞÉÔÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÉ (x^2 − 1)^n (n = 0;1;2;::: ). œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

2 ∞∫ 1 (x^2 − 1)^n cossxdx =

= ∞∫ −∞ (x^2 − 1)^ne^{isx}dx + (−1)^{n+1} 1∫ −1 (1 − x^2)^ne^{isx}dx =

= 2ı(−1)^n ( 1 + d^2 ds^2

)_n

‹(s) + (−1)^{n+1} √ ı ( s 2 )_{−n−} 1_2 J_{n+} 1_2 (s): (14)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÉ (x^2 − 1)^n_+ ÒÁŒÎÏ

2ı(−1)^n ( 1 + d^2 ds^2

)_n ‹(s) + (−1)^{n+1} √ ı ( s 2 )_{−n−} 1_2

J_{n+} 1_2 (s): (15)

6. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ. òÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Z

(g; ) = ∫ � g(s) (s)ds: (1)

ëÏÎÔÕÒ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ` ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ, ÎÏ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÔÁËÉÍ, ŒÄÏÌØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÑ g(s)e^{fi b} ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÉÎÔÅ- ÇÒÉÒÕÅÍÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ b. íÙ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÏ- ÎÁÌ g ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ÎÁÄ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ K, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÅÊ

f(x) = 1 2ı ∫ � g(s)e^{isx}ds: (2)

ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (2) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ Ï ËÏÎÔÕÒÅ `. ðÕÓÔØ ’(x) | ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÕÖÉÔ ÆÕÎËÃÉÑ (s); ÔÏ- ÇÄÁ, ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÑ Œ ÆÏÒÍÕÌÕ (1) ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (s) ÞÅÒÅÚ ’(x), ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ:

(g; ) = ∫ � g(s) ∞∫ −∞ ’(x)e^{isx}dx = ∞∫ −∞ ’(x) ∫ � g(s)e^{isx}ds dx =

= 2ı ∞∫ −∞ f(x)’(x)dx = 2ı(f;’);

212 çì. II. ðòåïâòáúïœáîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [1

ÇÄÅ f(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (2), ÞÔÏ É ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ.

ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ` ÅÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ËÏÎÔÕÒ, ŒÎÕÔÒÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ s_0 ÆÕÎËÃÉÉ g(s). œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎËÃÉÑ f(x), ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ŒÙÞÅÔÁÈ, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

f(x) = ∫ � g(s)e^{−isx}dx = 2ıi · ŒÙÞ:_{s=s0} [g(s)e^{−isx}]:

ðÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ

(g(s); (s)) = i∞∫ −i∞ e^{s22} (s)ds (3)

Ó ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÐÏ ÍÎÉÍÏÊ ÏÓÉ (ÉÌÉ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÍÕ ÐÕÔÉ). ðÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ, ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ g ÅÓÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÉ f, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ

f(x) = i 2ı i∞∫ −i∞ e^{s22} e^{isx}ds:

üÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÌÅÇËÏ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ. úÁÍÅÎÉÍ Œ ÎÅÍ s ÎÁ ifi, ÏÎ ÐÅÒÅÊÄÅÔ ÔÏÇÄÁ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌ i 2ı ∞∫ −∞ e^{− ø 22 −fi x}dfi = 1 2ı e^{x22} ∞∫ −∞ e^{− 12 (fi +x)2} dfi =

= i 2ı e^{x22} ∞∫ −∞ e^{− ø 22} dfi = i √ 2ı e^{x22} :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ (3) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÉ

f(x) = − i √ 2ı e^{x22} :

ïÂÒÁÝÁÑ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ ÆÕÎË- ÃÉÉ e^{x22} ÓÌÕÖÉÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ i √ 2ıe^{s22} É ËÏÎÔÕÒÏÍ (−i∞; i∞).

1] § 3. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îåóëïìøëéè ðåòåíåîîùè 213

§ 3. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. óÌÕÞÁÊ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f, ÄÅÊÓÔŒÕÀ- ÝÅÇÏ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ’(x) ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÎÅÚÁŒÉ- ÓÉÍÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x = (x_1;::: ;x_n), ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ g ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Z ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (s); s = (s_1;::: ;s_n), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(g; ) = (2ı)^n(f;’); (1)

ÇÄÅ = ~’ ÅÓÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x). æÕÎËÃÉÏÎÁÌ g ÌÉÎÅÅÎ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ; ÏÎ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ~f ÉÌÉ F [f]. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ § 2 ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÂÅÚ ÏÓÏÂÙÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ. æÏÒÍÕÌÙ (2){(3) Ð. 1 ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ŒÉÄ: ÅÓÌÉ P | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÔÏ P ( @ @s_1

;::: ; @ @s_n ) F [f] = F [P (ix_1;::: ;ix_n)f]; (2) F [ P ( @ @x_1

;::: ; @ @x_n ) f ] = P (−is_1;::: ;−is_n) ~f: (3)

ïÂÒÁÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F^{−1} ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Z^′ É ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÅÇÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ K^′ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(F^{−1}g;’) = 1 (2ı)^n

(g;F ’): (4)

åÓÌÉ f(x) | ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ~f ÅÓÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÉ f(x).

éÚ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË- ÃÉÑ: ÄÌÑ ÎÅÅ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ

~‹(x) = 1; ~1 = (2ı)n‹(s); (5)

ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (2) Ð. 2 § 2.

æÏÒÍÕÌÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÏÍÂÉ- ÎÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÆÏÒÍÕÌ (2) É (5):

F [P (x_1;::: ;x_n)] = F [P (x_1;::: ;x_n)1] = (2ı)^nP ( −i @ @s_1

;::: ;−i @ @s_n ) ‹(s): (6)

214 çì. II. ðòåïâòáúïœáîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2

œÙÑÓÎÉÍ, ËÁË ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f, Ë ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÉÍÅÎÅÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ u ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÇÌ. I,§ 1, Ð. 6). äÌÑ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) ÍÙ ÉÍÅÅÍ, ÐÏÌÁÇÁÑ u^{−1}x = y, x = uy, dx = |u|dy:

F [’(u^{−1}x)] = ∫ ’(u^{−1}x)e^{i(ff;x)}dx = |u| ∫ ’(y)e^{i(ff;uy)}dy = = |u| ∫ ’(y)e^{i(u′ ff;y)}dy = |u| ~’(u^′ff);

Ô.Å. ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ u^{−1} Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ u^′ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ff É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÎÁ |u|. äÁÌÅÅ ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ, ËÁË ŒÓÅÇÄÁ, (ff) = F [’(x)]:

(F [f(ux)];F [’(x)]) = (2ı)^n(f(ux);’(x)) =

= (2ı)^n(f(x);’(u^{−1}x)) = (F [f(x)];F [’(u^{−1}x)]) = = (F [f(x)];|u|’(u^′ff)) = |u|(F [f(x)];F [’(u^′ff)]):

ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÄÁÌÅÅ, g(ff) = F [f(x)], g_u(ff) = F [’(ux)], ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

(g_u(ff); (ff)) = (g(ff); (u^′ff)) = (g(u^{′−1}ff); (ff));

ÏÔËÕÄÁ

g_u(ff) = |u|g(u^{′−1}ff):

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ f(x) → f(ux) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÂÏÂ- ÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ g(ff) → |u|g(u^{′−1}ff) Œ ÐÒÏÓ- ÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ æÕÒØÅ.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ- ÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ u, ÔÁË ÞÔÏ f(ux) = f(x), ÔÏ ÅÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ u^{′−1} É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ |u|, ÔÁË ÞÔÏ |u|g(u^{′−1}ff) = g(ff). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, Ô.Å. ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÏŒÏÒÏÔÁ u ÍÙ ÉÍÅÅÍ f(ux) = f(x), ÔÏ É ÅÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÐÏŒÏÒÏÔÁ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ u^{′−1} = u, |u| = 1.

2. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ f(x) É g(y) | ÄÁÎÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x = (x_1;::: ;x_k ) É y = (y_1;::: ;y_m), É ~f(), ~g(”) | ÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ

3] § 3. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îåóëïìøëéè ðåòåíåîîùè 215

æÕÒØÅ. ôÏÇÄÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ f(x)g(y) (ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ) ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

F [f × g] = ~f() × ~g(”);

Ô.Å. ÒÁŒÎÏ ÐÒÑÍÏÍÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁ- ÌÏŒ f É g. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ (ÓÍ. ÇÌ. I, § 4, Ð. 1) ÐÒÏŒÅÒÉÔØ

ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÁ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ ’(x;y) ŒÉÄÁ^n ∑ j=1 ’_j (x) _j (y).

íÙ ÉÍÅÅÍ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (~ f × g; ~ ∑ ’_j _j ) = (2ı)^{m+k}(f × g; ∑ ’_k _k) =

= (2ı)^{m+k} ∑ (f;’_j )(g; _j ) = ∑ ( ~f; ~’_j )(~g; ~ _j ) =

= ( ~f × ~g; ∑ ~’_j ~ _j ) = ( ~f × ~g; ∑ ~ ’_j _j );

ÞÔÏ É ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ.

ðÒÉÍÅÒÙ. 1. åÓÌÉ f(x) = ‹(x), ÔÏ ÎÁÛÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ŒÉÄÕ

F [‹(x) × g(y)] = 1() × ~g(”):

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

F [‹(x) × 1(y)] = 1() × (2ı)^m‹(”):

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R_y ÅÓÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ R, ÕÍÎÏÖÅÎÎÁÑ ÎÁ (2ı)^m.

2. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÉ f(x;y) ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÈ, ÒÁŒÎÏÊ 1 ÐÒÉ x > 0;y > 0 É ÒÁŒÎÏÊ 0 ÐÒÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ x;y. üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÅ) ÆÕÎËÃÉÊ „(x) É „(y). ïÔÓÀÄÁ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ (6) Ð. 3 § 2 ÐÏÌÕÞÁÅÍ: ~ f(x;y) = ~„(x) × ~„(y) = [ı‹() + i^{−1}] × [ı‹(”) + i”^{−1}]:

3. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ r^–. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ r^– ÓÏÇÌÁÓÎÏ Ð. 9 § 3 ÇÌ. I, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ – ≠ −n;−n − 2;::: É ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ g_–(ff) ÅÓÔØ ÔÁËÖÅ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. éÎÔÅÇÒÁÌ æÕÒØÅ

g_–(ff) = ∫ r^–e^{i(ff;x)}dx

216 çì. II. ðòåïâòáúïœáîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3

ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ −n < Re – < 0 É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉ ÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, Ô.Å. ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ ȷ = √∑ ff^2_j . äÁÌÅÅ, ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ t > 0

g_–(tff) = ∫ r^–e^{i(tff;x)}dx = ∫ r^–e^{i(ff;tx)}dx;

ÓÏŒÅÒÛÁÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ tx = y, x = t^{−1}y, dx = t^{−n}dy, r = |x| = t^{−1}|y|, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

g_–(tff) = ∫ |y|^–t^{−–−n}e^{i(ff;y)}dy = t^{−–−n}g_–(ff):

üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ g_–(ff) ÅÓÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ −– − n. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ g_–(ff)=C_–ȷ^{−–−n}. œÙÞÉÓÌÉÍ ÐÏÓÔÏÑÎÎÕÀ C_–. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (g_–; ) = (2ı)^n(r^–;’), Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÌÏÖÉÍ^{1)} ’(x) = e^{− r22} = e^{− x212} ::: e^{− x2n2} . ôÏÇÄÁ (ff) = (√ 2ıe^{− œ212} ) ::: (√ 2ıe^{− œ2n2} ) = = (2ı)^{n2} e^{− æ22} , É ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ:

C_–(2ı)^{n2} ∫ e^{− p22} ȷ^{−n−–}dff = (2ı)^n ∫ r^–e^{− r22} dx:

éÎÔÅÇÒÁÌÙ ÓÐÒÁŒÁ É ÓÌÅŒÁ ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ Ë ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÁ ÐÌÏÝÁÄØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ Ó ÏÂÅÉÈ ÓÔÏÒÏÎ É ÚÁÍÅÎÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÏÄÎÏËÒÁÔÎÙÍÉ, ÚÁÐÉÓÙŒÁÑ ȷ^{n−1}dȷ ŒÍÅÓÔÏ dff É r^{n−1}dr ŒÍÅÓÔÏ dx. ðÏÌÕÞÉŒÛÉÅÓÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÔÅÐÅÒØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÇÁÍÍÁ-ÆÕÎËÃÉÉ: ∞∫ 0 e^{− æ22} ȷ^{−–−1}dȷ = 2^{− ˘2 −1}` ( − – 2 ) ; ∞∫ 0 e^{− r22} r^{–+n−1}dr = 2^{˘+n−22}` ( – + n 2 ) :

ïÔÓÀÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ:

C_– = 2^{n2 + ˘+n−22 + ˘2 +1}ı^{n2} ` (_{–+n} 2 ) ` ( −^–_2

) = 2^{–+n}ı^{n2} ` (_{–+n} 2 ) ` ( −^–_2

) (1)

1)íÙ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ F [ e^{− x22} ] = √ 2ße^{− œ22} (n = 1). óÍ. é.í. òÙÖÉË É é.ó. çÒÁÄÛÔÅÊÎ, ôÁÂÌÉÃÙ, 1951, ÓÔÒ. 281, ÆÏÒÍÕÌÁ 5.119.

3] § 3. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îåóëïìøëéè ðåòåíåîîùè 217

É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

F [r^–] = 2^{–+n}ı^{n2} ` (_{–+n} 2 ) ` ( −^–_2

) ȷ^{−–−n}: (2)

üÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ŒÙŒÅÄÅÎÎÏÅ ÄÌÑ −n < Re – < 0, ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙÍ Œ ÐÏÌÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ r^–, Ô.Å. ÐÒÉ ŒÓÅÈ – ≠ −n;−n − 2;::: (Œ ÉÓËÌÀÞÅÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÆÕÎËÃÉÑ r^– ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓÙ).

òÁÚÄÅÌÑÑ ÆÏÒÍÕÌÕ (2) ÎÁ`

(_{–+n} 2 ) , ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÄÌÑ ÃÅÌÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f_–(r) = 2^{− ˘2 r˘}_�(_{˘+n2} ) :

F [f_–(r)] = (2ı)^{n2} 2^{˘+n2} r^{−–−n} ` ( −^–_2

) = (2ı)^{n2} f_{−–−n}(ȷ): (2^′)

òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ r^– Œ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ ÉÌÉ ìÏÒÁÎÁ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÎÏŒÙÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ æÕÒØÅ.

íÙ ÚÎÁÅÍ ÉÚ Ð. 6 § 4 ÇÌ. I, ÞÔÏ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÔÏÞËÉ –_0

r^– = r^{–0} + (– − –_0)r^{–0} lnr + 1 2 (– − –_0)^2r^{–0} ln^2 r + :::

ïÔÓÀÄÁ

~r– = ~r–_0 + (– − –_0)F [r–0 lnr] + 1 2 (– − –_0)^2F [r^{–0} ln^2 r] + ::: (3)

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÒÁÚÌÁÇÁÑ ÆÕÎËÃÉÀ ~r^– = C_–ȷ^{−–−n} Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ –_0 Œ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ:

C_–ȷ^{−–−n} = C_{–0} ȷ^{−–0 −n} + (– − –_0)[C^′_{–0} ȷ^{−–0−n} + C_{–0} ȷ^{−–0−n} lnȷ] + + 1 2 (– − –_0)^2[C^{′′}_{–0} ȷ^{−–0 −n} + 2C^′_{–0} ȷ^{−–0−n} ln ȷ + C_{–0} ȷ^{−–0 −n} ln^2 ȷ] + ::: (4)

óÒÁŒÎÉŒÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÈ (4) É (3), ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

F [r^{–0} lnr] = C^′_{–0} ȷ^{−–0−n} + C_{–0} ȷ^{−–0−n} lnȷ; (5) F [r^{–0} ln^2 r] = C^{′′}_{–0} ȷ^{−–0−n} + 2C^′_{–0} ȷ^{−–0 −n} ln ȷ + C_{–0} ȷ^{−–0−n} ln^2 ȷ (6) É Ô.Ä.

œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ – = −n − 2m

r^– = a_{−1} – + n + 2m

+ a_0 + a_1(– + n + 2m) + ::: ; (7)

218 çì. II. ðòåïâòáúïœáîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4

ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a_{−1};a_0;a_1;::: ÉÍÅÀÔ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ (ÇÌ. I, § 4, Ð. 6)

a_{−1} = ˙_n

‹^{(2m)}(r) (2m)!

; a_0 = ˙_nr^{−2n−m}; a_1 = ˙_nr^{−2n−m} lnr; ::: ; (8)

ÐÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (7) ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ, ÎÁÈÏÄÉÍ:

~r– = ˙^n

(2m)!

F [‹^{(2m)}(r)] – + n + 2m

+ ˙_nF [r^{−2n−m}] +

+ ˙_n(– + n + 2m)F [r^{−2n−m} ln r] + ::: (9)

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞËÉ

C_–ȷ^{−–−n} = ( c^{(n+2m)} −1 – + n + 2m

+ c^{(n+2m)}

0 + c^{(n+2m)}

1 (– + n + 2m) + ::: ) ×

× (ȷ^{2m} + (– + n + 2m)ȷ^{2m} lnȷ + ::: ) = c^{(n+2m)}

−1 ȷ^{2m} – + n + 2m + + ( c^{(n+2m)}

−1 ȷ^{2m} lnȷ + c^{(n+2m)}_0 ȷ^{2m} ) + (– + n + 2m) × × ( 1 2 c^{(n+2m)}

−1 ȷ^{2m} ln^2 ȷ + c^{(n+2m)}_0 ȷ^{2m} lnȷ + c^{(n+2m)}_1 ȷ^{2m} ) + ::: (10)

ðÒÉÒÁŒÎÉŒÁÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ (10) É (8), ÐÏÌÕÞÁÅÍ: ˙_n (2m)!

F [‹^{(2m)}(r)] = c^{(n+2m)}_{−1} ȷ^{2m};

˙_nF [r^{−2n−m}] = c^{(n+2m)}_{−1} ȷ^{2m} lnȷ + c^{(n+2m)}_0 ȷ^{2m};

˙_nF [r^{−2m−n} ln r] = 1 2 c^{(n+2m)}

−1 ȷ^{2m} ln^2 ȷ +

+ c^{(n+2m)}

0 ȷ^{2m} lnȷ + c^{(n+2m)}_1 ȷ^{2m};

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(11)

úÄÅÓØ ÞÉÓÌÏŒÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ c^{(n+2m)}_{−1} , c^{(n+2m)}_0 É Ô.Ä. ÓÕÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Œ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ C_–(1) Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ – = −n−2m.

4. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÊ Œ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ŒÓÑËÏÊ

4] § 3. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îåóëïìøëéè ðåòåíåîîùè 219

ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÊ Œ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÔÉÐÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ff:

(f(x);e^{i(x;ff)}):

ðÏÎÉÍÁÔØ ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÎÕÖÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÆÕÎËÃÉÑ e^{i(x;ff)} ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ’_0(x), ÒÁŒÎÏÊ e^{i(x;ff)} Œ ÔÏÊ ÏÂÌÁ- ÓÔÉ, ÇÄÅ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f, É ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÊÓÑ Œ ÎÕÌØ ŒÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ; ÚÁÔÅÍ Ë ÎÅÊ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f:

(f;’_0(x)) = (f;’_0(x)):

ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÆÕÎËÃÉÉ ’_0(x) Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ (ÓÍ. ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ 1 Ë ÇÌ. I, Ð. 3). íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ∫ (f(x);e^{i(x;ff)}) (ff)dff = (2ı)^n(f;’)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) É ÅÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ (ff). îÏ

(f;’) = ( f; 1 (2ı)^n ∫ (ff)e^{−i(ff;x)}dff ) : åÓÌÉ ÍÙ ŒÎÅÓÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f ÐÏÄ ÚÎÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ, ÔÏ ÎÁÛÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ:

(f;’) = 1 (2ı)^n ∫ (ff)(f;e^{−i(ff;x)})dff = 1 (2ı)^n ∫ (f(x);e^{i(ff;x)}) (ff)dff: (1)

îÁÍ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÚÁËÏÎÎÏÓÔØ ŒÎÅÓÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f ÐÏÄ ÚÎÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ. ðÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÐÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ: f; ∫ G (œ)e^{−i(œ;x)}dœ = ∫ G (œ)(f; e^{−i(œ;x)} )dœ:

éÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ G ÅÓÔØ ÐÒÅÄÅÌ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ

s_N (x) = N∑ j=1 (œ_j )e^{−i(œj ;x)}´œ_j :

óÕÍÍÙ s_N (x) ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ÐÏ ÏÂÌÁÓÔÉ G ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ Œ ËÁÖÄÏÊ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ x, ÔÁË ÖÅ ËÁË É ÌÀÂÙÅ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÐÏ x. ðÏÜÔÏÍÕ,

220 çì. II. ðòåïâòáúïœáîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4

ÐÒÅŒÒÁÝÁÑ ÉÈ ÏÂÙÞÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ Œ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ (ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÆÉËÓÉÒÏ- ŒÁÎÎÕÀ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÒÁŒÎÕÀ 1 Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÏÓÉÔÅÌÑ f), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

(f; s_N ) = ∑ (œ_j ) ( f; œ^{−i(œj ;x)} ) ´œ_j

ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌÏÍ f; ∫ G (œ)e^{−i(œ;x)}dœ :

îÏ, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, (f; s_N ) ÅÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ œ

(œ)(f; e^{−i(œ;x)} );

ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (1) ÄÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ G ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÏ.

äÁÌÅÅ, ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ŒÓÅÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÅÌ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÐÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ- ÎÙÍ ÏÂÌÁÓÔÑÍ: ∫ Rn (œ)e^{−i(œ;x)}dœ = lim_{N→∞} ∫ |œ|⩽N (œ)e^{−i(œ;x)}dœ:

æÕÎËÃÉÉ ÏÔ x, ÓÔÏÑÝÉÅ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÐÒÅÄÅÌÁ, ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÓŒÏÅÍÕ ÐÒÅÄÅÌÕ, Ô.Å. Ë ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÓÎÏŒÁ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ŒÍÅÓÔÅ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ Œ ËÁÖÄÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ- ÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ x, É ÔÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÅÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K. ðÏÜÔÏÍÕ

f; ∫ Rn (œ)e^{−i(œ;x)}dœ = lim_{N→∞} f; ∫ |œ|⩽N (œ)e^{−i(œ;x)}dœ =

= lim N→∞ ∫ |œ|⩽N (œ)(f; e^{−i(œ;x)} )dœ = ∫ Rn (œ)(f; e^{−i(œ;x)})dœ;

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÍÅÒÁ ÎÁÊÄÅÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÔ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ‹(r −a), ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÁÓÓÙ Ó ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ 1 ÐÏ ÓÆÅÒÅ U_a ÒÁÄÉÕÓÁ a Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ:

(‹(r − a);’) = ∫ U_a

’(x)dx:

æÕÎËÃÉÑ ‹(r − a) ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ Œ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ; ÐÏ ÄÏËÁ- ÚÁÎÎÏÍÕ, ÅÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ

F [‹(r − a)] = (‹(r − a);e^{i(x;ff)}) = ∫ U_a

e^{i(x;ff)}dx:

4] § 3. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îåóëïìøëéè ðåòåíåîîùè 221

ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ (r = |x| = a, ȷ = |ff|, „ | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ x É ff), ÎÁÈÏÄÉÍ:

F [‹(r − a)] = ∫ e^{iaȷ cos „}a^{n−1} sin^{n−1} „d„d! =

= a^{n−1}˙_{n−1} ı∫ 0 e^{iaȷ cos „} sin^{n−1} „d„;

ÇÄÅ d! | ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÆÅÒÙ Œ (n − 2)-ÍÅÒÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ Ë ŒÅËÔÏÒÕ ȷ.

ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÂÅÓÓÅÌÅŒÙ ÆÕÎËÃÉÉ^{1)}:

F [‹(r − a)] = a^{n−1}˙_{n−1}(aȷ)^{1− n2} J n−2_2 (aȷ) = ˙_{n−1}a^{n2} ȷ^{1− n2} J n−2_2 (aȷ): (2)

ðÒÉ n ÎÅÞÅÔÎÏÍ, n = 2m + 3, ÂÅÓÓÅÌÅŒÕ ÆÕÎËÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ (§ 2, Ð. 6, ÆÏÒÍÕÌÁ (7^′))

J 1_2 (z) = √ 2 ız sinz;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

J_{m+} 1_2 (z) = (−1)^mz^{m+ 12} ( 1 z d dz )_m ( 1 √ z J 1_2 (z) ) : ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ n = 2m + 3 ÍÙ ÉÍÅÅÍ:

F [‹(r − a)] = ˙_{n−1}a^{n2} ȷ^{1− n2} (−1)^m(aȷ)^{m+ 12} ( 1 z d dz )_m ( 1 √ z J 1_2 (z) ) | | |_{z=aȷ} : (3) œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ n = 3, m = 0

F [‹(r − a)] = 2ıa^2J 1_2 (aȷ) = 4ıa sinȷa ȷ : (4)

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ n = 2m + 3 ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÉÚŒÅÓÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ^{2)} ( d zdz )_m [

z^{m+ 12} J_{m+} 1_2 (z) ] = √ zJ 1_2 (z) = √ 2 ı sinz: (5)

1)é.í.òÙÖÉË É é.ó.çÒÁÄÛÔÅÊÎ, ôÁÂÌÉÃÙ, 1951, ÓÔÒ. 165, ÆÏÒÍÕÌÁ 3.227,3 (ÐÏÌÏ- ÖÉÔØ x = cos `).

2)é.í.òÙÖÉË É é.ó.çÒÁÄÛÔÅÊÎ, ôÁÂÌÉÃÙ, 1951, ÓÔÒ. 359, ÆÏÒÍÕÌÁ 6.482,3.

222 çì. II. ðòåïâòáúïœáîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5

úÁÍÅÎÉÍ Œ (2) ÁÒÇÕÍÅÎÔ aȷ ÎÁ z, ÔÏÇÄÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ:

ȷ^{n−2} 1 a F [‹(r − a)] = ˙_{n−1}J^n_{2 −1}(z)z^{n2 −1}

É ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (5)

ȷ^{n−2} ( d zdz )_m 1 a F [‹(r − a)] = ˙_{n−1} √ 2 ı sinz;

ÉÌÉ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÑ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÕ z = aȷ, dz = ȷda, ȷ ( d ada )_m 1 a F [‹(r − a)] = ˙_{n−1} √ 2 ı sinaȷ:

ôÁË ËÁË ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÓÏŒÅÒÛÁÅÔÓÑ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x, Á ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ | ÐÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ a, ÔÏ ( d ada )_m 1 a F [‹(r − a)] = F [( d ada )_m 1 a ‹(r − a) ] : œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ F [( d ada )_m ‹(r − a) a ] = ˙_{n−1} √ 2 ı sinaȷ ȷ : (6)

5. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ËÁË ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ. íÅÔÏÄ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÊ Œ Ð. 4, ÍÏÖÅÔ ÐÏÍÏÞØ É ÐÒÉ ÒÁÚÙÓËÁÎÉÉ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÊ æÕÒØÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÆÉÎÉÔÎÙÈ).

ðÕÓÔØ f | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ëÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ (ÇÌ. I, § 1, Ð. 8), ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ËÁË ÐÒÅÄÅÌ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ f , ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ Œ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f , ÐÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ, ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ g (s). ôÁË ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒ æÕÒØÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÓÎÏŒÁ Œ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÓËÏÍÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f ËÁË ÐÒÅÄÅÌ (ÐÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Œ Z^′) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ g (s) ÐÒÉ → ∞.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ (ÏÂÙÞÎÏÊ) ÆÕÎËÃÉÉ f(x) (ËÁË ÕÇÏÄÎÏ ÂÙÓÔÒÏ ÒÁÓÔÕÝÅÊ) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ËÁË ÐÒÅÄÅÌ (Œ ÓÍÙÓÌÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Œ Z^′) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÂÙÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ

g (ff) = ∫ |x|⩽ f(x)e^{i(x;ff)}dx: (1)

1]§ 4. ðòåïâòáúïœáîéñ æõòøå é äéææåòåîãéáìøîùå õòáœîåîéñ223

åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÉÍÅÅÔ ÒÏÓÔ ÎÅ ŒÙÛÅ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ S, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (1) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÔÁËÖÅ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÎÏÊ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ S^′ (Ô.Å. ÎÁ ŒÓÅÈ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉ- ÑÈ (ff) ∈ S). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ g (ff) ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÓŒÏÅÍÕ ÐÒÅ- ÄÅÌÕ g(ff) ÎÁ ŒÓÅÈ ÆÉÎÉÔÎÙÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K^′. íÙ ŒÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ ÕÖÅ Ó ÔÁËÉÍÉ ÆÁËÔÁÍÉ Œ ÐÒÉÍÅÒÁÈ, ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ Œ ÇÌ. I, § 2, Ð. 5.

§ 4. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÑ 1. ðÒÅÄŒÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ Œ ÅÇÏ ËÌÁÓ- ÓÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ŒÁÖÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏŒ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍ. îÏ ÏÂÌÁÓÔØ ÐÒÉÍÅ- ÎÉÍÏÓÔÉ ÍÅÔÏÄÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÌÁÓØ, Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ, ËÌÁÓÓÏÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ŒÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÌÉ ÉÈ ÓÔÅÐÅ- ÎÅÊ. éÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÏÚŒÏÌÉÌÏ ŒËÌÀÞÉÔØ Œ ÏÂÌÁÓÔØ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏÓÔÉ ÍÅÔÏÄÁ æÕÒØÅ É ÆÕÎË- ÃÉÉ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ, ÎÏ Ó ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÕÌÀ ÐÒÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ. üÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ É Ë ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ ìÁÐÌÁÓÁ^{1)}, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÏÄÉÆÉËÁÃÉÀ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ. œ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÅÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ ìÁÐÌÁÓÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÏÖÅÎÏ Œ ÏÓÎÏŒÕ ÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ËÎÉÇÉ œÁÎ-ÄÅÒ-ðÏÌÑ^{2)}, ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÍ ÒÏÓÔÅ Œ ÓÔÏÒÏÎÕ x → +∞ ÂÙÔØ ÏÔÌÉÞÎÙÍÉ ÏÔ ÎÕÌÑ ÐÒÉ x < 0, ÎÏ Ó ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉ- ÁÌØÎÙÍ ÕÂÙŒÁÎÉÅÍ, ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÀÝÉÍ ÎÁÌÉÞÉÅ ÐÏÌÏÓÙ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ìÁÐÌÁÓÁ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. äÒÕÇÏÊ ÉÚÑÝÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÃÉÏÎÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎ ñ. íÉËÕÓÉÎ- ÓËÉÍ^{3)}; ÜÔÏÔ ÍÅÔÏÄ (ÒÁÚŒÉÔÙÊ ÐÏËÁ ÞÔÏ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ) ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ Œ ÓÔÏÒÏÎÕ x → +∞, ÒÁŒÎÙÅ ÎÕÌÀ ÐÒÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ x.

íÅÔÏÄ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÉÚÌÁÇÁÅÍÙÊ Œ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÅ, ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÉËÁËÉÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÈÁÒÁË- ÔÅÒÁ ÒÏÓÔÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ËÁË ÐÒÉ x → +∞, ÔÁË É ÐÒÉ x → −∞ É ÇÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÍÅÔÏÄ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÒÅÛÁÔØ ŒÓÅ

1)óÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, è. ëÁÒÓÌÏÕ É ä. åÇÅÒ, ïÐÅÒÁÃÉÏÎÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ Œ ÐÒÉËÌÁÄÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, éì, 1948.

2)â. œÁÎ-ÄÅÒ-ðÏÌØ É è. âÒÅÍÍÅÒ, ïÐÅÒÁÃÉÏÎÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÁ ÏÓÎÏŒÅ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎ- ÎÅÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ìÁÐÌÁÓÁ, éì, 1952.

3)ñÎ íÉËÕÓÉÎÓËÉÊ, ïÐÅÒÁÔÏÒÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ, éì, 1956.

224 çì. II. ðòåïâòáúïœáîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2

ÔÉÐÙ ÚÁÄÁÞ, Ë ËÏÔÏÒÙÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ É ìÁÐÌÁÓÁ ÉÌÉ ÍÅÔÏÄ íÉËÕÓÉÎÓËÏÇÏ, Á ÔÁËÖÅ É ÍÎÏÇÉÅ ÚÁÄÁÞÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÄÏÓÔÕÐÎÙ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÍÅÔÏÄÏŒ.

íÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ Œ ÜÔÏÍ ŒÙÐÕÓËÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÔÏÌØËÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ.

2. éÔÅÒÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ìÁÐÌÁÓÁ ´^mu = f. òÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÎÁÊÄÅÎÏ, ËÏÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅ- ÛÅÎÉÅ E ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ u = f ∗ E. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

´^mE = ‹(x): (1)

âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K^′. ðÏÓÌÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÇÏ Ë ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ (1), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ:

(−1)^mȷ^{2m}V = 1 (ȷ^2 = ∑ ff^2_j ); (2)

ÇÄÅ V ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÉ E. œÏÐÒÏÓ, ÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, ÕÐÉÒÁÅÔÓÑ Œ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (2).

åÓÌÉ 2m < n, ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÌÕÖÉÔ (ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ) ÆÕÎËÃÉÑ^{(−1)m}_{ȷ2m} . äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ n = −2m < 0 ÎÅ ÅÓÔØ ÐÏÌÀÓ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ȷ^– (ÇÌ. I, § 3, Ð. 9) | ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÀÓÙ ÆÕÎËÃÉÉ ȷ^– ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ Œ ÔÏÞËÁÈ −n;−n − 2;:::, | ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ (−1)^mȷ^{−2m}, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ȷ^{2m}ȷ^– = ȷ^{2m+–} ÐÒÉ – → −2m.

ðÕÓÔØ, ÎÁËÏÎÅÃ, – = −2m ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÀÓÏÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ ȷ^–. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ȷ^– Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ Œ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ:

ȷ^– = a_{−1} – + 2m

+ a_0 + a_1(– + 2m) + ::: ; (3)

ÇÄÅ a_{−1};a_0;a_1;::: | ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ (ÇÌ. I, § 4, Ð. 6).

õÍÎÏÖÉÍ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ ȷ^{2m} É ÐÅÒÅÊÄÅÍ ÚÁÔÅÍ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ – → −2m. ìÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌÏÍ, ÔÁË ÖÅ ËÁË É ŒÙÛÅ, ÅÄÉÎÉÃÕ. œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÔÒÅÔØÅÇÏ, Œ ÐÒÅÄÅÌÅ ÏÂÒÁÔÑÔÓÑ Œ ÎÕÌØ; ŒÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ ȷ^{2m}a_0 ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ, ÐÅÒŒÙÊ ÐÒÉ ȷ^{2m}a_{−1} ≠ 0 ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÌ ÂÙ ÉÍÅÔØ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ, ÎÏ ÔÁË ËÁË ÜÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÌÏ ÂÙ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍÕ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ, ÇÄÅ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ËÏÎÅÞÎÙ, ÔÏ ÍÙ ÄÅÌÁÅÍ ŒÙŒÏÄ, ÞÔÏ ȷ^{2m}a_{−1} = 0 É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

ȷ^{2m}a_0 = 1:

3] äéææåòåîãéáìøîùå õòáœîåîéñ 225

éÔÁË, ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (−1)^mȷ^{2m}V = 1 ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (−1)^ma_0, ÇÄÅ a_0 | ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÑÄÁ ìÏÒÁÎÁ (3) ÐÒÉ – = −2m^{1)}. œ ÐÅÒŒÏÍ É ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÑÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ (2) Ð. 3 § 3 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ C_{2m}r^{2m−n}. œ ÔÒÅÔØÅÍ ÓÌÕÞÁÅ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ (5) Ð. 3 § 3 ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÌÕÖÉÔ ÆÕÎËÃÉÑ

Ar^{2m−n} lnr + Br^{2m−n}:

îÏ ŒÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÚÌÉÛÎÅ, ÔÁË ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ´^m ÏÎÏ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔÓÑ Œ ÎÕÌØ. ðÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ E ŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÏ Œ ŒÉÄÅ

E(x) = { Cr^{2m−n} ln r; ÅÓÌÉ 2m > n É n ÞÅÔÎÏÅ; Cr^{2m−n} Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ:

3. œÏÌÎÏŒÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ Œ ÎÅÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. þÁÓÔÎÙÍÉ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ŒÏÌÎÏŒÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

@^2u @t^2 = @^2u @x^2_1

+ ::: +

@^2u @x^2_n (1) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÂÅÇÕÝÉÅ ŒÏÌÎÙ

e^{−i[(ff;x)±ȷt]} ( ȷ = |ff| = √ ff^2_1 + ::: + ff^2_n ) ; ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ËÏÍÂÉÎÉÒÏŒÁÔØ ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ Œ ÆÏÒÍÅ

u(x;t) = 1 (2ı)^n ∫ ¯_1(ff)e^{−i(ff;x)+iȷt}dff + 1 (2ı)^n ∫ ¯_2(ff)e^{−i(ff;x)−iȷt}dff:

òÅÛÅÎÉÅ u(x;t) ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ŒÏÚØÍÅÍ (ÓÒ. Ð. 4 § 5 ÇÌ. I) Œ ÆÏÒÍÅ

u(x;0) = 0;

@u(x;0) @t = ‹(x): (2)

ðÅÒŒÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ∫ [¯_1(ff) + ¯_2(ff)]e^{−i(ff;x)}dff = 0

1)üÔÏÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÅÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ˙_nr^{−n−2m}. îÏ ÑŒÎÏÅ ÅÇÏ ŒÙÒÁÖÅ- ÎÉÅ ÚÄÅÓØ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÉÇÒÁÔØ ÒÏÌÉ.

226 çì. II. ðòåïâòáúïœáîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4

É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ¯_2(ff) ≡ −¯_1(ff) ≡^1_{2i} ¯(ff), ÔÁË ÞÔÏ

u(x;t) = 1 (2ı)^n ∫ ¯(ff)e^{−i(ff;x)} sinȷtdff = F^{−1}[¯(ff)sin ȷt]: (3)

œÔÏÒÏÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ŒÉÄÕ

@u(x;0) @t = 1 (2ı)^n ∫ ¯(ff)e^{−i(ff;x)}ȷdff = ‹(x) ÉÌÉ F^{−1}[ȷ¯(ff)] = ‹(x):

ïÔÓÀÄÁ

ȷ¯(ff) = ~‹(x) = 1

É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (3)

u(x;t) = F^{−1} [ sinȷt ȷ ] : îÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÔ^{sin ȷt}_ȷ ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ: ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (6) Ð. 4 § 3 ÐÒÉ n = 2m + 3

F^{−1} [ sinȷt ȷ ] = √ ı 2 1 ˙_{n−1} ( d tdt )_m

‹(r − t) t : äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ^{@u(x;0)}_{@t} =f(x) ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ

u(x;t) = √ ı 2 1 ˙_{n−1} ( d tdt )_m ‹(r − t) t ∗ f(x) = = √ ı 2 1 ˙_{n−1} ( d tdt )_m t^{n−2}˙_nM_t[f];

ÇÄÅ M_t[f] ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÒÅÄÎÅÅ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ f(x − ) ÐÏ ÓÆÅÒÅ || ⩽ t.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ n = 3, m = 0

u(x;t) = tM_t[f]:

ïÂÙÞÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÓÐÕÓËÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ŒÏÌÎÏŒÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ É Œ ÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ^{1)}.

1)óÍ. ò. ëÕÒÁÎÔ É ä. çÉÌØÂÅÒÔ, íÅÔÏÄÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ, Ô. II, 1951, ÇÌ. VI, § 5, Ð. 2, ÓÔÒ. 372.

4] äéææåòåîãéáìøîùå õòáœîåîéñ 227

4. óŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ É ÆÕÎÄÁÍÅÎ- ÔÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÎÅÇÏ. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ @u @t − P ( i @ @x ) u = f; (1)

ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÅÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ E(x;t) (ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ K^′), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ

@E(x;t) @t − P ( i @ @x ) E(x;t) = ‹(x;t): (2)

æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

@u(x;t) @t − P ( i @ @x ) u(x;t) = 0 (3)

ÅÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ u(x;t), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÐÒÉ t ⩾ 0 ÎÁ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ ’(x) (ÚÁŒÉÓÑÝÁÑ ÏÔ t ËÁË ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ (2) É ÏÂÒÁÝÁÀÝÁÑÓÑ Œ ‹(x) ÐÒÉ t = 0.

úÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ u(x;t), ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØ- ÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ E(x;t); ÉÍÅÎÎÏ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÔÅÏÒÅÍÁ:

ðÕÓÔØ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ u(x;t) ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (3). ðÏÌÏÖÉÍ

E(x;t) = { 0 ÐÒÉ t < 0, u(x;t) ÐÒÉ t ⩾ 0. (4)

ôÏÇÄÁ E(x;t) ÅÓÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (1).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ (4) ÔÒÅÂÕÅÔ ÅÝÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÑÓÎÅÎÉÊ ÐÒÉ t ⩾ 0. íÙ ÄÏÌÖÎÙ ŒÅÄØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁÄ ÏÓÎÏŒÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÍÉ ÏÔ x É t, Á u(x;t) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ËÁË ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁÄ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÏÔ x É ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ t ËÁË ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ. íÙ ÐÒÉÄÁÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ u(x;t) ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÓÍÙÓÌ ËÁË ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÄ ÏÓÎÏŒÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ’(x;t):

(u(x;t);’(x;t)) = ∞∫ 0 (u(x;t);’(x;t))dt:

ðÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ u(x;t) ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ t ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ Ë ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x;t) ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ x ÐÒÉ ÔÏÍ ÖÅ ÚÎÁÞÅÎÉÉ t;

228 çì. II. ðòåïâòáúïœáîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5

ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÅÓÔØ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏ t, É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ t ÄÏÐÕ- ÓÔÉÍÏ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ E(x;t) ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (2). äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔÓÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎ- ÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÉÚ (2) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ ÐÏ x É t). óÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x_1;::: ;x_n ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ ÐÒÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ æÕÒØÅ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ff_1;::: ;ff_n, Á ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ t | Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ ff_0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ Œ ÆÏÒÍÅ

[−iff_0 − P (ff)]V (ff;ff_0) = 1: (5)

óÏŒÅÒÛÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ E(x;t), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ- ÎÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (4) ÓÎÁÞÁÌÁ ÔÏÌØËÏ ÐÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ x ÐÒÉ ÆÉËÓÉ- ÒÏŒÁÎÎÏÍ t. ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÞÅÒÅÚ fl(ff;t), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚ (3):

fl(ff;t) = 0 (t < 0); fl(ff;0) = 1 (t = 0); d dt fl(ff;t) − P (ff)fl(ff;t) = 0 (t > 0): (6)

ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ^d_{dt} , ÐÏÎÉÍÁÅÍÁÑ Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÍÅ- ÎÅÎÁ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÅÓÌÉ ÄÏÂÁŒÉÔØ ÓËÁÞÏË ÆÕÎËÃÉÉ fl(ff;t) ÐÒÉ t = 0, ÒÁŒÎÙÊ ÎÕÌÀ (ÇÌ. I, § 2, Ð. 2, ÐÒÉÍÅÒ 2); ÐÏÜÔÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (6) ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÚÁÍÅÎÅÎÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ d dt fl(ff;t) − P (ff)fl(ff;t) − ‹(ff) = 0;

ÇÄÅ^d_{dt} | ÓÉÍŒÏÌ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ fl(ff;t). óÏŒÅÒÛÁÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÐÏ t, ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ

−iff_0V (ff;ff_0) − P (ff)V (ff;ff_0) = 1;

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.

5. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÅÒÁÃÉÏÎÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ. œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÏÐÅÒÁ- ÃÉÏÎÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ É ÓÉÓÔÅÍÙ ŒÉÄÁ

@u(x;t) @t = P ( @ @x ) u(x;t)

ÐÒÉ t > 0 Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ (ÄÌÑ t = 0) É ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ (Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ x). ðÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ìÁÐÌÁÓÁ ÐÏ t

5] äéææåòåîãéáìøîùå õòáœîåîéñ 229

ÚÁÄÁÞÁ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ÔÏÌØËÏ ÐÏ x (ÉÌÉ Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÅ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÔÉ ÚÁÄÁÞÉ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ. œŒÅÄÅÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ U(x;t) (ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÏÊ t, ÚÁŒÉÓÑÝÕÀ ÏÔ x ËÁË ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ), ÒÁŒÎÕÀ u(x;t) ÐÒÉ t > 0 É ÎÕÌÀ ÐÒÉ t < 0. ôÁË ËÁË ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ t < 0 Ë ÚÎÁ- ÞÅÎÉÑÍ t > 0 ÆÕÎËÃÉÑ u(x;t) ÉÓÐÙÔÙŒÁÅÔ ÓËÁÞÏË, ÒÁŒÎÙÊ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ u(x;0), ÔÏ

@U(x;t) @t = @u(x;t) @t + u(x;0)‹(t):

ðÏÜÔÏÍÕ U(x;t) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ (ÓÉÓÔÅÍÅ)

@U(x;t) @t = P ( @ @x ) U(x;t) + u(x;0)‹(t): (1)

óÏŒÅÒÛÁÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÐÏ t É ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ ÎÏŒÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÕÀ ÞÅÒÅÚ p = p_1 + ip_2, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ

−ipV (x;p) = P ( @ @x ) V (x;p) + u(x;0) · 1: (2)

äÌÑ ËÏÒÒÅËÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÐÏ x ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ V (x;p), ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ p (Œ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÑ | ÄÁÖÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ p), ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÕÀ). éÍÅÑ ÆÕÎËÃÉÀ V (x;p), ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ŒÉÄÁ

(V; ) = ∫ � V (x;p) (p)dp; (3)

ÇÄÅ ` | ÌÀÂÏÊ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ËÏÎÔÕÒ, ÍÉÎÕÀÝÉÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎË- ÃÉÉ V (x;p) É ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÉ, Ô.Å. ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ∫ � (s)ds = ∞∫ −∞ (ff)dff

ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (s). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÇÏÄÉÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ s-ÏÓÉ, ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÆÕÎËÃÉÉ V (x;p).

230 çì. II. ðòåïâòáúïœáîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5

ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (2), Á ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÔÁËÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ | ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (1). ôÏÌØËÏ ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÐÒÉ t < 0.

œÙÄÅÌÉÔØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ (3), ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÅ æÕÒØÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÐÒÉ t < 0, Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁÔÒÕÄÎÉÔÅÌØÎÙÍ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ V (x;p) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓÐÅÃÉ- ÁÌØÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

Á) ŒÙÛÅ ÐÒÑÍÏÊ Im p = p^0_2 ÆÕÎËÃÉÑ V (x;p) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË;

Â) Œ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÑ V (x;p) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÍÁÖÏÒÁÎÔÏÊ W (p_1):

|V (x;p)| ⩽ W (p_1); ∞∫ −∞ W (p_1)dp_1 < ∞:

ôÏÇÄÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ

(V; ) =

∞+ip_2∫

−∞+ip_2

V (x;p) (p)dp (p_2 > p^0_2)

ÅÓÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ (ÄÁÖÅ ÏÂÙÞÎÏÊ) ÆÕÎËÃÉÉ u(x;t), ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÊÓÑ Œ ÎÕÌØ ÐÒÉ t < 0 É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ (ÓÉÓÔÅÍÅ) (1).

õÓÌÏŒÉÑ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÅÓÔØ ÏÂÙÞÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÏÂÒÁ- ÝÅÎÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ìÁÐÌÁÓÁ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ V ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (2) Ð. 5 § 2:

u(x;t) = 1 2ı ∞+ip_2∫

−∞+ip_2

V (x;p)e^{−ipt}dp:

òÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÕÌÀ ÆÕÎËÃÉÉ u(x;t) ÄÌÑ t < 0 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚ ÏÃÅÎËÉ

|u(x;t)| ⩽ 1 2ı e^{p2t} ∞∫ −∞ W (p_1)dp_1;

ÅÓÌÉ ÕÓÔÒÅÍÉÔØ p_2 Ë +∞.

äéææåòåîãéáìøîùå õòáœîåîéñ 231

ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ, ÄÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ V_1(x;p), ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÁ Œ ÆÏÒÍÅ

V_1(x;p) = Q(p)V (x;p); (4)

ÇÄÅ V (x;p) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ŒÙÛÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, Á Q(p) | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. õÒÁŒÎÅÎÉÅ (4) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ

u_1(x;t) = Q ( i d dt ) u(x;t);

ÇÄÅ u_1(t;x) É u(x;t) | ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÊ V_1(x;p) É V (x;p); ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ É Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ V_1(x;p) ÅÓÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÐÏÌÕÏÓÉ t ⩾ 0.