çìáœá III

óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê

§ 1. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÅ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÊ ÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔÉ

ðÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÊ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

(f;’) = ∫ S f(x)’(x)dff; (1)

ÇÄÅ S | ÄÁÎÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, dff | ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔ, f(x) | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, Á ’(x) | ÌÀÂÁÑ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ^{1)}. îÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖ- ÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x).

œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ É ÉÚÕÞÉÍ ÄÒÕÇÉÅ ŒÁÖÎÙÅ ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌÙ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÅ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ < n, ÌÅÖÁÝÅÊ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ n = 1, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌÁÍÉ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÍÉ Œ ÔÏÞËÅ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎËÃÉÑ É ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ŒÙÐÕÓËÅ, ŒÓÑËÉÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÊ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ É ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ. œ ÓÌÕÞÁÅ n > 1, ËÏÇÄÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ S(n − 1)-ÍÅÒÎÁ É ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ

P (x_1;::: ;x_n) = 0; (2)

ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÀÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ‹(P ), ‹^′(P ) É Ô.Ä.; Ï ÎÉÈ É ÂÕÄÅÔ ÉÄÔÉ ÒÅÞØ.

1)œ ÜÔÏÊ ÇÌÁŒÅ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÆÉÎÉÔÎÙÍÉ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍÉ, Ô.Å. ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ K.

§ 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðïœåòèîïóôé 233

åÓÌÉ P ≡ x_1, Ô.Å. ÅÓÌÉ S ÅÓÔØ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ x_1 = 0, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ^{1)}

(‹(x_1);’(x)) ≡ ∫ ‹(x_1)’(x)dx = = ∫ [∫ ‹(x_1)’(x_1;::: ;x_n)dx_1 ] dx_2 ::: dx_n = = ∫ ’(0;x_2;::: ;x_n)dx_2 ::: dx_n;

Ô.Å. ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ‹(x_1) ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ^{2)} ∫ ‹(x_1)’(x)dx = ∫ ’(0;x_2;::: ;x_n)dx_2 :::dx_n: (3)

ðÏ ÔÁËÏÊ ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ‹^{(k)}(x_1) ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ∫ ‹^{(k)}(x_1)’(x)dx = (−1)^k ∫ ’^{(k)}_{x1} (0;x_2;::: ;x_n)dx_2 ::: dx_n: (4)

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ P (x_1;::: ;x_n) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÐÒÉ P = 0 grad P ≠ 0 (5)

(Ô.Å. ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0 ÎÅÔ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË). ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ‹(P ) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

œ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÏŒÅÒÈ- ÎÏÓÔÉ P = 0 ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒŒÅÓÔÉ ÎÏŒÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔØ P = 0 ÓÔÁÌÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÐÏÌÏÖÉÍ P = u_1 É ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ u_2;::: ;u_n ŒÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ, ÎÏ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÑËÏÂÉÁÎ D

(_x u ) ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_1;::: ;x_n ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ u_1;::: ;u_n ÂÙÌ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ (ÜÔÏ ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÕÓÌÏŒÉÀ grad P ≠ 0 ÐÒÉ ò = 0). îÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ’(x) ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ ÌÉÛØ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U^{3)}. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÍ Œ ĂÉÎÔÅÇÒÁÌÅĄ ∫ ‹(P )’dx, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ: ∫ ‹(P )’(x)dx = ∫ ‹(P )’_1(u)D ( x u ) du = ∫ ‹(u_1) (u)du;

1)íÙ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÉÍŒÏÌÉËÏÊ, ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÎÏÊ Œ ËÏÎÃÅ Ð. 3 § 1 ÇÌ. I. 2)ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÐÒÉÎÉÍÁÅÍ, ÞÔÏ ffi(x_1 ) ÅÓÔØ ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ffi(x_1 ) × × 1(x_2; : : : ; x_n), ÇÄÅ ffi(x_1 ) | ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ x_1, Á 1(x_2; : : : ; x_n) | ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_2; : : : ; x_n, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁÑ ÅÄÉÎÉÃÅ (ÓÍ. ÇÌ. I, § 5, Ð. 1).

3)óÍ. ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ 1 Ë ÇÌ. I, Ð. 2.

234 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê ÇÄÅ ’_1(u_1;::: ;u_n) = ’(x_1;::: ;x_n) É = ’_1(u)D ( x u ) : (6)

ïÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ‹(P ) ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(‹(P );’) = ∫ ‹(P )’dx = ∫ (0;u_2;::: ;u_n)du_2 ::: du_n: (7)

ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0; ÜÔÏ É ÄÁÅÔ ÏÓÎÏŒÁÎÉÅ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ‹(P ) ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ

(‹^{(k)}(P );’) = ∫ ‹^{(k)}(P )’dx = (−1)^k ∫ (^{k)}_{u1} (0;u_2;::: ;u_n)du_2 ::: du_n; (8)

ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÑ (u) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (6) É ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÐÒÁŒÁ Œ (8) ÓÎÏŒÁ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0.

þÔÏÂÙ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÍÅÌÉ ÓÍÙÓÌ, ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏ- ÖÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ P (x) ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÄÏ ÐÏÒÑÄËÁ k + 1.

îÁ ÐÅÒŒÙÊ ŒÚÇÌÑÄ ËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (6) É (7) ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË: ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ‹(P ), ‹^′(P ), ::: ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ P . îÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÏ ÄÁÔØ ÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Œ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ u_1;::: ;u_n ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÕÞÁÓÔŒÕÀÔ, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÅÓÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ÔÅÏÒÉÅÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ. ôÅ ÞÉÔÁÔÅÌÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÈÏÔÑÔ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÍÏÇÕÔ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÇÏÔÏŒÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ; ÍÙ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ÉÈ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÉÖÅ. ïÄÎÁËÏ ÁÐÐÁÒÁÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÞÒÅÚŒÙÞÁÊÎÏ ÕÄÏÂÅÎ, É ÍÙ ÅÇÏ Œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÂÕÄÅÍ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÊ ÍÉÎÉÍÕÍ ÓŒÅÄÅÎÉÊ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍÁÈ ÉÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ Ð. 1.

ðÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÓÐÒÁŒÁ Œ (7), ÅÓÌÉ ŒÅÒÎÕÔØÓÑ Ë ÓÔÁÒÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÆÕÎËÃÉÊ, ÓÔÏÉÔ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) É ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ Ó ÚÁŒÉÓÑÝÉÍÉ ÏÔ x ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. œ Ð. 7 ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f ŒÉÄÁ

(f;’) = ∑ i_1 +:::+i_n⩽k ∫ P =0

a_{i1 :::in} (x)

@^{i1 +:::+in} ’(x) @x^{i1}_1 :::@x^{in}_n dx (9)

ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ‹(P ), ‹^′(P ) É Ô.Ä. ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

(f;’) = k∑ j=0 ∫ b_j (x)‹^{(j)}(P )’dx: (10)

§ 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðïœåòèîïóôé 235

œ ÚÁÐÉÓÉ (10) ÔÏÌØËÏ k + 1 ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÔÏÇÄÁ ËÁË Œ ÚÁÐÉ- ÓÉ (9) ÉÈ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌØÛÅ. úÁÐÉÓØ (10) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ: ÅÓÌÉ f = 0, ÔÏ b_0(x) = ::: = b_k(x) = 0, ÔÏÇÄÁ ËÁË Ï ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÈ a_{i1:::in} (x) ÜÔÏÇÏ ÓËÁÚÁÔØ ÎÅÌØÚÑ.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÞÅÎØ ÆÏÒÍÕÌ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÐÏÚÄÎÅÅ ÄÏËÁÖÅÍ. œ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ ÆÕÎËÃÉÀ P ÎÁÄÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÉÍÅÀÝÅÊ ÂÏÌØÛÕÀ ÇÌÁÄ- ËÏÓÔØ, ÞÅÍ ÍÙ ŒÙÛÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÌÉ; ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÏÔŒÌÅËÁÔØÓÑ, ÍÙ ÓÒÁÚÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ P ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ „(P ) ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÂÌÁÓÔÉ P ⩾ 0:

„(P ) = { 0 ÐÒÉP < 0; 1 ÐÒÉP ⩾ 0;

(„(P );’) = ∫ P ⩾0

’(x)dx: (11)

ôÏÇÄÁ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

„^′(P ) = „(P ); (12)

ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÄÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ:

@„(P ) @x_j = @P @x_j

‹(P ): (12’)

äÁÌÅÅ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ĂÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ‹^{(k)}(P ) ËÁË ÓÌÏÖ- ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉĄ: @ @x_j

‹^{(k)}(P ) = @P @x_j

‹^{(k+1)}(P ) (k = 0;1;2;:::): (13)

óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ, ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎ- ÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ‹(P ) Ó ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ:

P ‹(P ) = 0; (14) P ‹^′(P ) + ‹(P ) = 0; (15) P ‹^{′′}(P ) + 2‹^′(P ) = 0; (16) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

P ‹^{(k)}(P ) + k‹^{(k−1)}(P ) = 0; (17) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

åÓÌÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0 É Q = 0 (ÆÕÎËÃÉÑ Q ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍÉ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ÞÔÏ É P ) ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÔÏ

‹(P Q) = P^{−1}‹(Q) + Q^{−1}‹(P ): (18)

236 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ a(x) ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ, ÔÏ

‹(aP ) = a^{−1}‹(P ): (19)

ïÔÓÀÄÁ ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ, ÞÔÏ

‹^{(k)}(aP ) = a^{−(k+1)}‹^{(k)}(P ): (20)

óËÁÚÁÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁÍ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÍ ÎÁ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ S ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ P_1(x_1;::: ;x_n) = 0;::: ;P_k(x_1;::: ;x_n) = 0; (21)

ÇÄÅ P_1;::: ;P_k | ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÒÉÞÅÍ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P_i(x) = 0 (i = 1;::: ;k) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ĂÐÒÁŒÉÌØÎÕÀ ÓÅÔËÕĄ, Ô.Å. Œ ÏËÒÅÓÔÎÏ- ÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÎÑÔØ P_1(x);::: ;P_k(x) ÚÁ ÐÅÒŒÙÅ k ËÏÏÒÄÉÎÁÔ u_1;::: ;u_k, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ u_{k+1};::: ;u_n ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÑËÏÂÉÁÎ D

(_x u ) ÂÙÌ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÍÏÖÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ‹(P_1;::: ;P_k ) É ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ^{@m‹(P1 ;::: ;Pk )}

@P^{ff1}_1 ;:::;@P^{ffk}_k . á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ,

ÞÔÏÂÙ ŒÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ∫ ‹(P_1;::: ;P_k)’dx = ∫ ‹(u_1;::: ;u_k)’_1(u)D ( x u ) du = = ∫ ‹(u_1;::: ;u_k) (u_1;::: ;u_n)du_1 ::: du_n; ÇÄÅ ’_1(u) = ’(x) É (u) = ’_1(u)D ( x u ) ; (22)

ÔÏ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏÌÏÖÉÔØ ∫ ‹(P_1;::: ;P_k )’dx = ∫ (0;::: ;0;u_{k+1};::: ;u_n)du_{k+1} ::: du_n; (23)

ÐÏ ÔÁËÉÍ ÖÅ ÍÏÔÉŒÁÍ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔØ ∫ @^{¸1+:::+¸k} ‹(P_1;::: ;P_k)

@P^{¸1}_1 ::: @P^{¸k}_k

’(x)dx = (−1)^{¸1+:::+¸k} ×

× ∫ @^{¸1+:::+¸k} (0;::: ;0;u_{k+1};::: ;u_n) @u^{¸1}_1 :::@u^{¸k}_k du_{k+1} ::: du_n: (24)

1] § 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðïœåòèîïóôé 237

œ Ð. 9 ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ É ÜÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÓÐÅÃÉ- ÁÌØÎÏÇÏ ŒÙÂÏÒÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. äÌÑ ÜÔÉÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ: @ @x_j

‹(P_1;::: ;P_k ) = k∑ i=1 @‹(P_1;::: ;P_k ) @P_i

@P_i @x_j

(25)

(ĂÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÉ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉĄ);

P_i‹(P_1;::: ;P_k ) = 0; (26)

P_iP_j ‹(P_1;::: ;P_k ) = 0; (27)

:::::: ::: ::: ::: ::: ::: ::::::

P_1P_2 ::: P_k‹(P_1;::: ;P_k ) = 0; (28)

Á ÔÁËÖÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ.

1. ðÒÅÄŒÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ ÓŒÅÄÅÎÉÑ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍÁÈ^{1)}. äÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Œ n-ÍÅÒÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ- ÍÉ x_1;::: ;x_n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ŒÉÄÁ ∑ a_{i1 i2 :::ik} (x)dx_{i1} ::: dx_{ik} ;

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏŒÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÓÏÞÅÔÁÎÉÑÍ n ÉÎÄÅËÓÏŒ ÐÏ k. æÕÎËÃÉÉ a_{i1:::ik} (x) ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄŒÅ ÆÏÒÍÙ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÒÁŒÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ÐÕÔÅÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

dx_idx_j = −dx_j dx_i (1)

É ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ.

üÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ ÆÏÒÍÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÄŒÁ ÏÄÎÏÉÍÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ, ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍ ÐÒÁŒÉÌÏÍ, ÍÏÖÎÏ, ÅÓÌÉ ÕÇÏÄÎÏ, ÚÁÐÉÓÁÔØ ÌÀÂÕÀ ÆÏÒÍÕ ĂŒ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ŒÉÄÅĄ | ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Œ ËÁÖÄÏÍ ÞÌÅÎÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÛÌÉ Œ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÍ ÐÏÒÑÄËÅ.

1)ôÅÏÒÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÎÁÍ Œ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÏÂÝ- ÎÏÓÔÉ; ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÓÀÄÕ, ÇÄÅ ÍÏÖÎÏ, ÍÙ Œ ÃÅÌÑÈ ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔÉ ŒÎÏÓÉÍ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ. þÉÔÁÔÅÌÀ, ÖÅÌÁÀÝÅÍÕ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ ÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ Ó ÚÁÔÒÏÎÕÔÙÍÉ Œ ÜÔÏÍ ÐÕÎËÔÅ ÐÏÎÑÔÉÑÍÉ, ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Ë ËÎÉÇÅ: ð.ë. òÁÛÅŒÓËÉÊ, çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ, çÏÓÔÅÈÉÚÄÁÔ, 1947, ÉÌÉ Ë ËÎÉÇÅ: ö. ÄÅ òÁÍ, äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, éì, 1956.

238 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [1

âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÆÏÒÍÕ ÆÉÎÉÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÅÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÑŒÌÑ- ÀÔÓÑ ÆÉÎÉÔÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ.

œÎÅÛÎÉÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÆÏÒÍ ∑ a_{i1:::ik} (x)dx_{i1}::: dx_{ik} É ∑ b_{j1:::jm} (x)× × dx_{j1} :::dx_{jm} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁ ÐÏÒÑÄËÁ k + m, ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁ- ÔÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÑ ÄÁÎÎÙÈ ÆÏÒÍ; ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÜÔÏÔ ÍÏÖÎÏ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÄÁÌØÛÅ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÁŒÉÌÏ (1) É ÐÒÉŒÏÄÑ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÞÌÅÎÙ^{1)}.

éÚ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÁÔÉŒ- ÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒ É ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÌÀÂÙÈ ÆÏÒÍ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ¸ = ∑ a_j (x)dx_j É ˛ = ∑ b_k(x)dx_k ; ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ,

¸˛ = ∑ j;k a_j (x)b_k (x)dx_j dx_k = − ∑ j;k a_j (x)b_k (x)dx_k dx_j = −˛¸:

œÙŒÅÄÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÐÒÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x_i = = x_i(x^′_1;::: ;x^′_n). íÙ ÉÍÅÅÍ:

dx_i = n∑ j=1 @x_i @x^′_j dx^′_j É ∑ i_1<:::<i_k

a_{i1 :::ik} dx_{i1} ::: dx_{ik} = ∑ i_1 <:::<i_k ∑ j a_{i1 :::ik}

@x_{i1} @x^′_{j1} ::: @x_{ik} @x^′_{jk} dx^′_{j1} ::: dx^′_{jk} :

óÌÁÇÁÅÍÙÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÓÕÍÍÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÄŒÁ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÁÌÁ, ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÕÌØ. óÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÐÏ ÓÏÓÔÁŒÕ ÇÒÕÐÐÙ ÉÚ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ, ÍÏÖÎÏ ÏÂSSÅÄÉÎÉÔØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÁŒÉÌÏ dx^′_j dx^′_k = −dx^′_kdx^′_j ; ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÐÒÉ ÞÌÅÎÅ dx^′_{j1} ::: dx^′_{jk} , ÇÄÅ j_1 < j_2 < ::: < j_k, ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÓÔÁÎÅÔ ÑËÏÂÉÁÎ D ( x_{i1} x_{i2} ::: x_{ik} x^′_{j1} x^′_{j2} ::: x^′_{jk} ) : ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ: ∑ i_1 <:::<i_k

a_{i1 :::ik} dx_{i1} ::: dx_{ik} = ∑ j_1 <:::<j_k

a^′_{j1 :::jk} dx^′_{j1} :::dx^′_{jk} ; (2)

1)åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a_{i1 :::ik} É b_{j1 :::jm} ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ- ŒÏÞÎÙÍÉ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ É Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÍÉ.

1] § 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðïœåòèîïóôé 239 ÇÄÅ a^′_{j1 :::jk} = ∑ i_1 <i_2 <:::<i_k D ( x_{i1} ::: x_{ik} x^′_{j1} ::: x^′_{jk} ) a_{i1 :::ik} : (3)

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÆÏÒÍÙ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ŒÓÅÇÄÁ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÞÌÅÎÕ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ:

adx_1 ::: dx_n = aD ( x_1 ::: x_n x^′_1 ::: x^′_n ) dx^′_1 :::dx^′_n: (4)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Œ ËÒÁÔÎÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ. íÏÖÎÏ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ ÔÁËÏÊ ÚÁÍÅÎÅ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÈÎÉËÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ, ÅÓÌÉ x = ’(u;v), y = (u;v), ÔÏ

dx = ’^′_udu + ’^′_fl dfl; dy = ^′_udu + ^′_fldfl;

dxdy = (’^′_u ^′_fl − ’^′_fl ^′_u)dudfl:

œÎÅÛÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ¸ = ∑ a_{i1 :::ik} dx_{i1} ::: dx_{ik}

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÐÏÒÑÄËÁ k + 1

d¸ = ∑ i_1 ;::: ;i_k ( ∑ i @a_{i1 :::ik}

@x_i dx_i ) dx_{i1} ::: dx_{ik} ; (5)

ÇÄÅ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÓÎÏŒÁ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÉÚŒÅÓÔÉ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÐÒÁŒÉ- ÌÏÍ dx_idx_j = −dx_j dx_i.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÎÅÛÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÆÏÒÍÙ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÐÏÄ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÐÏÎÉÍÁÅÍ ÐÒÏÓÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ a(x), ÅÓÔØ ÏÂÙÞÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ, Ô.Å. ÆÏÒÍÁ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

∑_{@a}

@x_i dxi (ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÅÅ

ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÁÄÉÅÎÔ ÓËÁÌÑÒÁ a(x)). œÎÅÛÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÆÏÒÍÙ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ∑ a_i(x)dx_i ÅÓÔØ ÆÏÒÍÁ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ: ∑ i<j ( @a_j @x_i − @a_i @x_j ) dx_idx_j

(ÅÓÌÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍ ÆÏÒÍÙ ∑ a_idx_i ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ŒÅËÔÏÒ a = {a_i}, ÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ ÂÕÄÅÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÏŒÁÔØ ÒÏÔÏÒ ŒÅËÔÏÒÁ a). äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÆÏÒÍÙ (n − 1)-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ∑ a_j (x)dx_1 :::dx_{j−1}dx_{j+1} ::: dx_n

240 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [1

ÅÓÔØ ÆÏÒÍÁ n-ÔÏ ÐÏÒÑÄËÁ: {∑ (−1)^{j+1}

@a_j (x) @x_j } dx_1 :::dx_n:

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÐÒÁŒÉÌÏÍ (1), ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÏÒ- ÍÙ¸ dd¸ = 0: (6)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÏÐÒÏÓ ÏÂ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÐÏ ÏÂÌÁÓÔÑÍ É ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍ.

ðÒÉÍÅÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ¸ = a(x)dx_1 ::: dx_n ÉÎÔÅÇÒÉÒÕ- ÅÔÓÑ ÐÏ n-ÍÅÒÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ G ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R_n ÐÏ ÏÂÙÞÎÙÍ ÐÒÁŒÉÌÁÍ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÆÏÒÍÙ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÐÏ k-ÍÅÒÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. ðÒÅÄŒÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÓËÁÖÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏŒ ÏÂ ÏÒÉÅÎÔÁ- ÃÉÉ ÏÂÌÁÓÔÅÊ É ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ.

åÓÌÉ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ V (ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ m) ÚÁÄÁÎÁ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ u_1;::: ;u_m, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÜÔÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ V . ôÁ ÖÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑ- ÅÔÓÑ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ fl_1;::: ;fl_m, ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ËÏÔÏÒÙÈ Ë u_1;::: ;u_m ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÑËÏÂÉÁ- ÎÏÍ. œÏÚÍÏÖÎÁ ÅÝÅ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÁÑ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ V . ïÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÌÀÂÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ !_1;::: ;!_m, ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ËÏÔÏÒÙÈ Ë u_1;::: ;u_m ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÑËÏÂÉÁÎÏÍ.

ïÂÌÁÓÔØ ÉÌÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ` (m ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅ- ÍÏÊ, ÅÓÌÉ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÈ ŒÓÅÈ ÅÅ ÔÏÞÅË ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ô.Å. ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÅ Œ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÈ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÉ Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ. îÅÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÌÉÓÔ íÅÂÉÕÓÁ) ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ.

ðÕÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ m-ÍÅÒÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ (m + 1)- ÍÅÒÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ V É ÒÁÚÄÅÌÑÅÔ ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ÎÁ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ: ÏÄÎÕ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ, Á ÄÒÕÇÕÀ ŒÎÅÛÎÅÊ. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ !_1;::: ;!_m Œ U ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÏÐÏÌÎÅÎÁ ÄÏ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ !_0;!_1;::: ;!_m Œ V . ôÏÇÄÁ ÍÙ ÕÓÌÏŒÉÍÓÑ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ V ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÎÁ- ÐÒÁŒÌÅÎÉÀ ÎÏÒÍÁÌÉ, ÅÓÌÉ !_0 ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ŒÏ ŒÎÅÛÎÀÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ U; Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ V ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÍÕ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÀ ÎÏÒÍÁÌÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÆÏÒÍÙ ¸ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÐÏ k-ÍÅÒÎÏÊ (k ⩽ n) ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ `. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÜÔÕ ÏÂÌÁÓÔØ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÇÌÁÄËÏÊ. òÁÚÏÂØÅÍ ` ÎÁ ËÕÓËÉ `^{(1)};::: ;`^{(m)},

1] § 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðïœåòèîïóôé 241

Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, É ŒŒÅÄÅÍ ÜÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÁ ` ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÓÑ ÏÄÎÁ ÉÚ ÄŒÕÈ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÊ. ðÒÉŒÅÄÅÍ ÆÏÒÍÕ ¸ Œ ËÁÖÄÏÍ ËÕÓËÅ `^{(i)} Ë ŒÙÂÒÁÎÎÙÍ Œ ÎÅÍ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ u_1;::: ;u_k. åÓÌÉ ÆÏÒÍÁ ¸ ÂÙÌÁ ÚÁÄÁÎÁ Œ n-ÍÅÒÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÏÂÌÁÓÔØ `, ÔÏ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ u_1;::: ;u_n ÎÕÖÎÏ ŒÙÂÉÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ n − k ÉÚ ÎÉÈ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ u_{k+1};::: ;u_n, ÏÂÒÁÝÁÌÉÓØ Œ ÎÕÌØ ÎÁ `; ÔÏÇÄÁ du_{k+1} = 0, ::: , du_n = 0 ÎÁ `, ÔÁË ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ ¸ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ŒÉÄÕ

¸ = a(u_1;::: ;u_k)du_1 ::: du_k:

ðÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ Œ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÆÏÒÍÕ ¸ ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ËÕÓËÕ `^{(i)} É ÓÌÏÖÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÔÁË ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ∫ � ¸ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ

ÏÂÌÁÓÔÉ ` ÎÁ ËÕÓËÉ É ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ËÁÖÄÏÍ ËÕÓËÅ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÓÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÎÏŒÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ u^′_1;::: ;u^′_k ÆÏÒÍÁ ¸ ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ŒÉÄ ¸ = a(u_1(u^′_1;::: ;u^′_k);::: ;u_k(u^′_1;::: ;u^′_k))D ( u_1 ::: u_k u^′_1 ::: u^′_k ) du^′_1 ::: du^′_k:

ïÄÎÁËÏ, ÅÓÌÉ ÍÙ ŒÏ ŒÓÅÈ ËÕÓËÁÈ `^{(i)} ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÌÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÁÍ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÍ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ, ÔÏ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÉÎÔÅ- ÇÒÁÌÁ ∫ � ¸ ÉÚÍÅÎÉÔ ÚÎÁË, ÔÁË ËÁË Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÑËÏÂÉÁÎÙ D

(_{u1 ::: uk}

u^′_1 ::: u^′_k ) ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ∫ � ¸ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ, Á

ÚÎÁË, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ `.

æÏÒÍÕÌÁ çÁÕÓÓÁ{ïÓÔÒÏÇÒÁÄÓËÏÇÏ. ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÁ ¸ ÐÏÒÑÄËÁ n − 1 ÚÁ- ÄÁÎÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ n-ÍÅÒÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ G Ó ËÕÓÏÞÎÏ-ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ `. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ ÏÂÌÁÓÔÉ G ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÊ ÐÏ- ÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÀ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÇÒÁÎÉÃÅ `. þÅÒÅÚ d¸, ËÁË É ŒÙÛÅ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ŒÎÅÛÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÆÏÒÍÙ ¸. ôÏÇÄÁ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ∫ G d¸ = ∫ � ¸; (7)

ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ çÁÕÓÓÁ{ïÓÔÒÏÇÒÁÄÓËÏÇÏ. åÓÌÉ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ G ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÍÕ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÀ ÎÏÒÍÁÌÉ, ÔÏ ÐÅÒÅÄ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÎÕÖÎÏ ÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÍÉÎÕÓ.

242 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [1

äÌÑ ÐÒÉÍÅÒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÏÒÍÕ ¸ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ x_1;x_2;x_3 ÏÎÁ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

¸ = a_1dx_2dx_3 + a_2dx_3dx_1 + a_3dx_1dx_2;

Á ÅÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ | Œ ŒÉÄÅ

d¸ = ( @a_1 @x_1 + @a_2 @x_2 + @a_3 @x_3 ) dx_1dx_2dx_3;

É ÆÏÒÍÕÌÁ çÁÕÓÓÁ{ïÓÔÒÏÇÒÁÄÓËÏÇÏ ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ŒÉÄ ∫ � [a_1dx_2dx_3 + a_2dx_3dx_1 + a_3dx_1dx_2] =

= ∫ G ( @a_1 @x_1 + @a_2 @x_2 + @a_3 @x_3 ) dx_1dx_2dx_3; (8)

Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎÁ ÏÂÙÞÎÏ É ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Œ ËÕÒÓÁÈ ÁÎÁÌÉÚÁ.

ïÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ çÁÕÓÓÁ{ïÓÔÒÏÇÒÁÄÓËÏÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ^{1)}. ïÎÁ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÊ ÖÅ ÆÏÒÍÅ ∫ G d¸ = ∫ � ¸;

ÔÏÌØËÏ ÚÄÅÓØ ÕÖÅ G ÅÓÔØ k-ÍÅÒÎÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ (k < n), Á ¸-ÆÏÒÍÁ (k − 1)-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ; ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÏÂÌÁÓÔÉ G ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÀ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÇÒÁÎÉÃÅ `.

ðÒÉÍÅÒÏÍ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ. œ ÔÒÅÈ- ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ x_1;x_2;x_3 ÆÏÒÍÁ ¸ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

¸ = a_1dx_1 + a_2dx_2 + a_3dx_3;

Á ÅÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ | Œ ŒÉÄÅ

d¸ = ( @a_2 @x_1 − @a_1 @x_2 ) dx_1dx_2 + ( @a_3 @x_2 − @a_2 @x_3 ) dx_2dx_3 + + ( @a_1 @x_3 − @a_3 @x_1 ) dx_3dx_1;

1)óÍ. ö. ÄÅ òÁÍ, äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, éì, 1956, ÇÄÅ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÒÉŒÅÄÅÎÁ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ, ÂÌÉÚËÉÈ Ë ÚÄÅÓØ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÍ.

2] § 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðïœåòèîïóôé 243

ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÆÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ŒÉÄ ∫ G [( @a_2 @x_1 − @a_1 @x_2 ) dx_1dx_2 + ( @a_3 @x_2 − @a_2 @x_3 ) dx_2dx_3 +

+ ( @a_1 @x_3 − @a_3 @x_1 ) dx_3dx_1 ] = ∫ � [a_1dx_1 + a_2dx_2 + a_3dx_3]; (9)

ÇÄÅ G | ÄŒÕÍÅÒÎÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ, Á ` | ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÀÝÁÑ ÅÅ ËÒÉŒÁÑ.

2. æÏÒÍÁ !. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ S, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÕÀ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÅÍ P (x_1;x_2;::: ;x_n) = 0, ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÑ P (x) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ-

ÒÕÅÍÁ É grad P =

{_{@P}

@x_1 ;::: ; @P @x_n } ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S

(ÔÁË ÞÔÏ ÏÔÓÕÔÓÔŒÕÀÔ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ).

œ ÜÔÏÍ ÐÕÎËÔÅ ÍÙ ÉÚÕÞÉÍ ŒÁÖÎÕÀ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÕÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ! ÐÏÒÑÄËÁ n − 1, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÓŒÑÚÁÎÎÕÀ Ó ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ P = 0, ÔÏÞÎÅÅ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÅÊ ò ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0.

üÔÁ ÆÏÒÍÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ

dP · ! = dfl; (1)

ÇÄÅ dfl = dx = dx_1 :::dx_n, Á dP | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÆÕÎËÃÉÉ P .

ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÐÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ ÔÁËÁÑ ÆÏÒÍÁ ! ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ n-ÍÅÒÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ S.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÉ ÜÔÉÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ u_1;::: ;u_n ÔÁË, ÞÔÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ u_j , ÂÕÄÅÔ ŒÅÌÉÞÉÎÁ P (x), ÐÒÉÞÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x_1;::: ;x_n Ë ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ u_1;u_2;::: ;u_n ÂÕÄÕÔ ÚÁÄÁŒÁÔØÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍÉ ÆÕÎË- ÃÉÑÍÉ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÑËÏÂÉÁÎÏÍ D

(_x u ) . œ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÍÙ ÉÍÅÅÍ dfl = D

(_x u ) du_1 ::: du_{j−1}dP du_{j+1} ::: du_n É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ

! = (−1)^{j−1}D ( x u ) du_1 :::du_{j−1}du_{j+1} ::: du_n: (2)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ! ÄÏËÁÚÁÎÏ.

åÓÌÉ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ^{@P}_{@xj} ≠0, ÔÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ u_1;::: ;u_n ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ

u_1 = x_1;::: ;u_j = P;::: ;u_n = x_n;

244 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2

ÔÏÇÄÁ D ( x u ) = 1 D (_u x ) = 1 @P @x_j ;

É ÆÏÒÍÁ !, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (2), ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ

! = (−1)^{j−1} dx_1 ::: dx_{j−1}dx_{j+1} ::: dx_n @P @x_j

: (3)

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÙ !. œÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÆÏÒÍÁ ! ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ (1) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ; ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÎÁÒÁŒÎÅ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ! ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ (1), ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ É ÌÀÂÕÀ ÆÏÒÍÕ ŒÉÄÁ ! +‚, ÇÄÅ ‚ | ÌÀÂÁÑ ÆÏÒÍÁ, ĂÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑĄ Ë ÆÏÒÍÅ dP , Ô.Å. ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏŒÉÀ dP · ‚ = 0. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÆÏÒÍÁ ‚, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ Ë ÆÏÒÍÅ dP , ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

‚ = ¸dP;

ÇÄÅ ¸ | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÏÒÍÁ (n − 2)-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔÁÈ u_1 = P;u_2;::: ;u_n ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ‚, ËÁË É ÌÀÂÕÀ ÆÏÒÍÕ (n − 1)-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

‚ = g_1du_2 ::: du_n + g_2dP du_3 ::: du_n + ::: + g_ndP du_2 ::: du_{n−1};

ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ g_1;g_2;::: ;g_n | ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. òÁŒÅÎÓÔŒÏ dP · ‚ = 0 ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ g_1 = 0. œÙÎÏÓÑ dP ÚÁ ÓËÏÂËÉ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ.

ïÔÍÅÔÉÍ (ÜÔÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÉÖÅ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ), ÞÔÏ, ËÁË ŒÉÄÎÏ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ, ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁ ‚ ÆÉÎÉÔÎÁ, ÔÏ ¸ ÔÁËÖÅ ÆÉÎÉÔÎÁ.

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S ÆÏÒÍÁ ‚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ (ÔÁË ËÁË dP = 0), É ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁ ÓÁÍÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0 ÆÏÒÍÁ ! ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÕÎËÃÉÅÊ P ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

œÙÑÓÎÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÆÏÒÍÙ !. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏŒÅÒÈÎÏ- ÓÔÉ S É S_h, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ P =0 É P =h ÐÒÉ ÍÁÌÏÍ h (ÒÉÓ. 6). œÙÂÅÒÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ ÐÌÏÝÁÄËÕ dff ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S É ÐÅÒÅÎÅÓÅÍ ÅÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÌÉÎÉÊ u_1;::: ;u_{j−1};u_{j+1};::: ;u_n ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ S_h. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÆÉÇÕÒÁ ˝, ÉÍÅÀÝÁÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÂSSÅÍ dfl. æÏÒÍÁ !, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÅÓÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ dfl Ë dP = h. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÏÒÍÁ ! ÅÓÔØ ÓËÏÒÏÓÔØ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÇÏ ÏÂSSÅÍÁ dfl ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÉÚÍÅÎÅÎÉÀ ŒÅÌÉÞÉÎÙ P .

îÁ ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÌÅÇËÏ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÙ ! ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ

3] § 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðïœåòèîïóôé 245

òÉÓ. 6.

u_1;::: ;u_{j−1};u_{j+1};::: ;u_n ÎÁ ÎÏŒÕÀ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁËÌÏÎ ÆÉÇÕÒÙ ˝ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S; ÎÏ ÏÓÎÏŒÁÎÉÅ ÅÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ É ÅÅ ŒÙÓÏÔÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÄÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S_h, ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, É ÅÅ ÏÂSSÅÍ, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ É ! =^{dfl}_{dP} . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÏÒÍÁ ! ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ u_1;::: ;u_{j−1};u_{j+1};::: ;u_n.

ïÄÎÁËÏ ÆÏÒÍÁ ! ÚÁŒÉÓÉÔ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÆÕÎËÃÉÉ P , ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÅÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ P = 0 ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ S. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÄÏÌÖÎÁ ÉÚÍÅÎÉÔØÓÑ ÆÏÒÍÁ !, ÅÓÌÉ ŒÍÅÓÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ P = 0 ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ P_1 ≡ ¸P = 0 Ó ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÎÕÌÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ¸(x). íÙ ÉÍÅÅÍ ÚÄÅÓØ ŒÄÏÌØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ dP_1 = ¸dP , ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÆÏÒÍÁ

!_1 = dfl dP_1 = 1 ¸ !: úÁÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ P (x) ÅÓÔØ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÔÏÞËÉ x ÏÔ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0 (ÉÌÉ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÎÁ ÍÁÌÕÀ ŒÙÓÛÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ), ÆÏÒÍÁ ! ÎÁ S ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ dff ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S.

3. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ‹(P ). ôÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÎÁÛÅÍÕ ÏÓÎÏŒ- ÎÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ. ðÏÓÔÁŒÉÍ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ËÁÖÄÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ ’(x) ÞÉÓÌÏ ∫ P =0

’(x)!:

íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÞÅÒÅÚ ‹(P ), Ô.Å.

246 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3

ÐÏÌÏÖÉÍ

(‹(P );’) = ∫ ‹(P )’dx = ∫ P =0

’(x)!: (1)

éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ‹(P ) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ŒÙÂÏÒÁ ÆÏÒÍÙ !, Á ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ P (x).

þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉ- ÅÍ ‹(P ), ÄÁÎÎÙÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ u_1 = P;u_2;::: ;u_n ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (2) Ð. 2

! = D ( x u ) du_2 :::du_n:

ðÒÉÍÅÒÙ. 1. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ‹(x_1), ËÏÔÏÒÁÑ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÂÙÌÁ ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÐÕÎËÔÏÍ ÄÌÑ ÏÂ- ÝÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ‹(P ). õÒÁŒÎÅÎÉÅ x_1 = 0 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ; ÆÏÒÍÁ ! Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

! = dx_2 ::: dx_n;

É ÐÏÜÔÏÍÕ ∫ ‹(x_1)’(x)dx = (‹(x_1);’) = ∫ ’(0;x_2;::: ;x_n)dx_2 ::: dx_n: (2)

2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ‹(¸_1x_1 +:::+¸_nx_n), ÇÄÅ ∑ ¸^2_i = 1. õÒÁŒÎÅÎÉÅ

¸_1x_1 + ::: + ¸_nx_n = 0

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÒÔÏ- ÇÏÎÁÌØÎÏ Ë ÅÄÉÎÉÞÎÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ ¸.

åÓÌÉ ŒŒÅÓÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ

u_1 = ¸_1x_1 + ::: + ¸_nx_n; u_2;::: ;u_n

É ÐÒÉÔÏÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÂÙÌÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ (ÐÏŒÏÒÏÔ ÏÓÅÊ), ÔÏ ÆÏÒÍÕ ! ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ du_2 ::: du_n. ðÏÜÔÏÍÕ

(‹(¸_1x_1 + ::: + ¸_nx_n);’) = ∫ ∑ ¸_i x_i=0

’du_2 ::: du_n = ∫ ∑ ¸_ix_i=0

’dff; (3)

ÇÄÅ dff | ÅŒËÌÉÄÏŒ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ ∑ ¸_ix_i = 0.

3] § 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðïœåòèîïóôé 247

3. ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ‹(xy − c) Œ ÄŒÕÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒÅ. õÒÁŒÎÅÎÉÅ xy − c = 0 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÇÉÐÅÒÂÏÌÕ^{1)}. œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ u_1 = x, u_2 = xy − c ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (3) Ð. 2 ! = −^{dx}_x , É ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

(‹(xy − c);’(x;y)) = ∫ ‹(xy − c)’(x;y)dxdy = − ∫ ’ ( x; c x ) dx x : (4)

4. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ‹(r − c), ÇÄÅ r^2 = ∑ x^2_i ; c > 0.

õÒÁŒÎÅÎÉÅ r − c = 0 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÓÆÅÒÕ O_c ÒÁÄÉÕÓÁ c. ôÁË ËÁË P = r − c ÅÓÔØ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÆÅÒÙ, ÔÏ ÐÒÉ r = c ÆÏÒÍÁ ! ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÆÅÒÙ dO_c, ÔÁË ÞÔÏ^{2)}

(‹(r − c);’) = ∫ ‹(r − c)’dx = ∫ O_c

’dO_c; (5)

É ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ‹(r − c) ÍÏÖÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏŒÁÔØ ËÁË ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÍÁÓÓÅ, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÐÏ ÓÆÅÒÅ r = c c ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÅÄÉÎÉÃÁ.

ôÁ ÖÅ ÓÆÅÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁ c ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ r^2 − c^2 = 0. îÁÊÄÅÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ‹(r^2 − c^2). ðÏÌÏÖÉÍ u_1 = r^2 − c^2, u_2 = „_1;::: ;u_n = „_{n−1}, ÇÄÅ „_1;::: ;„_{n−1} | ÔÅ ÖÅ ÕÇÌÙ, ÞÔÏ É Œ ÏÂÙÞÎÙÈ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ: ! = 1 2r dO_c = 1 2c dO_c É (‹(r^2 − c^2);’) = ∫ ‹(r^2 − c^2)’dx = 1 2c ∫ O_c

’dO_c: (6)

ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ‹(P ) ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÒÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÒÏŒÁÎÉÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ „(P ) ÏÂÌÁÓÔÉ P ⩾ 0, Ô.Å. ÆÕÎËÃÉÉ, ÒÁŒÎÏÊ 1 ÐÒÉ P (x) ⩾ 0 É 0 ÐÒÉ P (x) < 0:

(„(P );’) = ∫ P ⩾0

’(x)dx:

õÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ „^′(P ) = „(P ); (7)

1)åÓÌÉ c ≠ 0. ðÏ ÐÏŒÏÄÕ ÓÌÕÞÁÑ c = 0 ÓÍ. § 4, Ð. 2. 2)óÍ. ÎÉÖÅ ÐÒÉÍÅÒ 4 Œ Ð. 5.

248 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3

ËÏÔÏÒÕÀ ÎÁÄÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ j = 1;2;::: ;n @„(P ) @x_j = @P @x_j

‹(P ): (7^′)

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÆÏÒÍÕÌÙ (7) ÐÒÏŒÅÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÆÉË- ÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ j ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ Œ ÐÒÁŒÏÊ É ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÑÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (7^′) ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0, ÇÄÅ^{@p}_{@xj} ≠ 0 (ŒÎÅ ÜÔÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÏÎÉ ÏÂÁ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÐÒÁŒÕÀ É ÌÅŒÕÀ ÞÁÓÔÉ Ë ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x), ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÎÕÌÑ ÌÉÛØ Œ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÊ ÔÏÞËÉ.

ìÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ Ë ŒÉÄÕ ( @„(P ) @x_j ;’ ) = − ( „(P ); @’ @x_j ) = − ∫ P ⩾0 @’ @x_j dx;

Á ÐÒÁŒÁÑ | Ë ŒÉÄÕ ( @P @x_j

‹(P );’ ) = ( ‹(P ); @P @x_j ’ ) = ∫ P =0 @P @x_j ’!:

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ P ⩾ 0 ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. ôÏÇÄÁ ÍÙ ÐÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ É Ë ÆÏÒÍÅ (n − 1)-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÓÔÏÑÝÅÊ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÓÐÒÁŒÁ, ÆÏÒÍÕÌÕ çÁÕÓÓÁ{ïÓÔÒÏÇÒÁÄÓËÏÇÏ. œ ÞÉÓÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÍÙ ŒËÌÀÞÉÍ ÓÁÍÕ ŒÅÌÉÞÉÎÕ P ; ÔÏÇÄÁ, ÕÞÉÔÙŒÁÑ, ÞÔÏ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÁ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔÓÑ Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ŒÎÕÔÒØ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ: ∫ P =0 @P @x_j

’! = − ∫ P ⩾0 d ( @P @x_j ’! ) :

óÞÉÔÁÑ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ’(x) ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÎÕÌÑ ÌÉÛØ Œ ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0, ÆÏÒÍÕ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÓÐÒÁŒÁ ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ u_1 = x_1; ::: , u_{j−1} = x_{j−1}; u_j = P , ::: , u_n = x_n. œ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ

! = (−1)^{j−1} dx_1 ::: dx_{j−1}dx_{j+1} ::: dx_n @P @x_j

É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, d ( ’ @P @x_j ! ) = (−1)^{j−1}d(’dx_1 ::: dx_{j−1}dx_{j+1} ::: dx_n) = @’ @x_j dx_1 ::: dx_n:

3] § 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðïœåòèîïóôé 249

œÎÅ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ d ( ’ @P @x_j ! ) = @’ @x_j dx ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ, ÔÁË ËÁË ÔÁÍ ’(x) ≡ 0. ïÔÓÀÄÁ ∫ P =0 @P @x_j

’! = − ∫ P ⩾0 @’ @x_j dx:

ìÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÅÓÔØ

(_{@P}

@x_j ‹(P );’ ) , Á ÐÒÁŒÁÑ

(_{@„(P )}

@x_j ;’ ) . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (7^′) ÄÏËÁÚÁÎÏ.

åÓÌÉ ÏÂÌÁÓÔØ P ⩾ 0 ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, ÔÏ ÍÙ ÚÁÍÅÎÉÍ ÅÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ G_R Ó ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ ÛÁÒÏÍ |x| ⩽ R, ŒÎÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÑ ’(x) ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ. åÓÌÉ `_R | ÇÒÁÎÉÃÁ G_R, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ çÁÕÓÓÁ{ïÓÔÒÏÇÒÁÄÓËÏÇÏ ÄÁÅÔ ∫ �_R @P @x_j

’! = − ∫ G_R @’ @x_j dx;

ÎÏ ÔÁË ËÁË ŒÎÅ ÛÁÒÁ |x| ⩽ R ÆÕÎËÃÉÑ ’(x) ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ∫ P =0 @P @x_j

’! = − ∫ P ⩾0 @’ @x_j dx;

ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÍ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ x | ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0. íÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÚÄÅÓØ ÎÏŒÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ _j = ∑ ¸_{jk} x_k (j = 1;2;::: ;n) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ^{@P}_{@j} ≠ 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ j. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÂÕÄÕÔ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ŒÓÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

@„(P ) @_j = @P @_j

‹(P ): (8)

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ: @ @x_k = ∑ j @_j @x_k @ @_j = ∑ j ¸_{jk} @ @_j :

250 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4

õÍÎÏÖÁÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (8) ÎÁ ¸_{jk} É ÓËÌÁÄÙŒÁÑ ÐÏ j, ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ

@„(P ) @x_k = ∑ ¸_{jk}

@„(P ) @_j = ∑ ¸_{jk} @P @_j

‹(P ) = @P @x_k

‹(P ):

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ^{@„(P )}_{@xk} É^{@P}_{@xk} ‹(P ) ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0. îÏ ÔÏÇÄÁ ÜÔÏ ÒÁŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ, ÞÔÏ É ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

éÎÏÇÄÁ ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÉ, Ô.Å. ŒÅËÔÏÒÙ f = (f_1;::: ;f_n), ÇÄÅ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ f_1;::: ;f_n | ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. äŒÅ ŒÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÉ f = (f_1;::: ;f_n) É g = (g_1;::: ;g_n) ÓÞÉ- ÔÁÀÔÓÑ ÒÁŒÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ f_1 = g_1;::: ;f_n = g_n. åÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ g

grad g = ( @g @x_1

;::: ; @g @x_n ) ; (9)

ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÕ (7^′) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

grad „(P ) = ‹(P )grad P: (7^{′′})

œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÁ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ŒÙŒÏÄÁ ÆÏÒÍÕÌÙ çÒÉÎÁ.

4. ðÒÉÍÅÒ: ŒÙŒÏÄ ÆÏÒÍÕÌÙ çÒÉÎÁ. œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ ÍÙ ÕÐÏ- ÍÑÎÕÌÉ Ï ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÉ, Ô.Å. ŒÅËÔÏÒÙ f = (f_1;::: ;f_n), ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ f_i ËÏÔÏÒÙÈ | ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁÍÉ ÎÁÄ ÏÓÎÏŒÎÙÍÉ ŒÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÑÍÉ: ÅÓÌÉ f = (f_1;::: ;f_n), = ( _1;::: ; _n), ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ

(f; ) = n∑ j=1 (f_j ; _j ): (1)

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ g | ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, | ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ´g (´ | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(´g; ) = −(grad g;grad ); (2)

ÇÄÅ grad g | ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ŒÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÑ

(_{@g}

@x_1 ;::: ; @g @x_n ) , Á grad |

ÏÓÎÏŒÎÁÑ ŒÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÑ

(_@

@x_1 ;::: ; @ @x_n ) .

5] § 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðïœåòèîïóôé 251

œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ

grad „(P ) = ‹(P )grad P: (3)

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÅÀ, ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÄÁÄÉÍ ÐÒÏÓÔÏÊ ŒÙŒÏÄ ÆÏÒÍÕÌÙ çÒÉÎÁ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ g | ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ, Á h(x) | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ,

grad(hg) = g grad h + h grad g:

ðÕÓÔØ u(x) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ; ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ë ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌÁ ´[u„(P )]. éÓÐÏÌØÚÕÑ ŒÅËÔÏÒÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÚÁÐÉÓÉ, ÍÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

(´[u„(P )];’) = −(grad[u„(P )];grad ’) =

= −(u grad „(P );grad ’) − („(P )grad u;grad ’) =

= −(u‹(P )grad P;grad ’) − („(P )grad u;grad ’):

œÓÐÏÍÉÎÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ‹(P ) É „(P ), ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ:

(´[u„(P )];’) = − ∫ P ⩾0

(grad u;grad ’)dx − ∫ P =0

u · (grad P;grad ’)!: (4)

üÔÏ É ÅÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ çÒÉÎÁ Œ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ. œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ P (x) ÅÓÔØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÁÌÙÈ ŒÙÓÛÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ x ÄÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0 É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, grad P ÅÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, (grad P;grad ’) ÂÕÄÅÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’, Á ! ÓŒÅÄÅÔÓÑ Ë ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ dff ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÏÒÍÕÌÁ (4) ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÏÂÙÞÎÕÀ: ∫ P ⩾0

´u’dfl = − ∫ P ⩾0

(grad u;grad ’)dx − ∫ P =0 u @’ @n dff: (5)

íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÅÅ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ u É ’; ÎÏ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ u É ’, ÉÍÅÀÝÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÁÍÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ.

5. æÏÒÍÙ !_k(’) É ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ‹^{(k)}(P ). œÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÀÔ É ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ‹(P ) ÐÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ P . þÔÏÂÙ ÄÁÔØ ÉÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÍÙ ŒŒÅÄÅÍ, ËÒÏÍÅ ÆÏÒÍÙ !, ÅÝÅ ÓÅÒÉÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ (n − 1)-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, !_0(’);!_1(’);::: ,

252 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5

ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ P É ÏÔ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x); ÜÔÉ ÆÏÒÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ

!_0(’) = ’ · !; (1) d!_0(’) = dP · !_1(’); (2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

d!_{k−1}(’) = dP · !_k(’); (3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ÇÄÅ d | ŒÎÅÛÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ.

óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔØ ò = 0, ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ u_1 = P , u_2; ::: , u_n. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ŒÓÐÏÍÉÎÁÑ, ÞÔÏ

! = D ( x u ) du_2 ::: du_n

É ÐÏÌÁÇÁÑ ’(x) = ’_1(u), ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ

d!_0 = d(’_1!) = @ @u_1 ( ’_1D ( x u )) du_1 ::: du_n = dP · !_1(’);

ÏÔËÕÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ

!_1(’) = @ @u_1 ( ’_1D ( x u )) du_2 ::: du_n:

äÁÌÅÅ, ÔÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÍÅÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ

d(!_1(’)) =

@^2 @u^2_1 ( ’_1D ( x u )) dP du_2 ::: du_n = dP · !_2(’);

É ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ

!_2(’) =

@^2 @u^2_1 ( ’_1D ( x u )) du_2 ::: du_n

É Ô.Ä.; ŒÏÏÂÝÅ,

!_k(’) =

@^k @u^k_1 ( ’_1D ( x u )) du_2 ::: du_n; (4)

ÇÄÅ ’_1(u) = ’(x).

5] § 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðïœåòèîïóôé 253

œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÆÏÒÍÙ ! ÜÔÉ ÎÏŒÙÅ ÆÏÒÍÙ ÕÖÅ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏ ÆÕÎËÃÉÅÊ P (x) (É ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ’(x)) ÄÁÖÅ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0. îÏ ÄÌÑ ÎÁÓ ŒÁÖÎÏ ÌÉÛØ ÔÏ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÆÏÒÍÙ !_k(’) ÐÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÜÔÏÍ, ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÐÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁ ~!_k(’) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÏÍÕ ÖÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ, ÞÔÏ É !_k(’), ÔÏ

!_k − ~!_k = d¸ + ˛dP; (5)

ÇÄÅ ¸ É ˛ | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÉÎÉÔÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ (n − 1)-ÇÏ É (n−2)-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÏŒ. óÎÁÞÁÌÁ ÐÏÑÓÎÉÍ, ÐÏÞÅÍÕ ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞ- ÎÏÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ. îÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0 ŒÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ, ÔÁË ÞÔÏ

!_k − ~!_k = d¸:

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ óÔÏËÓÁ ∫ P =0

d¸ = ∫ � ¸;

ÇÄÅ ` | ÇÒÁÎÉÃÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P =0. îÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ P ÌÉÂÏ ÚÁÍËÎÕÔÁ | É ÔÏÇÄÁ ÇÒÁÎÉÃÙ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅÔ, | ÌÉÂÏ ÕÈÏÄÉÔ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ; ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ∫ � ¸ = 0 ÐÏ ÔÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ ¸ ÆÉÎÉÔÎÁ.

óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (5) ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ, ËÁË ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ Œ Ð. 2, ÅÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÏÒÍÁ ‚ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁ Ë dP , ÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

‚ = ‚_1dP;

ÇÄÅ ‚_1 | ÆÏÒÍÁ (n − 2)-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁ ‚ ÆÉÎÉÔÎÁ, ÔÏ ÆÏÒÍÁ ‚_1 ÔÁËÖÅ ÆÉÎÉÔÎÁ. ïÔÓÀÄÁ ÄÌÑ k = 0 ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

!_0 − ~!_0 = ˛dP;

ÇÄÅ ˛ ÆÉÎÉÔÎÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÆÉÎÉÔÎÙ ÆÏÒÍÙ !_0 É ~!_0, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÍÎÏÖÉ- ÔÅÌÅÍ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ’. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (5) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ Ó ÆÉÎÉÔÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ ¸ É ˛ É ÓÄÅÌÁÅÍ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ k Ë k + 1. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (5); ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ:

d!_k − d~!_k = d˛dP;

ÔÁË ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ ÆÏÒÍÙ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÀ ÆÏÒÍ !_{k+1} É ~!_{k+1},

dP · (!_{k+1} − ~!_{k+1} − (−1)^{n−1}d˛) = 0:

254 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

!_{k+1} − ~!_{k+1} − (−1)^{n−1}d˛ = ‚dP;

É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ ‚ ÆÉÎÉÔÎÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓËÁÚÁÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ, ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÆÉÎÉÔÎÏÓÔØ ÆÏÒÍ !_{k+1} É ~!_{k+1}. îÏ ÏÎÁ ŒÉÄÎÁ ÉÚ ÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒ (1){(3)).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÆÏÒÍÙ !_k(’) ÐÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0, ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ P (x) É ’(x). ðÏ- ÌÏÖÉÍ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,

(‹^{(k)}(P );’) = ∫ ‹^{(k)}(P )’dx = (−1)^k ∫ P =0

!_k(’) (k = 0;1;2;::: ): (6)

þÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ‹^{(k)}(P ) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ, ÄÁÎÎÙÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ, ŒÉÄÎÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (4).

ðÒÉÍÅÒÙ. 1. œ ÓÌÕÞÁÅ P (x) ≡ x_1 = 0 ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (4)

!_k(’) =

@^k’(x) @x^k_1 dx_2 ::: dx_n É ∫ ‹^{(k)}(x_1)’dx = (−1)^k ∫ @^k’(0;x_2;::: ;x_n)

@x^k_1 dx_2 ::: dx_n: (7)

2. ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ‹^{(k)}(¸_1x_1 + ::: ¸_nx_n), ÇÄÅ ∑ ¸^2_i = 1. óÏŒÅÒÛÁÑ ÔÁËÏÊ ÖÅ ÐÏŒÏÒÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏÓÅÊ, ËÁË Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 2 Ð. 3, ÎÁÈÏÄÉÍ:

!_k(’) =

@^k’ du^k_1 du_2 ::: du_n É ∫ ‹^{(k)} (∑ ¸_ix_i ) ’(x)dx = (−1)^k ∫ ∑ ¸_ix_i=0

@^k’ @u^k_1 dff; (8)

ÇÄÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÐÒÁŒÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÀ, ÏÒÔÏÇÏ- ÎÁÌØÎÏÍÕ Ë ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ ∑ ¸_ix_i = 0

(Œ ÓÔÏÒÏÎÕ ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÑ ÓÕÍÍÙ ∑ ¸_ix_i), Á dff | ÜÌÅÍÅÎÔ ÜÔÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓ- ËÏÓÔÉ.

5] § 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðïœåòèîïóôé 255

3. îÁÊÄÅÍ ‹^{(k)}(xy−c). ðÅÒÅÊÄÅÍ, ËÁË Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 3 Ð. 3, Ë ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ u_1 = x, u_2 = xy − c. ôÁË ËÁË D ( x y u_1 u_2 ) = 1 u_1 ; ÔÏ

!_k(’) = −

@^k @u^k_2 ’ ( u_1;^{u2+c}_{u1} ) u_1 du_1

É ∫ ‹^{(k)}(xy − c)’(x;y)dxdy = (−1)^{k+1} ∫ @^k’ ( x;^c_x ) @y^k dx x^{k+1}

: (9)

4. ðÏÓÔÒÏÉÍ ‹^{(k)}(r − c), r^2 = ∑ x^2_i . œŒÅÄÅÍ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ u_1 = r;u_2 = „_1;::: ;u_n = „_{n−1}. œ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÌÅÇËÏ ÐÏÄÓÞÉÔÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ! = r^{n−1}d˙;

ÇÄÅ d˙ | ÜÌÅÍÅÎÔ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ r = 1; ÏÔÓÀÄÁ

!_0 = ’r^{n−1}d˙; !_1(’) = @ @r (’r^{n−1})d˙

É Ô. Ä., ŒÏÏÂÝÅ,

!_k(’) =

@^k @r^k

(’r^{n−1})d˙;

ÔÁË ÞÔÏ ∫ ‹^{(k)}(r − c)’dx =

(−1)^k c^{n−1} ∫ O_c

@^k @r^k

(’r^{n−1})dO_c; (10)

ÇÄÅ O_c | ÓÆÅÒÁ r − c = 0 É dO_c | ÅÅ ÅŒËÌÉÄÏŒ ÜÌÅÍÅÎÔ.

5. îÁËÏÎÅÃ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ ‹^{(k)}(r^2 − c^2), ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ u_1 = r^2 − c^2, u_2 = „_1;::: , u_n = „_{n−1}; ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ: ! = 1 2 r^{n−2}d˙

256 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [6 É !_k(’) = 1 2 ( @ 2r@r

)_k

’r^{n−2}d˙;

ÏÔËÕÄÁ ∫ ‹^{(k)}(r^2 − c^2)’dx =

(−1)^k 2c^{n−1} ∫ O_c ( @ 2r@r

)_k

(’r^{n−2})dO_c (11)

É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

(‹^{(k)}(x^2_1 + ::: + x^2_n − c^2);’) =

(−1)^k 2c^{n−1} ∫ ( @ 2r@r

)_k

’r^{n−2} | | r=c dO_c: (12)

6. ôÏÖÄÅÓÔŒÁ ÄÌÑ ‹^{(k)}(P ). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ‹^{(k)}(P ) ÍÏÖÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ ËÁË ÓÌÏÖÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ: @ @x_j

‹^{(k)}(P ) = @P @x_j

‹^{(k+1)}(P ) (k = 0;1;2;:::): (1)

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÔÁË ÖÅ ËÁË É Œ Ð. 3, ÞÔÏ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ j ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ Œ ÐÒÁŒÏÊ É ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÑÈ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0, ÇÄÅ^{@P}_{@xj} ≠ 0.

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÐÒÁŒÕÀ É ÌÅŒÕÀ ÞÁÓÔÉ Ë ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ ’(x), ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ Œ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÊ ÔÏÞËÉ, ÐÒÉÎÑŒ ÚÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ u_1 =x_1;::: ; u_j =P;::: ;u_n =x_n. ôÏÇÄÁ D

(_u u ) =^{@P}_{@xj} , D

(_x u ) =^1_{@P@xj} , É ÆÏÒÍÁ !_k ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ

!_k(’) =

@^k @P^k ( ’ @P @x_j ) dx_1 ::: dx_{j−1}dx_{j+1} :::dx_n:

æÕÎËÃÉÏÎÁÌ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (1) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ( @P @x_j

‹^{(k+1)}(P );’ ) = ( ‹^{(k+1)}(P ); @P @x_j ’ ) = (−1)^{k+1} ∫ P =0

!_{k+1} ( ’ @P @x_j ) =

= (−1)^{k+1} ∫ P =0

@^{k+1}’ @P^{k+1} dx_1 :::dx_{j−1}dx_{j+1} ::: dx_n:

6] § 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðïœåòèîïóôé 257

æÕÎËÃÉÏÎÁÌ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (1) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ( @ @x_j

‹^{(k)}(P );’ ) = − ( ‹^{(k)}(P ); @’ @x_j ) = (−1)^{k+1} ∫ P =0

!_k ( @’ @x_j ) =

= (−1)^{k+1} ∫ P =0

@^k @P^k

(_{@’}

@x_j @P @x_j ) dx_1 :::dx_{j−1}dx_{j+1} ::: dx_n:

ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

@^{k+1}’ @P^{k+1} = @^k @P^k

(_{@’}

@x_j @P @x_j ) : (2)

äÌÑ k = 0 ÏÎÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ, ÔÁË ËÁË

’ = ’(x_1;::: ;x_j (P );::: ;x_n)

É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, @’ @P = @’ @x_j : @P @x_j : ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (2) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k, ÔÁË ËÁË

@^{k+1}’ @P^{k+1} = @^k @P^k ( @’ @P ) : éÔÁË, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ Œ ÐÒÁŒÏÊ É ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÑÈ ÆÏÒÍÕÌÙ (1) ÄÏËÁÚÁÎÏ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0, ÇÄÅ^{@P}_{@xj} ≠ 0; ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ ŒÙÛÅ, ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔÉ ÓÁÍÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ (1).

ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ, ÓŒÑÚÙŒÁ- ÀÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ‹(P ) Œ ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ:

P ‹(P ) = 0; (3) P ‹^′(P ) + ‹(P ) = 0; (4) P ‹^{′′}(P ) + 2‹^′(P ) = 0; (5) ::: ::: ::: ::: ::: :::::: :::

P ‹^{(k)}(P ) + k‹^{(k−1)}(P ) = 0; (6) ::: ::: ::: ::: ::: :::::: :::

258 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [6

ðÅÒŒÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÏÖÄÅÓÔŒ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÔÁË ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÑ P ’ ÐÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0 ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÜÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ÐÏ x_j É ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ (1), ÎÁÈÏÄÉÍ: @P @x_j

‹(P ) + P @P @x_j

‹^′(P ) = 0;

ÔÁË ËÁË ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ j ÚÁŒÅÄÏÍÏ^{@P}_{@xj} ≠ 0, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÏËÒÁÔÉÔØ ÎÁ^{@P}_{@xj} , É ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ŒÔÏÒÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ^{1)}.

ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔØ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔŒ.

ðÒÉÍÅÒ. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ‹^{(k)}(r^2 − t^2) ËÁË ÒÅÛÅÎÉÅ ŒÏÌÎÏŒÏ- ÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Œ ÎÅÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. œÙÞÉÓÌÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ŒÏÌÎÏŒÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ´ −^{@2}_{@t2} Ë ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ‹^{(k)}(r^2 − t^2). éÍÅÅÍ: @ @x_j

‹^{(k)}(r^2 − t^2) = 2x_j ‹^{(k+1)}(r^2 − t^2);

@^2 @x^2_j

‹^{(k)}(r^2 − t^2) = 2‹^{(k+1)}(r^2 − t^2) + 4x^2_j ‹^{(k+2)}(r^2 − t^2);

∑ @2

@x^2_j

‹^{(k)}(r^2 − t^2) = 2n‹^{(k+1)}(r^2 − t^2) +

+ 4(r^2 − t^2)‹^{(k+2)}(r^2 − t^2) + 4t^2‹^{(k+2)}(r^2 − t^2);

ÞÔÏ, Œ ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ (6), ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ŒÉÄÕ ∑ @2

@x^2_j

‹^{(k)}(r^2 − t^2) = [2n − 4(k + 2)]‹^{(k+1)}(r^2 − t^2) + 4t^2‹^{(k+2)}(r^2 − t^2):

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ

@^2 @t^2

‹^{(k)}(r^2 − t^2) = −2‹^{(k+1)}(r^2 − t^2) + 4t^2‹^{(k+2)}(r^2 − t^2);

1)œÏÏÂÝÅ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ a_j (x)f = 0; j = 1; 2; : : : ; m ÐÒÉÞÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ a_j (x) ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ (ÄÌÑ ŒÓÅÈ j) ËÏÒÎÅÊ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ F , ÇÄÅ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f, ÔÏ f = 0. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x_0 ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U, ÇÄÅ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ |a_j (x)| ÂÏÌØÛÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ ÆÕÎËÃÉÑ a_1(x). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x), ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U, ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ’(x) = a_1(x)(x), ÇÄÅ (x) | ÎÏŒÁÑ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. íÙ ÉÍÅÅÍ (f; ’) = (f; a_1) = (a_1 f; ) = 0, Ô.Å. ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x_0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, f ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ. ïÔÓÀÄÁ f = 0.

6] § 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðïœåòèîïóôé 259

ÏÔËÕÄÁ

∑ @2

@x^2_j

‹^{(k)}(r^2 − t^2) −

@^2 @t^2

‹^{(k)}(r^2 − t^2) = (2n − 4k − 6)‹^{(k+1)}(r^2 − t^2):

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÉ k =^{n−3}_2 ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ. éÔÁË, ÅÓÌÉ n ÎÅÞÅÔÎÏ É k =^{n−3}_2 , ÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ‹^{(k)}(r^2 − t^2) ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ŒÏÌÎÏŒÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ( ´ − @^2 @t^2 ) u = 0:

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ n = 3 ÒÅÛÅÎÉÅÍ ŒÏÌÎÏŒÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ‹(r^2 − t^2).

œÙÑÓÎÉÍ, ËÁËÉÍ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (11) Ð. 5,

(‹^{(k)}(r^2 − t^2);’(x))

(−1)^k 2 = ∫ � ( @ 2r@r

)_k ’r^{n−2} | | | |_{r=t}d˙: (7) ðÒÉ n = 2k + 3

ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ ( @ 2r@r

)_k

’r^{2k+1}:

ëÁÖÄÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ^@_{r@r} ÓÎÉÖÁÅÔ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ Õ r^m ÎÁ ÄŒÅ ÅÄÉÎÉÃÙ. ðÏÓÌÅ k ÔÁËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÙÈ Ë ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ’r^{2k+1}, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÕÍÍÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ r ÓÁÍÏÅ ÂÏÌØÛÅÅ Œ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. ðÏÌÁÇÁÑ r = t É ÕÓÔÒÅÍÌÑÑ t Ë ÎÕÌÀ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

lim_{t→0} ‹^{(k)}(r^2 − t^2) = 0: (8)

äÁÌÅÅ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ:

@‹^{(k)}(r^2 − t^2) @t = −2t‹^{(k+1)}(r^2 − t^2) =

= 2t

(−1)^k 2 ∫ � ( @ 2r@r

)_{k+1} ( ’r^{2k+1} ) | | |_{r=t} d˙:

260 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [7

œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÞÌÅÎ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ r Œ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ; ËÁË ÌÅÇËÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ, ÏÎ ÒÁŒÅÎ

(2k + 1)!!

2^{k+1}

’(x) r : ðÏÜÔÏÍÕ, ÐÏÌÁÇÁÑ r = t É ÕÓÔÒÅÍÌÑÑ t Ë ÎÕÌÀ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ Œ ÐÒÅÄÅÌÅ

@‹^{(k)}(r^2 − t^2) @t | | |_{t=0}= (−1)^k

(2k + 1)!!

2^{k+1}

˙_n’(0); (9)

ÇÄÅ ˙_n ÅÓÔØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ. ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ,

˙_n =

2^{n2} ` (_n 2 ) = 2ı^{2k+32} ` (_{2k+3} 2 ) = 2ı^{k+2} (2k + 1)!!

ı^{k+1};

ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

@‹^{(k)}(r^2 − t^2) @t | | |_{t=0}= (−1)^k2ı^{k+1}’(0); (10)

Ô.Å. ÒÅÛÅÎÉÅ

u(x;t) = ‹^{(k)}(r^2 − t^2)

ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ

u(x;0) = 0;

@u(x;0) @t = (−1)^k2ı^{k+1}‹(x): (11)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÞÉÓÌÏŒÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ u(x;t) ÄÁÅÔ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ŒÏÌÎÏŒÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (ÓÒ. ÇÌ. I, § 4, Ð. 4).

7. ôÏÖÄÅÓÔŒÁ ÄÌÑ ‹^{(k)}(a(x)P ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÉ P (x) É Q(x), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0 É Q = 0, ÔÁË ÖÅ ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ P Q = 0 ÔÁËÖÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ

‹(P Q) = P^{−1}‹(Q) + Q^{−1}‹(P ): (1)

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ !_P ÆÏÒÍÕ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÕÀ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÀ P = 0, ÞÅÒÅÚ !_Q | ÆÏÒÍÕ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÕÀ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ Q = 0,

7] § 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðïœåòèîïóôé 261

É ÞÅÒÅÚ ! | ÆÏÒÍÕ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÕÀ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ P Q = 0. üÔÉ ÆÏÒÍÙ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍ !_P dP = dfl ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0; (2) !_QdQ = dfl ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Q = 0; (3) !(P dQ + QdP ) = dfl ÎÁ ÏÂÅÉÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑÈ. (4)

óÒÁŒÎÉŒÁÑ (2) Ó (4) É ÚÁÍÅÞÁÑ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0 ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (4) ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ !QdP = dfl;

ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ! = Q^{−1}!_P ; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Q = 0 ÍÙ ÉÍÅÅÍ ! = P^{−1}!_Q. ðÏÜÔÏÍÕ

(‹(P Q);’) = ∫ P =0

’! + ∫ Q=0 ’! = ∫ P =0

’Q^{−1}!_P + ∫ Q=0 ’P^{−1}!_Q =

= (Q^{−1}‹(P );’) + (P^{−1}‹(Q);’); ÞÔÏ É ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ a(x) ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ, ÔÏ ‹(aP ) = a^{−1}‹(P ): (5)

îÏŒÙÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÒÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (5). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÅÇÏ ÐÏ x_j , ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

‹^′(aP )

@(aP ) @x_j

= ‹^′(aP )P @a @x_j

+ ‹^′(aP )a @P @x_j = = a^{−1}‹^′(P ) @P @x_j

− a^{−2}‹(P ) @a @x_j : ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (4) Ð. 6, ŒÍÅÓÔÏ ‹^′(aP ) ŒÅÌÉÞÉÎÕ −a^{−1}‹(aP ) = −a^{−2}‹(P ) É ÓÏËÒÁÝÁÑ, ÎÁÈÏÄÉÍ:

‹^′(aP ) = a^{−2}‹^′(P ):

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k É ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ a(x)

‹^{(k)}(aP ) = a^{−(k+1)}‹^{(k)}(P ): (6)

262 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [8

ðÒÉÍÅÒ.

‹^{(k)}(r^2 − c^2) = ‹^{(k)}[(r + c)(r − c)] = (r + c)^{−k−1}‹^{(k)}(r − c): (7)

üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’ ∫ ‹^{(k)}(r^2 − c^2)’(x)dx = ∫ (r + c)^{−k−1}‹^{(k)}(r − c)’(x)dx:

ëÏÎÅÞÎÏ, ÓÒÁŒÎÉŒÁÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (10) É (11) Ð. 5, ÜÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ÂÙÌÏ ÔÒÕÄÎÏ ÕÓÍÏÔÒÅÔØ. ðÒÉ k = 0 ÏÎÏ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ ∫ ‹(r^2 − c^2)’(x)dx = 1 2c ∫ ‹(r − c)’(x)dx;

ÜÔÏ ÂÙÌÏ ŒÉÄÎÏ ÕÖÅ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ (5) É (6) Ð. 3.

8. óÌÏÉ. æÕÎËÃÉÏÎÁÌ ŒÉÄÁ —(x)‹^{(k−1)}(P ), ÉÌÉ ∫ —(x)‹^{(k−1)}(P )’(x)dx = ∫ P =0

!_{k−1}(—’); (1)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ k-ËÒÁÔÎÙÍ ÓÌÏÅÍ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÌÏÊ (k = 1) ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÆÏÒÍÕÌÅ

(—‹(P );’) = ∫ P =0

—’! = ∫ P =0

!_0(—’); (2)

ÄŒÏÊÎÏÊ ÓÌÏÊ (k = 2) ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÆÏÒÍÕÌÅ

(—‹^′(P );’) = ∫ P =0

!_1(—’): (3)

æÕÎËÃÉÑ —(x), ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÁÑ ŒÏ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÓÌÏÑ.

ðÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÅËÏÒÒÅËÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÏÎÏ ÚÁŒÉÓÅÌÏ ÏÔ ÆÏÒÍÙ ÚÁÐÉÓÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0. îÏ Œ ÄÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f ÅÓÔØ ÓÌÏÊ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÉÄÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0 É ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÚÁÐÉÓÉ P = 0 Ë ÚÁÐÉÓÉ a(x)P = 0, ÇÄÅ a(x) | ÆÕÎËÃÉÑ, ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÁÑÓÑ Œ ÎÕÌØ, ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ —(x). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (17)

—(x)‹^{(k−1)}(aP ) = —(x)a^{−k} (x)‹^{(k−1)}(P ) = —_1(x)‹^{(k−1)}(P );

9] § 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðïœåòèîïóôé 263

ÞÔÏ É ÕÔŒÅÒÖÄÁÌÏÓØ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f ŒÉÄÁ

(f;’) = ∫ P =0 ∑ j a_j (x)D^j ’(x)dff ( j = (j_1;::: ;j_n); D^j =

@^{j1+:::+jn} @x^{j1}_1 :::@x^{jn}n )

ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ ËÁË ÓÕÍÍÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÏÅŒ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÏÒÑÄËÏŒ. ëÁË ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÚÁÐÉÓÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0; ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÑ P (x) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÔÏÞËÉ x ÏÔ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0 É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÆÏÒÍÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ dff. ôÏÇÄÁ ÍÙ ÉÍÅÅÍ:

(f;’) = ∫ P =0 ∑ j a_j (x)D^j ’(x)! = ∫ P =0

!_0 ∑ j a_j (x)D^j ’ =

= ( ‹(P ); ∑ a_j (x)D^j ’ ) = ∑ j (−1)^j (D^j a_j (x)‹(P );’) =

= ∑ j (−1)^j ( ∑ k a_{jk} (x)‹^{(k)}(P );’ ) = ( ∑ k b_k(x)‹^{(k)}(P );’ ) ; ÇÄÅ b_kT (x) = ∑ j (−1)^j a_{jk}(x):

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, f = ∑ k b_k(x)‹^{(k)}(P );

ÞÔÏ É ÕÔŒÅÒÖÄÁÌÏÓØ.

9. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ‹(P_1;::: ;P_k ) É^{@m ‹(P1 ;:::;Pk )}_{@P} ff_{11 :::@P} ff_{kk} . œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÕÎËÔÁÈ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÂÙÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó (n − 1)-ÍÅÒÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ P = 0. œ ÜÔÏÍ ÐÕÎËÔÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÐÏŒÅÒÈÎÏ- ÓÔØÀ S ÍÅÎØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ÕÖÅ ÎÅ ÏÄÎÉÍ, Á k

264 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [9

ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ:

P_1(x_1;::: ;x_n) = 0; P_2(x_1;::: ;x_n) = 0; :::

::: ; P_k(x_1;::: ;x_n) = 0: } (1) ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ:

1) ÆÕÎËÃÉÉ P_i ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ;

2) ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ P_i(x_1;x_2;::: ;x_n) = _i (i = 1;::: ;k) ÏÂÒÁÚÕÅÔ ĂÐÒÁŒÉÌØÎÕÀ ÓÅÔËÕĄ, Ô.Å. Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏ- ÓÔÉ S ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÎÑÔØ ÚÁ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÅ u_i = P_i(x_1;::: ;x_n) (i = 1;::: ;k) É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ u_{k+1};::: ;u_n, ÔÁË ÞÔÏ Œ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÑËÏÂÉÁÎ D (_x u ) > 0.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂSSÅÍÁ Œ R_n

dfl = dx_1 ::: dx_n

ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Œ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ É ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ dP_1 ::: dP_k ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÏÒÍÕ ! ÐÏÒÑÄËÁ n − k: dfl = dP_1 ::: dP_k!: (2)

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÁËÁÑ ÆÏÒÍÁ ! ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÅ !, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ

ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ (2), ÄÏÂÁŒÉÔØ ÆÏÒÍÕ^k ∑ i=1 ¸_idP_i, ÇÄÅ ¸_i | ÌÀÂÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-

ÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÐÏÒÑÄËÁ n − k − 1, ÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ! +^k ∑ i=1 ¸_idP_i

ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ (2), ÔÁË ËÁË ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ dP_idP_i ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ.

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÆÏÒÍÙ !, ÍÙ ÐÒÏÓÔÏ ŒÙÐÉÛÅÍ ÅÅ Œ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_1;::: ;x_n. œ ÜÔÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂSSÅÍÁ dfl = dx_1 ::: dx_n. æÏÒÍÙ dP_i ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ

dP_i =

@P_i @x_1 dx_1 + ::: +

@P_i @x_n dx_n

É, ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ (ÓÒ. ÆÏÒÍÕÌÙ (2) É (3) Ð. 1),

dP_1 :::dP_k = ∑ i_1 <i_2 <:::<i_k D ( P_1 ::: P_k x_{i1} ::: x_{ik} ) dx_{i1} ::: dx_{ik} : (3)

9] § 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðïœåòèîïóôé 265

œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÊ, ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ Ï ÆÕÎËÃÉÑÈ P_i(x_1;::: ;x_n), Œ ÍÁÔÒÉÃÅ

@P_1 @x_1 :::

@P_1 @x_n

::: ::: :::

@P_k @x_1 :::

@P_k @x_n

ÉÍÅÅÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÍÉÎÏÒ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎ- ÎÏÇÏ ÎÕÌÑ. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ ÍÉÎÏÒ ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÐÏ ÐÅÒŒÙÍ k ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x_1;::: ;x_k : D ( P_1 ::: P_k x_1 ::: x_k ) ≠ 0:

ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ ! = dx_{k+1} ::: dx_n D ( P_1 ::: P_k x_1 ::: x_k

) ; (4)

ÔÁË ËÁË ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕ ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÓÐÒÁŒÁ Œ (3), ËÒÏÍÅ D ( P_1 ::: P_k x_1 ::: x_k ) dx_1 ::: dx_k;

ÄÁÄÕÔ ÎÕÌØ ÉÚ-ÚÁ ÎÁÌÉÞÉÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÄŒÕÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ, Á D ( P_1 ::: P_k x_1 ::: x_k ) dx_1 ::: dx_k dx_{k+1} :::dx_n D ( P_1 ::: P_k x_1 ::: x_k

) = dx_1 ::: dx_n = dfl:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ i_1 < i_2 < ::: < i_k D ( P_1 ::: P_k x_{i1} ::: x_{ik} ) ≠ 0;

ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ

! = (−1)^{i1 +:::+ik − k(k−1)2} dx_{j1} ::: dx_{jn−k} D ( P_1 ::: P_k x_{i1} ::: x_{ik}

) ; (4^′)

ÇÄÅ j_1 < ::: < j_{n−k} É j_— ≠ j ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ — ≠ . éÔÁË, ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ! ÄÏËÁÚÁÎÏ.

âÏÌÅÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ (ÎÏ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÙÊ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅ- ÎÉÊ) ŒÉÄ ÆÏÒÍÙ ! ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÌÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ŒÙÂÒÁÔØ

266 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [9

Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ u_1 = P_1(x_1;::: ;x_n);::: , u_k = P_k(x_1;::: ;x_n) É ËÁËÉÅ ÕÇÏÄÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ u_{k+1};::: ;u_n, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÅ É ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ D

(_x u ) > 0. œ ÜÔÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂSSÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

dfl = D ( x u ) du_1 ::: du_n:

æÏÒÍÙ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ dP_1 ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÐÒÏÓÔÏ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁ- ÌÁÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ du_i (i = 1;::: ;k) É ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÕÀ ÎÁÓ ÆÏÒÍÕ ! ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ ÒÁŒÎÏÊ

! = D ( x u ) du_{k+1} ::: du_n: (5)

äÏËÁÖÅÍ ÐÒÏÓÔÕÀ ÌÅÍÍÕ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ, ËÏ- ÔÏÒÁÑ ÎÕÖÎÁ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ‹(P_1;::: ;P_k).

ìÅÍÍÁ. åÓÌÉ ‚ | ÆÏÒÍÁ ÐÏÒÑÄËÁ n − k, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅ ÎÁ k ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ dP_1 :::dP_k ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÆÏÒÍÙ ¸_1;::: ;¸_k , ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ

‚ = ¸_1dP_1 + ::: + ¸_kdP_k:

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÄ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÍÉ ÐÏÎÉÍÁÀÔÓÑ ŒÎÅÛÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÁÌÙ ÆÏÒÍ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (Ô.Å. ÆÕÎËÃÉÊ) P_1;::: ;P_k , Á ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

dP_1 ::: dP_k ≠ 0:

æÏÒÍÁ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ Œ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_1;::: ;x_n ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ∑ j_1 ;::: ;j_k

@P_1 @x_{j1}

@P_2 @x_{j2} ::: @P_k @x_{jk} dx_{j1} :::dx_{jk} =

= ∑ j_1 <:::<j_k D ( P_1 ::: P_k x_{j1} ::: x_{jk} ) dx_{j1} ::: dx_{jk} :

ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ dP_1 ::: dP_k ≠ 0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÉÚ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÎÙÈ^{@Pi}_{@xj} (i = 1;2;::: ;k; j = 1;2;::: ;n) ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ k. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ P_1;::: ;P_k ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ŒÙÂÒÁÎÙ ÚÁ ÐÅÒŒÙÅ k ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R_n ÌÏËÁÌØÎÏ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÍÍÙ ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ŒÙÛÅ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ u_i = P_i(x_1;::: ;x_n) (i = 1;::: ;k), u_{k+1};::: ;u_n. äÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ‚ Œ ÜÔÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÍÏÖÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ,

9] § 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðïœåòèîïóôé 267

ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ du_1;::: ;du_k, ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ qdu_{k+1} ::: du_n, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÔÁËÉÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ. íÙ ÉÍÅÅÍ:

du_1 ::: du_k‚ = qdu_1 :::du_n = 0

ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÌÅÍÍÙ. ôÁË ËÁË ŒÓÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ du_i ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ É ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ q ≡ 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÆÏÒÍÁ ‚ ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ du_i (i=1;::: ;k). á ÚÎÁÞÉÔ, ‚ ÍÏÖÎÏ (ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ) ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ

‚ = ¸_1du_1 + ::: + ¸_kdu_k;

Ô.Å.

‚ = ¸_1dP_1 + ::: + ¸_kdP_k;

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ‹(P_1;::: ;P_k) ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ

(‹(P_1;::: ;P_k);’(x_1;::: ;x_n)) = ∫ S ’!; (6)

ÇÄÅ ! | ÆÏÒÍÁ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÛÌÁ ÒÅÞØ ŒÙÛÅ, Á S | ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ (1).

éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (5) ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÅÍ, ÄÁÎÎÙÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ.

ìÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÆÏÒÍÙ !. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ dfl = dP_1 ::: dP_k! = dP_1 ::: dP_k ~!. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ∫ ’(! − ~!) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x). óÏÇÌÁÓÎÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÅ ! − ~! =¸_1dP_1 +:::+¸_kdP_k , Ô.Å. ÆÏÒÍÙ ! É ~! ŒÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÏÇÕÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÆÏÒÍÕ ŒÉÄÁ ¸_1dP_1 + ::: + ¸_kdP_k, ÇÄÅ ¸_i | ÆÏÒÍÙ ÐÏÒÑÄËÁ n − k − 1. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒÄÏÌØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P_1 = 0;::: ;P_k = 0 ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, Ô.Å. ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ‹(P_1;::: ;P_k ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ P_1;::: ;P_k ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

îÕÖÎÏ ÉÍÅÔØ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ ! É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ‹(P_1;::: ;P_k ) ÉÚÍÅ- ÎÑÀÔÓÑ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ÏÐÉÓÙŒÁÀÝÉÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ S. œÙÑÓÎÉÍ, ËÁË ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁ ! ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ P_1 = 0, ::: , P_k = 0 ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S Ë ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍ Q_1 = 0, ::: , Q_k = 0, ÇÄÅ

Q_j (x) = k∑ i=1 ¸_{ij} (x)P_i(x) (i = 1;2;::: ;k);

268 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [9

É ÍÁÔÒÉÃÁ ÉÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ a_{ij} (x) ÏÂÒÁ- ÔÉÍÁ. (ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒÔÏÒÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ÔÕ ÖÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, ÞÔÏ É ÐÅÒŒÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ.) äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÙÐÉÛÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ! É ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÕÀ ~!:

dP_1dP_2 ::: dP_k! = dfl;

dQ_1 ::: dQ_k ~! = ( ∑ ¸_{i1}dP_i)::: ( ∑ ¸_{ik}dP_i)~! = dfl:

òÁÓËÒÙŒÁÑ ÓËÏÂËÉ É ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ dP_idP_j = = −dP_j dP_i ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ŒÔÏÒÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ:

det||¸_{ij} ||dP_1 ::: dP_k! = dfl:

ïÔÓÀÄÁ

~! = 1 det||¸_{ij} || !: üÔÏ É ÅÓÔØ ÉÓËÏÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÆÏÒÍÙ !. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ- ÝÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ‹(Q_1;::: ;Q_k) ÓŒÑÚÁÎÁ Ó ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ‹(P_1;::: ;P_k ) ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ

(‹(Q_1;::: ;Q_k);’) = ∫ ’! det||¸_{ij} || = ( ‹(P_1;::: ;P_k); ’ det||¸_{ij} || ) : ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ‹(P_1;::: ;P_k) ÐÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ P_i, Ô.Å. ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ^{@m‹(P1 ;:::;Pk )}_{@P} ff_{11 :::@P} ff_{kk} . üÔÉ ÏÂÏÂ- ÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÂÕÄÕÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÐÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S(P_1 = 0;::: ;P_k = 0) ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ !_{¸1:::¸k} , ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÊ P_1;::: ;P_k, É ÏÔ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x_1;::: ;x_n) Ó ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ ÄÏ ÐÏÒÑÄËÁ m ŒËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÆÏÒÍÕ ’! ÞÅÒÅÚ !_{00:::0}(’) (ÚÄÅÓØ ! | ÆÏÒÍÁ, ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÎÁÑ ŒÙÛÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ dfl = dP_1dP_2 ::: dP_k!). þÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÏÒÍÕ !_{10:::0}(’) (ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏ S ÄÁÓÔ ÎÁÍ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ^{@‹(P1 ;:::;Pk )}_{@Pk} ) , ÍÙ ŒÏÚØÍÅÍ ÆÏÒÍÕ (n − 1)-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

dP_2 ::: dP_k!_{00:::0}(’);

ÐÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ÅÅ É ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Œ ŒÉÄÅ

d(dP_2 :::dP_k !_{00:::0}(’)) = dP_1 ::: dP_k !_{10:::0}(’):

9] § 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðïœåòèîïóôé 269

œÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ u_i = P_i(x_1;::: ;x_n) (i = 1;::: ;k), u_{k+1};:::;u_n, ÅÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ’(x_1(u_1;:::;u_n);:::;x_n(u_1;:::;u_n)) ÞÅÒÅÚ ~’_1(u_1;::: ;u_n) = ~’_1(u), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ:

!_{00:::0}(’) = ~’D ( x u ) du_{k+1} :::du_n;

dP_2 ::: dP_k!_{00:::0}(’) = ~’D ( x u ) du_2 ::: du_k;

d(dP_2 :::dP_k !_{00:::0}(’)) = @ @u_1 [ ~’D ( x u )] du_1 ::: du_n;

!_{10:::0}(’) = @ @u_1 [ ~’(u)D ( x u )] du_{k+1} ::: du_n:

(7)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÕŒÅÌÉÞÉÔØ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÌÀÂÏÊ ÉÚ k ÉÎÄÅË- ÓÏŒ ÆÏÒÍÙ !_{00:::0}(’). œÏÏÂÝÅ, ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÉÍÅÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁ !_{¸1¸2 :::¸k} (’), ÔÏ ÞÔÏÂÙ ÕŒÅÌÉÞÉÔØ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ j-Ê ÉÎÄÅËÓ, ÍÙ ÕÍÎÏÖÉÍ ÎÁÛÕ ÆÏÒÍÕ ÓÌÅŒÁ ÎÁ ŒÓÅ dP_i, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ dP_j , ÐÒÏÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ÅÅ É ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ

d(dP_1 ::: dP_{j−1}dP_{j+1} ::: dP_k!_{¸1:::¸k} (’)) =

= (−1)^{j−1}dP_1 ::: dP_k!_{¸1 ;:::;¸j−1 ;¸j+1 ;¸j+1 ;:::;¸k} : (8)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÙ !_{¸1:::¸k} (’) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÃÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÉÎÄÅËÓÏŒ.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÕÖÅ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÆÏÒÍÁ !_{00:::0}(’) ÂÙÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÔÏ ÆÏÒÍÙ !_{¸1:::¸k} (’) É ÐÏÄÁŒÎÏ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÙ !_{¸1:::¸k} (’), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏ, ÎÁÞÉ- ÎÁÑ Ó !_{00:::0}(’), ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ ŒÉÄÁ (8), ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ¸_1;::: ;¸_k ÍÏÇÕÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÆÏÒÍÕ ŒÉÄÁ

dfi + ˛_1dP_1 + ::: + ˛_kdP_k;

ÇÄÅ dfi | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÙ fi ÐÏÒÑÄËÁ n − k − 1, Á ˛_1, ::: , ˛_k | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÐÏÒÑÄËÁ n − k − 1. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÁË ÆÏÒÍÁ fi, ÔÁË É ÆÏÒÍÙ ˛_1, ::: , ˛_k ÆÉÎÉÔÎÙ, Ô.Å. ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍ ÒÁŒÎÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÎÕÌÀ ŒÎÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÂÕÄÅÍ ŒÅÓÔÉ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ. ëÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ŒÙÛÅ ÌÅÍÍÙ, ŒÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ

!_{00:::0} − ~!_{00:::0} = ˛_1dP_1 + ::: + ˛_kdP_k

270 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [9

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÆÏÒÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ‹(P_1;::: ;P_k ). ôÁË ËÁË, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÏÂÅ ÆÏÒÍÙ !_{00:::0}(’) É ~!_{00:::0}(’) ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ ÆÉÎÉÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ’(x_1;::: ;x_n) É, ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ dP_1;::: ;dP_k ÌÉ- ÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÓÅ ÆÏÒÍÙ ˛_1;::: ;˛_k, ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÆÉÎÉÔÎÙ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÆÏÒÍ Ó ÉÎÄÅËÓÁÍÉ ¸_1;::: ;¸_k ÍÏÖÎÏ ŒÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ

!_{¸1;:::;¸k} − ~!_{¸1;:::;¸k} = dfi + ˛_1dP_1 + ::: + ˛_kdP_k; (9)

ÇÄÅ fi;˛_1;::: ;˛_k | ÆÉÎÉÔÎÙÅ ÆÏÒÍÙ, É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÉ ÏÄ- ÎÏÇÏ ÉÚ ÉÎÄÅËÓÏŒ (ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ | ÐÅÒŒÏÇÏ) ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÜÔÏ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÏ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÕÍÎÏÖÉÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (9) ÎÁ dP_2 ::: dP_k É ÐÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ÅÇÏ. ôÁË ËÁË d(dP_i) = d(dfi) = 0, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ:

d[dP_2 ::: dP_k (!_{¸1:::¸k} − ~!_{¸1:::¸k} )] =

= dP_1dP_2 ::: dP_k · (!_{¸1+1;¸2;::: ;¸k} − ~!_{¸1 +1;¸2;:::;¸k} ) =

= (−1)^kdP_1 ::: dP_kd˛_1:

ïÔÓÀÄÁ

dP_1dP_2 ::: dP_k · (!_{¸1+1;¸2 ;:::;¸k} − ~!_{¸1 +1;¸2;:::;¸k} − (−1)^kd˛_1) = 0

É ÐÏ ÌÅÍÍÅ

!_{¸1+1;¸2 ;:::;¸k} − ~!_{¸1 +1;¸2;:::;¸k} = (−1)^kd˛_1 + ‚_1dP_1 + ::: + ‚_kdP_k;

ÐÒÉÞÅÍ, Œ ÓÉÌÕ ÆÉÎÉÔÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍ !_{¸1+1;¸2 ;:::;¸k} É ~!_{¸1+1;¸2 ;:::;¸k} , É ÆÏÒ- ÍÙ ˛_1, ÆÏÒÍÙ ‚_1;::: ;‚_k ÔÁËÖÅ ÆÉÎÉÔÎÙ. üÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (9), ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÅ, ÐÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÉÎÄÅËÓÏŒ ¸_1;::: ;¸_k ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S. îÁ ÜÔÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ dP_1 = ::: = dP_k = 0, Á ÆÏÒÍÁ dfi ÒÁŒÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÏÒ- ÍÅ dfi^∗ (ŒÎÅÛÎÅÍÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÕ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÆÏÒÍÙ fi^∗, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÉÚ ÆÏÒÍÙ fi ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ S). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S

!_{¸1;:::;¸k} − ~!_{¸1;:::;¸k} = dfi^∗;

ÇÄÅ dfi^∗ | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÆÏÒÍÙ fi^∗.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ^{@m‹(P1 ;::: ;Pk )}_{@P} ff_{11 :::@P} ff_{kk} ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ: ( @^m‹(P_1;::: ;P_k) @P^{¸1}_1 ::: @P^{¸k}_k ;’ ) = (−1)^m ∫ S !_{¸1;:::;¸k} (’): (10)

9] § 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðïœåòèîïóôé 271

éÚ ÆÏÒÍÕÌ ÔÉÐÁ (7) ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ, ÄÁÎÎÙÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ. üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÆÏÒÍÙ !_{¸1;:::;¸k} . äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ !_{¸1 ;:::;¸k} É ~!_{¸1;::: ;¸k} | ÄŒÅ ÆÏÒÍÙ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÉÚ !_{00:::0} ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÍÉ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑÍÉ É ÄÅÌÅÎÉÑÍÉ, ÔÏ, ÐÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ, ∫ S !_{¸1;:::;¸k} (’) − ∫ S ~!_{¸1;::: ;¸k} (’) = ∫ S dfi^∗:

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ óÔÏËÓÁ ∫ S dfi^∗ = ∫ � fi^∗;

ÇÄÅ ` | ÇÒÁÎÉÃÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S. îÏ, Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÊ, ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ Ï ÆÕÎËÃÉÑÈ P_i(x_1;::: ;x_n) (i = 1;::: ;k) ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ S ÉÌÉ ÚÁÍËÎÕÔÁ, ÉÌÉ ÕÈÏÄÉÔ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ. œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ � fi^∗ = 0, ÔÁË ËÁË

ÆÏÒÍÁ fi^∗ ÆÉÎÉÔÎÁ, É ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ∫ S !_{¸1 :::¸k} = ∫ S ~!_{¸1:::¸k} :

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ^{@m‹(P1 ;::: ;Pk )}

@P^{ff1}_1 :::@P^{ffk}_k ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ

P_1;::: ;P_k ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P_1 = 0;::: ;P_n = 0 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

äÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ‹(P_1;::: ;P_k ) É^{@m‹(P1 ;::: ;Pk )}_{@P} ff_{11 :::@P} ff_{kk} ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ:

1. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ‹(P_1;::: ;P_k) É^{@m‹(P1 ;:::;Pk )}_{@P} ff_{11 :::@P} ff_{kk} ÍÏÖÎÏ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ ËÁË ÓÌÏÖÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ: @ @x_j

‹(P_1;::: ;P_k) = k∑ i=1 @‹(P_1;::: ;P_k) @P_i

@P_i @x_j :

úÄÅÓØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ x_j ÏÐÒÅÄÅÌÑ- ÀÔÓÑ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, Á ÉÍÅÎÎÏ: ( @ @x_j

‹(P_1;::: ;P_k);’ ) = − ( ‹(P_1;::: ;P_k ); @’ @x_j ) :

272 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [9

2. äÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ‹(P_1;::: ;P_k ) É ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ: P_i‹(P_1;::: ;P_k ) = 0;

P_iP_j ‹(P_1;::: ;P_k ) = 0; :::::: ::: ::: ::: ::: ::: ::::::

P_1P_2 ::: P_k‹(P_1;::: ;P_k ) = 0:

Á ÔÁËÖÅ ŒÓÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÐÏ P_1;::: ;P_k . îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÐÅÒŒÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ÐÏ P_i, ÐÏÌÕÞÁÅÍ: ‹(P_1;::: ;P_k) + P_i‹^′_{Pi} (P_1;::: ;P_k ) = 0;

::: ::: ::: ::: ::: :::::: ::: ::: ::: ::: ::: :::::: ::: m‹^{(m−1)}

P_i:::P_i (P1;::: ;Pk ) + Pi‹ (m) P_i:::P_i (P1;::: ;Pk ) = 0;

::: ::: ::: ::: ::: :::::: ::: ::: ::: ::: ::: :::::: :::

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ ÍÏÖÎÏ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ: ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ŒÔÏÒÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ÐÏ P_i, É P_j , ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

‹(P_1;::: ;P_k ) + P_i‹^′_{Pi} (P_1;::: ;P_k) + P_j ‹^′_{Pj} (P_1;::: ;P_k) + + P_iP_j ‹^{′′}_{Pi Pj} (P_1;::: ;P_k ) = 0:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÉÈ ÆÁËÔÏŒ ÐÒÏŒÏÄÑÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÜÔÏ ŒÙÛÅ ÄÅÌÁÌÏÓØ ÄÌÑ ‹(P ), É ÍÙ ÉÈ ÏÐÕÓËÁÅÍ.

œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ, ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÔØ m-ËÒÁÔÎÙÊ ÓÌÏÊ ËÁË ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ŒÉÄÁ ∫ ∑ |¸|=m —_¸(x)‹^{(¸)}(P_1;::: ;P_k)’(x)dx; ÇÄÅ ¸ = (¸_1;::: ;¸_k); |¸| = ¸_1 + ::: + ¸_k;

‹^{(¸)}(P_1;::: ;P_k) =

@^{|¸|}‹(P_1;::: ;P_k ) @P^{¸1}_1 ::: @P^{¸k}_k : œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÌÏÊ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÆÏÒÍÕÌÅ

(—‹(P_1;::: ;P_k );’) = ∫ —(x)‹(P_1;::: ;P_k)’(x)dx = ∫ S !_{00:::0}(—’):

1] § 2. æõîëãéé, óœñúáîîùå ó ëœáäòáôéþîïê æïòíïê 273

óÎÏŒÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f ŒÉÄÁ

(f;’) = ∫ S ∑ a_j (x)D^j ’(x)dff ( D^j = @^{|j|} @x^{j1}_1 ::: @x^{jn}_n ) ;

ÇÄÅ dff | ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÏÅŒ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÏÒÑÄËÏŒ.

§ 2. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ

œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË- ÃÉÉ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÎÅÄÅÆÉÎÉÔÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ. œ ÐÐ. 1 É 2 ÓÔÒÏÉÔÓÑ ËÏÎËÒÅÔÎÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÂÅÚ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ ÉÚ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÕÎËÔÁÈ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÛÉÒÏËÏ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÍÅÔÏÄ, ÏÓÎÏŒÁÎÎÙÊ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ.

âÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÍÅÔÏÄ, É ÐÒÉ ÐÅÒŒÏÍ ÚÎÁ- ËÏÍÓÔŒÅ ÍÙ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÍ ÎÁÞÁÔØ ÞÔÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏ Ó Ð. 3, ÐÒÏÓÍÏÔÒÅŒ ÐÒÅÄŒÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÐÐ. 1{2, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÒÑÄ ÐÏÌÅÚÎÙÈ ÓŒÅÄÅÎÉÊ Ï ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎËÃÉÑÈ ÏÔ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ.

1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÊ ‹^{(k)}_1 (P ) É ‹^{(k)}_2 (P ). œ § 1 ÂÙÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ‹^k(P ) ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÔÁËÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ P (x_1;::: ;x_n), ÞÔÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ P (x_1;::: ;x_n) = 0 ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË. åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ

P (x_1;::: ;x_n) = x^2_1 + ::: + x^2_p − x^2_{p+1} − ::: − x^2_{p+q} (1)

(p + q = n), ÔÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ P (x_1;::: ;x_n) = 0 ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÎÕÓ Ó ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ (ŒÅÒÛÉÎÏÊ) Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎËÃÉÀ ‹^{(k)}(P ) ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ôÁË ËÁË ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ËÏÎÕÓÁ P = 0 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÏ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ’, ÒÁŒÎÙÈ ÎÕÌÀ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, (‹^{(k)}(P );’) ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÂÙÌÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ Œ § 1:

(‹^{(k)}(P );’) = ∫ ‹^{(k)}(P )’dx = (−1)^k ∫ P =0

!_k(’): (2)

åÓÌÉ ÖÅ ’ | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (2) ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÈÏÄÉÔØÓÑ. ôÏÇÄÁ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ( ‹^{(k)}(P );’ ) ËÁË ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏŒÁÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (2).

274 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [1

üÔÏÔ ÐÌÁÎ ÚÄÅÓØ É ÂÕÄÅÔ ÐÒÏŒÏÄÉÔØÓÑ; ÏÄÎÁËÏ ÍÙ ÐÒÏŒÅÄÅÍ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ, ÎÅ ÏÐÉÒÁÑÓØ ÎÁ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅÓÑ Œ § 1 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ∫ P =0

!_k(’).

éÔÁË, ÐÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ ÆÕÎËÃÉÑ ’(x) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÏÓÌÅ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔØ P = 0 ÕÖÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Œ ÌÀÂÏÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0 ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÎÏŒÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ u_1 = P;u_2;::: ;u_n Ó ÑËÏÂÉÁÎÏÍ D

(_x u ) > 0.

ôÏÇÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÉ ‹^{(k)}(P ), ÄÁÎÎÏÍÕ Œ § 1, ÉÍÅÅÍ:

(‹^{(k)}(P );’) = (−1)^k ∫ @^k @u^k_1 [ ’D ( x u )] | | |_{u1=0} du^2 ::: du^n; (3)

ÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0. üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ u_1;::: ;u_n.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÁË ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ Œ § 1, ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (ffi^{(k)}(P ); ’) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó (−1)^k ∫ P =0

!_k(’), Á ÐÏÔÏÍÕ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

îÁÐÉÛÅÍ ÑŒÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ (‹^{(k)}(P );’), ŒÙÂÒÁŒ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ u_1;::: ;u_n ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

âÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ p > 1 É q > 1; ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ p ÉÌÉ q ÒÁŒÎÏ 1, ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÓÏÂÏ Œ ËÏÎÃÅ ÜÔÏÇÏ ÐÕÎËÔÁ.

œŒÅÄÅÍ ÂÉÐÏÌÑÒÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÐÏÌÏÖÉŒ

x_1 = r!_1; ::: ; x_p = r!_p; x_{p+1} = s!_{p+1}; ::: ; x_{p+q} = s!_{p+q} ; (4) ÇÄÅ r = √ x^2_1 + ::: + x^2_p; s = √ x^2_{p+1} + ::: + x^2_{p+q} : (5)

üÌÅÍÅÎÔ ÏÂSSÅÍÁ Œ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

dx = r^{p−1}s^{q−1}drdsd˙^{(p)}d˙^{(q)}; (6)

ÇÄÅ d˙^{(p)}(d˙^{(q)}) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÆÅÒÙ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ Œ p-ÍÅÒÎÏÍ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ q-ÍÅÒÎÏÍ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÉÍÅÅÍ:

P = r^2 − s^2:

ðÒÉÍÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÚÁ ÎÏŒÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÅ P;r É ÂÉÐÏÌÑÒÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ !_i. œÙÒÁÖÅÎÉÅ (6) ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÏÂSSÅÍÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ Œ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ŒÉÄ

dx = 1 2 (r^2 − P )^{q−22} r^{p−1}dP drd˙^{(p)}d˙^{(q)}:

1] § 2. æõîëãéé, óœñúáîîùå ó ëœáäòáôéþîïê æïòíïê 275

óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (3) ÉÍÅÅÍ:

(‹^{(k)}(P );’) = (−1)^k ∫ @^k @P^k [ 1 2 ’(r^2 − P )^{q−22} ] | | |_{P =0} r^{p−1}drd˙^{(p)}d˙^{(q)}: (7) ðÅÒÅÈÏÄÑ ÏÔ P Ë ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÍÕ s = √ r^2 − P É ÚÁÍÅÞÁÑ, ÞÔÏ^@_{@P} = −^@_{2s@s} , ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

(‹^{(k)}(P );’) = ∫ ( @ 2s@s

)_k [ s^{q−2} ’ 2 ] | | |_{s=r} r^{p−1}drd˙^{(p)}d˙^{(q)}: (8)

åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÌÏÖÉÔØ

(r;s) = ∫ ’d˙^{(p)}d˙^{(q)}; (9)

ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (8) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ

(‹^{(k)}(P );’) = ∞∫ 0 ( @ 2s@s

)_k [ s^{q−2}

(r;s) 2 ] | | |_{s=r} r^{p−1}dr: (10)

ðÒÉ ŒÙÂÏÒÅ ÎÏŒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÍÅÓÔÏ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔÙ r ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ŒÚÑÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ s. ôÏÇÄÁ ÍÙ ÐÒÉÛÌÉ ÂÙ Ë ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÍÕ ŒÙÒÁÖÅÎÉÀ

(‹^{(k)}(P );’) = (−1)^k ∞∫ 0 ( @ 2r@r

)_k [ r^{p−2}

(r;s) 2 ] | | r=s s^{q−1}ds: (10^′)

ðÒÉ ÓÄÅÌÁÎÎÏÍ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ (10) É (10^′) ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ k. ïÄÎÁËÏ, ÅÓÌÉ (p − 1) + (q − 2) ⩾ 2k, Ô.Å. k <^{p+q−2}_2 , ÔÏ ÜÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÓÈÏÄÑÔÓÑ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ k <^{p+q−2}_2 ÌÀÂÕÀ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ (10) É (10^′) ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÎÑÔØ ÚÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ‹^{(k)}(P ). åÓÌÉ ÖÅ k ⩾^{p+q−2}_2 ,

ÔÏ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ( ‹^{(k)}_1 (P );’ ) É ( ‹^{(k)}_2 (P );’ ) ËÁË ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏŒÁÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ (10) É (10^′) Œ ÓÍÙÓÌÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÉÖÅ ÂÕÄÅÔ ÕÔÏÞÎÅÎ.

276 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [1

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ p>1, q >1 ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ‹^{(k)}_1 (P ) É ‹^{(k)}_2 (P ) ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

(‹^{(k)}_1 (P );’) = ∞∫ 0 ( @ 2s@s

)_k [

s^{q−2}

(r;s) 2 ] | | |_{s=r} r^{p−1}dr: (11)

(‹^{(k)}_2 (P );’) = (−1)^k ∞∫ 0 ( @ 2r@r

)_k [

r^{p−2}

(r;s) 2 ] | | |_{r=s} s^{q−1}ds; (11^′)

ÇÄÅ (r;s) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ ’ ÐÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ x^2_1 +:::+x^2_p =r^2, x^2_{p+1} +:::+x^2_{p+q} =s^2, ÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁ r^{p−1}s^{q−1}. îÁÐÉÓÁÎÎÙÅ ÚÄÅÓØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÓÈÏÄÑÔÓÑ É ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÐÒÉ k < p + q − 2 2 : åÓÌÉ ÖÅ k ⩾ p + q − 2 2 ; ÔÏ ÜÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÎÉÍÁÔØ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏŒÁÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. õËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÐÏÄ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏŒÁÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ (11) É (11^′). úÁÍÅÔÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÆÕÎË- ÃÉÑ (r;s), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (9), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ r^2 É s^2. äÅÌÁÑ ÔÅÐÅÒØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ (11) ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ r^2 = u, s^2 = fl É ÐÏÌÁÇÁÑ

(r;s) = _1(u;fl);

ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ:

(‹^{(k)}_1 (P );’) = 1 4 ∞∫ 0 @^k @fl^k ( fl^{q−22} _1(u;fl) ) | | fl=u u^{p−22} du:

œ ÓÉÌÕ ÓÄÅÌÁÎÎÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ _1(u;fl) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ u É fl. îÏ ÔÏÇÄÁ

@^k @fl^k ( fl^{q−22} _1(u;fl) ) | | |_{fl=u}= u q−2 2 −k¯(u);

1] § 2. æõîëãéé, óœñúáîîùå ó ëœáäòáôéþîïê æïòíïê 277

ÇÄÅ ÓÎÏŒÁ ¯(u) | ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

(‹^{(k)}_1 (P );’) = 1 4 ∞∫ 0 u^{p+q2 −2−k}¯(u)du: (12)

òÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÔÁËÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÁÓØ Œ § 3 ÇÌ. I. ðÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (12) ÅÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ^1_4 (u^–_+;¯(u)) ÐÒÉ – =^{p+q}_2 − 2 − k, ÇÄÅ u^–_+ | ÆÕÎËÃÉÑ, ÒÁŒÎÁÑ u^– ÐÒÉ u > 0 É 0 ÐÒÉ u ⩽ 0. òÅÇÕÌÑÒÉ- ÚÁÃÉÅÊ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÌÕÖÉÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ u^–_+, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉ – ≠ −1;−2;::: ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ u^–_+ ÉÚ ÏÂÌÁÓÔÉ Re – > −1. ðÒÉ – = −1;−2;::: ÜÔÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÏÌÀÓÙ; ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ u^{−n}_+ (n = 1;2;:::) ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ËÁË ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ìÏÒÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ u^–_+ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ – = −n.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n = p + q ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (12) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

f(–) = 1 4 ∞∫ 0 u^–¯(u)du

Œ ÔÏÞËÕ – =^{p+q}_2 − 2 − k (ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ, ÕËÁÚÁÎÎÙÍ Œ § 3 ÇÌ. I), Á ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÞÅÔÎÁ, ÔÏ | ËÁË ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(–) Œ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ – =^{p+q}_2 − 2 − k.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (11^′). ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ‹^{(k)}_1 (P ) É ‹^{(k)}_2 (P ) ÍÏÇÕÔ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, É ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ. œ Ð. 3 ÂÕÄÅÔ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÓÅÇÄÁ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, Á Œ ÓÌÕÞÁÅ ÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÐÒÉ k ⩾^n_2 − 1 ÒÁÚÎÏÓÔØ ‹^{(k)}_1 (P ) − ‹^k_2 (P ) ÅÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÁÑ Œ ŒÅÒÛÉÎÅ ËÏÎÕÓÁ P = 0. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Œ Ð. 3 ÂÕÄÅÔ ÄÁÎÏ ÉÎÏÅ, ÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ËÏÎÕÓÁ P = 0.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ‹^{(k)}_1 (P ) É ‹^{(k)}_2 (P ) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ:

‹^{(k)}_2 (P ) = (−1)^k‹^{(k)}_1 (P ):

äÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÌÉ, ÞÔÏ p > 1 É q > 1. óÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ p ÉÌÉ q ÒÁŒÎÏ 1, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÓÏÂÙÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÅÒÑÅÔ ÓÍÙÓÌ

278 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [1

ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÂÉÐÏÌÑÒÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ. ðÒÉŒÅÄÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÊ ‹^{(k)}_1 (P ) É ‹^{(k)}_2 (P ) ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ.

ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ p = q = 1, Ô.Å. P = x^2 − y^2. œÙÂÉÒÁÑ ÔÏÇÄÁ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ P É x, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ (10) ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ‹^{(k)}_1 (x^2 − y^2):

(‹^{(k)}_1 (x^2 − y^2);’) = +∞∫ −∞ ( @ 2y@y

)_k [ ’(x;y) 2y ] dx;

ÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ÐÁÒÅ ÐÒÑÍÙÈ x^2 − y^2 = 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

(‹^{(k)}_1 (x^2 − y^2);’) = = +∞∫ −∞ ( @ 2y@y

)_k [

’(x;y) 2y ] | | |_{y=x} dx + +∞∫ −∞ ( @ 2y@y

)_k [

’(x;y) 2y ] | | |_{y=−x} dx:

éÎÔÅÇÒÁÌÙ ÐÏÎÉÍÁÀÔÓÑ ÚÄÅÓØ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏŒÁÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ (ÚÄÅÓØ ÓÎÏŒÁ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ § 3 ÇÌ. I).

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÍÅÅÍ:

(‹_1(x^2 − y^2);’) = +∞∫ −∞ [ ’(x;y) 2y | | |_{y=x} +

’(x;y) 2y | | |_{y=−x} ] dx; Ô.Å.

‹_1(x^2 − y^2) = 1 2y ‹(x − y) + 1 2y ‹(x + y): (13)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ p = 1, ÎÏ q = n − 1 > 1, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ ‹^{(k)}_1 (P ) É ‹^{(k)}_2 (P ) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

(‹^k_1 (P );’) = +∞∫ −∞ ( @ 2s@s

)_k [

s^{n−3}

(x_1;s) 2 ] | | s=|x_1|

dx_1; (14)

(‹^k_2 (P );’) = (−1)^k ∞∫ 0 ( @ 2x_1@x_1

)_k (

(x_1;s) 2x_1 ) | | |_{x1=s} s^{n−2}ds +

+ (−1)^k ∞∫ 0 ( @ 2x_1@x_1

)_k (

(x_1;s) 2x_1 ) | | |_{x1=−s} s^{n−2}ds; (14^′)

2] § 2. æõîëãéé, óœñúáîîùå ó ëœáäòáôéþîïê æïòíïê 279

ÇÄÅ (x_1;s) ÅÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÆÕÎËÃÉÉ ’ ÐÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ x_1 = const, x^2 + ::: + x^2_n = s^2, ÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁ s^{q−1}.

åÓÌÉ ÖÅ q = 1, ÎÏ p = n − 1 > 1, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ ‹^{(k)}_1 (P ) É ‹^{(k)}_2 (P ) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

(‹^{(k)}_2 (P );’) = (−1)^k +∞∫ −∞ ( @ 2r@r

)_k [

r^{n−3}

(r;x_n) 2 ] | | |_{r=|xn|} dx^n; (15)

(‹^k_1 (P );’) = ∞∫ 0 ( @ 2x_n@x_n

)_k ( (r;x_n) 2x_n ) | | x_n=r

r^{n−2}dr +

+ ∞∫ 0 ( @ 2x_n@x_n

)_k ( (r;x_n) 2x_n ) | | x_n=−r

r^{n−2}dr; (15^′)

ÇÄÅ (r;x_n) ÅÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÆÕÎËÃÉÉ ’ ÐÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ x^2_1 +:::+x^2_{n−1} = r^2, x_n = const, ÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁ r^{p−1}. œÓÅ ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÎÉÍÁÔØ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏŒÁÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ^{1)}.

2. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ P^–_+. ðÕÓÔØ ÓÎÏŒÁ

P (x) = x^2_1 + ::: + x^2_p − x^2_{p+1} − ::: − x^2_{p+q} (1)

(p + q = n). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ P^–_+, ÇÄÅ – | ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(P^–_+;’) = ∫ P >0

P^–(x)’(x)dx; (2)

ÇÄÅ x = (x_1;::: ;x_n) É dx = dx_1 :::dx_n. ðÒÉ Re – ⩾ 0 ÉÎÔÅÇÒÁÌ (2) ÓÈÏÄÉÔÓÑ É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ –. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÁÎÁÌÉ- ÔÉÞÅÓËÉ ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔØ Re – ⩽ 0, ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ (P^–_+;’) ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ –.

1)ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ p = 1 ÉÌÉ q = 1, ÍÏÖÎÏ ÉÎÏÇÄÁ ÎÅ ÕÓÒÅÄÎÑÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ’ ÐÏ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑÍ. æÏÒÍÕÌÙ (14^′ ) É (15^′ ) ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ŒÉÄÅ: ÅÓÌÉ p = 1, ÔÏ

(ffi^{(k)}_2 (P ); ’) = (−1)^k ∫ ( @ 2x_1@x_1

)_k ( ’ 2x_1 ) dx_2 : : :dx_n;

ÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ËÏÎÕÓÁ P = 0; ÅÓÌÉ ÖÅ q = 1, ÔÏ

(ffi^{(k)}_1 (P ); ’) = ∫ ( @ 2x_n@x_n

)_k ( ’ 2x_n ) dx_1 : : :dx_{n−1};

ÇÄÅ ÓÎÏŒÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ËÏÎÕÓÁ P = 0.

280 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2

âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÐÏÌÀÓÙ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ (P^–_+;’). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÅÒÅÊÄÅÍ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ (2) Ë ÂÉÐÏÌÑÒÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ

x_1 = r!_1; ::: ; x_p = r!_p; x_{p+1} = s!_{p+1}; ::: ; x_{p+q} = s!_{p+q} ; (3) ÇÄÅ r = √ x^2_1 + ::: + x^2_p; s = √ x^2_{p+1} + ::: + x^2_{p+q}^{1)}: (4)

ôÏÇÄÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (2) ÐÅÒÅÐÉÛÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

(P^–_+;’) = ∫ P >0

(r^2 − s^2)^–’r^{p−1}s^{q−1}drdsd˙^{(p)}d˙^{(q)}; (5)

ÇÄÅ d˙^{(p)}(d˙^{(q)}) | ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÆÅÒÙ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ Œ p-ÍÅÒÎÏÍ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, q-ÍÅÒÎÏÍ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ðÏÌÁÇÁÑ ÔÅÐÅÒØ, ËÁË É Œ Ð. 1,

(r;s) = ∫ ’d˙^{(p)}d˙^{(q)}; (6)

ÐÏÌÕÞÉÍ:

(P^–_+;’) = ∞∫ 0 r∫ 0 (r^2 − s^2)^– (r;s)r^{p−1}s^{q−1}dsdr: (7)

ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ’(x) ÆÉÎÉÔÎÁ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ, ÆÕÎËÃÉÑ (r;s), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (6), ÆÉÎÉÔÎÁ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÐÏ r^2 É s^2. óÄÅÌÁŒ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ (7) ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ u = r^2, fl = s^2 É ÐÏÌÏÖÉŒ

(r;s) = _1(u;fl); (8)

ÐÏÌÕÞÉÍ:

(P^–_+;’) = 1 4 ∞∫ 0 u∫ 0 (u − fl)^– _1(u;fl)u^{p−22} fl^{q−22} dfldu: (9)

1)äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ ŒÓÀÄÕ ÄÁÌØÛÅ, ÞÔÏ p ¿ 1 É q ¿ 1. ïÄÎÁËÏ ŒÓÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙÍÉ É Œ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ p = 1 ÉÌÉ q = 1.

2] § 2. æõîëãéé, óœñúáîîùå ó ëœáäòáôéþîïê æïòíïê 281

îÁËÏÎÅÃ, ÚÁÍÅÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ fl = ut ÍÙ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (9) Ë ŒÉÄÕ

(P^–_+;’) = 1 4 ∞∫ 0 u^{–+ p+q2 −1}du 1∫ 0 (1 − t)^–t^{q−22} _1(u;tu)dt: (10)

éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (10) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ (P^–_+;’) ÉÍÅÅÔ ÄŒÅ ÓÅÒÉÉ ÐÏÌÀÓÏŒ. ðÅÒŒÁÑ ÓÅÒÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÏÌÀÓÏŒ ÆÕÎËÃÉÉ

˘(–;u) = 1 4 1∫ 0 (1 − t)^–t^{q−22} _1(u;tu)dt: (11)

ðÏÄÏÂÎÏ ÆÕÎËÃÉÉ (x^–_+;’), ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ Œ § 3 ÇÌ. I, ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ –, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÏÞÅË

– = −1;−2;::: ;−k;::: ;

Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÏÌÀÓÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ

ŒÙÞ:

–=−k

˘(–;u) =

(−1)^{k−1} 4(k − 1)!

@^{k−1} @t^{k−1} [ t^{q−22} _1(u;tu) ] | | |_{t=1} : (12)

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÙÞ:_{–=−k} ˘(–;u) | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÊ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ËÏÎÕÓÁ P = 0.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ˘(–;u) | ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

(P^–_+;’) = ∞∫ 0 u^{–+ p+q2 −1}˘(–;u)du (13)

ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÅÝÅ ÐÏÌÀÓÙ Œ ÔÏÞËÁÈ

– = − n 2 ;− n 2 − 1;::: ;− n 2 − k;::: ;

ÇÄÅ n = p + q | ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ

ŒÙÞ:

–=−^n_2 −k

(P^–_+;’) = 1 k! @^k @u^k ˘ ( − n 2 − k;u ) | | |_{u=0} : (14)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÙÞ:_{–=− n2 −k}(P^–_+;’) ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÊ Œ ŒÅÒÛÉÎÅ ËÏÎÕÓÁ.

282 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2

éÔÁË, ÉÍÅÅÔÓÑ ÄŒÅ ÓÅÒÉÉ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ (P^–_+;’): – = −1;−2;::: ;−k;::: (15) É – = − n 2 ;− n 2 − 1;::: ;− n 2 − k;::: ; (15^′)

ŒÙÞ:(P^–_+;’) Œ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÅ – ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÊ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ËÏÎÕÓÁ P = 0, ÅÓÌÉ – ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÅÒŒÏÊ ÓÅÒÉÉ, É Œ ŒÅÒÛÉÎÅ ËÏÎÕÓÁ P = 0, ÅÓÌÉ – ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ŒÔÏÒÏÊ ÓÅÒÉÉ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË. œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ – ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÏÂÅÉÍ ÓÅÒÉÑÍ, ËÁÒÔÉÎÁ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÍÏÖÅÔ ÕÓÌÏÖÎÉÔØÓÑ. òÁÚÂÅÒÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ŒÓÅ ÓÌÕÞÁÉ Œ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ.

óÌÕÞÁÊ 1. ïÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ – = −k ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÅÒŒÏÊ ÓÅÒÉÉ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË, ÎÏ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ŒÔÏÒÏÊ ÓÅÒÉÉ. üÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ŒÓÅÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ n = p + q | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ÔÁËÖÅ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÅÓÌÉ – > −^n_2 .

ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ (11) Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ – = −k Œ ŒÉÄÅ

˘(–;u) =

˘_0(u) – + k

+ ˘_1(–;u); (16)

ÇÄÅ ˘_0(u) = ŒÙÞ:_{–=−k} ˘(–;k), Á ÆÕÎËÃÉÑ ˘_1(–;u) ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ – = −k. ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ Œ ÆÏÒÍÕÌÕ (13), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

(P^–_+;’) = 1 – + k ∞∫ 0 u^{–+ p+q2 −1}˘_0(u)du + ∞∫ 0 u^{–+ p+q2 −1}˘_1(–;u)du: (17)

ðÒÉ ÓÄÅÌÁÎÎÏÍ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ – ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ Œ ÆÏÒÍÕ- ÌÅ (17) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ – = −k. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎËÃÉÑ (P^–_+;’) ÉÍÅÅÔ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÏÌÀÓ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÐÒÉÞÅÍ

ŒÙÞ:

–=−k

(P^–_+;’) = ∞∫ 0 u^{−k+ p+q2 −1}˘_0(u)du;

ÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÒÉ k ⩾^{p+q}_2 ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÎÉÍÁÔØ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏŒÁÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÓÀÄÁ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (12) ÄÌÑ ˘_0(u) = ŒÙÞ:_{–=−k} ˘(–;u), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

ŒÙÞ:

–=−k

(P^–_+;’) =

(−1)^{k−1} 4(k − 1)! ∞∫ 0 @^{k−1} @t^{k−1} [ t^{q−22} _1(u;tu) ] | | |_{t=1} u^{−k+} p+q 2 −1du:

(18)

2] § 2. æõîëãéé, óœñúáîîùå ó ëœáäòáôéþîïê æïòíïê 283

éÔÁË, ŒÙÞ:_{–=−k} P^–_+ ÅÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÁÑ ÎÁ ËÏÎÕ-

ÓÅ P = 0.

õÓÔÁÎÏŒÉÍ ÓŒÑÚØ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ Œ Ð. 1 ÆÕÎËÃÉ- ÅÊ ‹^{(k)}_1 (P ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ tu = fl, ÔÏ

@^{k−1} @t^{k−1} [ t^{q−22} _1(u;tu) ] | | |_{t=1}=

@^{k−1} @fl^{k−1} [ fl^{q−22} _1(u;fl) ] | | |_{fl=u} u^− q 2 +k:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÆÏÒÍÕÌÁ (18) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÅÒÅÐÉÓÁÎÁ Œ ŒÉÄÅ

ŒÙÞ:

–=−k

(P^–_+;’) =

(−1)^{k−1} 4(k − 1)! ∞∫ 0 @^{k−1} @fl^{k−1} [ fl^{q−22} _1(u;fl) ] | | |_{fl=u} u p−2 2 du;

ÇÄÅ ÐÒÉ k ⩾^n_2 ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÎÉÍÁÔØ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏŒÁÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÄÁÎÎÏÍÕ Œ Ð. 1,

(‹^{(k−1)}

1 (P );’) = 1 4 ∞∫ 0 @^{k−1} @fl^{k−1} [ fl^{q−22} _1(u;fl) ] | | |_{fl=u} u p−2 2 du;

ÇÄÅ ÓÎÏŒÁ ÐÒÉ k ⩾^n_2 ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏŒÁÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. îÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n = p + q ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

ŒÙÞ:

–=−k

(P^–_+;’) =

(−1)^{k−1} (k − 1)!

(‹^{(k−1)}

1 (P );’):

éÔÁË, Œ ÔÏÞËÅ – = −k (k = −1;−2;:::) Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÎÅÞÅÔÎÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n, Á ÔÁËÖÅ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ n | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É k <^n_2 , ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ P^–_+ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÏÌÀÓ Ó ŒÙÞÅÔÏÍ

ŒÙÞ:

–=−k

P^–_+ =

(−1)^{k−1} (k − 1)!

‹^{(k−1)}

1 (P ): (19)

ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÙÍ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÝÅ Œ ÇÌ. I ÍÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ, ÞÔÏ

ŒÙÞ:

–=−k

x^–_+ =

(−1)^{k−1} (k − 1)!

‹^{(k−1)}(x):

284 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2

éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (19) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒÁ, Á ÔÁËÖÅ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÉ k <^n_2 ÆÕÎËÃÉÑ ‹^{(k−1)}_1 (P ) ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÚÁÄÁÎÉÅÍ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ P .

œ Ð. 1 ÂÙÌÏ ÏÔÍÅÞÅÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ffi^{(k)}_1 (P ) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(ffi^{(k)}_1 (P ); ’) = (−1)^k ∫ P =0

!_k(’);

ÐÒÉÞÅÍ ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ k ¡^{n−2}_2 , Á ÐÒÉ k ⩾^{n−2}_2 ÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÎÉÍÁÔØ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏŒÁÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

ŒÙÞ:

˘=−k

(P^˘_+; ’) = 1 (k − 1)! ∫ P =0

!_k(’):

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÍÅÅÍ:

ŒÙÞ:

˘=−1

(P^˘_+; ’) = ∫ ’(x)dœ | grad P | ; ÇÄÅ dœ | ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ËÏÎÕÓÁ P = 0.

óÌÕÞÁÊ 2. ïÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ – ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ŒÔÏÒÏÊ ÓÅÒÉÉ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË, ÎÏ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÅÒŒÏÊ ÓÅÒÉÉ. üÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ, ËÏÇÄÁ – = −^n_2 − k (k = 0;1;2;:::), ÐÒÉÞÅÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ n | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎËÃÉÑ ˘(–;u) ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ – = −^n_2 − k, Á ÐÏÔÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÑ (P^–_+;’) =^∞ ∫ 0 u^{–+ n2 −1}˘(–;u)du ÉÍÅÅÔ Œ

ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÏÌÀÓ Ó ŒÙÞÅÔÏÍ

ŒÙÞ:

–=−^n_2 −k

(P^–_+;’) = ŒÙÞ:

–=−^n_2 −k ∞∫ 0 u^{–+ n2 −1}˘ ( − n 2 − k;u ) du; ÏÔËÕÄÁ

ŒÙÞ:

–=−^n_2 −k

(P^–_+;’) = 1 k! @^k˘ ( −^n_2 − k;u ) @u^k | | |_{u=0} : (20)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÙÞ:_{–=− n2 −k}(P^–_+;’) ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÊ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

œÙÒÁÚÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÞÅÒÅÚ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

ðÒÉ – = −^n_2 ÆÏÒÍÕÌÁ (20) ÄÁÅÔ

ŒÙÞ:

–=−^n_2

(P^–_+;’) =˘ ( − n 2 ;0 ) :

2] § 2. æõîëãéé, óœñúáîîùå ó ëœáäòáôéþîïê æïòíïê 285

éÓÐÏÌØÚÕÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (11) ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ ˘(–;u), ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

ŒÙÞ:

–=−^n_2

(P^–_+;’) = 1 4 1∫ 0 (1 − t)^{− n2} t^{q−22} dt _1(0;0):

îÏ 1∫ 0 (1 − t)^{− n2} t^{q−22} dt = ` (_q 2 ) ` ( −^n_2 + 1 ) ` ( −^p_2 + 1 ) :

åÓÌÉ p | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ` ( −^p_2 + 1 ) = ∞, Á ÐÏÔÏÍÕ

ŒÙÞ:

–=−^n_2

(P^–_+;’) = 0: (21)

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ p ÎÅÞÅÔÎÏ, Á q ÞÅÔÎÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ (8) É (6) ÉÍÅÅÍ:

1(0;0) = (0;0) = ∫ ’(0)d˙^{(p)}d˙^{(q)};

ÏÔËÕÄÁ

1(0;0) = ˙_p˙_q’(0);

ÇÄÅ ˙_p É ˙_q ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÓÆÅÒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

ŒÙÞ:

–=−^n_2

(P^–_+;’) = ` (_q 2 ) ` ( 1 −^n_2 ) 4` ( 1 −^p_2

) ˙_p˙_q ’(0);

Ô.Å.

ŒÙÞ:

–=−^n_2

P^–_+ = ` (_q 2 ) ` ( 1 −^n_2 ) 4` ( 1 −^p_2

) ˙_p˙_q ‹(x): (22)

ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ˙_s ÓÆÅÒÙ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ Œ s-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

˙_s =

2ı^{s2} ` (_s 2 ) :

286 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ Œ (22) ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ˙_p É ˙_q , ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÓÌÅ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ

ŒÙÞ:

–=−^n_2

P^–_+ =

(−1)^{q2} ı^{n2} ` (_n 2 ) ‹(x): (23)

þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ŒÙÞÅÔÙ ÆÕÎËÃÉÉ P^–_+ ÐÒÉ – = −^n_2 − k, ÇÄÅ k = 1;2;::: ; ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

L = P ( @ @x_1

;::: ; @ @x_n ) ; Ô.Å. L = @^2 @x^2_1

+ ::: +

@^2 @x^2_p − @^2 @x^2_{p+1}

− ::: −

@^2 @x^2_{p+q}

: (24)

ëÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÙÊ ÐÏÄÓÞÅÔ,

LP^{–+1} = 2(– + 1)(2– + n)P^–; (25)

ÇÄÅ n = p + q.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕ- ÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ∫ P >0

[’(LP^{–+1}) − P^{–+1}(L’)]dx = 0^{1)}: (26)

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ Œ ÆÏÒÍÕÌÕ (26) ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (25) ÄÌÑ LP^{–+1}, ÐÏÌÕÞÁÅÍ: ∫ P >0

P^–’dx = 1 2^2(– + 1) ( – +^n_2 ) ∫ P >0

P^{–+1}(L’)dx;

Ô.Å.

(P^–_+;’) = 1 2^2(– + 1) ( – +^n_2

) (P^{–+1}_+ ;L’): (27)

1)œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ Re ˘ ¿ 0, ÔÏ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ çÒÉÎÁ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ÐÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0. îÏ ÔÁË ËÁË ÎÁ ÜÔÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÑ P^{˘+1} É ÅÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÕÌØ, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÁ (26) ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÊ É ÐÒÉ Re ˘ ¡ 0.

2] § 2. æõîëãéé, óœñúáîîùå ó ëœáäòáôéþîïê æïòíïê 287

ðÒÉÍÅÎÉŒ ÆÏÒÍÕÌÕ (27) k ÒÁÚ, ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ:

(P^–_+;’) = 1 2^{2k}(– + 1)::: (– + k) ( – +^n_2 ) ::: ( – +^n_2 + k − 1

) (P^{–+k}_+ ;L^k’):

(28)

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

ŒÙÞ:

–=−^n_2 −k

(P^–_+;’) = = 1 2^{2k}(– + 1)::: (– + k) ( – +^n_2 ) ::: ( – +^n_2 + k − 1 ) | | |_{–=− n2 −k} ×

× ŒÙÞ:

–=−^n_2 −k

(P^{–+k};L^k’): (29) îÏ ŒÙÞ:

–=−^n_2 −k

(P^{–+k};L^k’) = ŒÙÞ:_{–=− n2} (P^–;L^k’):

ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ p | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÜÔÏÔ ŒÙÞÅÔ ÓÏÇÌÁÓÎÏ (21) ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. åÓÌÉ ÖÅ p | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ (23), ÉÍÅÅÍ:

ŒÙÞ:

–=−^n_2 −k

(P^{–+k};L^k’) =

(−1)^{q2} ı^{n2} ` (_n 2 ) ( ‹(x);L^k’ ) : ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ Œ ÆÏÒÍÕÌÕ (29) É ÕÞÉÔÙŒÁÑ, ÞÔÏ ( ‹(x);L^k’ ) = ( L^k‹(x);’ ) ; ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÓÌÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ

ŒÙÞ:

–=−^n_2 −k

(P^–_+;’) =

(−1)^{q2} ı^{n2} 2^{2k}k!`

(_n 2 + k ) ( L^k‹(x);’ ) : éÔÁË, ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ p | ÎÅÞÅÔÎÏÅ, Á q | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ P^–_+ ÉÍÅÅÔ Œ ÔÏÞËÁÈ – = −^n_2 − k (k = 0;1;::: ) ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÏÌÀÓÙ Ó ŒÙÞÅÔÁÍÉ

ŒÙÞ:

–=−^n_2 −k

P^–_+ =

(−1)^{q2} ı^{n2} 2^{2k}k!`

(_n 2 + k ) ×

× ( @^2 @x^2_1

+ ::: +

@^2 @x^2_p − @^2 @x^2_{p+1}

− ::: −

@^2 @x^2_n

)_k ‹(x): (30)

288 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2

åÓÌÉ ÖÅ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, p | ÞÅÔÎÏÅ, Á q | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ P^–_+ Œ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ.

óÌÕÞÁÊ 3. ôÏÞËÁ – ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÄŒÕÍ ÓÅÒÉÑÍ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË. üÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ

– = − n 2 − k (k = 0;1;::: ):

ëÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ 1, ÍÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÓÐÅÒŒÁ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ (P^–_+;’) Œ ŒÉÄÅ

(P^–_+;’) = 1 – +^n_2 + k ∞∫ 0 u^{–+ n2 −1}˘_0(u)du + ∞∫ 0 u^{–+ p+q2 −1}˘_1(–;u)du; (31)

ÇÄÅ ˘_0(u) = ŒÙÞ:_{–=− n2 −k} ˘(–;u), Á ˘_1(–;u) ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ, ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ Œ

ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ – = −^n_2 − k. œ ÓÉÌÕ ÓÄÅÌÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÓÔÏÑÝÉÈ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (31) ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ Œ ÔÏÞËÅ – = −^n_2 − k ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÏÌÀÓ.

ðÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÑ (P^–_+;’) ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ Œ ÔÏÞËÅ – = −^n_2 − k ÐÏÌÀÓ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 2.

œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ – = −^n_2 −k ÆÕÎËÃÉÑ P^–_+ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÁ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ:

P^–_+ = c^{(k)}_{−2} ( – +^n_2 + k

)_2 + c^{(k)}_{−1} – +^n_2 + k

+ :::

âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ c^{(k)}_{−2} É c^{(k)}_{−1} ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ.

ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, Œ ÓÉÌÕ (31),

(c^{(k)}_{−2} ;’) = ŒÙÞ:

–=−^n_2 −k ∞∫ 0 u^{–+ n2 −1}˘_0(u)du = 1 k! ˘^{(n)}_0 (0): (32)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ c^{(k)}_{−2} ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ Œ ŒÅÒÛÉÎÅ ËÏÎÕÓÁ P = 0.

œÙÒÁÚÉÍ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÆÕÎËÃÉÀ c^{(k)}_{−2} ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎË- ÃÉÉ ‹(x). ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÐÒÉ k = 0 ÆÏÒÍÕÌÁ (32) ÄÁÅÔ

c^{(0)}_{−2} = ˘_0(0):

2] § 2. æõîëãéé, óœñúáîîùå ó ëœáäòáôéþîïê æïòíïê 289

ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,

˘_0(u) = 1 4 ŒÙÞ:

–=−^n_2 1∫ 0 (1 − t)^–t^{q−22} _1(u;tu)dt:

ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

˘_0(0) = 1 4 1(0;0) ŒÙÞ:_{–=− n2} 1∫ 0 (1 − t)^–t^{q−22} dt = _1(0;0) ŒÙÞ:_{–=− n2} ` (_q 2 ) `(– + 1) 4` ( – +^q_2 + 1 ) :

œ ÓÉÌÕ ÉÚŒÅÓÔÎÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÌÑ ÇÁÍÍÁ-ÆÕÎËÃÉÉ

`(1 − x)`(x) = ı sin ıx ÉÍÅÅÍ: ` (_q 2 ) `(– + 1) ` ( – +^q_2 + 1 ) = sinı ( −^q_2 − – ) sinı(−–) ` (_q 2 ) ` ( −– −^q_2 ) `(−–) : ôÁË ËÁË, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, lim –=−^n_2

– +^n_2 sin(−ı–) = (−1)^{n2 +1} ı ; ÔÏ ŒÙÞ:

–=−^n_2 ` (_q 2 ) `(– + 1) ` ( – +^q_2 + 1

) = (−1)^n2^{+1} [ sinı ( − q 2 − – ) `( q_2 ) `(−– − q_2 ) ı`(−–) ] –=−^n_2 :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

ŒÙÞ:

–=−^n_2 ` (_q 2 ) `(– + 1) ` ( – +^q_2 + 1

) = (−1)^n2^{+1} sin ıp 2 ` (_q 2 ) ` (_p 2 ) ı` (_n 2 ) : (33)

õÞÉÔÙŒÁÑ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ

1(0;0) = ˙_p˙_q’(0);

ÇÄÅ ˙_p É ˙_q | ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÓÆÅÒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

(c^0_{−2};’) = (−1)^{n2 +1} sin ıp 2 ` (_q 2 ) ` (_p 2 ) 4ı` (_n 2 ) ˙_p˙_q’(0): (34)

290 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2

åÓÌÉ p | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ c^{(0)}_{−2} = 0, ÔÁË ËÁË sin^{ıp}_2 = 0; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ËÏÇÄÁ p É q | ÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÆÕÎËÃÉÑ P^–_+ ÉÍÅÅÔ ÐÒÉ – = −^n_2 ÌÉÛØ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÏÌÀÓ. åÓÌÉ ÖÅ p É q | ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (34) ÄÁÅÔ ÎÁÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ sin ıp 2 = (−1)^{p−12} ; ˙_p =

2ı^{p2} ` (_p 2 ) É ˙_q =

2ı^{q2} ` (_q 2 ) ; (c^{(0)}_{−2}’) = (−1)^{q−12} ı^{n2 −1} `(^n_2 )

’(0);

Ô.Å. ÐÒÉ ÎÅÞÅÔÎÙÈ p É q

c^0_{−2} = (−1)^{q−12} ı^{n2 −1} ` (_n 2 ) ‹(x): (35)

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÐÅÒØ ÆÏÒÍÕÌÕ (28) É ÐÏŒÔÏÒÑÑ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ŒÙËÌÁÄËÉ, ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÙÅ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ 2, ÍÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÞÅÔÎÙÈ p É q c^{(k)}_{−2} = 0, Ô.Å. ÆÕÎËÃÉÑ P^–_+ ÉÍÅÅÔ Œ ÔÏÞËÅ – = −^n_2 − k ÌÉÛØ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÏÌÀÓ. åÓÌÉ ÖÅ p É q | ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ

c^{(k)}_{−2} = (−1)^{q−12} ı^{n2 −1} 2^{2k}k!`

(_n 2 + k ) ×

× ( @^2 @x^2_1

+ ::: +

@^2 @x^2_p − @^2 @x^2_{p+1}

− ::: −

@^2 @x^2_{p+q}

)_k ‹(x): (36)

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÆÕÎËÃÉÉ c^{(k)}_{−1} . éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (31) ÉÍÅÅÍ:

(c^{(k)}_{−1} ;’) = ∞∫ 0 u^{−k−1}˘_0(u)du + ŒÙÞ:_{–=− n2 −k} ∞∫ 0 u^{–+ n2 −1}˘_1 ( − n 2 − k;u ) du: (37)

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÅÒŒÙÊ ÉÚ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (37) ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÎÉÍÁÔØ ËÁË ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÌÏÒÁÎÏŒÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ

f(–) = ∞∫ 0 u^{–+ n2 −1}˘_0(u)du

Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ – = −^n_2 − k. úÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÊ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ

˘_0(u) = ŒÙÞ:_{–=−k} ˘(–;u);

2] § 2. æõîëãéé, óœñúáîîùå ó ëœáäòáôéþîïê æïòíïê 291

ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ ÎÁ ÏÓÎÏŒÁÎÉÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (12):

˘_0(u) =

(−1)^{n2 +k−1} 4 (_n 2 + k − 1 ) ! @^{n2 +k−1} @t^n2^{+k−1} [ t^{q−22} _1(u;tu) ] | | |_{t=1}= = (−1)^{n2 +k−1} 4 (_n 2 + k − 1 ) ! @^{n2 +k−1} @fl^n2^{+k−1} [ fl^{q−22} _1(u;fl) ] | | |_{fl=u} u n 2 +k−^q_2 :

ïÔÓÀÄÁ ∞∫ 0 u^{−k−1}˘_0(u)du =

= (−1)^{n2 +k−1} 4 (_n 2 + k − 1 ) ! ∞∫ 0 @^{n2 +k−1} @fl^n2^{+k−1} [ fl^{q−22} _1(u;fl) ] | | |_{fl=u} u p−2 2 du:

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÄÁÎÎÏÍÕ Œ Ð. 1, ( ‹^{( n2 +k−1)}

1 (P );’ ) = 1 4 ∞∫ 0 @^{n2 +k−1} @fl^n2^{+k−1} [ fl^{q−22} _1(u_1;fl) ] | | fl=u u^{p−22} du:

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÂÙÌÁ ÔÁÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ

ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ^∞ ∫ 0 u^{−k−1}˘_0(u)du. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏ, ∞∫ 0 u^{−k−1}˘_0(u)du =

(−1)^{n2 +k−1} (_n 2 + k − 1 ) ! ( ‹^{( n2 +k−1)}

1 (P );’) ) : (38)

éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (38) ŒÙÔÅËÁÅÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÉ k ⩾^n_2 ÆÕÎËÃÉÑ ‹^{(k−1)}_1 (P ) ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÚÁÄÁÎÉÅÍ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ P .

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (37). éÍÅÅÍ:

ŒÙÞ:

–=−^n_2 −k ∞∫ 0 u^{–+ n2 −1}˘_1 ( − n 2 − k;u ) du = 1 k! @^k˘_1 ( −^n_2 − k;u ) @u^k | | | u=0 : (39)

ïÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÜÔÉÍ ÞÌÅÎÏÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Œ ŒÅÒÛÉÎÅ ËÏÎÕÓÁ P = 0.

292 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2

éÔÁË,

c^{(k)}_{−1} =

(−1)^{n2 +k−1} (_n 2 + k − 1 ) ! ‹^{( n2 +k−1)}

1 (P ) + ¸^{(k)}; (40)

ÇÄÅ ¸^{(k)} | ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÁÑ Œ ŒÅÒÛÉÎÅ ËÏÎÕÓÁ P = 0 É ŒÙÒÁÖÁÀÝÁÑÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ (39):

(¸^{(k)};’) = 1 k! @^k˘_1 ( −^n_2 − k;u ) @u^k | | | |_{u=0} : (41)

îÁÊÄÅÍ ÑŒÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ¸^{(k)} ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎË- ÃÉÉ ‹(x). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÐÅÒŒÁ ÓÌÕÞÁÊ k = 0. óÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (41)

(¸^{(0)};’) = ˘_1 ( − n 2 ;0 ) : îÏ ˘_1 ( −^n_2 ;0 ) ÅÓÔØ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÌÏÒÁÎÏŒÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎË- ÃÉÉ ˘(–;0) Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ – = −^n_2 . éÍÅÅÍ:

˘(–;0) = 1 4 1∫ 0 (1 − t)^–t^{q−22} dt _1(0;0) =

`(– + 1)`

(_q 2 ) 4` ( – +^q_2 + 1

) ˙_p˙_q ’(0):

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ `(1 − x)`(x) =^ı_{sin ıx} , Á ÔÁËÖÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ˙_p;˙_q , ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ Œ ŒÉÄÅ

˘(–;0) = sinı ( – +^q_2 ) sinı– ` ( −– −^q_2 ) ı^{n2} ` (_p 2 ) `(−–)

’(0):

åÓÌÉ p É q | ÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ ÓÔÏÑÝÁÑ ÚÄÅÓØ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ ÐÒÉ – = −^n_2 . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ˘_1 ( −^n_2 ;0 ) =˘ ( −^n_2 ;0 ) , ÏÔËÕÄÁ

(¸^{(0)};’) = (−1)^{q2} ı^{n2} ` (_n 2 ) ’(0):

åÓÌÉ ÖÅ p É q | ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ˘(–;0) ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓ Œ ÔÏÞËÅ – = −^n_2 . œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

(¸^{(0)};’) = ˘_1 ( − n 2 ;0 ) = »’(0);

ÇÄÅ » ÅÓÔØ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÌÏÒÁÎÏŒÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ

sin ı(–+^q_2 ) sin ı–

�(−–−^q_2 ) �(^p_2 )�(−–) ı n 2 Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ – = −^n_2 . üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ

2] § 2. æõîëãéé, óœñúáîîùå ó ëœáäòáôéþîïê æïòíïê 293

ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÏÐÕÓÔÉÍ, ÐÒÉŒÏÄÑÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ŒÙÒÁÖÅÎÉÀ ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ »:

» = (−1)^{q+12}

`^′

(_p 2 ) ` (_n 2 ) −` (_p 2 ) `^′

(_n 2 ) ` (_p 2 ) `^2

(_n 2 ) ı^n2^{−1};

Ô.Å. » = (−1)^{q+12} ı^{n2 −1} ` (_n 2 ) ( ( p 2 ) − ( n 2 )) ; (42)

ÇÄÅ ÐÓÉ-ÆÕÎËÃÉÑ (x) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(x) =

`^′(x) `(x) 1): ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ ¸^{(0)} Œ ÆÏÒÍÕÌÕ (40), ÄÌÑ k = 0 ÐÏÌÕÞÉÍ:

c^{(0)}_{−1} = 1 ` (_n 2 ) [ (−1)^{n2 −1}‹(^{n2 −1})_1 (P ) + „ı^{n2} ‹(x) ] ; (43)

ÐÒÉÞÅÍ „ = (−1)^{q2} , ÅÓÌÉ p É q | ÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, É „ = (−1)^{q+12 1}_ı × × ( (_p 2 ) − (_n 2 )) , ÅÓÌÉ p É q | ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

îÁËÏÎÅÃ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ c^{(k)}_{−1} ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ k, ÍÏÖÎÏ ÓÎÏŒÁ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ĂÐÏÎÉÖÁÀÝÅÊĄ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (28). íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ:

c^{(k)}_{−1} = 1 ` (_n 2 + k ) [ (−1)^{n2 +k−1}‹

(^n_2 +k−1) 1 (P ) +

+ „_{p;q} ı^{n2} 2^{2k}k!

P^k ( @ @x_1

;::: ; @ @x_n ) ‹(x) ] : (44)

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ „_{p;q} ÒÁŒÅÎ (−1)^{q2} , ËÏÇÄÁ p É q | ÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

1)úÎÁÞÅÎÉÑ ÐÓÉ-ÆÕÎËÃÉÉ (x) ÐÒÉ ÃÅÌÙÈ É ÐÏÌÕÃÅÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ:

(k) = −C + 1 + 1 2 + : : : + 1 k + 1 ; ( k + 1 2 ) = −C − 2 ln 2 + 2 ( 1 + 1 3 + : : : + 1 2k − 1 ) ; ÇÄÅ C | ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ üÊÌÅÒÁ (ÓÍ. é. í. òÙÖÉË É é. ó. çÒÁÄÛÔÅÊÎ, ôÁÂÌÉÃÙ, ÒÁÚÄÅÌ 6.35).

294 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2

œÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ ¸^{(k)} ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÁËÖÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. ôÁË ËÁË c^{(k)}_{−1} = ŒÙÞ:_{–=− n2 −k} P^–_+ ÅÓÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

ÓÔÅÐÅÎÉ −n − 2k, ÔÏ ÜÔÏ ÖÅ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ É ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ ¸^{(k)}. îÏ ÆÕÎËÃÉÑ ¸^{(k)} ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Á ÐÏÔÏÍÕ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ^{1)}

¸^{(k)} = Q_{2k} ( @ @x_1

;::: ; @ @x_n ) ‹(x);

ÇÄÅ Q_{2k} | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ 2k.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÆÕÎËÃÉÑ ¸^{(k)}, ÔÁË ÖÅ ËÁË É ÆÕÎËÃÉÑ P^–_+, ÐÒÉ ÌÀ- ÂÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ – ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ:

P (x_1;::: ;x_{p+q} ) = x^2_1 + ::: + x^2_p − x^2_{p+1} − ::: − x^2_{p+q} :

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, É ÏÐÅÒÁÔÏÒ Q_{2k}

(_@

@x_1 ;::: ; @ @x_{p+q} ) ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÉÎŒÁ- ÒÉÁÎÔÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÁËÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÏÍ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÍ ÜÔÉÍ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑÍ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

Q_{2k} = c_{k;p;q} P^k ( @ @x_1

;::: ; @ @x_{p+q} ) : ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

¸^{(k)} = c_{k;p;q} P^k ( @ @x_1

;::: ; @ @x_{p+q} ) ‹(x):

ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ c_{k;p;q} ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎ ÉÚ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ (41), ÅÓÌÉ Œ ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ.

œÏÚØÍÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ ’, ÉÍÅÀÝÕÀ ŒÂÌÉÚÉ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ŒÉÄ:

’(x) = (x^2_1 + ::: + x^2_p − x^2_{p+1} − ::: − x^2_{p+q} )^k:

ôÏÇÄÁ, ËÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ (6) É (8), ÆÕÎËÃÉÑ _1(u;tu) ÉÍÅÅÔ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ u = 0 ŒÉÄ

1(u;tu) = ˙_p˙_q u^k(1 − t)^k:

1)œÏ ŒÔÏÒÏÍ ŒÙÐÕÓËÅ (ÇÌ. II,§ 4) ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÏÓÒÅ- ÄÏÔÏÞÅÎÎÁÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ ffi-ÆÕÎËÃÉÉ É ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ.

2] § 2. æõîëãéé, óœñúáîîùå ó ëœáäòáôéþîïê æïòíïê 295

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (11),

˘(–;u) = 1 4 1∫ 0 (1 − t)^{–+k} t^{q−22} dt˙_p˙_q u^k;

Ô.Å.

˘(–;u) =

`(– + k + 1)`

(_q 2 ) 4` ( – + k +^q_2 + 1

)˙_p˙_qu^k:

æÕÎËÃÉÑ ˘_1 ( −^n_2 − k;u ) , ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÕÀ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ (¸^{(k)};’), ÅÓÔØ ÓŒÏ- ÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÌÏÒÁÎÏŒÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ˘(–;u) Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ – = −^n_2 − k.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ p É q | ÎÅÞÅÔ- ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ôÁË ËÁË ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÌÏÒÁÎÏŒÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ

�(–+k+1)�(^q_2 )

�(–+k+^q_2 +1) Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ – = −^{n2} − k ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÌÏÒÁÎÏŒÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ^{�(–+1)�}(^{q2} )_�(_{–+ q2 +1}) Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ – = −^n_2 , ÔÏ ˘_1 ( − n 2 − k;u ) = »u^k;

ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ » ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (42). æÏÒÍÕÌÁ (41) ÄÁÓÔ ÎÁÍ:

(¸^{(k)};’) = » =

(−1)^{q+12} ı^{n2 −1} ` (_n 2 ) ( ( p 2 ) − ( n 2 )) : (45)

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,

(¸^{(k)};’) = c_{k;p;q} P^k’(x)|_{x=0}:

óÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (25), ÐÒÉÍÅÎÑÅÍÏÊ k ÒÁÚ,

P^k’(x) = 2^{2k}k! ( n 2 )( n 2 + 1 ) ::: (n 2 + k − 1 ) : (46)

óÒÁŒÎÉŒÁÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ (45) É (46), ÐÏÌÕÞÉÍ:

c_{k;p;q} =

(−1)^{q+12} ı^{n2 −1} 2^{2k}k!`

(_n 2 + k ) ( ( p 2 ) − ( n 2 )) ;

296 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2

ÇÄÅ p É q | ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ „_{p;q} Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (44) ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ p É q | ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

„_{p;q} =

(−1)^{q+12} ı ( ( p 2 ) − (n 2 )) : éÔÁË, ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ n | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÐÒÉÞÅÍ p É q | ÔÁËÖÅ ÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ P^–_+ ÉÍÅÅÔ Œ ÔÏÞËÅ – = −^n_2 − k (k = 0;1;:::) ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÏÌÀÓ Ó ŒÙÞÅÔÏÍ

ŒÙÞ:

–=−^n_2 −k

P^–_+ =

(−1)^{n2 +k−1} ` (_n 2 + k

) ‹(^{n2 +k−1}) 1 (P ) +

(−1)^{q2} ı^{n2} 2^{2k}k!`

(_n 2 + k

) L^k‹(x); ÇÄÅ L = @^2 @x^2_1

+ ::: +

@^2 @x^2_p − @^2 @x^2_{p+1}

− ::: −

@^2 @x^2_{p+q} : åÓÌÉ ÖÅ p É q | ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ Œ ÔÏÞËÅ –=−^n_2 −k ÆÕÎËÃÉÑ P^–_+ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 2. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ c^{(k)}_{−2} É c^{(k)}_{−1} ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ P^–_+ Œ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ

P^–_+ = c^{(k)}_{−2} ( – +^n_2 + k

)_2 + c^{(k)}_{−1} – +^n_2 + k

+ :::

Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ – = −^n_2 − k ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

c^{(k)}_{−2} =

(−1)^{q+12} ı^{n2 −1} 2^{2k}k!`

(_n 2 + k

) L^k‹(x) É c^{(k)}_{−1} =

(−1)^{n2 +k−1} ` (_n 2 + k

) ‹(^{n2 +k−1}) 1 (P ) +

(−1)^{q+12} ı^{n2 −1} ( (_p 2 ) − (_n 2 )) 2^{2k}k!`

(_n 2 + k

) L^k‹(x);

ÇÄÅ (x) | ÐÓÉ-ÆÕÎËÃÉÑ: (x) =^{�′(x)}_{�(x)} .

îÁÒÑÄÕ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ P^–_+ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÁËÖÅ ÆÕÎËÃÉÀ P^–_− ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(P^–_−;’) = ∫ −P >0

(−P )^–’dx: (47)

3] § 2. æõîëãéé, óœñúáîîùå ó ëœáäòáôéþîïê æïòíïê 297

œÓÅ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÐÏ ÐÏŒÏÄÕ ÆÕÎËÃÉÉ P^–_+ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÐÒÁŒÅÄ- ÌÉŒÙÍ É ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ P^–_−; ÓÌÅÄÕÅÔ ÌÉÛØ ÐÏÍÅÎÑÔØ ÒÏÌÑÍÉ ÞÉÓÌÁ p É q. ðÒÉ ÜÔÏÍ Œ ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÆÏÒÍÕÌÁÈ ‹^{(k)}_1 (P ) ÚÁÍÅÎÉÔÓÑ ÎÁ ‹^{(k)}_1 (−P ) = (−1)^k‹^{(k)}_2 (P ).

3. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ P^–, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ÆÏÒÍÁÍ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. äÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉ ÉÓ- ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. œ ÜÔÏÍ ÐÕÎËÔÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ P = n∑ r;s=1

g_{rs}x_r x_s (1)

Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ.

îÁÛÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ P^– ÇÄÅ – | ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ïÄÎÁËÏ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ P^– ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ –. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ

P = P_1 + iP_2

ÍÙ ŒÙÄÅÌÉÍ ĂŒÅÒÈÎÀÀ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØĄ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ Ó ÐÏÌÏ- ÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔØÀ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÄÌÑ ÎÉÈ ÆÕÎË- ÃÉÀ P^–. á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ P ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÜÔÏÊ ĂÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉĄ, ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ

P^– = e^{–(ln |P|+i arg P)};

ÇÄÅ 0 < argP < ı. ôÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ P^– ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅ- ÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ –.

óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÆÕÎËÃÉÉ P^– ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ P^–:

(P^–;’) = ∫ P^–’dx; (2)

ÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ. éÎÔÅÇÒÁÌ (2) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ Re – > 0 É ÑŒÌÑÅÔÓÑ Œ ÜÔÏÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ –. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ, ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ (P^–;’) ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ –.

äÌÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ P Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÍÙ ÎÁÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÆÕÎËÃÉÊ P^– É ŒÙÞÉÓÌÉÍ ŒÙÞÅÔÙ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ Œ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞËÁÈ. œÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ ÚÁ ÓÞÅÔ ÐÒÉÅÍÁ, ËÏÔÏÒÙÍ ÍÙ ÎÅÏÄÎÏËÒÁÔÎÏ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ.

298 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3

ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ P^– ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÚÁŒÉÓÉÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ –, ÎÏ É ÏÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ P. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ P^– ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ĂÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉĄ ŒÓÅÈ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ŒÉÄÁ P = P_1 + iP_2, ÇÄÅ P_2 ÅÓÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, P^– ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ĂÍÎÉÍÏÊ ÐÏÌÕÏÓÉĄ, Ô.Å. ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ŒÉÄÁ P = iP_2, ÇÄÅ P_2 | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ŒÉÄÁ (iP_2)^–. îÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ ÕÖÅ ÒÅÛÅÎÁ Œ § 3 ÇÌ. I, ÉÂÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ- ÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕ P_2 ÍÏÖÎÏ ŒÓÅÇÄÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ ÆÏÒÍÁ P =^n ∑ r;s=1

g_{rs}x_rx_s ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ĂÍÎÉ-

ÍÏÊ ÐÏÌÕÏÓÉĄ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ g_{rs} = ia_{rs} (r;s = 1;::: ;n), ÇÄÅ a_{rs} |

ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, É ÆÏÒÍÁ^n ∑ r;s=1

a_{rs}x_rx_s ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ.

ôÏÇÄÁ

(P^–;’) = e^{ß˘i2} ∫ (∑ a_{rs}x_rx_s

)_– ’dx:

ìÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ x_r =^n ∑ s=1 ¸_{rs}x^′_s ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÆÏÒÍÕ n∑ r;s=1

a_{rs}x_rx_s Ë ŒÉÄÕ r^2 = x^{′2}_1 + ::: + x^{′2}_n . ñËÏÂÉÁÎ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ

ÅÓÔØ^1√_{|a|} , ÇÄÅ |a| | ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ^n ∑ r;s=1

a_{rs}x_rx_s:

|a| = | | | | | a_{11} ::: a_{1n} ::: ::: ::: a_{n1} ::: a_{nn} | | | | |: ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

(P^–;’) = e^{ß˘i2} √ |a| ∫ r^{2–}’dx^′; ÉÌÉ (P^–;’) = e^{ß˘i2} √ (−i)^n|g| ∫ r^{2–}’dx^′; (3)

3] § 2. æõîëãéé, óœñúáîîùå ó ëœáäòáôéþîïê æïòíïê 299

ÇÄÅ |g| | ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ P, Á √ (−i)^n|g| ÐÏÎÉÍÁ- ÅÔÓÑ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ [(−i)^n|g| ÅÓÔØ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ].

æÕÎËÃÉÏÎÁÌ (r^{2–};’) ÂÙÌ ÕÖÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ Œ Ð. 9 § 3 ÇÌ. I. óÏ- ÇÌÁÓÎÏ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÍ ÔÁÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ ÜÔÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ (P^–;’), ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÏÌÀÓÙ Œ ÔÏÞËÁÈ – = −^n_2 , −^n_2 − 1;::: , −^n_2 − k;::: ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ

ŒÙÞ:

–=−^n_2

r^{2–} = ı^{n2} ` (_n 2 ) ‹(x):

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

ŒÙÞ:

–=−^n_2

P^– = e^{− ßni4} ı^{n2} √ (−i)^n|g|`

(_n 2 ) ‹(x): (4)

îÁÊÄÅÍ ŒÙÞÅÔÙ ÆÕÎËÃÉÉ P^– Œ ÄÒÕÇÉÈ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞËÁÈ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÆÏÒÍÅ P ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

L_P = ∑ g^{rs}

@^2 @x_r@x_s

; (5)

ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ g^{rs} ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ n∑ s=1 g^{rs}g_{st} = ‹^r_t

(‹^r_t = 1 ÐÒÉ r = t É ‹^r_t = 0 ÐÒÉ r ≠ t). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÁÔÒÉÃÁ ||g^{rs}|| ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ L_P ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ ||g_{st}|| ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ. éÍÅÅÍ ÔÏÇÄÁ

L_P P^{–+1} = 4(– + 1) ( – + n 2 ) P^–:

œ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎ- ÎÏÊ ÐÒÏŒÅÒËÏÊ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ k ÒÁÚ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

L^k_P P^{–+k} = 4^k(– + 1)::: (– + k) ( – + n 2 ) ::: ( – + n 2 + k − 1 ) P^–;

ÏÔËÕÄÁ

P^– = 1 4^k(– + 1)::: (– + k) ( – +^n_2 ) ::: ( – +^n_2 + k − 1

)L^k_P P^{–+k}: (6)

300 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

ŒÙÞ:

–=−^n_2 −k

P^– = = 1 4^k(– + 1)::: (– + k) ( – +^n_2 ) ::: ( – +^n_2 + k − 1 ) | | | |_{–=− n2 −k} ×

× ŒÙÞ:

–=−^n_2

L^k_P P^–;

ÏÔËÕÄÁ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÆÏÒÍÕÌÕ (4), ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

ŒÙÞ:

–=−^n_2 −k

P^– = e^{− ßni4} ı^{n2} 4^kk!`

(_n 2 + k ) √ (−i)^n|g|

L^k_P ‹(x): (7)

æÏÒÍÕÌÁ (7) ÐÏÌÕÞÅÎÁ Œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ P ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ĂÍÎÉÍÏÊ ÐÏÌÕÏÓÉĄ. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÔÅÐÅÒØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ Œ ĂŒÅÒÈÎÀÀ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØĄ ŒÓÅÈ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ P = P_1 + iP_2 Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÍÎÉ- ÍÏÊ ÞÁÓÔØÀ. îÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ L_P ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ P. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÎÅŒÙÑÓÎÅÎÎÙÍ ÌÉÛØ, ËÁË ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÁ ŒÓÀ ĂŒÅÒÈÎÀÀ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØĄ ÆÕÎËÃÉÀ √ (−i)^n|g|.

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÚÁÄÁÞÁ ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÅÛÅÎÁ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÓÕÍÅÅÍ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÔØ √ (−i)^n|g| ËÁË ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÕÀ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ Œ ĂŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉĄ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ.

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÎÏŒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÆÏÒÍÕ P Œ ŒÉÄÅ

P = P_1 + iP_2;

ÇÄÅ P_1 É P_2 | ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ- ÍÉ, ÐÒÉÞÅÍ ÆÏÒÍÁ P_2 ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅŒÙÒÏ- ÖÄÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ

x_r = n∑ s=1 b_{rs}y_s

Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÐÒÉŒÏÄÑÝÅÅ ÆÏÒÍÙ P_1 É P_2 Ë ŒÉÄÕ:

P_1 = –_1y^2_1 + ::: + –_ny^2_n;

P_2 = y^2_1 + ::: + y^2_n:

œÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ –_1;::: ;–_n ÆÏÒÍÙ P_1 ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÓÐÅ- ÃÉÁÌØÎÏÇÏ ŒÙÂÏÒÁ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ É ÑŒÌÑÀÔÓÑ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁÍÉ ÓÁÍÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ P. éÍÅÅÍ:

|g| = |b|^2(–_1 + i)::: (–_n + i);

3] § 2. æõîëãéé, óœñúáîîùå ó ëœáäòáôéþîïê æïòíïê 301

ÇÄÅ |b| | ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ ||b_{ij} ||, Á ÐÏÔÏÍÕ

(−i)^n|g| = |b|^2(1 − –_1i)::: (1 − –_ni):

ðÏÌÏÖÉÍ ÔÏÇÄÁ √ (−i)^n|g| = √ |b|^2(1 − –_1i)^{12} :::(1 − –_ni)^{12} ; (8)

ÇÄÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ √ z = |z|^{12} e^{i2 arg z} ; −ı < argz < ı:

æÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (8), ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÏÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ Œ ĂŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉĄ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ËŒÁ- ÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔØÀ.

éÔÁË, ÅÓÌÉ P = n∑ r;s=1

g_{rs}x_r x_s

| ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔØÀ, ÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ P^– ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ – ŒÓÀÄÕ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÏÞÅË – = −^n_2 , −^n_2 −1;:::, −^n_2 −k;::: , Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÏÌÀÓÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ

ŒÙÞ:

–=−^n_2 −k

P^– = e^{− ßni4} ı^{n2} 4^kk!`

(_n 2 + k ) √ (−i)^n|g|

(_n ∑ r;s=1

g^{rs}

@^2 @x_r@x_s

)_k

‹(x); (9)

ÇÄÅ |g| | ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ P É ÆÕÎËÃÉÑ √ (−i)^n|g| ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (8).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ĂÎÉÖÎÀÀ ÐÏÌÕÐÌÏÓ- ËÏÓÔØĄ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÍÎÉÍÏÊ ÞÁ- ÓÔØÀ.

åÓÌÉ ÆÏÒÍÁ

P = P_1 − iP_2 = n∑ r;s=1

g_{rs}x_rx_s

ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ĂÎÉÖÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉĄ, ÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ P^– ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ – ŒÓÀÄÕ, ÚÁ

302 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4

ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÏÞÅË – = −^n_2 , −^n_2 − 1;::: , −^n_2 − k;::: , Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÏÌÀÓÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ

ŒÙÞ:

–=−^n_2 −k

P^– = e^{− ßni4} ı^{n2} 4^kk!`

(_n 2 + k ) √ i^n|g|

(_n ∑ r;s=1

g^{rs}

@^2 @x_r@x_s

)_k

‹(x); (9^′)

ÇÄÅ ÓÎÏŒÁ |g| ÅÓÔØ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÆÏÒÍÙ P É √ i^n|g| ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ (8): √ i^n|g| = √ |b|^2(1 + –_1i)^{12} :::(1 + –_ni)^{12} :

4. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ (P +i0)^– É (P −i0)^–. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ð. 3, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÉÚÕÞÉÔØ ÌÀÂÕÀ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ Œ ÓÔÅÐÅÎÉ –.

ðÕÓÔØ P = n∑ r;s=1

g_{rs}x_rx_s

ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ- ÍÉ. ôÏÇÄÁ, ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÆÕÎËÃÉÑÍÉ (x+i0)^– É (x−i0)^–, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙ- ÍÉ Œ § 3 ÇÌ. I, ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ (P + i0)^– É (P − i0)^–.

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ

P = P + iP^′;

ÇÄÅ P^′ | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÁÍÉ). îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÇÄÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ P^′ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (P +iP^′)^– ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ŒÐÏÌÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍÕ ÐÒÅÄÅÌÕ. üÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÍÙ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ (P + i0)^–.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÐÒÉ Re – > 0, ÉÂÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔØ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ∫ P^–’dx. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Œ ÓÉÌÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (6) Ð. 3

P^– = 1 4^k(– + 1)::: (– + k) ( – +^n_2 ) ::: ( – +^n_2 + k − 1

) L^k_P P^{–+k}

ÏÎÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙÍ É ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÆÕÎË- ÃÉÉ P^–.^{1)}

1)íÙ ÎÅ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÍÓÑ ÎÁ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ˘ | ÃÅÌÏÅ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ ÓÅÒÉÉ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË ÆÕÎËÃÉÉ P^˘. ïÔÍÅÔÉÍ, ÎÅ ÐÒÏŒÏÄÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ, ÞÔÏ Œ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÆÕÎËÃÉÑ (P + i0)^˘ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ.

4] § 2. æõîëãéé, óœñúáîîùå ó ëœáäòáôéþîïê æïòíïê 303

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ (P − i0)^– ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÁË ÐÒÅÄÅÌ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (P − iP^′)^–, ÇÄÅ P^′ | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ËÏÇÄÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÆÏÒÍÙ P^′ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ.

éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (P + i0)^– É (P − i0)^– ŒÙÔÅ- ËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÏÔ – ŒÓÀÄÕ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÏÞÅË – = −^n_2 , −^n_2 − 1;:::, −^n_2 − k;:::

îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ ÔÁËÖÅ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (6) Ð. 3, ÞÔÏ Œ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÍÅÀÔ ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÏÌÀÓÙ, ÐÒÉÞÅÍ

ŒÙÞ:

–=−^n_2 −k

(P + i0)^– = lim_{P ′→0} ŒÙÞ:_{–=− n2 −k}(P + iP^′);

ŒÙÞ:

–=−^n_2 −k

(P − i0)^– = lim_{P ′ →0} ŒÙÞ:_{–=− n2 −k}(P − iP^′):

þÔÏÂÙ ÏÔÙÓËÁÔØ ÜÔÉ ŒÙÞÅÔÙ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÔÉ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ √ (−i)^n|g| É √ i^n|g|, ÇÄÅ |g| | ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ P ± iP^′, ËÏÇÄÁ P^′ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ.

îÅ ÎÁÒÕÛÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ P^′ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ P^′ = "(x^2_1 + ::: + x^2_n); " > 0:

ôÏÇÄÁ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ √ (−i)^n|g| ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ √ (−i)^n|g| = (" − i–_1)^{12} ::: (" − i–_n)^{12} ;

ÇÄÅ –_1;::: ;–_n | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃÙ ÆÏÒÍÙ P . ðÒÅÄÐÏÌÏ- ÖÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ P ÉÍÅÅÔ Œ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ p ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ- ÎÙÈ É q ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ " → 0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

lim_{"→0} √ (−i)^n|g| = √ |–_1 :::–_n|(−i)^{p2} i^{q2} ;

Ô.Å.

lim_{"→0} √ (−i)^n|g| = e^{− ß4 (p−q)i} √ |´|; ÇÄÅ ´ | ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ P . ðÒÉÍÅ- ÎÑÑ ÔÅÐÅÒØ ÆÏÒÍÕÌÕ (9) Ð. 3 ÄÌÑ ŒÙÞ:_{–=− n2 −k} P^–, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

ŒÙÞ:

–=−^n_2 −k

(P + i0)^– = e^{− ß2 qi}ı^{n2} 4^kk!`

(_n 2 + k )√ |´| (_n ∑ r;s=1

g^{rs}

@^2 @x_r@x_s

)_k

‹(x): (1)

304 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÉÍÅÅÍ:

ŒÙÞ:

–=−^n_2 −k

(P − i0)^– = e^{ß2 qi}ı^{n2} 4^kk!`

(_n 2 + k ) √ |´| (_n ∑ r;s=1

g^{rs}

@^2 @x_r@x_s

)_k

‹(x): (1^′)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÙÞÅÔÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÊ (P + i0)^– É (P − i0)^– Œ ÔÏÞËÁÈ – = −^n_2 , −^n_2 − 1;::: , −^n_2 − k;::: ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÓÏ- ÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÅ Œ ŒÅÒÛÉÎÅ ËÏÎÕÓÁ P = 0.

æÕÎËÃÉÉ (P +i0)^– É (P −i0)^– ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÞÅÒÅÚ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ P^–_+ É P^–_−, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ Œ Ð. 2: (P + i0)^– = P^–_+ + e^{ı–i}P^–_−; (2)

(P − i0)^– = P^–_+ + e^{−ı–i}P^–_−: (2^′)

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÉ Re – > 0 ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁÍ (P^–_+;’) É (P^–_−;’) ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÔ ÆÕÎËÃÉÉ

P^–_+ = { P^–; ËÏÇÄÁP ⩾ 0; 0; ËÏÇÄÁP ⩽ 0;

P^–_− = { 0; ËÏÇÄÁP ⩾ 0; (−P )^–; ËÏÇÄÁP ⩽ 0:

œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (2) É (2^′) ŒÙÔÅËÁÀÔ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ (P + i0)^– É (P − i0)^– . îÏ ÔÏÇÄÁ, Œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ, ÆÏÒÍÕÌÙ (2) É (2^′) ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙÍÉ É ÐÒÉ ÄÒÕÇÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ –.

ïÔÍÅÔÉÍ ÐÏÐÕÔÎÏ, ÞÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (2) É (2^′), ÐÒÉ – = = 0;1;2;::: ÆÕÎËÃÉÉ (P + i0)^–, (P − i0)^– É P^– ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

õÓÔÁÎÏŒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÁ ÏÓÎÏŒÁÎÉÉ ÆÏÒÍÕÌ (2) É (2^′) ÓŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ŒÙÞÅÔÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÊ P^–_+ É P^–_− ÐÒÉ – = −^n_2 − k (k = 0;1;:::). ìÏÒÁÎÏŒÓËÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ – = −^n_2 − k ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ:

P^–_+ = c^{(k)}_{−2} ( – +^n_2 + k

)_2 + c^{(k)}_{−1} – +^n_2 + k

+ ::: ;

P^–_− = c^{′(k)}_{−2} ( – +^n_2 + k

)_2 + c^{′(k)}_{−1} – +^n_2 + k

+ :::

óÏÇÌÁÓÎÏ (2) É (2^′)

P^–_+ = e^{−ı–i}(P + i0)^– − e^{ı–i}(P − i0)^–

−2isinı– ; P^–_− =

(P + i0)^– − (P − i0)^–

2isinı–

: (3)

4] § 2. æõîëãéé, óœñúáîîùå ó ëœáäòáôéþîïê æïòíïê 305

ïÔÓÀÄÁ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ (1) É (1^′) ÄÌÑ ŒÙÞÅÔÏŒ ÆÕÎËÃÉÊ (P + i0)^– É (P − i0)^–, ÐÏÌÕÞÁÅÍ: ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ n | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ÔÁËÖÅ ÅÓÌÉ n | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É p;q | ÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ c^{(k)}_{−2} = c^{′(k)}_{−2} = 0; ÅÓÌÉ ÖÅ p É q | ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ

c^{(k)}_{−2} = (−1)^{n2 +k+1}c^{′(k)}_{−2} =

(−1)^{q−12} ı^{n2 −1} 4^kk!`

(_n 2 + k )√ |´| L^k_P ‹(x);

ÇÄÅ L_P =^n ∑ r;s=1

g^{rs @2}_{@xr @xs} . üÔÉ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÂÙÌÉ ÕÖÅ ÐÏÌÕÞÅÎÙ ÄÒÕÇÉÍ ÍÅÔÏÄÏÍ Œ Ð. 2. äÁÌÅÅ, ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (2) ÉÍÅÅÍ: ŒÙÞ:

–=−^n_2 −k

(P + i0)^– = ŒÙÞ:_{–=− n2 −k} P^–_+ + ŒÙÞ:_{–=− n2 −k} e^{ı–i}P^–_−; ÏÔËÕÄÁ

ŒÙÞ:

–=−^n_2 −k

(P + i0)^– = c^{(k)}_{−1} + e^{−ı}(^{n2 +k})^ic^{′(k)}_{−1} + ıie^{−ı}(^{n2 +k})^ic^{′(k)}_{−2} :

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÓÀÄÁ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ŒÙÞ:_{–=− n2 −k}(P +i0)^– É c^{′(k)}_{−2} , ÐÏÌÕÞÁÅÍ: ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ n | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ÔÁËÖÅ ÅÓÌÉ n | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É p;q | ÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ

ŒÙÞ:

–=−^n_2 −k

P^–_+ + e^{−ı}(^{n2 +k})^i ŒÙÞ:_{–=− n2 −k} P^–_− = e^{− ß2 qi}ı^{n2} 4^kk!`

(_n 2 + k )√ |´| L^k_P ‹(x); (4) ÅÓÌÉ ÖÅ p É q | ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ ŒÙÞ:

–=−^n_2 −k

P^–_+ + e^{−ı}(^{n2 +k})^i ŒÙÞ:_{–=− n2 −k} P^–_− = 0: (5) ïÔÍÅÔÉÍ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ n | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ÔÁËÖÅ ÅÓÌÉ n | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É k <^n_2 , ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (2), ŒÙÞ:

–=−k

P^–_+ + (−1)^k ŒÙÞ:_{–=−k} P^–_− = ŒÙÞ:_{–=−k} (P + i0)^– = 0: (6) âÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ Ó ÜÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ, ÞÔÏ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ P ÉÍÅÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÉÄ:

P = x^2_1 + ::: + x^2_p − x^2_{p+1} − ::: − x^2_{p+q} :

œ Ð. 2 ÂÙÌÉ ÎÁÊÄÅÎÙ ÑŒÎÙÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ŒÙÞÅÔÏŒ ÆÕÎËÃÉÊ P^–_+ É P^–_− ÞÅÒÅÚ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ‹^{(k)}_1 (P ), ‹^{(k)}_1 (−P ) = (−1)^k‹^{(k)}_2 (P ) É ‹(x). ðÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ ÜÔÉÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (4), (5) É (6) ÄÁÅÔ: ‹^{(k)}_1 (P ) − ‹^{(k)}_2 (P ) = c_{p;q;k}L^{k− n2 +1}‹(x);

306 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5 ÇÄÅ L = @^2 @x^2_1

+ ::: +

@^2 @x^2_p − @^2 @x^2_{p+1}

− ::: −

@^2 @x^2_{p+q}

É c_{p;q;k} =0, ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ n | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ÔÁËÖÅ ÅÓÌÉ n | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É k <^n_2 − 1; Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ c_{p;q;k} ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÅÇËÏ ÐÏÄÓÞÉÔÁÎ ÎÁ ÏÓÎÏŒÁÎÉÉ ÆÏÒÍÕÌ Ð. 2.

éÔÁË, ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ n | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ÔÁËÖÅ ÅÓÌÉ n | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É k <^n_2 − 1, ÔÏ ‹^{(k)}_1 (P ) = ‹^{(k)}_2 (P ). åÓÌÉ ÖÅ n | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÐÒÉ k ⩾^n_2 − 1 ÒÁÚÎÏÓÔØ ‹^{(k)}_1 (P ) − ‹^{(k)}_2 (P ) ÅÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÁÑ Œ ŒÅÒÛÉÎÅ ËÏÎÕÓÁ P = 0.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÁ Œ § 4, ÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0, ÓÏÓÔÏÑÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ (ÓÍ. ÎÉÖÅ, ÓÔÒ. 362):

ffi^{(k)}(P_+) = (−1)^k k! ŒÙÞ:_{˘=−k−1} P^˘_+

É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ

ffi^{(k)}(P_−) = (−1)^k k! ŒÙÞ:_{˘=−k−1} P^˘_−:

œ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Á ÔÁËÖÅ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÐÒÉ k ¡^n_2 − 1, ÉÍÅÅÍ

ffi^{(k)}(P_+) = ffi^k_1 (P ); ffi^{(k)}(P_−) = ffi^k_1 (−P );

Œ ÓÌÕÞÁÅ ÖÅ ÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÉ k ⩾^n_2 − 1 ÒÁÚÎÏÓÔÉ

ffi^{(k)}(P_+) − ffi^k_1 (P ) É ffi^{(k)}(P_−) − ffi^k_1 (−P )

ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÍÉ Œ ŒÅÒÛÉÎÅ ËÏÎÕÓÁ P = 0. œ ÓÉÌÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (4){(6), ÅÓÌÉ p É q ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÞÅÔÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ É k ⩾^n_2 − 1, ÔÏ

(−1)^k ffi^{(k)}(P_+) − ffi^{(k)}(P_−) =

(−1)^q2 ß^n2 4^{k+1− n}2 ( k + 1 −^n_2 ) ! L^{k+1− n}2 ffi(x);

ŒÏ ŒÓÅÈ ÖÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ

ffi^{(k)}(P_−) = (−1)^k ffi^{(k)}(P_+):

5. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÊ. éÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ Œ ÐÐ. 3 É 4, ÄÌÑ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ

L^ku = f(x); (1)

5] § 2. æõîëãéé, óœñúáîîùå ó ëœáäòáôéþîïê æïòíïê 307

ÇÄÅ L | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ŒÉÄÁ L = @^2 @x^2_1

+ ::: +

@^2 @x^2_p − @^2 @x^2_{p+1}

− ::: −

@^2 @x^2_{p+q}

É k = 1;2;:::

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (1) ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ K, ÞÔÏ

L^kK = ‹(x): (2)

ë ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ (1) ÐÒÉ k = 1 ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÔÏÌØËÏ ÓÔÁÒÛÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ. üÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÕÌØÔÒÁÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ. ðÒÉ p ÉÌÉ q, ÒÁŒÎÙÈ ÎÕÌÀ, ÏÎÏ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ìÁÐÌÁÓÁ, Á ÐÒÉ p ÉÌÉ q, ÒÁŒÎÙÈ 1, | Œ ŒÏÌÎÏŒÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ.

òÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (2) ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÓËÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ L É ÓÔÏÑÝÁÑ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÑ ‹(x) ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ (ÌÉÂÏ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ Ë ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ; ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Œ § 1). ôÁË ËÁË ÐÏÓÌÅ 2k-ËÒÁÔÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ K ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ‹(x), ÉÍÅÀÝÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ −n, ÇÄÅ n = p + q | ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ K ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÒÁŒÎÁ −n + 2k.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (2) ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÆÏÒÍÕ

P = x^2_1 + ::: + x^2_p − x^2_{p+1} − ::: − x^2_{p+q} :

òÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÂÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ Œ ŒÉÄÅ

K = f(P ):

œ Ð. 4 ÂÙÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ P : (P +i0)^– É (P −i0)^–. ðÒÉ –=−^n_2 +k ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÍÅÀÔ ÎÕÖÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ −n+2k. íÙ ÐÏËÁÖÅÍ ÓÅÊÞÁÓ, ÞÔÏ ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É k ⩾^n_2 , ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ (P + i0)^{− n2 +k} É (P − i0)^{− n2 +k} ÑŒÌÑÅÔÓÑ, c ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ L^ku = f(x).

œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ, ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÎÙÍ Œ ÐÐ. 3 É 4:

L^k(P + i0)^{–+k} =

= 4^k(– + 1)::: (– + k) ( – + n 2 ) ::: ( – + n 2 + k − 1 ) (P + i0)^–: (3)

308 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5

ïÔÓÀÄÁ ÐÒÉ – = −^n_2 ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

L^k(P + i0)^{− n2 +k} = 4^k ( 1 − n 2 ) ::: ( k − n 2 ) (k − 1)! ŒÙÞ:_{–=− n2} (P + i0)^–: (4)

ïÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É k ⩾^n_2 , ÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (4) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ, É ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

L^k(P + i0)^{− n2 +k} = 0;

Ô.Å. ÆÕÎËÃÉÑ (P + i0)^{− n2 +k} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ (1).

œÏ ŒÓÅÈ ÖÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÑ Œ (4) ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ŒÙÞ:

–=−^n_2

(P + i0)^–, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

L^k(P + i0)^{− n2 +k} = 4^k ( 1 − n 2 ) ::: ( k − n 2 ) (k − 1)!

e^{− ß2 qi}ı^{n2} ` (_n 2 ) ‹(x):

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎËÃÉÑ

K_1 = (−1)^k e^{ß2 qi}`

(_n 2 − k ) 4^k(k − 1)!ı^n2

(P + i0)^{− n2 +k}

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ L^ku = f(x).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É k ⩾^n_2 , ÆÕÎËÃÉÑ

K_1 = (−1)^k e^{ß2 qi}`

(_n 2 − k ) 4^k(k − 1)!ı^n2

(P + i0)^{− n2 +k} (5)

É, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÆÕÎËÃÉÑ

K_2 = (−1)^k e^{− ß2 qi}`

(_n 2 − k ) 4^k(k − 1)!ı^n2

(P − i0)^{− n2 +k} (5^′)

ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍÉ, ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ L^ku = f(x). åÓÌÉ ÖÅ n | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É k ⩾^n_2 , ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ (P + i0)^{− n2 +k} = (P − i0)^{− n2 +k} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ L^ku = = 0.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ K_1 É K_2 ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ.

5] § 2. æõîëãéé, óœñúáîîùå ó ëœáäòáôéþîïê æïòíïê 309

æÏÒÍÕÌÙ (5) É (5^′) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÏÅ ÚÁÄÁ- ÎÉÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ L^ku = f(x). íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÉÓËÁÔØ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ, ËÏÍÂÉÎÉÒÕÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ É ÍÎÉÍÙÅ ÞÁÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ K_1 É K_2. ïÄÎÁËÏ Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÞÅÔÎÁ ÉÌÉ ÎÅÞÅÔÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ n, Á ÔÁËÖÅ ÞÅÔÎÙ ÉÌÉ ÎÅÞÅÔÎÙ ÞÉÓÌÁ p É q, ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ L^ku = f(x) ÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ.

æÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ K_1 É K_2 ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ L^ku = f(x) ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ, ŒÙÒÁÚÉŒ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎ- ÎÏ ÞÅÒÅÚ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ P^–_+ É P^–_−.

œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ Ð. 4, ŒÙÒÁÖÁÀÝÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ (P + i0)^– É (P − i0)^– ÞÅÒÅÚ ÆÕÎËÃÉÉ P^–_+ É P^–_−. åÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ n ÎÅÞÅÔÎÁ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ P^–_+ É P^–_− ÒÅÇÕÌÑÒÎÙ ÐÒÉ –=−^n_2 +k, É ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

K_1 = K_2 = (−1)^k e^{ß2 qi}`

(_n 2 − k ) 4^k(k − 1)!ı^n2 ( P^{− n2 +k}

+ + e^ı(^{− n2 +k})^iP^{− n2 +k}_− ) : (6)

åÓÌÉ ÖÅ n | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É k <^n_2 , ÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ P^–_+ É P^–_− ÉÍÅÀÔ Œ ÔÏÞËÅ – = −^n_2 + k ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÏÌÀÓÙ Ó ŒÙÞÅÔÁÍÉ

ŒÙÞ:

–=−^n_2 +k

P^–_+ = (−1)^{n2 −k−1} ŒÙÞ:_{–=− n2 +k} P^–_− =

(−1)^{n2 −k−1} (_n 2 − k − 1 ) ! ‹(^{n2 −k−1})(P_+):

ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÞÅÒÅÚ P^{− n2 +k}_+ É P^{− n2 +k}_− ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÌÏÒÁÎÏŒÓËÉÈ ÒÁÚÌÏ- ÖÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÊ P^–_+ É P^–_− Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ – = −^n_2 + k, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

K_1 = K_2 = (−1)^k e^{ß2 qi}`

(_n 2 − k ) 4^k(k − 1)!ı^n2 [ P^{− n2 +k}

+ + (−1)^{− n2 +k}P^{− n2 +k}_− + + (−1)^{− n2 +k}ıi (_n 2 − k − 1 ) ! ‹(^{n2 −k−1})(P_+) ] : (7)

éÚ ÆÏÒÍÕÌ (6) É (7) ŒÙÔÅËÁÅÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ K_1 É K_2 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ K_1 − K_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ L^ku = 0.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÏÓÏÂÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ n | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É k ⩾^n_2 . òÁÚÌÁÇÁÑ ÆÕÎËÃÉÀ (P + i0)^{–+k} Œ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ – = −^n_2 , ÉÍÅÅÍ

(P + i0)^{–+k} = (P + i0)^{− n2 +k} + ( – + n 2 ) (P + i0)^{− n2 +k} ln(P + i0) + :::

310 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (3) É ÓÒÁŒÎÉŒÁÑ ÚÁÔÅÍ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ – +^n_2 Œ ÌÅŒÏÊ É Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÑÈ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

L^k [ (P + i0)^{− n2 +k} ln(P + i0) ] = = 4^k(−1)^{n2 −1} (n 2 − 1 ) ! ( k − n 2 ) !(k − 1)! ŒÙÞ:_{–=− n2} (P + i0)^–:

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÓÀÄÁ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ŒÙÞ:_{–=− n2} (P + i0)^–, ÍÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÍ, ÞÔÏ

Œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÞÅÔÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ L^ku = f(x) ÐÒÉ k ⩾^n_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

K_1 = (−1)^{n2 −1} e^{ß2} qi 4^k ( k −^n_2 ) !(k − 1)!

(P + i0)^{− n2 +k} ln(P + i0):

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÒÕÇÉÍ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ L^ku = f(x) ÑŒÌÑÅÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎËÃÉÑ

K_2 = (−1)^{n2 −1} e^{− ß2} qi 4^k ( k −^n_2 ) !(k − 1)!

(P − i0)^{− n2 +k} ln(P − i0):

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ L^ku = f(x) ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÓÍÙÓÌ É Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ L | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ L = n∑ r;s=1

g^{rs}

@^2 @x_r@x_s : œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÄ P ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÎÉÍÁÔØ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ŒÉÄÁ P = n∑ r;s=1

g_{rs}x_rx_s;

ÇÄÅ^n ∑ s=1 g_{rs}g^{st} = ‹^t_r(r;t = 1;::: ;n). œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÐÒÉ

(P + i0)^{− n2 +k} É (P − i0)^{− n2 +k} ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÏÂÁŒÉÔÓÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ √ |´|, ÇÄÅ ´ | ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ P . îÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍÉ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ( 2 @^2 @x_1@x_3 + @^2 @x^2 ) u = f(x_1;x_2;x_3)

6] § 2. æõîëãéé, óœñúáîîùå ó ëœáäòáôéþîïê æïòíïê 311

ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÉ

K_1 = 1 4ıi (2x_1x_3 + x^2 + i0)^{− 12} É K_2 = K_1:

6. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÊ (P + i0)^– É (P − i0)^–. äÌÑ ÏÔÙÓ- ËÁÎÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÊ (P + i0)^– É (P − i0)^– ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÉÄÅÀ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÐÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, ÒÁÚŒÉÔÕÀ ÎÁÍÉ Œ Ð. 3.

ðÕÓÔØ

P = ¸_1x^2_1 + ::: + ¸_nx^2_n (1)

| ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÐÒÉÞÅÍ Im P ÅÓÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, Ô.Å. Im ¸_s > 0 (s = = 1;::: ;n). ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ P^–, Á ÐÏÔÏÍÕ É ÅÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ~P^–, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÏÔ ¸_1;::: ;¸_n Œ ÏÂÌÁ- ÓÔÉ Im ¸_s > 0 (s = 1;::: ;n). äÌÑ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ~P^– ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ¸_s | ÍÎÉÍÙÅ ÞÉÓÌÁ: ¸_s = ib_s, ÐÒÉÞÅÍ b_s > 0 (s = 1;::: ;n). îÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

~P^– = e^ß2^{–i} ∫ (b_1x^2_1 + ::: + b_nx^2_n)^–e^{i(x1s1 +:::+xnsn)}dx:

ðÏÓÌÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÚÁÍÅÎÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

~P^– = e ß 2 –i √ b_1 ::: √ b_n ∫ r^{2–}e^i ( x_1^{s1}√_{b1} +:::+x_n^{sn}√_{bn} ) dx; ÇÄÅ r^2 = x^2_1 + ::: + x^2_n.

ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ r^– ÂÙÌÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÏ Œ Ð. 3 § 3 ÇÌ. II. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÔÁÍ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÉÍÅÅÍ:

~P^– = e ß 2 –i22–+nı^n_2 `(– + n 2 ) √ b_1 ::: √ b_n`(−–) ( s^2_1 b_1

+ ::: + s^2_n b_n

)_{−–−} n_2 ; ÉÌÉ ~P^– = e^− ßni 4 2^{2–+n}ı^{n2}` ( – +^n_2 ) √ −i¸_1 ::: √ −i¸_n`(−–) ( s^2_1 ¸_1

+ ::: + s^2_n ¸_n

)_{−–−} n_2 : (2)

312 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [6

œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ, ÆÏÒÍÕÌÁ (2) ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÊ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ŒÉÄÁ (1) Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔØÀ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËŒÁ- ÄÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ √ z = |z|^{12} e^{12 i arg z}. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ^{s21}_{¸1} + ::: +^{s2n}_{¸n} ÉÍÅÅÔ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔØ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ P = x^2_1 + ::: + x^2_p − x^2_{p+1} − ::: − x^2_{p+q} ; Q = s^2_1 + ::: + s^2_p − s^2_{p+1} − ::: − s^2_{p+q}:

œÙÐÏÌÎÑÑ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (2) ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÒÉ ¸_1 = = ::: = ¸_p = 1, ¸_{p+1} = ::: = ¸_{p+q} = −1

F [(P + i0)^–] = e^{ß2 qi}2^{2–+n}ı^{n2}` ( – +^n_2 ) `(−–)

(Q − i0)^{−–− n2} (3)

É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ

F [(P − i0)^–] = e^{− ß2 qi}2^{2–+n}ı^{n2}` ( – +^n_2 ) `(−–)

(Q + i0)^{−–− n2} : (3^′)

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (14) Ð. 3, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÖÅ ÐÏÓÌÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ:

~P –_+ = 22–+nı^n_2 −1`(– + 1)` ( – + n 2 ) × × 1 2i [ e^{−ı}(^{–+ q2} )^i(Q − i0)^{−–− n2} − e^ı(^{–+ q2} )^i(Q + i0)^{−–− n2} ] ; (4)

~P –_− = −22–+nı^n_2 −1`(– + 1)` ( – + n 2 ) × × 1 2i [ e^{− ßqi2} (Q − i0)^{−–− n2} − e^{ßqi2} (Q + i0)^{−–− n2} ] : (4^′)

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ æÕÒØÅ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÚÄÅÓØ, ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙÍÉ É ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ P | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ P = n∑ ¸;˛=1

g_{¸˛} x_¸x_˛ :

œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÄ Q ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÕÀ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ Q = n∑ ¸;˛=1

g^{¸˛}s_¸s_˛ ;

7] § 2. æõîëãéé, óœñúáîîùå ó ëœáäòáôéþîïê æïòíïê 313

ÇÄÅ^n ∑ ˛=1 g_{¸˛} g^{˛‚} = ‹^‚_¸ (¸;‚ = 1;::: ;n). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ŒÏ ŒÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ

ÓÌÅÄÕÅÔ ÄÏÂÁŒÉÔØ ÓÐÒÁŒÁ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ 1√_{|�|} , ÇÄÅ ´ | ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ P .

7. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÆÕÎËÃÉÑÍÉ âÅÓÓÅÌÑ. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ËÌÁÓÓ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ŒÉÄÁ P^–f(P;–), ÇÄÅ f(z;–) | ÃÅÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ z É –, Á P | ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔØÀ. üÔÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉ Re – > 0 ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ

(P^–f(P;–);’(x)) = ∫ P^–f(P;–)’(x)dx: (1)

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ P^–f(P;–) ÐÒÉ Re – > −1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎ- ËÃÉÅÊ ÏÔ –. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ P^–f(P;–) É ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ –. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÉ P^– ln^m Pf(P;–).

îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ (ÉÓÈÏÄÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(z;–) Œ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ÐÏ z), ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞ- ÎÏÊ ÆÏÒÍÙ P ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ

(P + i0)^–f(P + i0;–) = lim_{P1 →0}(P + iP_1)^–f(P + iP_1;–); (2)

ÇÄÅ P_1 | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ.

óÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ËŒÁ- ÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ P ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

(P − i0)^–f(P − i0;–):

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁ P ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÔÏ

(P + i0)^–f(P + i0;–) = (P − i0)^–f(P − i0;–) = P^–f(P;–):

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÔÁË ËÁË ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÃÅÌÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ n ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

(P + i0)^n = (P − i0)^n = P^n; ÔÏ f(P + i0;–) = f(P − i0;–) = f(P;–):

314 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [7

œÙÒÁÚÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ (P + i0)^–f(P;–) É (P − − i0)^–f(P;–) ÞÅÒÅÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ P_+ É P_−. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ Œ Ð. 4, (P + i0)^– = P^–_+ + e^{i–ı}P^–_−; (P − i0)^– = P^–_+ + e^{−i–ı}P^–_−:

ôÁË ËÁË

P^–_+f(P;–) = P^–_+f(P_+;–); É P^–_−f(P;–) = P^–_−f(P_−;–) ÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (P + i0)^–f(P;–) = P^–_+f(P_+;–) + e^{i–ı} P^–_−f(P_−;–) (3) É (P − i0)^–f(P;–) = P^–_+f(P_+;–) + e^{−i–ı} P^–_−f(P_−;–): (4) ïÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁÍÉ ËÌÁÓÓ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÛÉÒÏË.

ë ÎÅÍÕ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÁËÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÁË P^{˘2} J_–(P^{1=2}) É P^{− ˘2} J_–(P^{1=2}), ÇÄÅ J_–(z) | ÂÅÓÓÅÌÅŒÁ ÆÕÎËÃÉÑ. œ ÜÔÏÍ ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

J_–(z) = (z 2 )_–^∞∑ m=0 (−1)^m

(_z 2 )_{2m} m!`(– + m + 1) (5) ÂÅÓÓÅÌÅŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ.

îÁÒÑÄÕ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ J_–(z) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÉ N_–(z), H^{(1)}_– (z), H^{(2)}_– (z), I_–(z), K_–(z), ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉ ÎÅÃÅÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ – ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ: N_–(z) = 1 sin–ı

[cos–ıI_–(z) − J_{−–}(z)]; H^{(1)}_– (z) = J_–(z) + iN_–(z); H^{(2)}_– (z) = J_–(z) − iN_–(z);

I_–(z) = e^{− ß˘i2} J_–(iz); K_–(z) = ı 2sin–ı

[I_{−–}(z) − I_–(z)]:

úÎÁÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÒÉ ÃÅÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ – ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ Ó ÐÏÍÏ- ÝØÀ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÐÏ –.

8] § 2. æõîëãéé, óœñúáîîùå ó ëœáäòáôéþîïê æïòíïê 315

òÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ N_–(z^{1=2}), H^{(1)}_– (z^{1=2}), H^{(2)}_– (z^{1=2}), I_–(z^{1=2}), K_–(z^{1=2}) Œ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ÐÒÉ ÎÅÃÅÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ – ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (5) ÆÕÎËÃÉÉ J_–(z). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ Ë ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÍÕ ÎÁÍÉ ËÌÁÓÓÕ ÆÕÎËÃÉÊ, ÞÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒŒÅÓÔÉ ÔÁËÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÁË K_– [ (P + i0)^{12} ] , (P + i0)^{− ˘2} K_– [ (P + i0)^{12} ] É Ô.Ä.

8. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (c^2 + P + i0)^– É (c^2 + P − i0)^–. íÙ ŒÉÄÅÌÉ ÕÖÅ Œ Ð. 6 § 2 ÇÌ. II, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (x^2 − 1)^–, (1 − x^2)^–, (1 + x^2)^– ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÂÅÓÓÅÌÅŒÙ ÆÕÎËÃÉÉ. œ ÜÔÏÍ É ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÕÎËÔÁÈ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ É ÄÌÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (c^2 + P )^–_+ É (c^2 + P )^–_−, ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ n-ÍÅÒÎÙÍÉ ÁÎÁÌÏÇÁÍÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (x^2 − 1)^–, (1 − x^2)^–, (1 + x^2)^–.

îÁÞÎÅÍ Ó ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (c^2 + P )^– ÄÌÑ ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ P . ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (c^2 + P )^– ÐÒÉ Re – < −^n_2 ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ

F [(c^2 + P )^–] = ∫ (c^2 + P )^–e^{i(x;s)}dx; (1)

ÇÄÅ (x;s) = x_1s_1 + ::: + x_ns_n.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÆÏÒÍÁ P ÉÍÅÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅ- ÓËÉÊ ŒÉÄ^n ∑ k=1 x^2_k. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

F [(c^2 +P )^–] ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ |s| | ÄÌÉÎÙ ŒÅËÔÏÒÁ s. ðÏÜÔÏÍÕ, ÎÅ ÔÅÒÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ s ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ s = (|s|;0;0;::: ;0), É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÎÔÅÇÒÁÌ (1) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ∫ (c^2 + |x|^2)^–e^{ix1|s|}dx; (2)

ÇÄÅ Re – < −^n_2 .

äÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (2) ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÐÏÌÑÒÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ. ðÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁŒ ÐÏ ÕÇÌÁÍ ’_2;::: ;’_{n−1} É ÐÒÉÎÑŒ ŒÏ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ˙_{n−1} =^{2(√ı)n−1}

�(^{n−1}_2 ) , ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (2) ÒÁŒÅÎ 2( √ ı)^{n−1} ` (_{n−1} 2 ) ∞∫ 0 ı∫ 0 (c^2 + r^2)^–e^{ir|s| cos’1} sin^{n−2} ’_1r^{n−1}d’_1dr:

316 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [8

îÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ı∫ 0 e^{ir|s| cos’1} sin^{n−2} ’_1d’_1 = ` (_{n−1} 2 )√ ı (_{r|s|} 2 ) n_{2 −1} J^n_2 −1(r|s|);

Á ∞∫ 0 r^{n2} (c^2 + r^2)^–J^n_{2 −1}(r|s|)dr = ( 2 |s| )_{–+1}

c^{n2 +–} `(−–)

K^n_{2 +–}(c|s|):

ðÏÜÔÏÍÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (2) ÒÁŒÅÎ ÐÒÉ Re – < −^n_2 ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ŒÙÒÁÖÅÎÉÀ: ∫ (c^2 + |x|^2)^–e^{ix1|s|}dx =

2^{–+1}( √ 2ı)^n `(−–) ( c |s| ) n_{2 +–} K^n_{2 +–}(c|s|): (3)

ðÒÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ – ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (3) ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁ- ÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÐÏ –.

þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÌÀÂÏÊ ÐÏÌÏ- ÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, ÚÁÐÉÛÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (3) Œ ŒÉÄÅ √ ´ ∫ (c^2 + |x|^2)^–e^{i(x;s)}dx =

2^{–+1}( √ 2ı)^n `(−–) ( c |s| ) n_{2 +–} K^n_{2 +–}(c|s|) (4) ( ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ´ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ |x|^2 =^n ∑ k=1 x^2_k ÒÁŒÅÎ ÅÄÉÎÉÃÅ ) . ðÒÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÍ ÆÏÒÍÕ |x|^2 Œ ÆÏÒÍÕ P =^n ∑ k;r=1

g_{kr}x_kx_r, ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ √ ´dx ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ, Á ËŒÁ- ÄÒÁÔ ÄÌÉÎÙ ŒÅËÔÏÒÁ s ÉÚ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ n∑ k;r=1

g^{kr}s_ks_r ( Q =^n ∑ k;r=1

g^{kr}s_ks_r | ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÁÑ

ÆÏÒÍÅ P =^n ∑ k;r=1

g_{kr}s_ks_r ) . ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ ËÏÏÒÄÉ-

ÎÁÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (4) ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ √ ´ ∫ (c^2 + P )^–e^{i(x;s)}dx =

2^{–+1}( √ 2ı)^nc^{n2 +–} `(−–)

K^n_{2 +–} ( cQ^{12} ) Q^12

(_n 2 + – ) :

8] § 2. æõîëãéé, óœñúáîîùå ó ëœáäòáôéþîïê æïòíïê 317

ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ P | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, Á Q | ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÁÑ ÅÊ ÆÏÒÍÁ. ôÏÇÄÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎ- ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (c^2 + P )^– ÒÁŒÎÏ

F [(c^2 + P )^–] =

2^{–+1}( √ 2ı)^nc^{n2 +–} `(−–) √ ´ K^n_{2 +–} ( cQ^{12} ) Q^12

(_n 2 + –

) ; (5)

ÇÄÅ ´ | ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÆÏÒÍÙ P .

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ P | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒ- ÍÁ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ (c^2 +P +i0)^– É (c^2 +P −i0)^–, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ

(c^2 + P + i0)^– = lim_{"→0}(c^2 + P + i"P_1)^– (6) É (c^2 + P − i0)^– = lim_{"→0}(c^2 + P − i"P_1)^–; (7)

ÇÄÅ " > 0, Á P_1 | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ. óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÏŒ (6) É (7) ÐÒÉ c = 0 ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ Œ Ð. 4, Á ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÉÈ ÐÒÉ c ≠ 0 ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÑ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ c^2 + P = 0.

åÓÌÉ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ P ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ Œ ĂŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉĄ, ÔÏ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÁÑ ÅÊ ÆÏÒÍÁ Q ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ Œ ĂÎÉÖÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉĄ. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÉÚ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ (5) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

F [(c^2 + P + i0)^–] =

2^{–+1}( √ 2ı)^nc^{n2 +–} `(−–) √ ´ K^n_{2 +–} [ c(Q − i0)^{12} ] (Q − i0)^{12} (^{n2 +–})

: (8)

þÅÒÅÚ √ ´ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (8) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅ- ÎÉÅ ŒÅÔŒÉ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÅÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ^{1)}. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ √ ´ = √ |´|e^{qßi2} , ÅÓÌÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ P ÉÍÅÅÔ q ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ

F [(c^2 + P − i0)^–] =

2^{–+1}( √ 2ı)^nc^{n2 +–} `(−–) √ ´ K^n_{2 +–} [ c(Q + i0)^{12} ] (Q + i0)^{12} (^{n2 +–})

: (9)

1)áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÏ Œ Ð. 3, É ÍÙ ÎÅ ÐÒÏŒÏÄÉÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÊ Œ ÜÔÏÍ ÍÅÓÔÅ.

318 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [9

œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ √ ´ = √ |´|e^{− qßi2} , ÇÄÅ q | ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ Œ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ÆÏÒÍÙ P .

œÙÒÁÚÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ F [(c^2 + P + i0)^–] É F [(c^2 + P − − i0)^–] ÞÅÒÅÚ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ Q_+ É Q_−. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ K_–(z) Œ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ É ÆÏÒÍÕÌÕ (4) ÉÚ Ð. 7, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏÓÌÅ ÎÅÓÌÏÖÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ:

F [(c^2 + P + i0)^–] = = 2^{–+ n2 +1}ı^{n2} e^{− qßi2} c^{–+ n2} `(−–) √ ´ · K_{–+}^n_2 ( cQ^{12}_+ )

Q^{12}

(–+^n_2 ) + + ıi 2 H^{(1)}_{−–−} n_2 ( cQ^{12}_− )

Q^{12}

(–+^n_2 ) − (10)

É F [(c^2 + P − i0)^–] = = 2^{–+ n2 +1}ı^{n2} e^{qßi2} c^{–+ n2} `(−–) √ |´| · K_{–+}^n_2 ( cQ^{12}_+ )

Q^{12}

(–+^n_2 ) + − ıi 2 H^{(2)}_{−–−} n_2 ( cQ^{12}_− )

Q^{12}

(–+^n_2 ) − : (11)

æÏÒÍÕÌÙ (10) É (11) ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÕÐÒÏÝÁÀÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁ P ÚÎÁËÏÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ: ÅÓÌÉ P | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÔÏ Œ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÓËÏÂËÁÈ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÌÉÛØ ÐÅÒŒÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, Á ÅÓÌÉ P | ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÔÏ ÌÉÛØ ŒÔÏÒÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ.

9. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (c^2 + P )^–_+ É (c^2 + + P )^–_−. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ (c^2 + P )^–_+ É (c^2 + P )^–_−. ïÎÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (c^2 +P + + i0)^– É (c^2 + P − i0)^–. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (c^2 + P + i0)^– É (c^2 + P − i0)^–, Á ÉÍÅÎÎÏ:

F [(c^2 + P )^–_+] = i 2sin–ı

{e^{−i–ı}F [(c^2 + P + i0)^–] − e^{i–ı}F [(c^2 + P − i0)^–]} (1) É F [(c^2 + P )^–_−] = − i 2sin–ı

{F [(c^2 + P + i0)^–] − F [(c^2 + P − i0)^–]}: (2)

9] § 2. æõîëãéé, óœñúáîîùå ó ëœáäòáôéþîïê æïòíïê 319

ðÏÄÓÔÁŒÉÍ Œ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ŒÍÅÓÔÏ F [(c^2 + P + i0)^–] É F [(c^2 + P − i0)^–] ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ (8) É (9) ÉÚ Ð. 8. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ:

F [(c^2 + P )^–_+]

`(– + 1) = − 2^{–+ n2} iı^{n2 −1}c^{n2 +–} √ |´| ×

× e^{−i}(^{–+ q2} )^ı

K^n_{2 +–} [ c(Q − i0)^{12} ] (Q − i0)^{12} (^{–+ n2} )

− e^i(^{–+ q2} )

K^n_{2 +–} [ c(Q + i0)^{12} ] (Q + i0)^{12} (^{–+ n2} ) (3)

É F [(c^2 + P )^–_−]

`(– + 1) = 2^{–+ n2} iı^{n2 −1}c^{n2 +–} √ |´| ×

× e^{− qßi2}

K^n_{2 +–} [ c(Q − i0)^{12} ] (Q − i0)^{12} (^{–+ n2} )

− e^{qßi2}

K^n_{2 +–} [ c(Q + i0)^{12} ] (Q + i0)^{12} (^{–+ n2} )

: (4)

íÏÖÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ^{F [(c2+P )˘+]}_{�(–+1)} É^{F [(c2+P )˘−]}_{�(–+1)} ÞÅÒÅÚ

ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ Q^–_+ É Q^–_−. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ÆÏÒÍÕ- ÌÙ (1) É (2) ŒÍÅÓÔÏ F [(c^2 + P + i0)^–] É F [(c^2 + P − i0)^–] ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ (10) É (11) ÉÚ Ð. 8. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

F [(c^2 + P )^–_+]

`(– + 1) = 2^{–+ n2 +1}ı^{n2 −1}c^{n2 +–} √ |´| ×

× −sin ( – + q 2 ) ı K_{–+}^n_2 ( cQ^{12}_+ )

Q^{12}

(–+^n_2 ) + + ı 2sin ( – +^n_2 ) ı ×

× sin ( – + q 2 ) ı J_{–+}^n_2 ( cQ^{12}_− )

Q^{12} (^{–+ n2} ) − + sin pı 2 J_{−–−}^n_2 ( cQ^{12}_− )

Q^{12} (^{–+ n2} ) − : (5)

þÅÒÅÚ p Œ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÞÉÓÌÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ Œ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ÆÏÒÍÙ P , p + q = n.

æÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ^{F [(c2+P )˘−]}

�(–+1) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ

F [(c^2+P )^˘_+] �(–+1)

ÚÁÍÅÎÏÊ sin ( – +^q_2 ) ı ÎÁ −sin^q_2 ı É sin^{pı}_2 ÎÁ −sin ( – +^p_2 ) ı. ïÎÁ ÉÍÅÅÔ

320 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [10 ŒÉÄ

F [(c^2 + P )^–_−]

`(– + 1) = 2^{–+ n2 +1}ı^{n2 −1}c^{n2 +–} √ |´| sin qı 2 K_{–+}^n_2 ( cQ^{12}_+ )

Q^{12}

(–+^n_2 ) + −

− ı 2sin ( – +^n_2 ) ı sin qı 2 J_{–+}^n_2 ( cQ^{12}_− )

Q^{12}

(–+^n_2 ) − + sin ( – + p 2 ) ı J_{−–−}^n_2 ( cQ^{12}_− )

Q^{12}

(–+^n_2 ) − : (6) åÓÌÉ Œ ÆÏÒÍÕÌÁÈ (3) É (4) ÐÏÌÏÖÉÔØ c = 0, ÔÏ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÅÒÅÊÄÕÔ Œ ŒÙŒÅÄÅÎÎÙÅ Œ Ð. 6 ÆÏÒÍÕÌÙ (4) É (4^′) ÄÌÑ ~P^–_+ É ~P^–_−. þÁÓÔÎÙÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÎÙÅ Œ Ð. 6 § 2 ÇÌ. II ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (1 − x^2)^–, (1 + x^2)^–, (x^2 − 1)^–.

10. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ^{(c2+P )˘+}_{�(–+1)} É^{(c2+P )˘−}_{�(–+1)} ÐÒÉ ÃÅÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ –. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ‹(c^2 + P ) É ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ. œÙŒÅÄÅÎÎÙÅ Œ Ð. 9 ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ-

ÎÉÊ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ^{(c2+P )˘+}_{�(–+1)} É^{(c2+P )˘−}_{�(–+1)} ÔÒÅÂÕÀÔ ÄÏÐÏÌÎÉ- ÔÅÌØÎÏÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÑ ÐÒÉ ÃÅÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ –. üÔÏ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ

K^n_{2 +–} [ c(Q + i0)^{12} ] (Q + i0)^{12} (^{n2 +–}) É K^n_{2 +–} [ c(Q − i0)^{12} ] (Q − i0)^{12} (^{n2 +–})

ÉÍÅÀÔ ÐÏÌÀÓÙ ÐÒÉ ÃÅÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ –.

ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ^{K n2 +˘} [ c(Q+i0)^12 ]

(Q+i0)^{12} (^{n2 +˘})

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÁÚ-

ÌÏÖÅÎÉÅÍ:

K^n_{2 +–} [ c(Q + i0)^{12} ] (Q + i0)^{12} (^{n2 +–}) = ı (_c 2 ) n_{2 +–}

2sin

(_n 2 + – ) ı ×

× [_∞ ∑ m=0 (_c 2 )_{−2–−n+2m} (Q + i0)^{−–− n2 +m} m!` ( −– −^n_2 + m + 1 ) − ∞∑ m=0 (_c 2 )_{2m}

(Q + i0)^m m!` ( – +^n_2 + m + 1 ) ] : (1)

10] § 2. æõîëãéé, óœñúáîîùå ó ëœáäòáôéþîïê æïòíïê 321

îÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ Ð. 4 ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (Q+i0)^– ÉÍÅÅÔ ÐÒÉ – = −^n_2 −k ÐÏÌÀÓ Ó ŒÙÞÅÔÏÍ^{1)}

ŒÙÞ:

–=−^n_2 −k

(Q + i0)^– = e^{− ßqi2} ı^{n2} √ |´| 4^kk!`

(_n 2 + k ) (_n ∑ r;s=1

g^{rs}

@^2 @x_r@x_s

)_k

‹(x):

ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ^{K n2 +˘} [ c(Q+i0)^{12} ]

(Q+i0)^{12} (^{n2 +˘})

ÉÍÅÅÔ ÐÒÉ – = s, s > 0 ÐÏÌÀÓ Ó ŒÙÞÅÔÏÍ

ŒÙÞ:_{–=s}

K^n_{2 +–} [ c(Q + i0)^{12} ] (Q + i0)^{12} (^{n2 +–}) =

= (−1)^sı^{n2}

(_c 2 )_{s−} n_2 e^{− ßqi2} √ |´| 2 s∑ m=0 (−1)^m

(_c 2 )_{−2m} 4^mm!(s − m)!

L^m‹(x); (2)

ÇÄÅ ÐÏÌÏÖÅÎÏ L = n∑ r;t=1

g^{rt}

@^2 @x_r@x_t

(ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ŒÙÞÅÔÁ ÍÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ `(x)`(1 − x) =^ı_{sin ıx} ) . îÁÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÁŒÉÌØÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ

K n_{2 +˘} [ c(Q+i0)^12 ]

(Q+i0)^{12} (^{n2 +˘})

ÐÒÉ – = s. üÔÏ ÌÅÇËÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÅÓÌÉ n | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÁŒÉÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ^{K n2 +˘} [ c(Q+i0)^12 ]

(Q+i0)^{12} (^{n2 +˘})

ÐÒÉ – = s ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÄŒÕÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. ðÅÒŒÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÒÑÄÏÍ (1) ÐÒÉ – = s, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÄ (Q + i0)^{−s− n2 +m} ÐÒÉ m ⩽ s ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (Q + i0)^– ÐÒÉ – = −s −^n_2 + m. œÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ^s ∑ m=0 ¸_m˛_m, ÇÄÅ

¸_m = ŒÙÞ:

–=−s−^n_2 +m

(Q + i0)^–;

˛_m =

(−1)^m 2(m!) ( c 2 )_{2m−} n_2 d d– [ (_c 2 )_{−–} ` ( – +^n_2 − m ) ] –=s :

1)äÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÆÏÒÍÙ Q ÒÁŒÅÎ^1_� , ÇÄÅ ´ | ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÆÏÒÍÙ P .

322 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [10

üÔÕ ÐÒÁŒÉÌØÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ^{K n2 +s} [ c(Q+i0)^12 ]

(Q+i0)^{12} (^{n2 +s}) . îÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏÖÎÅÅ ÏÂÓÔÏÉÔ ÄÅÌÏ ÐÒÉ ÞÅÔÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ n^{1)}. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ

K^n_{2 +s} [ c(Q + i0)^{12} ] (Q + i0)^{12} (^{n2 +s})

ËÁË ÓÕÍÍÕ ÄŒÕÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÎÏ ÏÐÑÔØ ÒÁŒÎÏ^s ∑ m=0 ¸_m˛_m, Á ŒÔÏÒÏÅ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ

(−1)^{n2 +s} ( ln c(Q + i0) 2 + ‚ ) I_{n2 +s} [ c(Q + i0)^{12} ] (Q + i0)^{12} (^{n2 +s}) +

+ (−1)^{n2 +s} 2 ( c 2 ) n_{2 +s}^n2^{+s}∑ m=1 (−1)^m(m − 1)! (_n 2 + s − m ) ! ( c 2 )_{−2m} (Q + i0)^{−m} +

+ (−1)^{n2 +s} 2 ( c 2 ) n_{2 +s}^∞∑ m=0 h_{m+}^n_{2 +s} + h_m m! (_n 2 + s − m ) ! ( c 2 )_{2m} (Q + i0)^m; (3)

ÇÄÅ ‚ | ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ üÊÌÅÒÁ, Á h_m =^m ∑ r=1 1 r . ëÁË É ŒÙÛÅ, ÚÄÅÓØ ÐÏÄ (Q + i0)^{−m}, m ⩾^n_2 , ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÐÒÁŒÉÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (Q + i0)^– ÐÒÉ – = −m. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

K n_{2 +s} [ c(Q+i0)^12 ]

(Q+i0)^{12} (^{n2 +s})

ÒÁŒÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ

K n_{2 +˘} [ c(Q+i0)^{12} ]

(Q+i0)^{12} (^{n2 +˘})

ÐÒÉ – = s.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ

K^n_{2 +–} [ c(Q + i0)^{12} ] (Q + i0)^{12} (^{n2 +–}) (4) ÐÒÉ ÃÅÌÙÈ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ –, – = −s. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÁ ÒÁŒÎÁ

K n_{2 −s} [ c(Q+i0)^12 ]

(Q+i0)^{12} (^{n2 −s})

, ÇÄÅ ÐÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ n ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

1)òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (1), ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ K n 2 +˘ [ c(Q+i0) 1 2 ]

(Q+i0) 1 2 (^n_2 +˘) , ÔÅÒÑÅÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÍÙÓÌ.

10] § 2. æõîëãéé, óœñúáîîùå ó ëœáäòáôéþîïê æïòíïê 323

K n_{2 −s} [ c(Q+i0)^12 ]

(Q+i0)^{12} (^{n2 −s})

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÑÄÏÍ (1), Á ÐÒÉ ÞÅÔÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ n |

ÒÑÄÏÍ (3).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ É ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ

K n_{2 +˘} [ c(Q−i0)^12 ]

(Q−i0)^{12} (^{n2 +s})

Ó ÔÏÊ ÌÉÛØ ÒÁÚÎÉÃÅÊ, ÞÔÏ ŒÙÞÅÔ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉ

– = s ÒÁŒÅÎ

ŒÙÞ:_{–=s}

K^n_{2 +–} [ c(Q − i0)^{12} ] (Q − i0)^{12} (^{n2 +–}) =

= (−1)^sı^{n2}

(_c 2 )_{s−} n_2

e^{ßqi2} √ |´| 2 s∑ m=0 (−1)^m

(_c 2 )_{−2m} 4^mm!(s − m)!

: (5)

íÙ ÍÏÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ

F [(c^2+P )^˘_+]

�(–+1) É

F [(c^2+P )^˘_−] �(–+1) ÐÒÉ ÃÅÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ –. åÓÌÉ –=−s, ÇÄÅ s | ÃÅÌÏÅ

ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (3) ÉÚ Ð. 9 ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ‹^{(s−1)}(c^2 + P ). ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (3) Ð. 9 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

F [‹^{(s−1)}(c^2 + P )] = (−1)^{s+1} i √ |´| 2^{n2 −s}ı^{n2 −1}c^{n2 −s} ×

× e^{− ßiq}2 K^{n2 −s}c(Q − i0) 1 2 (Q − i0)^{12} (^{n2 −s})

− e^{ßiq2}

K^n_{2 −s} [ c(Q + i0)^{12} ] (Q + i0)^{12} (^{n2 −s})

: (6)

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ

F [‹(c^2 + P )] = − i √ |´| (2ıc)^{n2 −1} ×

× −e^{− ßqi}2

K^n_{2 −1} [ c(Q − i0)^{12} ] (Q − i0)^{12} (^{n2 −1})

+ e^{ßqi2}

K^n_{2 −1} [ c(Q + i0)^{12} ] (Q + i0)^{12} (^{n2 −1})

: (7)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÃÅÌÙÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ s. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ

K^n_{2 +–} [ c(Q + i0)^{12} ] (Q + i0)^{12} (^{n2 +–}) = c_1 – − s + K^n_{2 +s} [ c(Q + i0)^{12} ] (Q + i0)^{12} (^{n2 +s})

+ ::: ;

324 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [1

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ c_1 ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ŒÙÞÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ

K^n_{2 +–} [ c(Q + i0)^{12} ] (Q + i0)^{12} (^{n2 +–})

Œ ÔÏÞËÅ – = s, Á ÎÅŒÙÐÉÓÁÎÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ – → s. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,

K^n_{2 +–} [ c(Q − i0)^{12} ] (Q − i0)^{12} (^{n2 +–}) = c_2 – − s + K^n_{2 +s} [ c(Q − i0)^{12} ] (Q − i0)^{12} (^{n2 +s})

+ ::: ;

ÇÄÅ c_2 | ŒÙÞÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ

K^n_{2 +–} [ c(Q − i0)^{12} ] (Q − i0)^{12} (^{n2 +–})

Œ ÔÏÞËÅ – = s.

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Œ ÆÏÒÍÕÌÙ (3) É (4) ÉÚ Ð. 9 É ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ – → s, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

F [(c^2 + P )^s_−]

`(s + 1) = i · 2^{s+ n2} ı^{n2 −1}c^{n2 +s} √ |´| ×

× e^{− qßi}2

K^n_{2 +s} [ c(Q − i0)^{12} ] (Q − i0)^{12} (^{n2 +s})

− e^{qßi2}

K^n_{2 +s} [ c(Q + i0)^{12} ] (Q + i0)^{12} (^{n2 +s}) (8) É F [(c^2 + P )^s_+]

`(s + 1)

= (−1)^{s+1}i2^{s+ n2} ı^{n2 −1}c^{n2 +s} ×

× e^{− qßi}2

K^n_{2 +s} [ c(Q − i0)^{12} ] (Q − i0)^{12} (^{n2 +s})

− e^{qßi2}

K^n_{2 +s} [ c(Q + i0)^{12} ] (Q + i0)^{12} (^{n2 +s}) +

+ (2ı)^n s∑ m=0 (−1)^m

(_c 2 )_{2s−2m}

4^mm!(s − m)!

L^m‹(x): (9)

éÚ ÆÏÒÍÕÌ (8) É (9) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

F [(c^2 + P )^s] `(s + 1)

= (2ı)^n s∑ m=0 (−1)^m

(_c 2 )_{2s−2m}

4^mm!(s − m)!

L^m‹(x): (10)

1] § 3. ïäîïòïäîùå æõîëãéé 325

§ 3. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ

1. œŒÅÄÅÎÉÅ. íÙ ŒÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ ÕÖÅ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÔÉÐÁÍÉ ÏÂÏÂÝÅÎ- ÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Œ ÇÌÁŒÅ I (§ 3{4), Á ÔÁËÖÅ Œ § 2 ÜÔÏÊ ÇÌÁŒÙ. œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) = f(x_1;::: ;x_n) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ –, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ¸ > 0

f(¸x_1;::: ;¸x_n) = ¸^–f(x_1;::: ;x_n) (1)

ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ, ( f;’ ( x_1 ¸_1

;::: ;

x_n ¸_n )) = ¸^{–+n}(f;’(x_1;::: ;x_n)): (2)

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÂÙÞÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÐÒÉ x ≠ 0 ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ f(x) ÓÔÅÐÅÎÉ – Ó Re – > −n ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

(f;’) = ∫ f(x)’(x)dx;

ËÏÔÏÒÁÑ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ –. åÓÌÉ ÖÅ f(x) ÏÂÙÞÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ – Ó Re – ⩽ −n, ÔÏ ÅÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ, É ŒÏÐÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÅÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÙÌÁ ÂÙ ÔÁËÖÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ –, ÔÒÅÂÕÅÔ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ. ðÏÄÞÅÒËÉŒÁÑ ÜÔÏ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÁËÕÀ (ÏÂÙÞÎÕÀ) ÆÕÎËÃÉÀ f(x) ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ.

îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕ- ÀÝÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÔÅÐÅÎÉ –.

äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÂÙÌÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÔÅÐÅ- ÎÉ –, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÌÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ üÊÌÅÒÁ n∑ i=1 x_i @f @x_i

= –f: (3)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍÅÔÉÍ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÞÔÏ Œ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) ÜÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

− ( f; n∑ i=1 @(x_i’) @x_i ) = –(f;’);

326 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2

Ô.Å. − ( f; n∑ i=1 x_i @’ @x_i ) = (– + n)(f;’): (4)

ðÕÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f | ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ –: ( f;’ ( x_1 ¸ ;::: ;

x_n ¸ )) = ¸^{–+n}(f;’(x_1;::: ;x_n)):

ðÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÏ ¸. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÅŒÁ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, É ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ: − ( f; n∑ i=1 x_i ¸^2 @ @x_i ’ ( x_1 ¸ ;::: ;

x_n ¸ ) ) = (– + n)¸^{–+n−1}(f;’(x_1;::: ;x_n)):

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔØ ¸ = 1, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉÊÔÉ Ë ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ (4).

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÀ (4). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÒÏÂØ ( f;’ (_{x1}

¸ ;::: ;^{xn}_¸ )) ¸^{–+n} ÐÒÉ ¸ > 0. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÅÅ ÐÏ ¸, ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ (4) ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. úÎÁÞÉÔ, ( f;’ (_{x1}

¸ ;::: ;^{xn}_¸ )) ¸^{–+n}

= const =

(f;’(x_1;::: ;x_n)) 1 ; Ô.Å. f | ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ –.

2. ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔ x_1;x_2;::: ;x_n, ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ŒÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ; ÎÁÐÒÉÍÅÒ, r = √ x^2_1 + x^2 + ::: + x^2_n ÉÌÉ ŒÏÏÂÝÅ P^{12m} (x_1;x_2;::: ;x_n), ÇÄÅ P (x_1;x_2;::: ;x_n) | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ- ÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÓÔÅÐÅÎÉ 2m. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ ÞÅÒÅÚ f(x_1;x_2;::: ;x_n) É ÄÌÑ Re – > −n ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ

(f^–(x);’(x)) = ∫ f^–(x)’(x)dx: (1)

úÄÅÓØ ’(x) = ’(x_1;x_2;::: ;x_n), ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, | ÏÓÎÏŒÎÁÑ (Ô.Å. ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ) ÆÕÎËÃÉÑ. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ

2] § 3. ïäîïòïäîùå æõîëãéé 327

ÔÅÈ –, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÆÏÒÍÕÌÁ (1) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÄ- ÎÏÒÏÄÎÕÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÓÔÅÐÅÎÉ –, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÚÁŒÉÓÑÝÕÀ ÏÔ –. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f^– ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ŒÏ ŒÓÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ –, ÚÁ ÉÓ- ËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÏÞÅË – = −n;:::, −n − k;::: , Œ ËÏÔÏÒÙÈ f^– ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÏÌÀÓÙ.

ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏŒÁÎÎÙÍ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ∫ f^–’dx (ÓÍ. ÇÌ. I, § 1, Ð. 7), É ÔÁË ËÁË ÒÅÇÕÌÑÒÉ- ÚÏŒÁÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÐÒÉ – > −n ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÙÞÎÙÍ ÉÎÔÅ- ÇÒÁÌÏÍ, ÔÏ ÍÙ ÓÏÈÒÁÎÉÍ ÄÌÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏŒÁÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ∫ f^–’dx.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ŒÙÂÅÒÅÍ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ G Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉ- ÃÅÊ `, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, É ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (1), ÇÄÅ Re – > −n, Œ ŒÉÄÅ

(f^–;’) = ∫ G f^–(x)[’(x) − ’(0)]dx + ∫ R−G f^–(x)’(x)dx + ’(0) ∫ G f^–(x)dx (2) (R − G | ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÏÂÌÁÓÔÉ G). ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ∫ f^–(x)dx. ôÁË ËÁË f^–(x) | ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ –, ÔÏ ∑ x_k

@f^–(x) @x_k

= –f^–(x)

É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ∫ G f^–(x)dx = 1 – n∑ k=1 ∫ G x_k

@f^–(x) @x_k dx: (3)

ðÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁŒ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ ÐÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (3) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÁ Œ ŒÉÄÅ 1 – ∫ � f^–(x)[x_1dx_2 ::: dx_n − x_2dx_1dx_3 :::dx_n + :::

::: ± x_ndx_1 ::: dx_{n−1}] − n – ∫ G f^–(x)dx

328 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2

(` | ÇÒÁÎÉÃÁ ÏÂÌÁÓÔÉ G) É, ÚÎÁÞÉÔ, ∫ G f^–(x)dx = 1 – + n ∫ G f^–(x)[x_1dx_2 ::: dx_n − ::: ± x_ndx_1 ::: dx_{n−1}]: (4)

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ∫ G f^–(x)dx Œ ÆÏÒÍÕÌÕ (2), ÍÙ ÐÏÌÕ-

ÞÁÅÍ:

(f^–;’) = ∫ G f^–(x)[’(x) − ’(0)]dx + ∫ R−G f^–(x)’(x)dx +

+ ’(0) – + n ∫ � f^–(x)[x_1dx_2 :::dx_n − ::: ± x_ndx_1 ::: dx_{n−1}]: (5)

ôÁË ËÁË f^–(x) | ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ –, Á ’(x) − ’(0) ÉÍÅÅÔ ÐÒÉ x = 0 ÎÕÌØ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÔÏ ÐÅÒŒÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ Re – > −n − 1. œÔÏÒÏÊ É ÔÒÅÔÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÄÌÑ ŒÓÅÈ –, ÔÁË ËÁË ÐÒÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÉ ÉÓËÌÀÞÅÎÁ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÌÁ É ’(x) ÆÉÎÉÔÎÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (5) ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÐÒÉ Re – > −n − 1 É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ –, ÐÅÒŒÙÊ ÐÏÌÀÓ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Á ÉÍÅÎÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ – = −n.

æÏÒÍÕÌÁ (2) ÄÁÅÔ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÑŒÎÙÊ ŒÉÄ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏ- ÄÏÌÖÅÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ∫ f^–(x)’(x)dx ÎÁ ÏÂÌÁÓÔØ Re – > −n−1, – ≠ −n. ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍÕ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÐÒÏÄÏÌÖÅ- ÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÉ, ÉÚÕÞÉÍ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ŒÁÖÎÙÊ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ŒÙÞÅÔ ÐÒÉ – = −n. œÙÞÅÔ ∫ f^–(x)’(x)dx Œ ÔÏÞËÅ – = −n, ËÁË ÜÔÏ ŒÉÄÎÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (5), ÒÁŒÅÎ

’(0) ∫ � x_1dx_2 ::: dx_n − ::: ± x_ndx_1 ::: dx_{n−1} f^n(x)

: (6)

âÕÄÅÍ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ

x_1dx_2 ::: dx_n − x_2dx_1dx_3 ::: dx_n + ::: ± x_ndx_1 ::: dx_{n−1}

ËÏÒÏÔËÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ !. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ff | ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÔÏ^1_n ∫ ff ! ÅÓÔØ ÏÂSSÅÍ ËÏÎÕÓÁ Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÏÐÉÒÁÀÝÅÇÏÓÑ ÎÁ ÐÌÏÝÁÄËÕ ff.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ` ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ P (x) = 1, ÇÄÅ P (x) | ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1, É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÆÏÒÍÁ !

2] § 3. ïäîïòïäîùå æõîëãéé 329

ÓŒÑÚÁÎÁ Ó ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ P (x) − 1 = 0 Œ ÓÍÙÓÌÅ Ð. 2 § 1. þÔÏÂÙ Œ ÜÔÏÍ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Œ ÔÏÞËÁÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ`

dP · ! = dx_1 : : :dx_n:

ðÏÄÓÔÁŒÉÍ ÓÀÄÁ dP =^{@P}_{@x1} dx_1 + : : : +^{@P}_{@xn} dx_n É ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ !. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÁŒÉÌÁ dx_idx_j = −dx_j dx_i(i ≠ j) É dx_idx_i = 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅŒÁ ( @P @x_1 x_1 + : : : + @P @x_n x_n ) dx_1 : : :dx_n:

ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ üÊÌÅÒÁ ŒÅÌÉÞÉÎÁ, ÓÔÏÑÝÁÑ Œ ÓËÏÂËÁÈ, ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÏ P É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ P = 1 ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ `.

œÙÞÅÔ ÆÕÎËÃÉÉ ∫ f^–(x)’(x)dx ÐÒÉ – = −n ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ ËÏÒÏÔËÏ Œ ŒÉÄÅ

’(0) ∫ � ! f^n(x)

: (7)

œÙÒÁÖÅÎÉÅ (7), ÂÕÄÕÞÉ ŒÙÞÅÔÏÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ `^{1)}. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ∫ � ! f^n(x) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅ-

ÎÉÑÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ f^{−n}(x) Œ ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

íÙ ÎÁÚÏŒÅÍ ŒÅÌÉÞÉÎÕ ∫ � ! f^n(x) ŒÙÞÅÔÏÍ (ÏÂÙÞÎÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÔÅ-

ÐÅÎÉ −n) ÆÕÎËÃÉÉ f^{−n}(x) Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. (ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ŒÙÞÅÔÏÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f^– Œ ÔÏÞËÅ – = −n: ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÒÁŒÅÎ ∫ � ! f^n(x) ‹(x).) ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ŒÙÞÅÔ

ÆÕÎËÃÉÉ f^{−n}(x) Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f^–(x) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓÁ ÐÒÉ – = −n; Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4 ÉÚ Ð. 1 ÆÏÒÍÕÌÁ (5) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÔÏÇÄÁ ÐÒÉ – = −n ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÓÔÅÐÅÎÉ −n. üÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ Œ ŒÉÄÕ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ.

œÙÞÅÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÔÅÐÅÎÉ −n ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ŒÙÂÅÒÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÐÏŒÅÒÈ- ÎÏÓÔÉ ` ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÕÒÏŒÎÑ f(x) = 1. ôÏÇÄÁ ŒÙÞÅÔ ÐÅÒÅÐÉÛÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ∫ � !. ðÏÓËÏÌØËÕ ∫ ff ! ÅÓÔØ n-ËÒÁÔÎÙÊ ÏÂSSÅÍ ËÏÎÕÓÁ, ÏÐÉÒÁÀÝÅÇÏÓÑ

ÎÁ ÐÌÏÝÁÄËÕ ff, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ŒÙÞÅÔ ÆÕÎËÃÉÉ f^{−n}(x), Ô.Å. ∫ � ! f^n(x)

ÒÁŒÅÎ nV , ÇÄÅ V | ÏÂSSÅÍ ÏÂÌÁÓÔÉ f(x) ⩽ 1.

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍÕ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ. ôÅÍ ÖÅ ÓÁÍÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÞÔÏ É ÒÁÎÅÅ, ŒÙÞÉÔÁÑ ÉÚ ’(x) É ÄÏÂÁŒÌÑÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÞÌÅÎÙ ÅÅ ÒÑÄÁ ôÅÊÌÏÒÁ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒ- ÍÕÌÕ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ (5) É ÄÁÀÝÕÀ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÎÁÛÅÊ

1)íÙ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ

330 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2

ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ Re – > −n − k − 1. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ŒÉÄÁ ∫ G f^–(x)x^{¸1}_1 ::: x^{¸n}_n dx;

ÐÏÄÏÂÎÏ ÔÏÍÕ ËÁË ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÎÏ ÄÌÑ ∫ G f^–(x)dx;

Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÐÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ `, ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÀÝÅÊ G, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÏÄÎÏÒÏÄ- ÎÏÓÔØÀ ÆÕÎËÃÉÉ f^–(x)x^{¸1}_1 ::: x^{¸n}_n . ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ŒÉÄ: ∫ G f^–(x)’(x)dx = ∫ G f^–(x) [ ’(x) − ’(0) − :::

::: − 1 k! ∑ ¸_1 +:::+¸_n=k

x^{¸1}_1 ::: x^{¸n}_n

@^k’(0) @x^{¸1}_1 ::: @x^{¸n}_n ] dx + ∫ R−G f^–(x)’(x)dx +

+ k∑ m=0 1 m!(– + n + m) ∑ ¸_1 +:::+¸_n=m

@^m’(0) @x^{¸1}_1 :::@x^{¸n}_n ∫ � f^–(x)x^{¸1}_1 :::x^{¸n}_n !: (8)

éÚ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ∫ f^–(x)’(x)dx ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÁÎÁ- ÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÄÌÑ Re – > −n − k − 1, – ≠ −n, −n − 1;:::, −n − k (ÐÒÉ – = −n − k − 1 ÐÅÒÅÓÔÁÅÔ ÓÈÏÄÉÔØÓÑ ÐÅÒŒÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ). œ ÔÏÞËÁÈ –=−n−m (m=0;1;::: ;k) ∫ f^–(x)’(x)dx ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÏÌÀÓÙ, ŒÙÞÅÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÞÅŒÉÄÎÙ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÙ (8). á ÉÍÅÎÎÏ, ŒÙÞÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f^–(x) ÐÒÉ – = −n − m ÒÁŒÅÎ (−1)^m m! ∑ ¸_1 +:::+¸_n=m

@^m‹(x) @x^{¸1}_1 ::: @x^{¸n}n ∫ � x^{¸1}_1 ::: x^{¸n}_n f^{n+m}(x)

!: (9)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f^–(x) ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ, ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ: lim –→−n (– + n)f^–(x) = ‹(x) ∫ � ! f^n(x) ;

lim –→−n−1 (– + n + 1)f^–(x) = −

@‹(x) @x_1 ∫ � x_1!

f^{n+1}(x)

− ::: −

@‹(x) @x_n ∫ � x_n!

f^{n+1}(x)

2] § 3. ïäîïòïäîùå æõîëãéé 331

É Ô.Ä.

éÎÔÅÇÒÁÌ ∫ � x^{ff1}_1 :::x^{ffn}_n f^{n+m}(x) ! ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ `. åÓÌÉ

ÐÒÉÎÑÔØ ÚÁ ` ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ f(x) = 1, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ∫ f =1

x^{¸1}_1 ::: x^{¸n}_n !, ÒÁŒÎÏÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÏÄÎÏÍÕ

ÉÚ ÍÏÍÅÎÔÏŒ m-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ f = 1.

üÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÍÅÎÔ ÏÂÌÁÓÔÉ f ⩽ 1, ÒÁŒÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ I = ∫ f ⩽1

x^{ff1}_1 : : :x^{ffn}_n dx:

œŒÅÄÅÍ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ f ⩽ 1 ÎÏŒÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ u_1 = f, u_2; : : : ; u_n Ó ÑËÏÂÉÁÎÏÍ D

(_x u ) ≠ 0.

œ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ

dx = D (x u ) du_1du_2 : : :du_n:

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

! = D (x u ) du_2 : : :du_n;

ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ f = 1 ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ Œ ÔÅËÓÔÅ. úÁÐÉÛÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ I Œ ŒÉÄÅ

I = 1∫ 0 ∫ f =c

x^{ff1}_1 : : :x^{ffn}_n !dc:

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÅÓÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ c ÓÔÅÐÅÎÉ ff_1 + : : : + ff_n − n + 1. úÎÁÞÉÔ, ∫ f =c

x^{ff1}_1 : : :x^{ffn}_n ! = c^{ff1+:::+ffn−n+1} ∫ f =1

x^{ff1}_1 : : :x^{ffn}_n !

É I = ∫ f =1

x^{ff1}_1 : : :x^{ffn}_n ! 1∫ 0 c^{ff1+:::+ffn−n+1}dc;

ÔÁË ÞÔÏ ∫ f ⩽1

x^{ff1}_1 : : :x^{ffn}_n dx = 1 ff_1 + : : : + ff_n − n + 2 ∫ f =1

x^{ff1}_1 : : :x^{ffn}_n !:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÙÞÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f^–(x) Œ ÔÏÞËÅ – = −n − m ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ m-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÔ ‹(x) Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÅÇÏ ÏÔ f,

332 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2

ÒÁŒÎÙ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍ ÍÏÍÅÎÔÁÍ m-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ f = 1.

éÎÔÅÇÒÁÌÙ ∫ � x^{¸1}_1 ::: x^{¸n}_n f^{n+m}(x)

! (¸_1 + ::: + ¸_n = m)

ÍÙ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÎÁÚÏŒÅÍ ŒÙÞÅÔÁÍÉ (ÏÂÙÞÎÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ −n−m) ÆÕÎËÃÉÉ f^{−n−m}(x). œÙÞÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f^–(x) Œ ÔÏÞËÅ – = −n − m ÒÁŒÅÎ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ Ó ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ^{(−1)m}_{m!}^{@m‹(x)}_{@x}ff_{11 :::@x}ff_{nn} . åÓÌÉ ŒÓÅ ŒÙÞÅÔÙ ÏÂÙÞÎÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f^{−n−m}(x) ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (8) ÐÒÉ – = −n − m ÅÊ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ −n − m. üÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ Œ ŒÉÄÕ Œ Ð. 5 ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ.

äÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f^– ÐÒÉ Re – < −n ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ŒÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ (8) ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÕÀ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ Re – < −n − k ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ŒÉÄÁ ∫ R−G f^–(x)x^{¸1}_1 ::: x^{¸n}_n dx (¸_1 + ::: + ¸_n = m < k) (10)

ÓÈÏÄÑÔÓÑ. çÒÁÎÉÃÁ ÏÂÌÁÓÔÉ R − G ÅÓÔØ ÔÁ ÖÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ` (ÇÒÁÎÉÃÁ G) Ó ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ, É ÐÏÜÔÏÍÕ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (10) Œ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÎÙÊ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ: ∫ R−G f^–(x)x^{¸1}_1 ::: x^{¸n}_n dx = − 1 – + m + n ∫ � f^–(x)x^{¸1}_1 ::: x^{¸n}_n !:

úÁÍÅÎÑÑ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (8) ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÐÏ` ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÍÉ ÐÏ ÏÂÌÁÓÔÉ R−G É ÏÂSSÅÄÉÎÑÑ ÚÁÔÅÍ ŒÓÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ Œ ÏÄÉÎ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÄÌÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏŒÁÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ∫ f^–(x)’(x)dx = ∫ f^–(x) [ ’(x) − ’(0) − :::

::: − 1 k! ∑ ¸_1 +:::+¸_n=k

x^{¸1}_1 ::: x^{¸n}_n

@^k’(0) @x^{¸1}_1 ::: @x^{¸n}_n ] dx; (11)

ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÅ Œ ÐÏÌÏÓÅ −n − k − 1 < Re – < −n − k.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ˘(x) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÏÂÙÞÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ – (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÚÎÁËÏÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ), ÉÍÅÀÝÁÑ

3] § 3. ïäîïòïäîùå æõîëãéé 333

ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÔÏÌØËÏ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, É −n − k − 1 < Re – < −n − k, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (11) ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ ÄÌÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ∫ ˘(x)’(x)dx:

ðÏÌÕÞÁÅÍÙÊ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÓÔÅÐÅÎÉ –. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÑËÏÊ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ (ÏÂÙÞÎÏÊ) ÆÕÎËÃÉÉ ˘(x) ÓÔÅÐÅÎÉ – ÐÒÉ – ≠ −n − k ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (11) ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ ˘(x). ôÁË ËÁË ÏÄÎÏ- ÒÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÉÍÅÀÝÕÀ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÔÏÌØËÏ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÚÁÄÁŒ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ `, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊÓÑ ÔÏÌØËÏ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ŒÙÈÏÄÑÝÉÍ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÌÕÞÏÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ` ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ – ÐÒÉ – ≠ −n − k.

3. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÔÅÐÅÎÉ −n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ (ÏÂÙÞÎÕÀ) ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ˘(x) ≡ ˘(x_1;x_2;::: ;x_n), ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÚÎÁËÏÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ, ÓÔÅÐÅÎÉ −n, Ó ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØÀ (Ô.Å. Ó ÔÏÞËÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÎÅÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ) ÔÏÌØËÏ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. þÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏŒÁÔØ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ ˘(x)’(x)dx;

ŒÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ G, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, É ÐÏÌÏÖÉÍ∫

˘(x)’(x)dx = ∫ G ˘(x)[’(x) − ’(0)]dx + ∫ R−G ˘(x)’(x)dx: (1)

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏŒÁÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ∫ ˘(x)’(x)dx

ÚÁŒÉÓÉÔ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÏÂÌÁÓÔÉ G. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÓÉÍŒÏÌÏÍ ˘|_G É ŒÙÑÓÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Ó ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÏÂÌÁÓÔÉ G ÄÒÕÇÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ G_1. îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÚÁÍÅÎÑÑ G ÎÁ G_1 ⊂ G, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÅÅÓÑ ÎÁ

’(0) ∫ G−G_1

˘(x)dx

334 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3

ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

˘|_G − ˘|_{G1} = ‹(x) ∫ G−G_1

˘(x)dx: (2)

ôÁË ËÁË ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ ˘|_G É ˘|_{G1} ÅÓÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÒÑÄËÁ −n, ÔÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ ÉÌÉ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (1), ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÏÂÌÁÓÔÉ G.

ôÅÐÅÒØ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ŒÏÐÒÏÓ, ËÏÇÄÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (1), ÂÕÄÅÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ, ÓÔÅÐÅÎÉ −n, Ô.Å. ËÏÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅ ( ˘;’ ( x ¸ )) = (˘;’):

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÐÒÏŒÏÄÉÔØ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ, ÓÒÁŒÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (1) ÜÔÏÇÏ ÐÕÎËÔÁ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ (5) Ð. 2. åÓÌÉ Œ ÐÅÒŒÕÀ ÉÚ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ ˘ = f^{−n}, ÇÄÅ f(x) | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ (5) Ð. 2, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ � f^{−n}(x)!,

Ô.Å. ŒÙÞÅÔ ÆÕÎËÃÉÉ f^{−n}(x), ÚÁÍÅÎÅÎ ÎÕÌÅÍ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÂÒÁ- ÝÅÎÉÅ Œ ÎÕÌØ ÜÔÏÇÏ ŒÙÞÅÔÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f^–(x) ÎÅ ÉÍÅÌÁ ÐÏÌÀÓÁ ÐÒÉ – = −n, Ô.Å., ËÁË ÍÙ ÏÔÍÅÞÁÌÉ Œ Ð. 2, ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÆÏÒÍÕÌÁ (5) Ð. 2 ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÁ ÐÒÉ – = −n ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÓÔÅÐÅÎÉ −n.

óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÂÏÂ- ÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (1) ÂÙÌÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ −n, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ.

óÄÅÌÁŒ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ ∫ G ˘(x) [ ’ ( x ¸ ) − ’(0) ] dx + ∫ R−G ˘(x)’ ( x ¸ ) dx

ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ^{xk}_¸ = x^′_k É ÏÂÏÚÎÁÞÉŒ ÞÅÒÅÚ ¸G ÏÂÌÁÓÔØ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÕÀ ÉÚ ÏÂÌÁÓÔÉ G ÐÏÄÏÂÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ¸, ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ: ∫ G ˘(x) [ ’ ( x ¸ ) − ’(0) ] dx + ∫ R−G ˘(x)’ ( x ¸ ) dx =

= ∫ G ˘(x)[’(x) − ’(0)]dx + ∫ R−G ˘(x)’(x)dx + ’(0) ∫ G−¸G

˘(x)dx:

3] § 3. ïäîïòïäîùå æõîëãéé 335

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ∫ ˘(x)’(x)dx ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ∫ G−¸G

˘(x)dx = 0

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ¸.

ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒŒÅÄÅÍ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ G − ¸G ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ȷ;u_1;::: ;u_{n−1}, ÇÄÅ ȷ = 1 É ȷ = ¸ | ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ` É ¸` ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, Á u_1;u_2;::: ;u_{n−1} ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑÈ ȷ = const.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ x_k = ȷx^′_k. ôÏÇÄÁ

dx_1 ::: dx_n = D ( x_1 x_2 ::: x_n ȷ u_1 ::: u_{n−1} ) dȷdu_1 ::: du_{n−1} =

= ȷ^{n−1}dȷ(x^′_1dx^′_2 ::: dx^′_n − x^′_2dx^′_1dx^′_3 ::: dx^′_n + :::

::: ± x^′_ndx^′_1 :::dx^′_{n−1} = ȷ^{n−1}dȷ!;

ÇÄÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ! ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ȷ = 1. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ˘(x) = ȷ^{−n}˘(x^′). ðÏÜÔÏÍÕ ∫ G−¸G

˘(x)dx = ¸∫ 1 dȷ ȷ ∫ � ˘(x)! = ln¸ ∫ � ˘(x)!: (3)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏŒÁÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ (1) ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ˘(x_1;::: ;x_n), Ô.Å. ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ˘|_G, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÌÏ ÓÏÂÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÓÔÅÐÅÎÉ −n, ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÅÍ ∫ � ˘! = 0: (4)

åÓÌÉ ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ˘|_G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅ ÏÄÎÏÒÏÄ- ÎÏÊ, Á ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ.

éÎÔÅÇÒÁÌ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (4) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ŒÙÞÅÔÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ ˘(x) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÜÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÄÁÎÎÏÇÏ Œ Ð. 3). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (1) ÂÙÌÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ, ÓÔÅÐÅÎÉ −n, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÞÅÔ ÆÕÎËÃÉÉ ˘(x) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÒÁŒÎÑÌÓÑ ÎÕÌÀ.

336 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÔÅÐÅÎÉ −n + 1. íÙ ÎÅÏÄ- ÎÏËÒÁÔÎÏ ŒÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ ÕÖÅ Œ ÇÌ. I Ó ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÅÊ, ËÏÇÄÁ ÏÂÙÞÎÁÑ ÌÏ- ËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÍÅÅÔ ŒÓÀÄÕ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÏÔÄÅÌØ- ÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÏÂÙÞÎÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ, ÎÏ ÜÔÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÕÖÅ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ (ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÅÅ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÍ ÎÅÄÏÓÔÁŒÁÌÏ ÁŒÔÏÍÁÔÉÚÍÁ ÐÒÉ ÐÏÄÓÞÅÔÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ Œ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ f, É ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÐÒÉÈÏÄÉÌÏÓØ ÐÒÏŒÏÄÉÔØ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ Ð. 3 § 2 ÇÌ. I ÐÒÉ ÐÏÄÓÞÅÔÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ìÁÐÌÁÓÁ ÏÔ^1_r Œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÐÒÉÛÌÏÓØ ÐÏŒÔÏÒÉÔØ ÏÂÙÞÎÏÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ó ŒÙÒÅÚÁÎÉÅÍ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ É ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ çÒÉÎÁ. ôÁËÏÊ ÁŒÔÏÍÁÔÉÚÍ Œ ÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ŒÎÏÓÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÄÏËÁÖÅÍ. ðÕÓÔØ ˘ | ÏÂÙÞÎÁÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ −n + 1. ôÏÇÄÁ @˘ @x_i = ( @˘ @x_i ) | | |_G +(−1)^{i−1}‹(x^1;::: ;x^n) ∫ � ˘dx_1 ::: dx_{i−1}dx_{i+1} :::dx_n: (5)

úÄÅÓØ ÓÌÅŒÁ^{@�}_{@xi} | ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ ˘ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË-

ÃÉÊ, Á ÓÐÒÁŒÁ

(_{@�}

@x_i ) | |_G ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÕÀ ÐÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ, Ô.Å. ÏÂÙÞÎÏÊ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ˘; ` | ÇÒÁÎÉÃÁ ÏÂÌÁÓÔÉ G.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ: ( @˘ @x_i ;’ ) = − ( ˘; @’ @x_i ) = − ∫ ˘(x_1;::: ;x_n)

@’(x_1;::: ;x_n) @x_i dx_1 ::: dx_n = = − ∫ G ˘(x_1;::: ;x_n) @ @x_i

[’(x_1;::: ;x_n) − ’(0;::: ;0)]dx_1 ::: dx_n −

− ∫ R−G ˘(x_1;::: ;x_n)

@’(0;::: ;0) @x_i dx_1;::: ;dx_n:

úÄÅÓØ R − G | ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÏÂÌÁÓÔÉ G.

ðÒÏÉÚŒÅÄÑ ÔÅÐÅÒØ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÕÎ- ËÃÉÏÎÁÌ

((_{@�}

@x_i ) | |_G;’ ) , Á ËÏÎÔÕÒÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÐÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ` ÓÏËÒÁÔÑÔÓÑ, ËÒÏÍÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ

(−1)^{i−1}’(0) ∫ � ˘dx_1 ::: dx_{i−1}dx_{i+1} :::dx_n:

3] § 3. ïäîïòïäîùå æõîëãéé 337

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÆÏÒÍÕÌÁ (5) ÄÏËÁÚÁÎÁ. ôÁË ËÁË ÅÅ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÏÔ ÏÂÌÁÓÔÉ G ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ, ÔÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ É ÐÒÁŒÁÑ. œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÍÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.

ðÒÉÍÅÒÙ. 1. äÏËÁÖÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ( @^2 @x^2 + @^2 @y^2 ) ln(x^2 + y^2) = 2ı‹(x;y): (6)

íÙ ÉÍÅÅÍ: @ @x ln(x^2 + y^2) = 2x x^2 + y^2 : üÔÏ ŒÅÒÎÏ ËÁË Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÙÞÎÙÈ, ÔÁË É Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎËÃÉÑ^{2x}_{x2+y2} ÅÝÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ. ôÅÐÅÒØ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (5) ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

@^2 @x^2 ln(x^2 + y^2) = @ @x 2x x^2 + y^2 = ( x^2 − y^2 (x^2 + y^2) ) | | |_G +2‹(x;y) ∫ � xdy x^2 + y^2 :

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ

@^2 @y^2 ln(x^2 + y^2) = ( y^2 − x^2 (x^2 + y^2)^2 ) | | G −2‹(x;y) ∫ � ydx x^2 + y^2 :

óËÌÁÄÙŒÁÑ ÏÂÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ: ( @^2 @x^2 + @^2 @y^2 ) ln(x^2 + y^2) = ‹(x;y) ∫ � xdy − ydx x^2 + y^2 :

œÙÂÒÁŒ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÒÉŒÏÊ ` ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÌÅÇËÏ ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ ∫ � xdy−ydx x^2+y^2 = 2ı. üÔÏ É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÆÏÒÍÕÌÕ (6). éÚ

ÎÅÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Œ ÄŒÕÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ´ln 1 r = 2ı‹(x;y) ( r^2 = x^2 + y^2; ´ =

@^2 @x^2 + @^2 @y^2 ) : 2. ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ´

(_1 r ) Œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (r^2 = x^2 + y^2 + z^2).

ïÄÉÎ ÒÁÚ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ: @ @x 1 r = − x r^3 ; @ @y 1 r = − y r^3 ; @ @z 1 r = − z r^3 :

338 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3

æÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÐÒÁŒÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÒÁŒÎÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ

3x^2 − r^2 r^5 ; 3y^2 − r^2

r^5 ; 3z^2 − r^2

r^5 ; ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÒÉÖÄÙ ÆÏÒÍÕÌÕ (5) É ÓËÌÁÄÙŒÁÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÎÁÈÏÄÉÍ: ( @^2 @x^2 + @^2 @y^2 + @^2 @z^2 ) 1 r = ‹(x;y;z) ∫ � xdydz − ydxdz + zdxdy r^3 :

œÙÂÉÒÁÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ` ÓÆÅÒÕ É ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÐÏÌÑÒÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ, ÐÏ- ÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÐÒÁŒÁ ÒÁŒÅÎ −4ı. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ

´ ( 1 r ) = −4ı‹(x;y;z): (7)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ´

(_1

r^{n−2} ) Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (n ⩾ 3) É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÕÀ Œ Ð. 3 § 2 ÇÌ. I.

ðÏÑÓÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÅÓËÏÌØËÏ Œ ÉÎÏÍ ÐÌÁÎÅ, ÐÏÞÅÍÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ ŒÙÞÅÔÁ ÏÂÙÞÎÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ˘(x) ÓÔÅÐÅÎÉ −n Œ ÎÕÌØ ÅÓÔØ ÕÓÌÏŒÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, Á ÔÁËÖÅ ÒÏÌØ ÐÏÎÑÔÉÑ ŒÙÞÅÔÁ.

ôÁË ËÁË ˘(x_1;::: ;x_n) | ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅ- ÎÉ −n, ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ üÊÌÅÒÁ, n∑ k=1 x_k @˘ @x_k

= −n˘;

ÉÌÉ Œ ÄÉŒÅÒÇÅÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÅ n∑ k=1 @ @x_k

(x_k˘) = 0:

üÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ, Ô.Å. ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔÓÑ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ, ËÒÏÍÅ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÇÄÅ ˘ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÉÚ Ð. 1, ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ üÊÌÅÒÁ, ÐÏÎÉÍÁÅÍÏÅ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ.

3] § 3. ïäîïòïäîùå æõîëãéé 339

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÎÉÍÁÔØ x_k˘ ËÁË ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ n∑ k=1 @(x_k˘)

@x_k

= c‹(x); (8)

ÇÄÅ c | ŒÙÞÅÔ ÆÕÎËÃÉÉ ˘. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (5) ÍÙ ÉÍÅÅÍ:

@(x_k˘)

@x_k = ( @(x_k˘) @x_k ) | | |_G +

+ ‹(x_1;::: ;x_n) ∫ � ˘(−1)^{k−1}x_k dx_1 ::: dx_{k−1}dx_{k+1} ::: dx_n:

óÕÍÍÉÒÕÑ ÐÏ k, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ: ∑ k @(x_k ˘) @x_k = ( ∑ k @(x_k˘)

@x_k ) | | | |_G +‹(x^1;::: ;x^n) ∫ � ˘!;

É ÔÁË ËÁË ∑ k @(x_k �)

@x_k = 0, ÍÙ É ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÆÏÒÍÕÌÅ (8).

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ c = ∫ � ˘! ≠ 0, ÔÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ˘(x)

Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ. åÓÌÉ ˘(x) | ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÌÑ, ÔÏ ÜÔÏ ÎÁÒÕÛÅÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ | ÓŒÉÄÅÔÅÌØÓÔŒÏ ÎÁÌÉÞÉÑ Œ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÓÔÏÞÎÉËÏŒ, ÚÁÒÑÄÏŒ É Ô.Ð.

íÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ˘(x) ÓÔÅÐÅÎÉ −n ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË- ÃÉÀ (ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏŒÁÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ∫ ˘’dx), ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÞÅÔ ˘(x) Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÒÁŒÎÑÌÓÑ ÎÕÌÀ.

õ ÚÎÁËÏÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ˘(x), ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÙÞÅÔ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁ- ÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ; ÐÏÜÔÏÍÕ ÚÎÁËÏÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅ- ÎÉ −n ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ôÁË, ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ^1_{|x|} (ÓÍ. ÇÌ. I, § 3) ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÁ. îÁ

ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ^1_{x2+y2} ( ÔÏÞÎÅÅ,^1_{x2+y2} | | |_G ) , ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ∫ ’(x;y) x^2 + y^2 dxdy = ∫ G ’(x;y) − ’(0;0) x^2 + y^2 dxdy + ∫ R−G ’(x;y) x^2 + y^2 dxdy

340 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4

ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÁ; Œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ^{x2−y2}_{(x2+y2)2} , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ: ∫ x^2 − y^2 (x^2 + y^2)^2

’(x;y)dxdy = = ∫ G x^2 − y^2 (x^2 + y^2)^2

[’(x;y) − ’(0;0)]dxdy +

+ ∫ R−G x^2 − y^2 (x^2 + y^2)^2

’(x;y)dxdy;

ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ, ÔÁË ËÁË ŒÙÞÅÔ ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ^{x2−y2}_{(x2+y2 )2} ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ (ÐÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ).

4. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÔÅÐÅÎÉ −n−m. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ˘(x_1;::: ;x_n) | ÏÂÙÞÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ −n − m, ÇÄÅ m | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. úÁÄÁÄÉÍ ÓÎÏŒÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ G, ÓÏÄÅÒ- ÖÁÝÕÀ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏŒÁÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ∫ ˘(x)’(x)dx ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ∫ ˘(x)’(x)dx = ∫ G ˘(x) [ ’(x) − ’(0) − :::

::: − 1 k! ∑ ∑ ¸_j =m

x^{¸1}_1 ::: x^{¸n}_n

@^{m−1}’(0) @x^{¸1}_1 ::: @x^{¸n}n ] dx + ∫ R−G ˘(x) [ ’(x) − ’(0) − :::

::: − 1 (k − 1)! ∑ ∑ ¸_j =m−1

x^{¸1}_1 ::: x^{¸n}_n

@^{m−1}’(0) @x^{¸1}_1 ::: @x^{¸n}_n ] dx: (1)

äÌÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ (1), ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏŒÉÊ ∫ G−¸G

˘(x)x^{¸1}_1 ::: x^{¸n}_n dx = 0 (¸_1 + ::: + ¸_n = m)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ¸ ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ (ÓÍ. ÐÐ. 3 É 4), ÕÓÌÏŒÉÊ ∫ � ˘(x)x^{¸1}_1 ::: x^{¸n}_n ! = 0 (¸_1 + ::: + ¸_n = m): (2)

5] § 3. ïäîïòïäîùå æõîëãéé 341

éÎÔÅÇÒÁÌÙ ÓÌÅŒÁ Œ (2) ÍÙ ÎÁÚÏŒÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ŒÙÞÅ- ÔÁÍÉ ÏÂÙÞÎÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ˘(x) ÓÔÅÐÅÎÉ n − m.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÏÂÙÞÎÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ˘(x) ÃÅÌÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ −n − m ÏÔŒÅÞÁÌÁ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (1) ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎ- ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ −n − m, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ŒÓÅ ŒÙÞÅÔÙ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÂÙÌÉ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ.

þÔÏÂÙ ÐÏÑÓÎÉÔØ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÓÒÁŒÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (1) Ó ÆÏÒÍÕ- ÌÏÊ (8) Ð. 3. åÓÌÉ Œ ÐÅÒŒÕÀ ÉÚ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ ˘(x) = f^{−n−m}(x), ÇÄÅ f(x) | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ 1, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ (8) Ð. 3, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ∫ � f^{−n−m}(x)x^{¸1}_1 ::: x^{¸n}_n !, Ô.Å.

ŒÙÞÅÔÙ ÆÕÎËÃÉÉ f^{−n−m}(x), ÚÁÍÅÎÅÎÙ ÎÕÌÑÍÉ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÕÌÀ ÜÔÉÈ ŒÙÞÅÔÏŒ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f^–(x) ÎÅ ÉÍÅÌÁ ÐÏÌÀÓÁ ÐÒÉ – = −n − m, Ô.Å. ÞÔÏÂÙ ÆÏÒÍÕÌÁ (8) ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÁ ÐÒÉ – = −n − m ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÓÔÅÐÅÎÉ −n − m. åÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ŒÙÞÅÔÏŒ f^{−n−m}(x) ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ (1) ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ∫ f^{−n−k}(x)’(x)dx

ÄÁÅÔ ÕÖÅ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÕÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÓÔÅÐÅÎÉ −n − m.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÃÅÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ˘ ⩽ −n, ËÒÏÍÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, ÎÁÍ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÅÝÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÏÂÏÂ- ÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÅ ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ ÎÉ Ó ËÁËÉÍÉ ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, Á ÉÍÅÎÎÏ ffi(x) É ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÔ ffi(x) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÔÅÐÅÎÉ −n − k. þÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÕÓÌÏŒÉÊ (2). œ ÜÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÝÉÊ ÚÁÐÁÓ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÔÅÐÅÎÉ −n − m ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ËÁË É ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÎÅÃÅÌÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ˘, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÍ Ó ÚÁÐÁÓÏÍ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ `, ÏÈŒÁÔÙŒÁÀÝÅÊ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

5. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ŒÉÄÁ r^–f, ÇÄÅ f | ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ. œÓÑËÕÀ ÏÂÙÞÎÕÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ – ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ

˘(x_1;::: ;x_n) = ˘(r!_1;r!_2;::: ;r!_n) = r^–f(!_1;::: ;!_n); (1)

ÇÄÅ f(!_1;::: ;!_n) | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅ- ÒÅ ˙: ∑ !^2_i = 1. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ Re – > −n. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ

(˘(x_1;::: ;x_n);’(x_1;::: ;x_n)) = ∫ ˘’dx_1 ::: dx_n =

= ∞∫ 0 r^{–+n−1} ∫ � f(!_1;::: ;!_n)’(r!_1;::: ;r!_n)d! = ∞∫ 0 r^{–+n−1}u(r)dr;

342 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5

ÇÄÅ ’(x_1;::: ;x_n) | ÌÀÂÁÑ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (ÉÚ K), Á

u(r) = ∫ ··· ∫ � f(!_1;::: ;!_n)’(r!_1;::: ;r!_n)d˙:

úÄÅÓØ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, d˙ | ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ ˙.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f(!_1;::: ;!_n) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ˙. ôÏÇÄÁ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË- ÃÉÀ ˘_–(x_1;::: ;x_n) = r^–f(!_1;::: ;!_n) (2)

ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(˘_–;’) = ∞∫ 0 r^{–+n−1}u(r)dr; (3)

ÇÄÅ u(r) = (f;’(r!_1;::: ;r!_n): (4)

æÕÎËÃÉÑ u(r) ÆÉÎÉÔÎÁ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ, ÉÂÏ ’(r!_1;::: ;r!_n) ÆÉÎÉÔÎÁ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÐÏ r. âÅÓËÏ- ÎÅÞÎÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔØ ŒÉÄÎÁ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ

@’(r!_1;::: ;r!_n) @r = @ @r ’(r!_1;::: ;r!_n) = n∑ i=1 !_i @’ @x_i

É Ô.Ä.

éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (2) ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ˘_– ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉ – ≠ −n, −n − 1;::: ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ –; Œ ÔÏÞËÁÈ – = −n, −n − 1;::: ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÏÌÀÓÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ŒÙÞÅÔ ÜÔÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉ – = −n. íÙ ÉÍÅÅÍ:

(˘;’) = ∞∫ 0 r^{–+n−1}(f;’(r!_1;::: ;r!_n))dr = ∞∫ 0 r^{–+n−1}u(r)dr =

= 1∫ 0 r^{–+n−1}(u(r) − u(0))dr + ∞∫ 1 r^{–+n−1}u(r)dr + u(0) – + n :

1] § 4. ðòïéúœïìøîùå æõîëãéé œ óôåðåîé ˘ 343

œ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ÐÅÒŒÙÊ É ŒÔÏÒÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙ ÐÒÉ Re – > −n − 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ – = −n ŒÙÞÅÔ (˘_–;’) ÒÁŒÅÎ

u(0) = c’(0);

ÇÄÅ c = (f;1) | ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f ÎÁ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÒÁŒÎÏÊ ÅÄÉÎÉÃÅ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ ˙. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÙÞÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ˘_– ÐÒÉ – = −n ÒÁŒÅÎ c‹(x_1;::: ;x_n).

ìÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÔÁËÖÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅ- ÓËÉ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ –, f = f_–, É ÅÓÌÉ ÜÔÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ ÐÒÉ – = −n, ÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ˘_– = r^–f_– ÐÒÉ – = −n ÉÍÅÅÔ ŒÙÞÅÔ, ÒÁŒÎÙÊ c_{−n}‹(x_1;::: ;x_n), ÇÄÅ c_{−n} = (f_–;1) ÐÒÉ – = −n. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÙÞÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ˘_– = r^–f(!_1;::: ;!_n) ÐÒÉ – = −n − k. œÙÞÅÔ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (˘_–;’) ÐÒÉ – = −n − k ÒÁŒÅÎ 1 (k−1)!

@^{k−1} @r^{k−1} u(r) | | |_{r=0}. îÏ

u(r) = (f;’(r!_1;::: ;r!_n)):

ðÏÜÔÏÍÕ

@^{k−1} @r^{k−1} u(r) | | | |_{r=0} ( f; @^{k−1} @r^{k−1}

’(r!_1;::: r!_n) ) = = ∑ ∑ ¸_j =k−1 ( f;!^{¸1}_1 ::: !^{¸n}_n

@^{k−1} @x^{¸1}_1 ::: @x^{¸n}n

’(x_1;::: ;x_n) ) | | |_{x1=:::=xn=0}=

= ∑ ∑ ¸_j =k−1

@^{k−1} @x^{¸1}_1 ::: @x^{¸n}n

’(0;::: ;0)(f;!^{¸1}_1 ::: !^{¸n}_n ) :

ôÁË ËÁË ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f(!_1;::: ;!_n) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ r = 1, ÇÄÅ !_i = x_i, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ŒÙÞÅÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ˘_– ÐÒÉ – = −n − k ÒÁŒÅÎ

(−1)^{k−1} (k − 1)! ∑ ∑ ¸_j =k−1

c_{¸1:::¸n}

@^{k−1} @x^{¸1}_1 :::@x^{¸n}_n

‹(x_1;::: ;x_n);

ÇÄÅ c_{¸1 :::¸n} = (f;x^{¸1}_1 ::: x^{¸n}_n ).

§ 4. ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÓÔÅÐÅÎÉ˘

1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË. ðÕÓÔØ G(x_1;::: ;x_n) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁ- ÇÒÁÆÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ G^–(x_1;::: ;x_n), Ô.Å. ÉÚÕÞÉÍ

344 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [1

ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ

(G^–;’) = ∫ G>0 G^–(x_1;::: ;x_n)’(x_1;::: ;x_n)dx_1 ::: dx_n (1)

ËÁË ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ –. ïÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÜÔÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÔÅÓÎÏ ÓŒÑÚÁÎÙ Ó ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ G(x_1;::: ;x_n) = 0. íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ, ËÏÇÄÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ G(x_1;::: ;x_n) = 0 ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁ, Á ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÏ ŒÓÅÈ ÐÒÉÌÏÖÅ- ÎÉÑÈ ÓÌÕÞÁÅÍ, ËÏÇÄÁ ÜÔÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÌÉÛØ ÉÚ ÔÏÞÅË, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÎÁÚÏŒÅÍ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍÉ.

æÕÎËÃÉÑ G(x_1;::: ;x_n) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ M, ÅÓÌÉ Œ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ _1;::: ;_n, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÑ G(x_1;::: ;x_n) ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ, ÎÅ ÔÏÌØËÏ Œ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÎÏ É ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ ÎÁ ÓÆÅÒÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÍÙ ÄÁÄÉÍ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÉÌÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÉÌÉ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ n ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÔÏÞËÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ. ôÏÞËÕ M ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ G(x_1;::: ;x_n) = 0 ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ:

1) Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ M ÆÕÎËÃÉÑ G(x_1;::: ;x_n) ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ;

2) ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ G(x_1;::: ;x_n) = 0 Ó ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÊ ÓÆÅÒÏÊ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ M ÄÁÅÔ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÉŒÏÄÉÍÁ ÎÁ ÜÔÏÊ ÓÆÅÒÅ.

äÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ G(x) ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ŒÔÏÒÏÅ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÏÔÐÁÄÁÅÔ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÏÞËÁ x_0, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ G(x_0) = 0, ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ x_0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏÂÒÁÔÉÍÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ = X(x), X(x_0) = 0, ÞÔÏ

G[X^{−1}()] ≡ ^m:

œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ ÔÏÞËÉ M ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ _1;::: ;_n, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎËÃÉÑ G ÐÒÅŒÒÁÔÉÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ _1;::: ;_n ÓÔÅÐÅÎÉ m.

åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎËÃÉÑ G ÚÁŒÉÓÅÌÁ ÏÔ k ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, É ÎÅÌØÚÑ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ÚÁŒÉÓÅÌÁ ÏÔ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÔÏ ÔÏÞËÁ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ É ÓÔÅÐÅÎÉ m.

1] § 4. ðòïéúœïìøîùå æõîëãéé œ óôåðåîé ˘ 345

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÔÎÅÓÔÉ ÄŒÁ ÞÉÓÌÁ: ÐÏÒÑÄÏË k É ÓÔÅÐÅÎØ m ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ G = 0 grad G ≠ 0, ÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ÜÔÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÔ ÔÏÞËÏÊ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ É ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ÔÁËÏÊ ÔÏÞËÉ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÓÁÍÕ ÆÕÎËÃÉÀ G(x_1;::: ;x_n) = _1 É ËÁËÉÅ ÕÇÏÄÎÏ ÄÒÕÇÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ 2;::: ;_n. ñÓÎÏ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÆÕÎËÃÉÑ G(x_1;::: ;x_n) ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ _1, Ô.Å. Œ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. úÎÁÞÉÔ, ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÅÓÔØ ÔÏÞËÁ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ É ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. åÓÌÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ G = 0, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÒÅÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ [G = x^¸_1 x^˛_2 x^‚_3 ], ÔÏ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ 3-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÏÓÉ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÔÏÞÅË 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÈ ÓÕÔØ ÔÏÞËÉ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. íÙ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÎÁÊÔÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË.

œŒÉÄÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (1) Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÅÔ ŒÙÚŒÁÔØ Õ ÞÉÔÁÔÅÌÑ ÚÁÔÒÕÄÎÅÎÉÑ, ÍÙ ÐÒÅÄŒÁÒÉÔÅÌØÎÏ Œ Ð. 2 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÉ, ËÏÇÄÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ G = 0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÔÏÞÅË 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, Œ Ð. 3 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ G = 0 ÉÍÅÀÔÓÑ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÎÅ ŒÙÛÅ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, É ÔÏÌØËÏ Œ Ð. 4 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ.

œ ÜÔÏÍ ÐÕÎËÔÅ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ.

ðÕÓÔØ G(x_1;::: ;x_n) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. åÓÌÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ G = 0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÌÉÛØ ÉÚ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÔÏÞÅË, ÔÏ ÏÎÁ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓŒÑÚÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÐÏÒÑÄËÁ É ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅÐÅÎÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ G = 0 ÉÍÅÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÌÉÎÉÊ (n − 1)-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ É Ô.Ä., ÎÁËÏÎÅÃ, ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (n − 1)-ÍÅÒÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

ôÁË ËÁË Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÛÁ ÆÕÎËÃÉÑ G ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÏÇÏ, Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÌÏËÁÌØ- ÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÆÕÎËÃÉÑ G ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É Ô.Ä., ÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ | Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÄŒÕÈ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É Ô.Ä.

œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÐÕÎËÔÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ Œ Ð. 2 ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÑ 1 Ë ÇÌ. I, ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÞÅÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ D_i, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÛÁÒ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÜÔÉÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ, ÔÏ ÌÀÂÁÑ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ ’(x) ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ Œ ŒÉÄÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÍÍÙ ’(x) = ∑ ’_i(x) ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ’_i, ÇÄÅ ’_i ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ŒÎÅ D_i. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÁÍ, ÇÄÅ ÜÔÏ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ’(x_1;::: ;x_n) ÏÔÌÉÞÎÁ

346 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2

ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ Œ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÊ ÎÁÓ ÔÏÞËÉ.

éÚÕÞÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (1), ÚÁŒÉÓÑÝÅÇÏ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÁÒÁ- ÍÅÔÒÁ, ÐÒÏŒÏÄÉÔÓÑ ÐÕÔÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄŒÕÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. üÔÏÔ ÐÒÉÅÍ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÉÚÌÏÖÅÎ Œ Ð. 3.

2. éÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ G^– Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÐÏŒÅÒÈ- ÎÏÓÔØ G(x_1;::: ;x_n) = 0 ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ðÕÓÔØ G(x_1;::: ;x_n) | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ G = 0 ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÔÏÞÅË 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ –:

(G^–;’) = ∫ ··· ∫ G>0 G^–(x_1;::: ;x_n)’(x_1;::: ;x_n)dx_1 :::dx_n: (2)

ðÒÉ Re – > 0 ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÈÏÄÉÔÓÑ É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÁÎÁ- ÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ –. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ G^– ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ –. ëÁÖÄÏÊ ÓŒÑÚÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎ- ÔÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ G = 0, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÔÏÞÅË ÓÔÅÐÅÎÉ l, ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÙÈ ÐÏÌÀÓÏŒ

– = − 1 l ;− 2 l ;::: ;− n l ;::: (3)

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ G = 0 ŒÏÏÂÝÅ ÎÅÔ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË, ÔÏ G^– ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓÙ ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÞËÁÈ

– = −1;−2;::: ;−n;:::

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ŒÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÔÏÞ- ËÕ M ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ G = 0. œ ÓÉÌÕ ÓÄÅÌÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ’(x_1;::: ;x_n) = 0 ŒÎÅ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ D ÔÏÞËÉ M. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ D_1, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ D Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ G ⩾ 0. ôÏÇÄÁ

(G^–;’) = ∫ ··· ∫ G>0 G^–(x_1;::: ;x_n)’(x_1;::: ;x_n)dx_1 ::: dx_n =

= ∫ ··· ∫ D_1

G^–(x_1;::: ;x_n)’(x_1;::: ;x_n)dx_1 ::: dx_n:

2] § 4. ðòïéúœïìøîùå æõîëãéé œ óôåðåîé ˘ 347

ôÁË ËÁË M | ÔÏÞËÁ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (É ÓÔÅÐÅÎÉ l), ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒŒÅÓÔÉ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ D_1 ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ G(x_1 ::: ;x_n) = ^′_1, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ n − 1 ËÏÏÒÄÉÎÁÔ _2;::: ;_n ŒÙÂÒÁÎÙ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÏÔ x_1;::: ;x_n Ó ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ, ÞÔÏÂÙ Œ D_1 ŒÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÕÓÌÏŒÉÅ D ( x_1 ::: x_n 1 ::: _n ) > 0:

œ ÎÏŒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ

’(x_1;::: ;x_n) = ’_1(_1;::: ;_n) É ∫ ··· ∫ D_1

G^–(x_1;::: ;x_n)’(x_1;::: ;x_n)dx_1 ::: dx_n =

= ∫ ··· ∫ D_1

–l_1 ’_1(_1;::: ;_n)D ( x_1 ::: x_n 1 ::: _n ) d_1 ::: d_n:

ðÏÌÏÖÉÍ

(_1) = ∫ ··· ∫ ’_1(_1;::: ;_n)D ( x_1 ::: x_n 1 ::: _n ) d_2 ::: d_n; (4)

ÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ ÏÂÌÁÓÔÉ D_1 Ó ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ G(x_1;::: ;x_n) = ^l_1 = const. æÕÎËÃÉÑ (_1) | ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ _1, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ D_1. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (G^–;’) ÐÅÒÅÐÉÛÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

(G^–;’) = ∞∫ 0 –l_1 (_1)d_1: (5)

œÓÐÏÍÉÎÁÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ð. 2 § 3 ÇÌ. I Ï ÐÏÌÀÓÁÈ É ŒÙÞÅÔÁÈ ÆÕÎËÃÉ- ÏÎÁÌÁ ∞∫ 0 x^– (x)dx, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ M 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ É

ÓÔÅÐÅÎÉ l ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ G = 0 ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÌÀÓÏŒ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ G^–(x_1;::: ;x_n)

– = − 1 l ;− 2 l ;::: ;− n l ;:::

348 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2

ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÙÞÅÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (5) ÐÒÉ –l = −n, Ô.Å. ÐÒÉ – = −^n_l , ÐÒÏÓÔÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÆÕÎËÃÉÀ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (4): ÏÎ ÒÁŒÅÎ^{(n−1) (0)}_{(n−1)!} .

îÁÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÙÞÅÔÙ G^–.

œÙÞÅÔ (G^–;’) ÐÒÉ – = −^1_l ÒÁŒÅÎ (0), Ô.Å. ∫ ::: ∫ ’_1(0;_2;::: ;_n)D ( x_1 ::: x_n 1 ::: _n )| | |_{1=0} d^2 ::: d^n;

ÇÄÅ ’_1(_1;::: ;_n) = ’(x_1;::: ;x_n). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ! ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ, ÓÔÏÑÝÕÀ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ ÐÒÉ ’_1 Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ (4):

! = D ( x_1 ::: x_n 1 ::: _n ) d_2 ::: d_n: (6)

ôÏÇÄÁ ŒÙÞÅÔ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ∫ G ’(x_1;::: ;x_n)!: (7) îÏ dx_1 :::dx_n = dfl = d_1!;

É ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ G^{1l} (x_1;::: ;x_n) = P (x_1;::: ;x_n);

ÔÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ: dfl = dP !:

œÓÐÏÍÉÎÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ‹(P ), ÄÁÎÎÏÅ Œ Ð. 3 § 1 ÇÌ. III, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ŒÙÞÅÔ (7) ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË (‹(P );’). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÙÞÅÔ G^– ÐÒÉ – = −^1_l ÒÁŒÅÎ ‹ ( G^{1l} ) . îÁÊÄÅÍ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ ŒÙÞÅÔÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÀ

(_1) = ∫ ::: ∫ ’_1(_1;::: ;_n)D ( x_1 ::: x_n 1 ::: _n ) d_2 ::: d_n

ÍÏÖÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ. œÙÞÅÔ (G^–;’) ÐÒÉ – =^{−k−1}_l ÒÁŒÅÎ 1 k! ∫ ::: ∫ @^k @^k_1 [ ’_1(_1;::: ;_n)D ( x_1 ::: x_n 1 ::: _n )]| | |_{1 =0} d^2 ::: d^n = = 1 k! ∫ P =0

@^k @^k_1 [ ’ · D ( x )] d_2 ::: d_n:

3] § 4. ðòïéúœïìøîùå æõîëãéé œ óôåðåîé ˘ 349

œÓÐÏÍÉÎÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÆÏÒÍÕÌÙ Ð. 5 § 1 ÇÌ. III, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ŒÙÞÅÔ (G^–;’) ÐÒÉ – =^{−k−1}_l ÒÁŒÅÎ 1 k! ∫ P =0

!_k(’) = ( (−1)^k k! ‹^{(k)}(P );’ ) : (8)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÙÞÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ G^– ÐÒÉ – = −^{k+1}_l ÒÁŒÅÎ

(−1)^k k! ‹^{(k)} ( G^{1l} ) : (9)

œ ÓÉÌÕ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ, ÓÄÅÌÁÎÎÏÇÏ Œ Ð. 1, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ’(x_1;::: ;x_n) ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÎÕÌÑ Œ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÐÏÄÓÞÉÔÙŒÁÑ ŒÙÞÅÔ ÐÒÉ – =^{k+1}_l , Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (8) ÎÕÖÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ ÐÏ ÔÅÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ G = 0, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÔÏÞÅË ÓÔÅÐÅÎÉ l. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ – ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÄÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ŒÉÄÁ (3), ÔÏ ŒÙÞÅÔ Œ ÔÏÞËÅ – ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ l.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ G = 0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ É ÓÔÅÐÅÎÉ l, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ G^– ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓÙ ÐÒÉ ÔÅÈ ÖÅ –, ÞÔÏ É ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ (x^l)^–_+ (ÓÍ. § 3 ÇÌ. I). œÙÞÅÔ (x^l)^–_+ ÐÒÉ – = −^{k+1}_l ÒÁŒÅÎ^{(−1)k}_{k!} ‹^{(k)}(x), Á ŒÙÞÅÔ G^–

ÐÒÉ – = −^{k+1}_l ÒÁŒÅÎ^{(−1)k}_{k!} ‹^{(k)} ( G^{1l} ) . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ G(x_1;::: ;x_n) = 0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ ÓÌÕÞÁÀ ÏÄÎÏÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.

3. éÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ G^– Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÐÏŒÅÒÈ- ÎÏÓÔØ G(x_1;::: ;x_n) = 0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË ÎÅ ŒÙÛÅ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ G(x_1;::: ;x_n) = 0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÔÏÞÅË ÎÅ ŒÙÛÅ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ëÁÖÄÁÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁ- ÌÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÜÔÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ Õ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ G^–(x_1;::: ;x_n), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(G^–;’) = ∫ ··· ∫ G>0 G^–(x_1;::: ;x_n)’(x_1;::: ;x_n)dx_1 :::dx_n;

ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÌÀÓÏŒ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÕÀ Œ Ð. 2. îÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÙÑÓÎÉÔØ, ËÁË ŒÌÉÑÀÔ ÎÁ ÐÏŒÅÄÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ, ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ –, ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÔÏÞËÉ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (ÜÔÏ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ G^–(x_1;::: ;x_n) = 0).

350 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3

íÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ M 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ É ÓÔÅÐÅÎÉ m ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ Õ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ G^–(x_1;::: ;x_n) ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÌÀÓÏŒ

– = − 2 m ;− 3 m ;::: ;− k m ;::: (1)

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄ- ËÁ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÉ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ É, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ. åÓÌÉ ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ – = –_0 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (1) É ÏÄÎÏÊ ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÍ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÍÓÑ Ë ÔÏÞËÁÍ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÐÏÐÁÄÁÀÝÉÍ Œ ÌÀÂÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ M, Ô.Å. ÔÏÞËÁÍ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÉÎÃÉÄÅÎÔ- ÎÙÍ ÔÏÞËÅ M, ÔÏ ÐÒÉ – = –_0 ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ G^–(x_1;::: ;x_n) ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ŒÏÚØÍÅÍ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ ∫ ··· ∫ G>0 G^–(x_1;::: ;x_n)’(x_1;::: ;x_n)dx_1 ::: dx_n

ÆÕÎËÃÉÀ ’ ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ Œ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ M É ŒÙÂÅÒÅÍ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ _1;::: ;_n Œ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ. ôÁË ËÁË M | ÔÏÞËÁ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÔÏ ÜÔÕ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ G Œ ÎÏŒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ P ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ _1 É _2, É ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ë ÚÁÄÁÞÅ ÏÂ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ∫ ··· ∫ P >0

P^–(_1;_2)’_1(_1;::: ;_n)D ( x_1 ::: x_n 1 ::: _n ) d_1d_2 :::d_n; (2)

ÇÄÅ ’_1(_1;::: ;_n) ≡ ’(x_1;::: ;x_n). ðÏÌÏÖÉÍ

(_1;_2) = ∫ ::: ∫ ’_1(_1;::: ;_n)D ( x_1 ::: x_n 1 ::: _n ) d_3 ::: d_n: (3)

ôÏÇÄÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (2) ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ ··· ∫ P >0

P^–(_1;_2) (_1;_2)d_1d_2; (4)

ÇÄÅ P (_1;_2) | ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÉ m, Á (_1;_2) | ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ Œ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

3] § 4. ðòïéúœïìøîùå æõîëãéé œ óôåðåîé ˘ 351

òÉÓ. 7.

éÔÁË, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÉÚÕÞÅÎÉÅ G^– Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÉÚÕÞÅÎÉÅ G^– Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄ- ËÁ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ðÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ÔÏÞËÁ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ËÒÉŒÏÊ P (_1;_2) = 0 ÅÓÔØ ÉÚÏ- ÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ ËÒÉŒÏÊ ÉÌÉ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ŒÅÔŒÅÊ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ (ÒÉÓ. 7). äÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (4) ÐÒÉ ÔÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ –, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÅÓÐÅÞÅÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ, ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (r;u)^{1)} É, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØÀ, ÚÁÐÉÛÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (G^–;’) = ∫ ··· ∫ P >0 P

–(_1;_2) (_1;_2)d_1d_2 Œ ŒÉÄÅ

(G^–;’) = ∞∫ 0 r^{–m+1}dr ∫ P^–( ~_1; ~_2) (_1;_2)du; (5)

ÇÄÅ _1 = r ~_1, _2 = r ~_2, ~_k = ~_k(u) | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ r = const.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ÄŒÕÈ ÎÅ ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ – É —:

I_{–;—}[ ] = ∫ r^—dr ∫ P^–( ~_1; ~_2) (_1;_2)du: (6)

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ — = –m + 1 ÉÎÔÅÇÒÁÌ (6) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ (5), É ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÔØ I_{–;—}[ ]. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ:

ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄŒÕÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ F (–;—) É ÄŒÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÉÓÅÌ

–_1;–_2;::: ;–_n;::: ; (7)

1)œÍÅÓÔÏ ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÌÀÂÕÀ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÌÉÎÉÉ r = const ÏÈŒÁÔÙŒÁÀÔ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

352 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3

—_1;—_2;::: ;—_n;::: : (8)

ðÕÓÔØ F (–;—) ÉÍÅÅÔ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ – ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ — ≠ —_n ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÏÌÀÓÙ Œ ÔÏÞËÁÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (7), ÐÒÉÞÅÍ Œ ÌÏÒÁÎÏŒÓËÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ÐÏÌÀÓÁ

F (–;—) = c_{−1}(—) – − –_n

+ c_0(—) + c_1(—)(– − –_n) + :::

ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ c_{−1}(—);c_0(—);::: ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÏÔ —, ÉÍÅÀÝÉÍÉ ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÏÌÀÓÙ Œ ÔÏÞËÁÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (8).

ôÏÇÄÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ F (–;–) ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓÙ Œ ÔÏÞËÁÈ ÏÂÅÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (7) É (8). åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ –_0 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÏÂÅÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍ, ÔÏ ÐÒÉ – = –_0 F (–;–) ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÐÒÉ^1_{(–−–0 )2} Œ ÌÏÒÁÎÏŒÓËÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ, ÒÁŒÎÙÍ ŒÙÞÅÔÕ ÐÒÉ — = –_0 ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ c_{−1}(—).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ F (–;—) Œ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ ÐÏ ÄŒÕÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (–_n;—_m).

îÁÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÌÀÓÙ ÆÕÎËÃÉÉ ÄŒÕÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ (6). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ du Œ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÞÅÒÅÚ f_–(r), Ô.Å. ÐÏÌÏÖÉÍ

f_–(r) = ∫ � P^–( ~_1; ~_2) (_1;_2)du (9)

(ÞÅÒÅÚ ` ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÔÁ ÞÁÓÔØ ËÒÉŒÏÊ r = 1, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ P ( ~_1; ~_2) > 0). ïÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÏ – ÆÕÎËÃÉÉ f(r) ÍÏÇÕÔ ŒÏÚÎÉËÎÕÔØ ÌÉÛØ ÏÔ ÔÅÈ ÔÏÞÅË N_1;N_2;::: ÎÁ ËÒÉŒÏÊ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ P ( ~_1; ~_2) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ. îÏ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ËÒÉŒÏÊ P ( ~_1; ~_2) = 0 ÐÒÉŒÏÄÉÍÙ ÎÁ ÌÉÎÉÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ `^{1)}. ðÕÓÔØ N_i | ÏÄÎÁ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË.

åÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ ` ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÏÓÔÏ, ÞÔÏ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏ- ÓÔÉ N_i ÎÁ ` ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ , Œ ËÏÔÏÒÏÊ P ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ É, ÚÎÁÞÉÔ, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ^{li} .

ðÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ Œ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ N_i, ÍÙ ÓŒÏÄÉÍ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ f_–(r) Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ∫ –l _1(r;)d, ÇÄÅ _1(r;) = (_1;_2).

1)íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ F (x) = 0 ÐÒÉŒÏÄÉÍÁ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓ- ÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÐÒÉÞÅÍ ÆÕÎËÃÉÑ F ÚÁŒÉÓÉÔ, ÓËÁÖÅÍ, ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÐÅÒŒÙÈ ÄŒÕÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x_1; x_2 ÔÏ ÌÉÎÉÑ F (x) = 0 ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÁËÖÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÁ.

3] § 4. ðòïéúœïìøîùå æõîëãéé œ óôåðåîé ˘ 353

îÏ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÎÁÍ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÉÚ § 3 ÇÌ. I. á ÉÍÅÎÎÏ, ÔÁËÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÏÌÀÓÙ Œ ÔÏÞËÁÈ

– = − 1 l_i ;− 2 l_i

;::: ;− k l_i

;:::

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (9), Ô.Å. ÆÕÎËÃÉÑ f_–(r), ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÏÌÀÓÙ Œ ÔÏÞËÁÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ

– = − 1 l_i ;− 2 l_i

;::: ;− k l_i

;::: (10)

ÇÄÅ l_i | ÓÔÅÐÅÎÉ ÔÏÞÅË ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÏÊ ÔÏÞËÅ M, Ô.Å. ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ | ÓÔÅÐÅÎÉ ÔÏÞÅË ŒÅÔŒÅÊ ËÒÉŒÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M (ÓÍ. ÒÉÓ. 7).

æÕÎËÃÉÑ ÄŒÕÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (6) ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f_–(r) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

I_{–;—}[ ] = ∞∫ 0 r^—f_–(r)dr: (11)

ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ (11) ÓÎÏŒÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ § 3 ÇÌ. I, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ I_{–;—}[ ] ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ –, ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÍ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (10), ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ŒÏ ŒÓÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ —, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÏÞÅË

— = −1;−2;::: ;−k − 1;::: ;

Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÏÌÀÓÙ. ðÏÌÁÇÁÑ — = –m + 1 É ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∞∫ 0 r^{–m+1}dr ∫ P^–( ~_1; ~_2) (_1;_2)du = I_{–;m–+1}[ ]

ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓÙ Œ ÔÏÞËÁÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (10)

– = − 1 l_i ;− 2 l_i

;::: ;− k + 1 l_i

;:::

É Œ ÔÏÞËÁÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

– = − 2 m ;− 3 m ;::: ;− k + 2 m ;::: (12)

354 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3

åÓÌÉ – = –_0 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (12) É ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (10), ÔÏ Œ ÔÏÞËÅ – = –_0 ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÉÍÅÅÔ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÐÏÌÀÓ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

ôÁË ËÁË Œ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ∫ ··· ∫ G>0 G^–(x_1;::: ;x_n)’(x_1;::: ;x_n)dx_1 ::: dx_n =

= ∫ ··· ∫ P >0

P^–(_1;_2) (_1;_2)d_1d_2 =

= ∞∫ 0 r^{–m+1}dr ∫ P^– ( 1 r ; 2 r ) (_1;_2)du;

ÔÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÕÎËÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ŒÙÞÅÔÙ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ G^–(x_1;::: ;x_n) Œ ÅÅ ÐÒÏ- ÓÔÙÈ ÐÏÌÀÓÁÈ.

ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ –_0 = −^{k+1}_{li} ÅÓÔØ ÐÏÌÀÓ ÆÕÎËÃÉÉ G^–(x_1;::: ;x_n), ŒÏÚÎÉ- ËÁÀÝÉÊ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÏÂÒÁÝÅÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÉ G(x_1;::: ;x_n) Œ ÎÕÌØ Œ ÔÏÞËÁÈ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. œÙÛÅ, Œ Ð. 2, ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ŒÙÞÅÔ (G^–;’) Œ ÔÁËÏÍ ÐÏÌÀÓÅ ÒÁŒÅÎ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ^1_{k!} ∫ !_k(’), ÇÄÅ !_k(’) | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔÉ G(x_1;::: ;x_n) = 0. åÓÌÉ ÕÞÁÓÔÏË ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÔÓÑ !_k(’), ÇÒÁÎÉÞÉÔ Ó ÔÏÞËÁÍÉ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ G(x_1;::: ;x_n) = 0, ÔÏ ∫ !_k(’) ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ. œÙÞÅÔ ÒÁŒÅÎ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏŒÁÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ^{1)}.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÏÌÀÓ –_0 = −^{k+2}_m , ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ Õ ÏÂÏÂ- ÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ G^–(x_1;::: ;x_n) ÉÚ-ÚÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ G(x_1;::: ;x_n) Œ ÎÕÌØ Œ ÔÏÞËÁÈ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. éÎÔÅÇÒÁÌ ∫ ··· ∫ G>0 G^–(x_1;::: ;x_n)’(x_1;::: ;x_n)dx_1 ::: dx_n

1)ôÁË ËÁË ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÊ ÐÏÌÀÓ ˘_0 ÐÒÏÓÔÏÊ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ lim ˘→˘0

(˘ − ˘_0) ∫ · · · ∫ G¿0 G^˘(x_1; : : : ; x_n)’(x_1; : : : ; x_n)dx_1 : : :dx_n:

òÅÇÕÌÑÒÉÚÏŒÁÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ^1_{k!} ∫ !_k(’) ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÁË ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ.

4] § 4. ðòïéúœïìøîùå æõîëãéé œ óôåðåîé ˘ 355

ÍÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÌÉ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ËÁË ∞∫ 0 r^{–m+1}f_–(r)dr; ÇÄÅ f_–(r) = ∫ � P^–( ~_1; ~_2) (r ~_1;r ~_2)du;

P (_1;_2) | ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ G(x_1;::: ;x_n) Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ,

(_1;_2) = ∫ ::: ∫ ’_1(_1;::: ;_n)D ( x_1 ::: x_n 1 ::: _n ) d_3 ::: d_n;

Á ’_1(_1;::: ;_n) ≡ ’(x_1;::: ;x_n). äÌÑ ÔÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ –, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÆÕÎËÃÉÑ f_–(r) ÒÁŒÎÁ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏŒÁÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÀ ÐÏ – ÆÕÎËÃÉÉ f_–(r) ÏÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ –).

œÙÞÅÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ∞∫ 0 r^{–m+1}f_–(r)dr ÐÒÉ –=–_0 =−^{k+r}_m ÒÁŒÅÎ^{(−1)}

k f^{(k)}_{˘0} (0)

k! .

ðÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ f_{–0} (r) ÐÏ r ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (ÜÔÏ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏ ÐÒÉ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ –, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÏÐÕÓÔÉÍÏ É Œ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏŒÁÎÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ) É ÐÏÌÏÖÉÍ r = 0. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÙÞÅÔÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ G^–(x_1;::: ;x_n) ÐÒÉ –_0 = −^{k+2}_m ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ 1 k! ∑ ¸;˛ @^k (0;0) @^¸_1 @^˛_2 ∫ � ~^¸_1 ~^˛_2 P^{− k+2}m ( ~_1; ~_2)du =

= 1 k! ∑ ¸;˛ @^k (0;0) @^¸_1 @^˛_2 ∫ � ¸_1 ^˛_2 (_1d_2 − _2d_1) P^{k+2}m (_1;_2)

: (13)

œ § 1 ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ŒÙÞÅÔÏŒ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÏÂÏÂ- ÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f^–, ÇÄÅ f | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ (ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (8) Ð. 3 § 1). óÒÁŒÎÉŒÁÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ Ó ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ŒÙÞÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ G^–(x_1;::: ;x_n) ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ŒÙÞÅÔÕ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, Ó ÔÏÊ ÒÁÚÎÉÃÅÊ, ÞÔÏ ÉÎÔÅ- ÇÒÁÌ ÐÏ ËÒÉŒÏÊ ` ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏŒÁÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ŒÓÅÇÄÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ).

4. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ G^–(x_1;::: ;x_n) Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ. ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ G^–(x_1;::: ;x_n), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ

356 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4

G(x_1;::: ;x_n) = 0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÔ 1-ÇÏ ÄÏ n-ÇÏ ŒËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ, ÞÔÏ G(x_1;::: ;x_n) ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.

ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ G^–(x_1;::: ;x_n), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ

(G^–;’) = ∫ ··· ∫ G>0 G^–(x_1;::: ;x_n)’(x_1;::: ;x_n)dx_1 ::: dx_n

ÄÌÑ Re – > 0 É ËÁË ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ –, ÅÓÔØ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ –, ÐÏÌÀÓÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ. ëÁÖÄÏÊ ÓŒÑÚ- ÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ G(x_1;::: ;x_n) = 0, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÔÏÞÅË ÐÏÒÑÄËÁ r É ÓÔÅÐÅÎÉ m (ÓÍ. Ð. 1), ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÌÀÓÏŒ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ G^–[’], ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ Œ ÔÏÞËÁÈ

– = − r m ;− r + 1 m ;::: ;− r + k m ;::: (1)

ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÉÍÅÀÔÓÑ ÄŒÅ, ÔÒÉ É Ô.Ä. ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÅ ÉÎÃÉÄÅÎÔ- ÎÙÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÓŒÑÚÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ G = 0, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÔÏÞÅË ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÏÒÑÄËÏŒ, É ÚÎÁÞÅÎÉÅ –=–_0 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÄŒÕÍ, ÔÒÅÍ É Ô.Ä. ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍ (1), ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÍ ÜÔÉÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ, ÔÏ Œ ÔÏÞËÅ – = –_0 ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ G^–(x_1;::: ;x_n) ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓ 2-ÇÏ, 3-ÇÏ É Ô.Ä. ÐÏÒÑÄËÏŒ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÀÓÙ ÐÏ – ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ∫ ··· ∫ G>0 G^–(x_1;::: ;x_n)’(x_1;::: ;x_n)dx_1 ::: dx_n; (2)

ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÔÏÞËÁÍ ÐÏÒÑÄËÁ ⩽ n − 1, ÎÁÍ ÉÚŒÅÓÔÎÙ. ôÏÇÄÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (2) ÐÏ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏ- ÓÔÉ ÔÏÞËÉ M n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

œŒÅÄÅÍ Œ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ _1;::: ;_n, Œ ËÏÔÏÒÏÊ P (_1;::: ;_n) = G(x_1;::: ;x_n) | ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅ- ÎÉ m, É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ’(x_1;::: ;x_n) = 0 ŒÎÅ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ. éÎÔÅÇÒÁÌ (2) ÏÂÒÁÔÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

I_–[’] = ∫ ··· ∫ D P^–(_1;::: ;_n) (_1;::: ;_n)d_1 ::: d_n; (3) ÇÄÅ (_1;::: ;_n) ≡ ’(x_1;::: ;x_n)D ( x_1 ::: x_n 1 ::: _n ) ;

4] § 4. ðòïéúœïìøîùå æõîëãéé œ óôåðåîé ˘ 357

Á D | ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ’_1 ≠ 0, Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ P (_1;::: ;_n) > 0.

ðÒÉ ÔÅÈ –, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (3) ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÓÆÅÒÉ- ÞÅÓËÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ. œ ÓÉÌÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ P (_1;::: ;_n) ÐÏÌÕÞÉÍ

I_–[ ] = ∞∫ 0 r^{–m+n−1}dr ∫ � P^–( ~_1;::: ; ~_n) (_1;::: ;_n)d˙; (4)

ÇÄÅ ÏÂÌÁÓÔØ ` ÅÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ P ( ~_1;::: ; ~_n) > 0, ( ~_1;::: ; ~_n) | ÔÏÞËÁ ÎÁ `, _k = r ~_k , d˙ | ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÆÅÒÙ.

éÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ` ÅÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ, ÎÁ ËÏÔÏ- ÒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ P (_1;::: ;_n) = 0, ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÔÏÞËÉ É ÐÒÉÔÏÍ ÎÅ ŒÙÛÅ (n − 1)-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÎÁÍ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÔÁËÖÅ ÐÏÌÀÓÙ ÜÔÏÇÏ ÉÎÔÅ- ÇÒÁÌÁ É ÉÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ.

œŒÏÄÑ ÓÎÏŒÁ, ËÁË Œ Ð. 3, ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ÄŒÕÈ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ:

I_{–;—}[ _1] = ∫ r^—dr ∫ � P^–( ~_1;::: ; ~_n) _1(_1;::: ;_n)d˙; (5)

É ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ` ÞÅÒÅÚ f_–(r):

f_–(r) = ∫ � P^–( ~_1;::: ; ~_n) (_1;::: ;_n)d˙; (6)

ÍÙ ÐÒÉÄÅÍ Ë ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ Œ Ð. 3. á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÍ — ≠ −n ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ I_{–;—}[ _1] ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓÙ ÐÏ – ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ É ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ –, ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÍ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, I_{–;—}[’_1] ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓÙ ÐÒÉ — = −1;−2;::: ;−n;::: åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÇÏ Œ Ð. 3 ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ G(x_1;::: ;x_n) = 0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË ÎÅ ŒÙÛÅ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏÌÀÓÙ ÐÏ – ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ, ÎÏ É ËÒÁÔÎÙÍÉ.

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÌÅÍÍÁ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ Œ Ð. 3, ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁ- ÎÑÅÔÓÑ É ÎÁ ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ.

358 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4

ðÏÌÁÇÁÑ — = –m + n − 1, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∞∫ 0 r^{–m+n−1}dr ∫ � P^– ( 1 r ; 2 r ;::: ; n r ) (_1;::: ;_n)d˙ =

= ∫ ··· ∫ D P^–(_1;::: ;_n) (_1;::: ;_n)d_1 ::: d_n =

= ∫ ··· ∫ G>0 G^–(x_1;::: ;x_n)’(x_1;::: ;x_n)dx_1 ::: dx_n;

ËÒÏÍÅ ÐÏÌÀÓÏŒ ÐÏ –, ÔÅÈ ÖÅ, ÞÔÏ Õ ÆÕÎËÃÉÉ f_–(r) (ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ ÉÚ-ÚÁ ÔÏÞÅË ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ G(x_1;::: ;x_n) = 0, ÉÍÅÀÝÉÈ ÐÏÒÑÄÏË ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ n), ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓÙ Œ ÔÏÞËÁÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

– = − n m ;− n + 1 m ;::: ;− n + k m ;::: (7)

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÌÉ Œ ÔÏÞËÅ – = –_0 ÆÕÎËÃÉÑ f_–(r) ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ p É –_0 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (7), ÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ G^–(x_1;::: ;x_n) ÉÍÅÅÔ Œ ÔÏÞËÅ – = –_0 ÐÏÌÀÓ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ p + 1. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÁÛÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

íÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ, ÐÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ – ÉÍÅÀÔÓÑ ÐÏÌÀÓÙ Õ ÏÂÏÂÝÅÎ- ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ∫ ··· ∫ G>0 G^–(x_1;::: ;x_n)’(x_1;::: ;x_n)dx_1 ::: dx_n:

äÌÑ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ G ÍÙ Œ § 1 ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ Ó ÓÁÍÙÈ ÒÁÚÎÙÈ ÔÏÞÅË ÚÒÅÎÉÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÐÏÎÑÔÉÅ ŒÙÞÅÔÏŒ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏŒÁÌÉ ÂÙ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÐÏÄÏÂÎÏ ÔÏÍÕ ËÁË ŒÙÞÅÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔ ÅÅ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÏÓÏÂÕÀ ÔÏÞËÕ. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ ÚÄÅÓØ ÆÕÎËÃÉÉ G(x_1;::: ;x_n) Ó ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÁÎÁÌÏ- ÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ŒÙÞÅÔÙ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ G.

á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ D ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÓŒÑÚÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ G = 0 ÐÏÒÑÄËÁ r É ÓÔÅÐÅÎÉ m, ÔÏ ÐÏÄ ŒÙÞÅÔÏÍ ÆÕÎË- ÃÉÉ G^{− r+km} (x_1;::: ;x_n) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ (ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ), ÑŒÌÑÀÝÕÀÓÑ ŒÙÞÅÔÏÍ ÐÏ – ÁÎÁ- ÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ G^–(x_1;::: ;x_n) ÐÒÉ – = −^{r+k}_m .

5] § 4. ðòïéúœïìøîùå æõîëãéé œ óôåðåîé ˘ 359

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ G(x_1;::: ;x_n) | ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ m, ÔÏ ÔÁËÏÊ ŒÙÞÅÔ G^{− n+km} (x_1;::: ;x_n) Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÒÁŒÅÎ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÔ ‹-ÆÕÎËÃÉÉ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÁÍÉ, ÒÁŒÎÙÍÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÍ ÐÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÏËÒÕÖÁÀÝÅÊ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

åÓÌÉ G(x_1;::: ;x_n) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÉÍÅÀÝÁÑ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÉŒÏÄÉÍÕÀ ÏÓÏÂÕÀ ÔÏÞËÕ (n − 1)-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ É ÓÔÅÐÅÎÉ m, ÔÏ ŒÙÞÅÔ ÆÕÎËÃÉÉ G^{− n+km} (x_1;::: ;x_n) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÔÁËÖÅ ÒÁŒÅÎ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÏÔ ‹-ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅ ŒÙÛÅ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÍÉ ÐÏ ÆÕÎËÃÉÉ G. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ŒÙÞÅÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ, ÎÏ É ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÌÀÂÏÊ ÓŒÑÚÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ G = 0 ÓÔÅÐÅÎÉ m É ÐÏÒÑÄËÁ r.

5. éÎÔÅÇÒÁÌÙ ÏÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’ ÐÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑÍ ÕÒÏŒÎÑ G(x_1;::: ;x_n) = c. óÄÅÌÁÅÍ ÉÚ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÒÅÚÕÌØ- ÔÁÔÏŒ ŒÙŒÏÄ Ï ÐÏŒÅÄÅÎÉÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x_1;::: ;x_n) ÐÏ ÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔÑÍ ÕÒÏŒÎÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ G(x_1;::: ;x_n). íÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ, ËÏÇÄÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ G(x_1;::: ;x_n) = 0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÔÏÞÅË, Á ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ G = c ÐÒÉ c > 0 ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ

I(c) = ∫ G=c ’(x_1;::: ;x_n)!; (1)

ÇÄÅ ! | ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ G(x_1;::: ;x_n) = c, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏÍ dfl = dG!. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ (ÐÏ –): ∞∫ 0 I(c)c^–dc = ∫ ··· ∫ G>0 G^–(x_1;::: ;x_n)’(x_1;::: ;x_n)dx_1 ::: dx_n: (2)

œÙÛÅ ÍÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ÓÔÏÑÝÉÊ Œ ÐÒÁŒÏÊ (É ÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Œ ÌÅŒÏÊ) ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÅÓÔØ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ – É ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÅÅ ÐÏÌÀÓÙ Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ G(x_1;::: ;x_n) = 0.

ôÁË ËÁË ÐÏŒÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ I(c) ÐÒÉ c > " > 0 ÎÅ ŒÌÉÑÅÔ ÎÁ

ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ^∞ ∫ 0 I(c)c^–dc, ÔÏ, ÚÎÁÑ ÜÔÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ,

ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÎÁÐÉÓÁÔØ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ I(c) ÐÒÉ ÍÁÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ c.

360 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5

á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÉÔØ ÐÏÌÀÓÙ ÆÕÎË- ÃÉÉ F (–), ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ^∞ ∫ 0 I(c)c^–dc É ÅÇÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ

ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ, Œ ÐÏÒÑÄËÅ ÉÈ ÕÂÙŒÁÎÉÑ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

−–_1;−–_2;::: ;−–_k;::: (0 < –_1 < –_2 < ::: < –_k < ::: )

É ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ËÒÁÔÎÏÓÔØ k-ÇÏ ÐÏÌÀÓÁ ÞÅÒÅÚ m_k, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ I(c) ÐÒÉ ÍÁÌÙÈ c ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ:

I(c) ≈ ∞∑ k=1 m_k∑

m=1 a_{k;m}c^{–k −1} ln^{m−1} c: (3)

îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÓÐÒÁŒÁ ÄÁÅÔ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ ∞∫ 0 I(c)c^–dc m-ËÒÁÔÎÙÊ ÐÏÌÀÓ (ÓÍ. ÇÌ. I, § 3). ëÏÜÆÆÉÃÉ-

ÅÎÔ a_{k;m} ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁŒÅÎ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÕ ÐÒÉ^1_{(–+–k )m} Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ìÏÒÁÎÁ ÄÌÑ F (–) Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ – = −–_k, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÍÕ ÎÁ

(−1)^{m−1} (m−1)! . œÓÐÏÍÉÎÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ‹(G), ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ

ÉÎÔÅÇÒÁÌ I(c) Œ ŒÉÄÅ:

I(c) = ∫ G=0 ’! = (‹(G − c);’):

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ, ÉÍÅÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ I(c) Œ ÒÑÄ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ c, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (‹(G − c);’) ÐÏ ÓÔÅÐÅ- ÎÑÍ c. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (3) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ‹(G − c) ÐÒÉ ÍÁÌÙÈ c.

ðÒÉÍÅÒÙ. 1. ðÕÓÔØ G(x;y) = xy. ôÏÇÄÁ ÐÅÒŒÙÊ ÐÏÌÀÓ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (xy)^–, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ∫ ··· ∫ xy>0(xy)

–’(x;y)dxdy, ÂÕÄÅÔ ÐÒÉ – = −1. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ∫ ··· ∫ xy>0(xy)

–’(x;y)dxdy ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ – + 1 ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ∫ ··· ∫ xy>0

(xy)^–’(x;y)dxdy =

= 2’(0;0) (– + 1)^2 + ∞∫ −∞ ’(x;0) x dx + ∞∫ −∞ ’(0;y) y dy 1 – + 1

+ :::

5] § 4. ðòïéúœïìøîùå æõîëãéé œ óôåðåîé ˘ 361

éÎÔÅÇÒÁÌ I(c) = ∫ xy=c

’(x;y)!^{1)} ÄÏÐÕÓËÁÅÔ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅ- ÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ:

I(c) = −2’(0;0)lnc + ∞∫ −∞ ’(x;0) x dx + ∞∫ −∞ ’(0;y) y dy + ::: ;

ÇÄÅ ÍÎÏÇÏÔÏÞÉÅÍ ÚÁÍÅÎÅÎÙ ÞÌÅÎÙ, ÓÔÒÅÍÑÝÉÅÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ c → 0.

œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ ÓÏ ÓËÁÚÁÎÎÙÍ ŒÙÛÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÔÓÀÄÁ ÒÁÚÌÏ- ÖÅÎÉÅ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ c ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ‹(xy − c). ïÎÏ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ŒÉÄ:

‹(xy − c) = −2‹(x;y)ln c + ( ‹(y) x + ‹(x) y ) + o(c): (4)

2. G = x^2 + y^2 + z^2 − t^2. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ ··· ∫ G>0 (x^2 + y^2 + z^2 − t^2)^–’(x;y;z;t)dfl

ÉÍÅÅÔ ÐÒÉ – = −1 ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÏÌÀÓ Ó ŒÙÞÅÔÏÍ ‹(x^2 + y^2 + z^2 − t^2) É ÐÒÉ – = −2 ÐÏÌÀÓ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ: ∫ ··· ∫ G>0 G^–’dfl = − 1 8 ’(0;0;0;0) (– + 2)^2 + 1 (– + 2) { ’(0;0;0;0)ln 2 +

+ 8ı 3 1∫ 0 ’(0;0) − ’(r;r) r dr − ∞∫ 1 ’(r;r) q dr + ∞∫ 0 @’(r;ȷ) @ȷ | | | | |_{ȷ=r} dr } + :::

ðÏÜÔÏÍÕ ‹(G − c) ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ:

‹(G − c) = ‹(G) + cln c

‹(x;y;z;t) 8 + c‹^′(G) + ::: ; (5)

ÇÄÅ G ≡ x^2 + y^2 + z^2 − t^2.

1)ðÒÉ ÜÔÏÍ, ËÁË ÕËÁÚÙŒÁÌÏÓØ ŒÙÛÅ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ! =^{dy}_y ÉÌÉ ! = −^{dx}_x , Ô.Å.

ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∞∫ −∞ ’(x;y)dy

y ÉÌÉ − −∞∫ +∞ ’(x;y)dx x .

362 çì. III. óðåãéáìøîùå ôéðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5

íÎÏÇÏÔÏÞÉÅ ÚÄÅÓØ ÚÁÍÅÎÑÅÔ ÞÌÅÎÙ ÐÏÒÑÄËÁ o(c), Á ÐÏÄ ‹^′(G) ÐÏ- ÎÉÍÁÅÔÓÑ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ G=0 !_1, ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏŒÁÎÎÙÊ ÔÁË, ËÁË

ÕËÁÚÁÎÏ Œ ÆÉÇÕÒÎÙÈ ÓËÏÂËÁÈ.

œÏÏÂÝÅ, ÅÓÌÉ G | ÆÕÎËÃÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ G = 0 ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ‹(G − c) ÐÒÉ ÍÁÌÙÈ c ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ‹(G);‹^′(G) É Ô.Ä. Œ ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÏÔ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÒÁÓÈÏÄÑÔÓÑ.

á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ

‹(G − c) = ∞∑ k=1 m_k∑

m=1 T_{k;m}c^{–k −1} ln^{m−1} c;

ÇÄÅ T_{k;m} | ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ

(T_{k;m};’) = a_{k;m}

(a_{k;m} | ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ I(c) = ∫ G=c ’! ÐÏ ÓÔÅÐÅ-

ÎÑÍ c É lnc (ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (3)), ÔÏ ÞÅÒÅÚ ‹(G) ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, ÞÅÒÅÚ ‹^′(G) | ŒÚÑÔÙÊ Ó ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÚÎÁËÏÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ c É Ô.Ä. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÆÏÒÍÕÌÁ (4) ÐÅÒÅÐÉÛÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

‹(xy − c) = −2lnc‹(x;y) + ‹(x;y) + ::: ; (4^′)

ÔÁË ÞÔÏ^{1)}

‹(xy) =

‹(x) y + ‹(y) x : (6)

œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ G = 0 ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË, ÔÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÄÁÎÎÙÍ ŒÙÛÅ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ G>0 G^–’dfl ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÏÌÀÓÙ

1)üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÅ ÍÏÇÌÁ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÁ Œ § 1, ÔÁË ËÁË ÔÁÍ ÐÒÉ ŒÙŒÏÄÅ ÆÏÒÍÕÌÙ

ffi(P Q) = ffi(P ) Q + ffi(Q) P (∗) ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0 É Q = 0 ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÌÉÓØ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ. ïÄÎÁËÏ ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ĂÐÒÁŒÉÌØÎÏĄ, Ô.Å. ÔÁË, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ u_1; : : : ; u_n, ÇÄÅ u_1 = P É u_2 = Q, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (*) ÌÅÇËÏ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÜÔÉÈ ÓÁÍÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (6).

§ 4. ðòïéúœïìøîùå æõîëãéé œ óôåðåîé ˘ 363

– = −1;−2;::: ;−k;::: É ŒÙÞÅÔ ÅÇÏ ÐÒÉ – = −k ÒÁŒÅÎ^{(−1)k−1}_{(k−1)!} ‹^{(k−1)}(G), ÐÏÜÔÏÍÕ

‹(G − c) = ‹(G) − c‹^′(G) + c^2 2 ‹^{′′}(G) + ::: +

(−1)^k k! ‹^{(k)}(G) + :::

éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (4) ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ŒÙŒÏÄ. ðÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ (4) ÐÏ c:

−ffi^′(xy − c) = − 2 c ffi(x; y) + : : :

õÍÎÏÖÉŒ ÎÁ −c É ÕÓÔÒÅÍÉŒ ÅÇÏ Ë ÎÕÌÀ, ÐÏÌÕÞÉÍ:

cffi^′(xy − c) → 2ffi(x; y):

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄŒÁÖÄÙ ÐÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁŒ ÐÏ c ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (5) É ÕÍÎÏÖÉŒ ÅÇÏ ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÎÁ c, ÍÙ ÐÒÉ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÉ c Ë ÎÕÌÀ ÐÏÌÕÞÉÍ

cffi^{′′}(x^2 + y^2 + z^2 − t^2 − c) → ffi(x; y; z; t) 8 : åÓÌÉ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ Ë ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’, ÔÏ ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ’ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÚÎÁÑ ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÐÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÁÍ xy = c ÉÌÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁÍ x^2 + y^2 + z^2 − t^2 = c.