óœïäëá ïóîïœîùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì œùðõóëá 1

çÌÁŒÁ I, § 1

1. ïÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ’(x) = ’(x_1;::: ;x_n), ÒÁŒÎÁÑ ÎÕÌÀ ŒÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R_n.

2. ïÓÎÏŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ K | ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ Œ K ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ’ (x) ∈ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ ’ (x) ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ŒÍÅÓÔÅ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÙÍÉ É ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ŒÎÅ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ.

3. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K.

4. òÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ | ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ K ŒÉÄÁ

(f;’) = ∫ f(x)’(x)dx;

ÇÄÅ f(x) | ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.

5. ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍÉ. 6. „(x) | ÆÕÎËÃÉÑ, ÒÁŒÎÁÑ 1 ÐÒÉ x > 0 É 0 ÐÒÉ x < 0 (n = 1). 7. äÅÌØÔÁ-ÆÕÎËÃÉÑ ‹(x − x_0) | ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÄÅÊÓÔŒÕ- ÀÝÉÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(‹(x − x_0);’(x)) = ’(x_0):

8. æÕÎËÃÉÏÎÁÌ f(x) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÙÍ ÎÕÌÀ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ G, ÅÓÌÉ (f;’) = 0 ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÒÁŒÎÏÊ ÎÕÌÀ Œ ÔÁËÏÊ ÏÂÌÁ- ÓÔÉ G_1, ÞÔÏ G É G_1 ÐÏËÒÙŒÁÀÔ ŒÓÅ R_n.

9. îÏÓÉÔÅÌØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÎÁ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ.

10. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑ- ÝÅÊÓÑ Ë ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ’ ∈ K

lim_{→∞}(f ;’) = (f;’):

11. äÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÏÓÎÏŒÎÙÈ É ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÁÍ

¸(f;’) = (f;¸’) = (¸f;’):

óœïäëá ïóîïœîùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì œùðõóëá 1 365

æÕÎËÃÉÏÎÁÌ f ÔÉÐÁ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(f;’) = ∫ f(x)’(x)dx:

12. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f, ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÁÑ Ë ÄÁÎÎÏÊ f, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(f;’) = (f;’):

13. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ S ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ-ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ’(x), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ

|x^k ’^{(q)}(x)| ⩽ C_{kq} (n = 1;k;q = 0;1;2;:::)

ÉÌÉ, ÄÌÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, | | |x^{k1}1 ::: x^{kn}n

@^{q1 +:::+qn} ’(x_1;::: ;x_n) @x^{q1}_1 :::@x^{qn}_n | | | ⩽ C^k1^{:::q}n

(k_1;::: ;q_n = 0;1;2;:::)

Ó ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØÀ.

çÌÁŒÁ I, § 2

1. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ x_j ÏÐÒÅÄÅÌÑ- ÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ( @f @x_j ;’ ) = ( f;− @’ @x_j ) : 2. „^′(x) = ‹(x).

3.^d_{dx} ln(x + i0) =^1_x − iı‹(x), ÇÄÅ ( 1 x ;’(x) ) = lim_{"→0} ∫ |x|>" ’(x) x dx:

4. ´^1_{rn−2} = −(n − 2)˙_n‹(x), ÇÄÅ ˙_n | ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (n > 2). ´ln 1 r = −2ı‹(x) (n = 2):

366 óœïäëá ïóîïœîùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì œùðõóëá 1

5. åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ f, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ^{@f˚}_{@xj} ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ^{@f}_{@xj} .

6.^∞ ∑ n=1 cosnx = −^1_2 + ı^∞ ∑ −∞ ‹(x − 2ın).

7.^∞ ∑ n=1 nsin nx = −ı^∞ ∑ −∞ ‹^′(x − 2ın).

8. 1 + e^{ix} + e^{2ix} + ::: + e^{−ix} + e^{−2ix} + ::: = 2ı^∞ ∑ −∞ ‹(x − 2ın).

9.^∞ ∑ n=1 sinnx =^1_2 ctg^x_2 .

10.^1_ı^"_{x2+"2} → ‹(x) ÐÒÉ " → 0. 11.^1_2^√_{ıt} e^{− x24t} → ‹(x) ÐÒÉ t → 0. 12.^1_ı^{sin x}_x → ‹(x) ÐÒÉ → ∞.

çÌÁŒÁ I, § 3

1. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ x^–_+ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ: ÐÒÉ Re – > −1

(x^–_+;’) = ∞∫ 0 x^–’(x)dx; (1)

ÐÒÉ Re – > −n − 1;– ≠ −1;−2;::: ;−n,

(x^–_+;’) = 1∫ 0 x^– [ ’(x) − ’(0) − x’^′(0) − ::: − x^{n−1} (n − 1)!

’^{(n−1)}(0) ] dx +

+ ∞∫ 1 x^–’(x)dx + n∑ k=1 ’^{(k−1)}(0) (k − 1)!(– + k)

; (2)

ÐÒÉ −n − 1 < Re – < −n

(x^–_+;’) = ∞∫ 0 x^– [ ’(x) − ’(0) − x’^′(0) − ::: − x^{n−1} (n − 1)!

’^{(n−1)}(0) ] dx: (3)

üÔÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉ x > 0 ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ x^–, ÐÒÉ x<0 ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. ïÎÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ ÐÒÉ ŒÓÅÈ –, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÏÞÅË – = −1;−2;::: ;−n;::: ; Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓÙ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

óœïäëá ïóîïœîùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì œùðõóëá 1 367

æÏÒÍÕÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ x: d dx x^–_+ = –x^{–−1}_+ (– ≠ −1;−2;:::): (4)

2. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ x^–_− ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ: ÐÒÉ Re – > −1

(x^–_−;’) = 0∫ −∞ |x|^–’(x)dx = ∞∫ 0 x^–’(−x)dx; (5)

ÐÒÉ Re – > −n − 1;– ≠ −1;−2;::: ;−n,

(x^–_−;’) = 1∫ 0 x^– [ ’(−x) − ’(0) + x’^′(0) − :::

::: − (−1)^{n−1} x^{n−1} (n − 1)!

’^{(n−1)}(0) ] dx +

+ ∞∫ 1 x^–’(−x)dx + n∑ k=1 (−1)^{k−1}’^{(k−1)}(0) (k − 1)!(– + k)

; (6)

ÐÒÉ −n − 1 < Re – < −n

(x^–_−;’) = ∞∫ 0 x^– [ ’(−x) − ’(0) + x’^′(0) − :::

::: − (−1)^{n−1} x^{n−1} (n − 1)!

’^{(n−1)}(0) ] dx: (7)

üÔÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉ x<0 ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó |x|^–, ÐÒÉ x>0 | Ó ÎÕÌÅÍ. ïÎÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ ÐÒÉ ŒÓÅÈ –, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÏÞÅË –=−1;−2;::: ;−n;::: , Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓÙ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

æÏÒÍÕÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ x: d dx x^–_− = −–x^{–−1}_− (– ≠ −1;−2;:::): (8)

3. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ |x|^– ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ: ÐÒÉ Re – > −1

(|x|^–;’) = ∞∫ −∞ |x|^–’(x)dx = ∞∫ 0 x^–[’(x) + ’(−x)]dx; (9)

368 óœïäëá ïóîïœîùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì œùðõóëá 1

ÐÒÉ Re – > −2m − 1;– ≠ −1;−3;::: ;−2m + 1,

(|x|^–;’) = 1∫ 0 x^– { ’(x) + ’(−x) − 2 [ ’(0) + x^2 2! ’^{′′}(0) + :::

::: + x^{2m−2} (2m − 2)!

’^{(2m−2)}(0) ]} dx +

+ ∞∫ 1 x^–[’(x) + ’(−x)]dx + m−1∑ k=0 ’^{(2k)}(0) (2k)!(– + 2k + 1)

; (10)

ÐÒÉ −2m − 1 < Re – < −2m + 1

(|x|^–;’) = ∞∫ 0 x^– { ’(x) + ’(−x) − 2 [ ’(0) + x^2 2! ’^{′′}(0) + :::

::: + x^{2m−2} (2m − 2)!

’^{(2m−2)}(0) ]} dx: (11)

ïÎÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÐÒÉ x ≠ 0 Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ |x|^–. üÔÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ (ÐÏÌÀÓÙ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ) ÐÒÉ – = −1;−3;:::, −2m − 1;:::

ðÒÉ – = −2m ÍÙ ÐÉÛÅÍ |x|^{−2m} = x^{−2m}, ÔÁË ÞÔÏ

(x^{−2m};’) = ∞∫ 0 x^{−2m} { ’(x) + ’(−x) − 2 [ ’(0) +

+ x^2 2! ’^{′′}(0) + ::: + x^{2m−2} (2m − 2)!

’^{(2m−2)}(0) ]} dx: (12)

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

(x^{−2};’) = ∞∫ 0 ’(x) + ’(−x) − 2’(0) x^2 dx: (13)

4. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ |x|^– sgnx ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ: ÐÒÉ Re – > −2

(|x|^– sgnx;’) = ∞∫ −∞ |x|^– sgnx’(x)dx = ∞∫ 0 x^–[’(x) − ’(−x)]dx; (14)

óœïäëá ïóîïœîùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì œùðõóëá 1 369

ÐÒÉ Re – > −2m − 2;– ≠ −2;−4;::: ;−2m,

(|x|^– sgnx;’) = 1∫ 0 x^– { ’(x) − ’(−x) − 2 [ x’^′(0) +

+ x^3 3! ’^{′′′}(0) + ::: + x^{2m−1} (2m − 1)!

’^{(2m−1)}(0) ]} dx +

+ ∞∫ 1 x^–[’(x) − ’(−x)]dx + 2 m−1∑ k=0 ’^{(2k)}(0) (2k + 1)!(– + 2k + 2)

; (15)

ÐÒÉ −2m − 2 < Re – < −2m

(|x|^– sgnx;’) = ∞∫ 0 x^– { ’(x) − ’(−x) − 2 [ x’^′(0) +

+ x^3 3! ’^{′′′}(0) + ::: + x^{2m−1} (2m − 1)!

’^{(2m−1)}(0) ]} dx: (16)

ïÎÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÐÒÉ x ≠ 0 Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ |x|^– sgnx. üÔÁ ÏÂÏÂ- ÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ (ÐÏÌÀÓÙ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ) ÐÒÉ – = = −2;−4;::: ;−2m;::: ðÒÉ – = −2m − 1 ÍÙ ÐÉÛÅÍ |x|^{−2m−1} sgnx = = x^{−2m−1}, ÔÁË ÞÔÏ

(x^{−2m−1};’) = ∞∫ 0 x^{−2m−1} { ’(x) − ’(−x) − 2 [ x’^′(0) +

+ x^3 3! ’^{′′′}(0) + ::: + x^{2m−1} (2m − 1)!

’^{(2m−1)}(0) ]} dx: (17)

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

(x^{−1};’) = ∞∫ 0 ’(x) − ’(−x) x dx; (18)

(x^{−3};’) = ∞∫ 0 ’(x) − ’(−x) − 2x’^′(0) x^3 dx: (19)

370 óœïäëá ïóîïœîùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì œùðõóëá 1

5. q-ËÒÁÔÎÙÊ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ |x|^– ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ∫ ::: ∫ q |x|^–dx^q =

|x|^{–+q} (sgnx)^q (– + 1)::: (– + q) − [^q_2 ]∑ k=1 x^{q−2k} (2k − 1)!(q − 2k)! 1 – + 2k :

(20) 6. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ x^–_+ `(– + 1) ; x^–_− `(– + 1) ; |x|^– ` (_{–+1} 2 ) ; |x|^– sgnx ` (_{–+1} 2 ) (21)

ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÃÅÌÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÐÏ –.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ – → −n

x^–_+ `(– + 1)

→ ‹^{(n−1)}(x);

x^–_− `(– + 1)

→ (−1)^{n−1}‹^{(n−1)}(x); (22)

ÐÒÉ – → −2m − 1 |x|^– ` (_{–+1} 2 ) → (−1)^m‹^{(2m)}(x)m!

(2m)!

(23)

É ÐÒÉ – → −2m |x|^– sgnx ` (_{–+2} 2 ) → (−1)^m‹^{(2m−1)}(x)(m − 1)!

(2m − 1)!

: (24)

7. æÕÎËÃÉÉ ln(x + i0) É ln(x − i0) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

ln(x + i0) = lim_{y→+0} ln(x + iy) = ln |x| + iı„(−x); (25)

ln(x − i0) = lim_{y→+0} ln(x − iy) = ln |x| − iı„(−x); (26) ÇÄÅ „(x) = { 0 ÐÒÉ x < 0; 1 ÐÒÉ x > 0:

8. æÕÎËÃÉÉ (x + i0)^– É (x − i0)^– ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ:

(x + i0)^– = lim_{y→+0}(x + iy)^– = { e^{i–ı} |x|^– ÐÒÉ x < 0; x^– ÐÒÉ x > 0;

(27)

(x − i0)^– = lim_{y→+0}(x − iy)^– = { e^{−i–ı} |x|^– ÐÒÉ x < 0; x^– ÐÒÉ x > 0:

(28)

óœïäëá ïóîïœîùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì œùðõóëá 1 371

üÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ – É ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÒÅ- ÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ÐÒÉ Re – > −1. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÒÉ – ≠ −1;−2;:::

(x + i0)^– = x^–_+ + e^{i–ı}x^–_−; (29) (x − i0)^– = x^–_+ + e^{−i–ı}x^–_−; (30)

ÇÄÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ x^–_+ É x^–_− ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (1){(3) É (5){(7). ðÒÉ – = −n, n = 1;2:::,

(x + i0)^{−n} = x^{−n} − iı(−1)^{n−1} (n − 1)!

‹^{(n−1)}(x); (31)

(x − i0)^{−n} = x^{−n} + iı(−1)^{n−1} (n − 1)!

‹^{(n−1)}(x); (32)

ÇÄÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ x^{−n} ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (12) ÉÌÉ (17). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ (x + i0)^– É (x − i0)^– ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÐÒÉ ŒÓÅÈ –. üÔÏ ÃÅÌÙÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ –.

óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

(x + i0)^– = lim_{y→+0}(x + iy)^–;

(x − i0)^– = lim_{y→+0}(x − iy)^–

ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ËÁË Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÔÁË É Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

æÏÒÍÕÌÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ d dx (x + i0)^– = –(x + i0)^{–−1} (– ≠ 0); d dx (x − i0)^– = –(x − i0)^{–−1} (– ≠ 0);

(33)

d dx ln(x + i0) = 1 x + i0 ; d dx ln(x − i0) = 1 x − i0 : (34)

9. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ r^– ÐÒÉ Re – > −n ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

(r^–;’) = ∫ R_n

r^–’(x)dx = ˙_n ∞∫ 0 r^{–+n−1}S_’(r)dr; (35)

372 óœïäëá ïóîïœîùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì œùðõóëá 1

ÇÄÅ ˙_n | ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, S_’(r) | ÓÒÅÄÎÅÅ ÉÚ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’ ÐÏ ÓÆÅÒÅ ÒÁÄÉÕÓÁ r.

üÔÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ŒÏ ŒÓÀ ÐÌÏÓ- ËÏÓÔØ – Ó ÉÓËÌÀÞÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ – = −n, −n − 2, −n − 4;:::, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÐÏÌÀÓÁÍÉ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

10. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ^{2r˘}_{�n�}(_{˘+n2} ) | ÃÅÌÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÐÏ –. ðÒÉ – = −n ÏÎÁ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ‹(x), ÐÒÉ – = −n − 2k | Œ

(−1)^k´^k‹(x) 2^kk!n(n + 2)::: (n + 2k − 2)

: (36)

11. æÏÒÍÕÌÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ r^– ÎÁ ÐÌÏÓËÉÅ ŒÏÌÎÙ: 1 ı^{n−1}2 ∫ � |!_1x_1 + ::: + !_nx_n|^–d! ` (_{–+1} 2 ) = 2 r^– ` (_{–+n} 2 ) : (37)

þÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ: ÐÒÉ n ÎÅÞÅÔÎÏÍ

‹(x) =

(−1)^{n−12} 2(2ı)^{n−1} ∫ � ‹^{(n−1)}(!_1x_1 + ::: + !_nx_n)d!; (38)

ÐÒÉ n ÞÅÔÎÏÍ

‹(x) =

(−1)^{n2} (n − 1)!

(2ı)^n ∫ � (!_1x_1 + ::: + !_nx_n)^{−n}d!; (39)

Á ÔÁËÖÅ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ n

‹(x) =

(n − 1)! (2ıi)^n ∫ � (!_1x_1 + ::: + !_nx_n − i0)^{−n}d!: (40)

çÌÁŒÁ I, § 4

1. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ x^–_+ ln^m x_+ (– ≠ −1;−2;:::) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ: ÐÒÉ Re – > −1

(x^–_+ ln^m x_+;’) = ∞∫ 0 x^– ln^m x’(x)dx; (1)

óœïäëá ïóîïœîùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì œùðõóëá 1 373

ÐÒÉ Re – > −n − 1;– ≠ −1;−2;::: ;−n,

(x^–_+ ln^m x_+;’) = = 1∫ 0 x^– ln^m x [ ’(x) − ’(0) − x’^′(0) − ::: − x^{n−1} (n − 1)!

’^{(n−1)}(0) ] dx +

+ ∞∫ 1 x^– ln^m x’(x)dx + n∑ k=1 (−1)^mm!’^{(k−1)}(0) (k − 1)!(– + k)^{m+1}

; (2)

ÐÒÉ −n − 1 < Re – < −n

(x^–_+ ln^m x_+;’) = ∞∫ 0 x^– ln^m x [ ’(x) − ’(0) − x’^′(0) − :::

::: − x^{n−1} (n − 1)!

’^{(n−1)}(0) ] dx: (3)

2. æÏÒÍÕÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ –:

@^m @–^m x^–_+ = x^–_+ ln^m x_+ (– ≠ −1;−2;:::): (4)

òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ x^–_+ Œ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ –_0:

x^–_+ = x^{–0}_+ + (– − –_0)x^{–0}_+ lnx_+ + 1 2 (– − –_0)^2x^{–0}_+ ln^2 x_+ + ::: (5)

3. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ x^{−n}_+ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(x^{−n}_+ ;’) = ∞∫ 0 x^{−n} [ ’(x) − ’(0) − x’^′(0) − :::

::: − x^{n−2} (n − 2)!

’^{(n−2)}(0) − x^{n−1} (n − 1)!

’^{(n−1)}(0)„(1 − x) ] dx; (6)

ÜÔÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ x^{−n} ÐÒÉ x > 0 É ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ÐÒÉ x < 0. ïÎÁ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ŒÙÛÅ ÆÕÎËÃÉÉ x^–_+ ÐÒÉ – = −n.

374 óœïäëá ïóîïœîùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì œùðõóëá 1

4. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ x^{−n}_+ ln^m x_+ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

(x^{−n}_+ ln^m x_+;’) = ∞∫ 0 x^{−n} ln^m x [ ’(x) − ’(0) − x’^′(0) − :::

::: − x^{n−2} (n − 2)!

’^{(n−2)}(0) − x^{n−1} (n − 1)!

’^{(n−1)}(0)„(1 − x) ] dx: (7)

5. œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÐÏÌÀÓÁ – = −n ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ x^–_+ Œ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ x^–_+ =

(−1)^{n−1}‹^{(n−1)}(x)

(n − 1)! 1 – + n

+ x^{−n}_+ + (– + n)x^{−n}_+ lnx_+ + + 1 2 (– + n)^2x^{−n}_+ ln^2 x_+ + ::: (8)

6. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ x^–_− ln^m x_− (– ≠ −1;−2;:::) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ: ÐÒÉ Re – > −1

(x^–_− ln^m x_−;’) = 0∫ −∞ |x|^– ln^m |x|’(x)dx = ∞∫ 0 x^– ln^m x’(−x)dx; (9)

ÐÒÉ Re – > −n − 1;– ≠ −1;−2;::: ;−n,

(x^–_− ln x^m_− ;’) = 1∫ 0 x^– ln^m x [ ’(−x) − ’(0) + x’^′(0) − :::

::: − (−1)^{n−1} x^{n−1} (n − 1)!

’^{(n−1)}(0) ] dx +

+ ∞∫ 1 x^– ln^m x’(−x)dx + n∑ k=1 (−1)^{m+k−1}m!’^{(k−1)}(0)

(k − 1)!(– + k)^{m+1}

; (10)

ÐÒÉ −n − 1 < Re – < −n

(x^–_− ln x^m_− ;’) = ∞∫ 0 x^– ln^m x [ ’(−x) − ’(0) + x’^′(0) − :::

::: − (−1)^{n−1} x^{n−1} (n − 1)!

’^{(n−1)}(0) ] dx: (11)

óœïäëá ïóîïœîùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì œùðõóëá 1 375

7. æÏÒÍÕÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ –:

@^m @–^m x^–_− = x^–_− ln^m x_− (– ≠ −1;−2;:::): (12)

òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ x^–_− Œ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ –_0:

x^–_− = x^{–0}_− + (– − –_0)x^{–0}_− ln x_− + 1 2 (– − –_0)^2x^{–0}_− ln^2 x_− + ::: (13)

8. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ x^{−n}_− ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(x^{−n}_− ;’) = ∞∫ 0 x^{−n} [ ’(−x) − ’(0) + x’^′(0) − :::

::: − (−1)^{n−1} x^{n−1} (n − 1)!

’^{(n−1)}(0)„(1 − x) ] dx; (14)

ÜÔÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ |x|^{−n} ÐÒÉ x < 0 É Ó ÎÕÌÅÍ ÐÒÉ x > 0. îÏ ÏÎÁ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ŒÙÛÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ x^–_− ÐÒÉ – = −n.

9. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ x^{−n}_− ln^m x_− ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

(x^{−n}_− ln^m x_−;’) = ∞∫ 0 x^{−n} ln^m x [ ’(−x) − ’(0) + x’^′(0) − :::

::: − (−1)^{n−1} x^{n−1} (n − 1)!

’^{(n−1)}(0)„(1 − x) ] dx: (15)

10. œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÐÏÌÀÓÁ – = −n ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ x^–_− Œ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

x^–_− =

‹^{(n−1)}(x) (n − 1)! 1 – + n

+ x^{−n}_− + (– + n)x^{−n}_− lnx_− + + 1 2! (– + n)^2x^{−n}_− ln^2 x_− + ::: (16)

11. æÕÎËÃÉÏÎÁÌ |x|^– ln^k |x| ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ, ÁÎÁÌÏÇÉÞ- ÎÙÍ (9){(11) ÓÔÒ. 367{ 368, Ó ÚÁÍÅÎÏÊ ŒÓÀÄÕ x^– ÎÁ x^– ln^k x.

376 óœïäëá ïóîïœîùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì œùðõóëá 1

œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÔÏÞËÉ –_0 ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ |x|^– Œ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

|x|^– = |x|^{–0} + (– − –_0)|x|^{–0} ln|x| + 1 2! (– − –_0)^2|x|^{–0} ln^2 |x| + ::: (17)

œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÐÏÌÀÓÁ –_0 = −2m − 1 ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ |x|^– Œ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

|x|^– =

2‹^{(2m)}(x) (2m)! 1 – + 2m + 1

+ |x|^{−2m−1} +

+ (– + 2m + 1)|x|^{−2m−1} ln|x| + ::: ; (18)

ÇÄÅ ÐÒÉ −2m − 2 < Re – < −2m |x|^{−2m−1} = x^{−2m−1}_+ + x^{−2m−1}_− ; (19) |x|^{−2m−1} ln^k |x| = x^{−2m−1}_+ ln^k x_+ + x^{−2m−1}_− ln^k x_−; (19Á)

Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

(|x|^{−2m−1};’) = ∞∫ 0 x^{−2m−1} { ’(x) + ’(−x) − 2 [ ’(0) +

+ x^2 2! ’^{′′}(0) + ::: + x^{2m} (2m)!

’^{(2m)}(0)„(1 − x) ]} dx: (20)

ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ |x|^{−2m−1} ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ |x|^{−2m−1} ÐÒÉ x ≠ 0.

12. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ |x|^– sgnxln^k |x| ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ (14){(16) ÓÔÒ. 368, Ó ÚÁÍÅÎÏÊ ŒÓÀÄÕ x^– ÎÁ x^– ln^k x.

œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÔÏÞËÉ –_0 ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ |x|^– sgnx Œ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

|x|^– sgnx = |x|^{–0} sgnx + (– − –_0)|x|^{–0} ln |x|sgnx + + 1 2! (– − –_0)^2|x|^{–0} ln|x|sgn x + ::: (21)

œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÐÏÌÀÓÁ –_0 = −2m ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ |x|^– sgnx Œ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

|x|^– sgnx = −2

‹^{(2m−1)}(x) (2m − 1)! 1 – + 2m

+ |x|^{−2m} sgnx +

+ (– + 2m)|x|^{−2m} ln|x|sgn x + ::: (22)

óœïäëá ïóîïœîùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì œùðõóëá 1 377

ÇÄÅ ÐÒÉ −2m − 1 < Re – < −2m + 1

|x|^{−2m} sgnx = x^{−2m}_+ − x^{−2m}_− ; (23) |x|^{−2m} ln^k |x|sgnx = x^{−2m}_+ ln^k x_+ − x^{−2m}_− ln^k x_−; (23Á)

Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

(|x|^{−2m} sgnx;’) = ∞∫ 0 x^{−2m} { ’(x) − ’(−x) − 2 [ x’^′(0) +

+ x^3 3! ’^{′′′}(0) + ::: + x^{2m−1} (2m − 1)!

’^{(2m−1)}(0)„(1 − x) ]} dx: (24)

ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ |x|^{−2m−1} ÎÅ ÅÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ |x|^– ÐÒÉ – = −2m − 1 É ÞÔÏ |x|^{−2m} sgnx ÎÅ ÅÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ |x|^– sgnx ÐÒÉ – = −2m.

ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ |x|^{−2m} sgnx ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÐÒÉ x ≠ 0 Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ |x|^{−2m} sgnx.

13. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÐÏ – ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (x + i0)^– É (x − i0)^– ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÞÅÒÅÚ

(x + i0)^– ln(x + i0) É (x + i0)^– ln(x − i0);

ÜÔÏ ÃÅÌÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ –, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ:

(x + i0)^– ln(x + i0) = = { x^–_+ lnx_+ + iıe^{i–ı}x^–_− + e^{i–ı} x^–_− ln x_− ÐÒÉ – ≠ −n, (−1)^niıx^{−n}_− + (−1)^{n−1 ı2}_2^{‹(n−1) (x)}_{(n−1)!} + x^{−n} ln|x| ÐÒÉ – = −n;

(25)

(x − i0)^– ln(x − i0) = = { x^–_+ lnx_+ − iıe^{−i–ı}x^–_− + e^{−i–ı}x^–_− ln x_− ÐÒÉ – ≠ −n, (−1)^{n−1}iıx^{−n}_− + (−1)^{n−1 ı2}_2^{‹(n−1) (x)}_{(n−1)!} + x^{−n} ln|x| ÐÒÉ – = −n. (26)

14. œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÐÏÌÀÓÁ – = −n − 2k ÆÕÎËÃÉÑ r^– ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ

r^– = ˙_n

‹^{(2k)}(r) (2k)! 1 – + n + 2k

+ ˙_nr^{−n−2k} +

+ ˙_n(– + n + 2k)r^{−n−2k} lnr + ::: (27)

378 óœïäëá ïóîïœîùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì œùðõóëá 1

úÄÅÓØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ‹^{(2k)}(r), r^{−n−2k}, r^{−n−2k} ln^m r ÐÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ Ë ÆÕÎË- ÃÉÑÍ S_’(r) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ: ( ‹^{(2k)}(r);S_’(r) ) = S^{(2k)}_’ (0); (28) ( r^{−n−2k};S_’(r) ) = ∞∫ 0 r^{−2k−n} [ S_’(r) − ’(0) − :::

::: − r^{2k−2} (2k − 2)!

S^{(2k−2)}

’ (0) − r^{2k} (2k)!

S^{(2k)}_’ (0)„(1 − r) ] dr; (29)

( r^{−n−2k} ln^m r;S_’(r) ) = ∞∫ 0 r^{−2k−n} ln^m r [ S_’(r) − ’(0) − :::

::: − r^{2k} (2k)!

S^{(2k)}_’ (0) − „(1 − r) ] dr: (30)

œÅÌÉÞÉÎÁ S^{(2k)}_’ (0) ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÞÅÒÅÚ ÆÕÎËÃÉÀ ’(x) É ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

S^{(2k)}_’ (0) =

(2k)!˙_n´^n’(0) 2^kk!n(n + 2)::: (n + 2k − 2)

: (31)

çÌÁŒÁ I, § 5

1. ðÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ f(x) × g(y) ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ f(x) É g(y) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ’(x;y), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(f(x) × g(y);’(x;y)) = (f(x);(g(y);’(x;y))):

2. óŒÅÒÔËÏÊ f(x) ∗ g(x) ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ f É g ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ’(x), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(f ∗ g;’) = (f(x);(g(y);’(x + y))):

óŒÅÒÔËÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ:

Á) ÏÄÉÎ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ f;g ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ; Â) ÎÏÓÉÔÅÌÉ ÏÂÏÉÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÏÒÏÎÙ.

ðÒÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÓŒÅÒÔËÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒ- ÎÁ.

óœïäëá ïóîïœîùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì œùðõóëá 1 379

3. ‹ ∗ f = f ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f. 4.^{@‹}_{@xj} ∗ f =^{@f}_{@xj} .

5.^@_{@xj} (f ∗ g) =^{@f}_{@xj} ∗ g = f ∗^{@g}_{@xj} .

6. éÚ f → f ÓÌÅÄÕÅÔ f ∗ g → f ∗ g ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÊ:

Á) ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ f ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÙ ÎÁ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ;

Â) ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ g ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ; Œ) ÎÏÓÉÔÅÌÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ f É g ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÏÒÏÎÙ É ÐÒÉÔÏÍ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ.

7. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ P ( @ @x ) u = g (1)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ E(x), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏŒÉÀ P ( @ @x ) E = ‹(x):

òÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (1) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙÒÁÖÅÎÏ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

u = E ∗ g

ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÜÔÏÊ ÓŒÅÒÔËÉ. óÍ. ÔÁËÖÅ ÇÌ. I, § 6, ÐÐ. 1{3, ÇÌ. II, Ð. 8, ÇÌ. III, § 2, Ð. 5.

8. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ @u @t = P ( @ @x ) u (2)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ E(x;t), ÚÁŒÉÓÑÝÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ t, ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÐÒÉ t > 0 ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (2) É ÏÂÒÁ- ÝÁÀÝÁÑÓÑ Œ ‹(x) ÐÒÉ t → 0.

òÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (2) Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ u(x;0) = u_0(x) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÏ Œ ÆÏÒÍÅ

u(x;t) = E(x;t) ∗ u_0(x);

ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÜÔÏÊ ÓŒÅÒÔËÉ.

380 óœïäëá ïóîïœîùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì œùðõóëá 1

9. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ P ( @ @t ; @ @x ) u(x;t) = 0 (3)

m-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÐÏ t ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ E(x;t), ÚÁŒÉÓÑÝÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ t, ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÐÒÉ t > 0 ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÑ (3) É ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ

lim_{t→0} E(x;t) = 0; lim_{t→0}

@E(x;t) @t = 0; :::

::: ; lim

@^{m−2}E(x;t) @t = 0; lim

@^{m−1}E(x;t) @t = ‹(x):

òÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (3) Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ

u(x;0) =

@u(x;0) @t = ::: =

@^{m−2}u(x;0) @t^{m−2}

= 0;

@^{m−1}u(x;0) @t^{m−1}

= u_{m−1}(x)

ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÏ Œ ÆÏÒÍÅ

u(x;t) = E(x;t) ∗ u_{m−1}(x)

ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÜÔÏÊ ÓŒÅÒÔËÉ, óÍ. ÔÁËÖÅ ÇÌ. I, § 6, ÐÐ. 4{5, ÇÌ. II, Ð. 8, ÇÌ. III, § 1 Ð. 6.

10. éÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏÒÑÄËÁ – ÏÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ g(x), ÒÁŒÎÏÊ ÎÕÌÀ ÐÒÉ x < 0 (n = 1), ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

g_–(x) = g(x) ∗ x^{–−1}_+ `(–) : ðÒÉ Re – < 0 ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÏÔ g(x) ÐÏÒÑÄËÁ −–.

11. çÉÐÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

`(¸;˛;‚;x) =

`(‚) `(˛)`(‚ − ˛) 1∫ 0 t^{˛−1}(1 − t)^{‚−˛−1}(1 − tx)^{−¸}dt

ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ

x^{‚−1} `(‚)

F (¸;˛;‚;x) = d^{˛−‚} dx^{˛−‚} [ x^{˛−1}_+ (1 − x)^{−¸}_+ `(˛) ]

óœïäëá ïóîïœîùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì œùðõóëá 1 381 ÉÌÉ x^{‚−1}(1 − x)^{¸+˛−‚} `(‚)

F (¸;˛;‚;x) = d^{−˛} dx^{−˛} [ x^{‚−˛−1}

+ (1 − x)^{¸−‚}_+ `(‚ − ˛) ] :

12. âÅÓÓÅÌÅŒÁ ÆÕÎËÃÉÑ J_–( √ u) ÓŒÑÚÁÎÁ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÄÒÏÂÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ:

2^– √ ı u^{–=2}J_–( √ u) = d^{−–− 12} du^{−–− 1}2 cos √ u √ u :

çÌÁŒÁ I, § 6

1. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ P (_@ @x ) E(x) = ‹(x) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÏ Œ ÆÏÒÍÅ

E(x) = ∫ � fl_!(!_1x_1 + ::: + !_nx_n;−n)d˙;

ÇÄÅ

fl_!(;–) = 1 ˙_nı^{n−1}2`

(_{–+1} 2 ) ∞∫ −∞ G( − ”;!)|”|^–d”; (1)

ÐÒÉÞÅÍ G(;!) ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

P ( !_1 d d ;::: ;!_n d d ) G(;!) = ‹():

ðÒÉ n ÎÅÞÅÔÎÏÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (1) ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ŒÉÄÕ ( = !_1x_1 +:::+!_nx_n)

E(x) =

(−1)^{n−12} ˙_n(2ı)^{n−1}2 1 · 3::: (n − 2) ∫ � @^{n−1}G(;!)

d^{n−1} d˙:

382 óœïäëá ïóîïœîùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì œùðõóëá 1

2. åÓÌÉ P

(_@ @x ) | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ^@_{@xj} ÓÔÅÐÅÎÉ m, ÔÏ E(x) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

E(x) =

(−1)^{n−1} 4(2ı)^{m−1}(2m − n)! ∫ � |!_1x_1 + ::: + !_nx_n|^{2m−n} d˙ P (!_1;::: ;!_n)

(2m > n; n ÎÅÞÅÔÎÏ); = (−1)^{n−22} (2ı)^n(2m − n)! ∫ � (!_1x_1 + ::: + !_nx_n)^{2m−n} ln |!_1x_1 + ::: + !_nx_n| P (!_1;::: ;!_n) d˙ (2m ⩾ n; n ÞÅÔÎÏ); = (−1)^{n−12} 2(2ı)^{n−1} ∫ � ‹^{(n−2m−1)}(!_1x_1 + ::: + !_nx_n) d˙ P (!_1;::: ;!_n)

(2m < n; n ÎÅÞÅÔÎÏ); = (−1)^{n2} (n − 2m − 1)!

(2ı)^n ∫ � |!_1x_1 + ::: + !_nx_n|^{2m−n} P (!_1;::: ;!_n) d˙ (2m < n; n ÞÅÔÎÏ):

3. õËÁÚÁÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙÍÉ É ÄÌÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ P

(_@ @x ) , Õ ËÏÔÏÒÙÈ grad P (!) ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÐÒÉ P (!) = 0, ! ≠ 0; ÎÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ Œ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ ÐÏÎÉÍÁÀÔÓÑ ËÁË ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏŒÁÎÎÙÅ (Œ ÓÍÙÓÌÅ ÇÌÁŒÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÏ ëÏÛÉ).

4. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ P (_@ @t ;^@_{@x} ) = 0 ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

u(x;t) = 1 ˙_nı^{n−1}2 ∫ � ∞∫ −∞ G_!(t; − ”) |”|^– ` (_{–+1} 2 ) | | |_{–=−n} d” d!;

ÇÄÅ G_!(t;) | ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ P ( @ @t ;!_1 d d ;::: ;!_n d d ) u(t;) = 0:

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ n ÎÅÞÅÔÎÏÍ

u(x;t) =

(−1)^{n−12}

(_{n−1} 2 ) ! ˙_nı^{n−1}2 (n − 1)! ∫ � d^{n−1} d^{n−1}

G_! (t;)d˙:

óœïäëá ïóîïœîùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì œùðõóëá 1 383

5. åÓÌÉ P

(_@ @t ;^@_{@x} ) | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÐÏ- ÒÑÄËÁ m, ÔÏ u(x;t) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ

u(x;t) =

(−1)^{n+12} 2(2ı)^{n−1}(m − n − 1)! × × ∫ P (1;)=0 (∑ x_k_k + t )_{m−n−1} sgn^{m−1} (∑ x_k _k + t ) d! (m ⩾ n − 1; n ÎÅÞÅÔÎÏ); = 2(−1)^{n2} (2ı)^n(m − n − 1)! ∫ P (1;)=0 (∑ x_k _k + t )_{m−n−1} ln | | | ∑ x_k_k + t ∑ x_k_k | | |d!

(m ⩾ n − 1; n ÞÅÔÎÏ); = (−1)^{n+12} (2ı)^{n−1} ∫ P (1;)=0

‹^{(n−m)} (∑ x_k_k + t ) d! (m < n − 1; n ÎÅÞÅÔÎÏ); = (−1)^{n+22} (n − m)!

(2ı)^n ∫ P (1;)=0 d! ( ∑ x_k_k + t)^{n−m+1}

(m < n − 1; n ÞÅÔÎÏ):

çÌÁŒÁ II

1. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x)

(x) = ∫ ’(x)e^{i(x1 s1 +:::+xnsn)}dx_1 ::: dx_n

ÅÓÔØ ÃÅÌÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ s_1 = ff_1 + + ifi_1, ::: , s_n = ff_n + ifi_n; ÏÎÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ

|s^{q1}_1 ::: s^{qn}_n (s_1;::: ;s_n)| ⩽ C_pe^{a1|fi1|+:::+an|fin|};

ÇÄÅ {|x_j | ⩽ a_j } | ÏÂÌÁÓÔØ, ŒÎÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ’(x) ÏÂÒÁÝÁ- ÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ.

2. óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ (s) ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÉÄÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Z. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (s) ∈ Z ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÅÊ- ÓÑ Ë ÎÕÌÀ Œ Z, ÅÓÌÉ ÉÈ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ æÕÒØÅ ’ (x) ∈ K ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ Œ K.

384 óœïäëá ïóîïœîùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì œùðõóëá 1

3. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f, Ô.Å. ÆÕÎËÃÉÏÎÁ- ÌÁ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ g = F (f), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Z É ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(g; ) = (2ı)^n(f;’);

ÇÄÅ (s) ∈ Z ÅÓÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) ∈ K.

4. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÅ ÐÒÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ æÕÒØÅ: F [ P ( @ @x ) f ] = P (−is)F [f];

F [P (x)f] = P ( −i @ @s ) F [f]:

5. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ:

F [f × g] = F [f] × F [g]:

6. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÇÏ Œ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÔÉÐÁ ÆÕÎËÃÉÉ

F [f] = (f(x);e^{i(x;s)}) = (f(x);e^{−i(x;s)}):

7. F [S] = S.

8. åÓÌÉ u(x;t) ÅÓÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ^{@u}_{@t} − P ( i^@_{@x} ) u = 0, ÔÏ

E(x;t) = { u(x;t) ÐÒÉ t > 0; 0 ÐÒÉ t < 0

ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ

@E(x;t) @t − P ( i @ @x ) E(x;t) = ‹(x;t):

9. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÁÎÙ ÎÉÖÅ Œ ÓŒÏÄÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÅ (ÓÔÒ. 396{ 402).

çÌÁŒÁ III, § 1

1. æÏÒÍÁ ìÅÒÅÑ ! ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P (x_1;::: ;x_n) = 0 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ

dP · ! = dx_1 ::: dx_n;

óœïäëá ïóîïœîùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì œùðõóëá 1 385

Œ ÔÏÞËÁÈ, ÇÄÅ^{@P}_{@xj} ≠ 0, ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ

! = (−1)^{j−1} − dx_1 ::: dx_{j−1}dx_{j+1} ::: dx_n @P @x_j : 2. æÕÎËÃÉÏÎÁÌ ‹(P ) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(‹(P );’) = ∫ P =0

’(x)!:

3. „(P ) ÅÓÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÂÌÁÓÔÉ P (x) ⩾ 0. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ „^′(P ) = ‹(P );

ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, @„(P ) @x_j = @P @x_j

‹(P ):

4. æÏÒÍÙ !_1;::: ;!_k;::: ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ: !_0(’) = ’ · !;

d!_0(’) = dP · !_1(’); . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . d!_{k−1}(’) = dP · !_k(’): . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

éÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÆÏÒÍÙ !_k(’) ÐÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

5. éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ P ‹(P ) = 0;

P ‹^′(P ) + ‹(P ) = 0; P ‹^{′′}(P ) + 2‹(P ) = 0;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . P ‹^{(k)}(P ) + k‹^{(k−1)}(P ) = 0; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

6. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ŒÏÌÎÏŒÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ( ´ −^{@2}_{@t2} ) u = 0 ÐÒÉ n = 2k + 3 ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

E(x;t) =

(−1)^k 2ı^{k+1}

‹^{(k)}(r^2 − t^2) (r^2 = x^2_1 + ::: + x^2_n):

386 óœïäëá ïóîïœîùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì œùðõóëá 1

7. åÓÌÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0 É Q = 0 ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË, ÔÏ

‹(P Q) = P^{−1}‹(Q) + Q^{−1}‹(P ):

8. åÓÌÉ a(x) ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ, ÔÏ

‹(aP ) = a^{−1}‹(P );

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ‹^{(k)}(aP ) = a^{−(k+1)}‹^{(k)}(P ); . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

9. îÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ P_1 = P_2 = ::: = P_k = 0 ÆÏÒÍÁ ìÅÒÅÑ ! ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ

dP_1 ::: dP_k · ! = dx_1 ::: dx_n:

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÑËÏÂÉÁÎ D ( P_1 ::: P_k x_1 ::: x_k ) ≠ 0, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ

! = dx_{k+1} ::: dx_n D ( P_1 ::: P_k x_1 ::: x_k ) :

10. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ‹(P_1;::: ;P_k ) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(‹(P_1;::: ;P_k );’(x_1;::: ;x_n)) = ∫ P_1=:::=P_k =0

’ · !:

11. æÏÒÍÁ !_{¸1:::¸j+1 ;:::¸k} (’) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÆÏÒÍÕ !_{¸1:::¸j ;:::¸k} (’) ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ

d(dP_1 :::dP_{j−1}dP_{j+1} ::: dP_k!_{¸1:::¸j :::¸k} ) = (−1)^{j−1}dP_1 ::: dP_k !_{¸1:::¸j+1 :::¸k} :

12. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ^{@m‹(P1 :::Pk )}

@P^{ff1}_1 :::@P^{ffk}_k ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ( @^m‹(P_1 ::: P_k) @P^{¸1}_1 ::: @P^{¸k}_k ;’ ) = (−1)^m ∫ P_1 =:::=P_k =0

!_{¸1:::¸k} (’) (m = ¸_1 + ::: + ¸_k):

óœïäëá ïóîïœîùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì œùðõóëá 1 387

13. éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ @ @x_j

‹(P_1;::: ;P_k ) = k∑ i=1 @‹(P_1;::: ;P_k ) @P_i

@P_i @x_j ; P_i‹(P_1;::: ;P_k ) = 0;

P_iP_j ‹(P_1;::: ;P_k ) = 0; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

P_1P_2 ::: P_k‹(P_1;::: ;P_k ) = 0;

É ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ÉÚ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁ- ÎÉÅÍ ÐÏ P_1;::: ;P_k.

çÌÁŒÁ III, § 2

1. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ

P = x^2_1 + ::: + x^2_p − x^2_{p+1} − ::: − x^2_{p+q} ; Q = s^2_1 + ::: + s^2_p − s^2_{p+1} − ::: − s^2_{p+q}; L = @^2 @x^2_1

+ ::: +

@^2 @x^2_p − @^2 @x^2_{p+1}

− ::: −

@^2 @x^2_{p+q} ; n = p + q | ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ; p;q > 0.

2. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ‹^{(k)}_1 (P ), ‹^{(k)}_2 (P ), ‹^{(k)}(P_+), ‹^{(k)}(P_−), P^–_+, P^–_−, (P + i0)^–, (P − i0)^–.

2.1. ðÒÉ p > 1, q > 1 ( ‹^{(k)}_1 (P );’ ) = 1 4 ∞∫ 0 @^k @fl^k ( fl^{q−22} _1(u;fl) )| | |_{fl=u}u p−2 2 du; ( ‹^{(k)}_2 (P );’ ) = (−1)^k 4 ∞∫ 0 @^k @u^k ( u^{p−22} _1(u;fl) )| | |_{u=fl}fl q−2 2 dfl;

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ _1(u;fl) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ ’ ÐÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ x^2_1 + ::: + x^2_p = u, x^2_{p+1} + ::: + x^2_{p+q} = fl, ÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁ u^{p−12} fl^{q−12} .

îÁÐÉÓÁÎÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÐÒÉ k <^n_2 − 1; ÐÒÉ k ⩾^n_2 − 1 ÏÎÉ ÐÏÎÉÍÁÀÔÓÑ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏŒÁÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó § 3 ÇÌ. I.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ‹^{(k)}_1 (P ) É ‹^{(k)}_2 (P ) Œ ÉÓËÌÀÞÉ- ÔÅÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ p = 1 ÉÌÉ q = 1.

388 óœïäëá ïóîïœîùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì œùðõóëá 1

2.2.

(P^–_+;’) = ∫ P >0

P^–’dx_1 ::: dx_n;

(P^–_−;’) = ∫ P <0

(−P )^–’dx_1 ::: dx_n:

üÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÐÒÉ Re – ⩾ 0 É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÁÎÁ- ÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ –; ÐÒÉ Re – < 0 ÏÎÉ ÐÏÎÉÍÁÀÔÓÑ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÐÏ –.

2.3.

‹^{(k)}(P_+) = (−1)^kk! ŒÙÞ:_{–=−k−1} P^–_+;

‹^{(k)}(P_−) = (−1)^kk! ŒÙÞ:_{–=−k−1} P^–_−:

2.4.

(P + i0)^– = P^–_+ + e^{ıi–}P^–_−; (P − i0)^– = P^–_+ + e^{−ıi–}P^–_−

3. ïÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÆÕÎËÃÉÊ P^–_+;P^–_−, (P + i0)^–, (P − i0)^–. 3.1. p | ÞÅÔÎÏÅ, q | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. æÕÎËÃÉÑ P^–_+ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÏÌÀÓÙ Œ ÔÏÞËÁÈ – = −1;−2;::: ;−k;::: ;

ŒÙÞ:

–=−k

P^–_+ =

(−1)^{k−1} (k − 1)!

‹^{(k−1)}

1 (P ):

3.2. p | ÎÅÞÅÔÎÏÅ, q | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. æÕÎËÃÉÑ P^–_+ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÏÌÀÓÙ Œ ÔÏÞËÁÈ – = −1;−2;::: ;−k;::: , Á ÔÁËÖÅ Œ ÔÏÞËÁÈ – = −^n_2 , −^n_2 − 1;::: −^n_2 − k;::: ;

ŒÙÞ:

–=−k

P^–_+ =

(−1)^{k−1} (k − 1)!

‹^{(k−1)}

1 (P );

ŒÙÞ:

–=−^n_2 −k

P^–_+ =

(−1)^{q2} ı^{n2} 4^kk!`

(_n 2 + k

) L^k‹(x_1;::: ;x_n):

3.3. p É q | ÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. æÕÎËÃÉÑ P^–_+ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÏÌÀÓÙ Œ ÔÏÞËÁÈ – = −1;−2;::: ;−k;::: ;

ŒÙÞ:

–=−k

P^–_+ =

(−1)^{k−1} (k − 1)!

‹^{(k−1)}

1 (P ); ÅÓÌÉ k < n 2 ; ŒÙÞ:

–=−^n_2 −k

P^–_+ =

(−1)^{n2 +k−1} (_n 2 + k − 1 ) ! ‹(^{n2 +k−1})

1 (P ) +

(−1)^{q2} ı^{n2} 4^kk!`

(_n 2 + k

) L^k‹(x_1;::: ;x_n):

óœïäëá ïóîïœîùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì œùðõóëá 1 389

3.4. p É q | ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. æÕÎËÃÉÑ P^–_+ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÏÌÀÓÙ Œ ÔÏÞËÁÈ – = −1;−2;−3;:::, −

(_n 2 − 1 ) ; Œ ÔÏÞËÁÈ – = −^n_2 , −^n_2 − 1;::: , −^n_2 − k;::: ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓÙ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 2.

ðÒÉ k <^n_2

ŒÙÞ:

–=−k

P^–_+ =

(−1)^{k−1} (k − 1)!

‹^{(k−1)}

1 (P ):

œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ – = −^n_2 − k

P^–_+ = c^{(k)}_{−2} ( – +^n_2 + k

)_2 + c^{(k)}_{−1} ( – +^n_2 + k

) + ::: ; ÇÄÅ

c^{(k)}_{−2} =

(−1)^{q+12} ı^{n2 −1} 4^kk!`

(_n 2 + k

) L^k‹(x_1;::: ;x_n) É c^{(k)}_{−1} =

(−1)^{n2 +k−1} (_n 2 + k − 1 ) ! ‹ (^n_2 +k−1) 1 (P ) +

+ (−1)^{q+12} ı^{n2 −1} [ (_p 2 ) − (_n 2 )] 4^kk!`

(_n 2 + k

) L^k‹(x_1;::: ;x_n):

3.5. ðÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ P^–_+ Ë P^–_− ÓÌÅÄÕÅÔ Œ 3.1{ 3.4 ÐÏÍÅÎÑÔØ ÒÏÌÑÍÉ

ÉÎÄÅËÓÙ p É q, Á ÔÁËÖÅ ÚÁÍÅÎÉÔØ L ÎÁ −L É ‹^{(k−1)}_1 (P ) ÎÁ ‹^{(k−1)}_1 (−P ).

3.6. æÕÎËÃÉÉ (P + i0)^– É (P − i0)^– ÉÍÅÀÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ ÌÉÛØ ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÏÌÀÓÙ Œ ÔÏÞËÁÈ – = −^n_2 , −^n_2 − 1;::: , −^n_2 − k;:::

ŒÙÞ:

–=−^n_2 −k

(P + i0)^– = ŒÙÞ:_{–=− n2 −k}(P − i0)^– = e^{− ß2 qi}ı^{n2} 4^kk!`

(_n 2 + k

)L^k‹(x_1;::: ;x_n):

4. óŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ‹^{(k)}_1 (P ), ‹^{(k)}_2 (P ), ‹^{(k)}(P_+) É ‹^{(k)}(P_−). 4.1. ‹^{(k)}_1 (−P ) = (−1)^k‹^{(k)}_2 (P ).

4.2. åÓÌÉ n | ÎÅÞÅÔÎÏÅ, Á ÔÁËÖÅ ÅÓÌÉ n ÞÅÔÎÏÅ É k <^n_2 − 1, ÔÏ

‹^{(k)}_1 (P ) = ‹^{(k)}_2 (P ) = ‹^{(k)}(P_+);

390 óœïäëá ïóîïœîùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì œùðõóëá 1

ÅÓÌÉ n | ÞÅÔÎÏÅ É k ⩾^n_2 − 1, ÔÏ

‹^{(k)}_1 (P ) − ‹^{(k)}_2 (P ) = c_{p;q;k}L^{k− n2 +1}‹(x_1;::: ;x_n);

‹^{(k)}_1 (P ) − ‹^{(k)}(P_+) = c^′_{p;q;k}L^{k− n2 +1}‹(x_1;::: ;x_n);

ÇÄÅ c_{p;q;k} É c^′_{p;q;k} | ÞÉÓÌÏŒÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ.

4.3. åÓÌÉ p É q | ÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É k ⩾^n_2 − 1, ÔÏ

(−1)^k‹^{(k)}(P_+) − ‹^{(k)}(P_−) =

(−1)^{q2} ı^{n2} 4^{k+1− n}2 ( k + 1 −^n_2 ) ! L^{k+1− n2} ‹(x_1;::: ;x_n);

ŒÏ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ

‹^{(k)}(P_−) = (−1)^k‹^{(k)}(P_+):

5. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ K ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ L^ku = f(x).

5.1. åÓÌÉ n | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ

K_1 = (−1)^k e^{ß2 qi}`

(_n 2 − k ) 4^k(k − 1)!ı^n2

(P + i0)^{− n2 +k} =

= (−1)^k e^{ß2 qi}`

(_n 2 − k ) 4^k(k − 1)!ı^n2 ( P^{− n2 +k}

+ + e^ı(^{− n2 +k})^iP^{− n2 +k}_− ) ; K_2 = K_1.

5.2. åÓÌÉ n | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É k <^n_2 , ÔÏ

K_1 = (−1)^k e^{ß2 qi}`

(_n 2 − k ) 4^k(k − 1)!ı^n2

(P + i0)^{− n2 +k} =

= (−1)^k e^{ß2 qi}`

(_n 2 − k ) 4^k(k − 1)!ı^n2 [ P^{− n2 +k}

+ + (−1)^{− n2 +k}P^{− n2 +k}_− + + (−1)^{− n2 +k}ıi (_n 2 − k − 1 ) ! ‹(^{n2 −k−1})(P_+) ] ;

ÇÄÅ P^{− n2 +k}

+ É P^{− n2 +k}_− ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÌÏÒÁÎÏŒÓËÉÈ ÒÁÚÌÏ- ÖÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÊ P^–_+ É P^–_− Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ – = −^n_2 + k;

K_2 = K_1:

óœïäëá ïóîïœîùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì œùðõóëá 1 391

5.3. åÓÌÉ n | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É k ⩾^n_2 , ÔÏ

K_1 = (−1)^{n2 −1} e^{ß2 qi} 4^k ( k −^n_2 ) !(k − 1)!

(P + i0)^{− n2 +k} ln(P + i0);

K_2 = K_1.

6. æÏÒÍÕÌÙ ÐÐ. 3, 5 ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙÍÉ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ P = n∑ ¸;˛=1

g_{¸˛} x_¸x_˛ :

œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ L = n∑ ¸;˛=1

g^{¸˛}

@^2 @x_¸@x_˛ ;

Q = n∑ ¸;˛=1

g^{¸˛}s_¸s_˛;

ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ g^{¸˛} ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÊ^n ∑ ˛=1 g_{¸˛} g^{˛fl} = ‹^‚_¸ (‹^‚_¸ = 1

ÐÒÉ ‚ = ¸, ‹^‚_¸ = 0 ÐÒÉ ‚ ≠ ¸).

œ ÆÏÒÍÕÌÙ Ð. 3 ÎÕÖÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÏÂÁŒÉÔØ ÓÐÒÁŒÁ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÎÏÖÉ- ÔÅÌÑ^1√_{|�|} , Á Œ ÆÏÒÍÕÌÙ Ð. 5 ÄÏÂÁŒÉÔØ √ |´| , ÇÄÅ ´ | ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ P .

7. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ Œ ÐÐ. 1{6, ÐÒÉ- ŒÅÄÅÎÙ Œ ÓŒÏÄÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ æÕÒØÅ (ÎÉÖÅ).

çÌÁŒÁ III, § 3

1. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f(x_1;::: ;x_n) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ –, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) É ¸ > 0 ( f;’ ( x ¸ )) = ¸^{–+n}(f;’):

2. åÓÌÉ f(x_1;::: ;x_n) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ 1-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ, ÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

(f^–;’) = ∫ f^–’dx;

392 óœïäëá ïóîïœîùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì œùðõóëá 1

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÜÔÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÐÒÉ Re – > −n, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÁÎÁÌÉÔÉ- ÞÅÓËÉ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÁ ŒÏ ŒÓÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ –, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÏÞÅË – = −n, −n − 1;::: , −n − k;::: , ÇÄÅ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÏÌÀÓÙ. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ f^– Œ ÏÂÌÁÓÔØ Re – > −n − k − 1 ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(f^–;’) = ∫ G f^–(x) [ ’(x) − ’(0) − :::

::: − 1 k! ∑ ¸_1 +:::+¸_n=k

x^{¸1}_1 ::: x^{¸n}_n

@^k’(0) @x^{¸1}_1 ::: @x^{¸n}n ] dx + ∫ R−G f^–(x)’(x)dx +

+ k∑ m=0 1 m!(– + n + m) ∑ ¸_1 +:::+¸_n=m

@^m’(0) @x^{¸1}_1 ::: @x^{¸n}n ∫ � f^–(x)x^{¸1}_1 ::: x^{¸n}_n · !;

ÇÄÅ G | ÏÂÌÁÓÔØ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ` | ÅÅ ÇÒÁÎÉÃÁ, Á ! | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ

x_1dx_2 ::: dx_n − x_2dx_1dx_3 ::: dx_n + ::: + (−1)^{n+1}x_ndx_1 ::: dx_{n−1}: œ ÐÏÌÏÓÅ −n − k − 1 < Re – < −n − k ÜÔÁ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÁ Œ ŒÉÄÅ

(f^–;’) = ∫ f^–(x) [ ’(x) − ’(0) − :::

::: − 1 k! ∑ ¸_1 +:::+¸_n=k

x^{¸1}_1 ::: x^{¸n}_n

@^k’(0) @x^{¸1}_1 ::: @x^{¸n}_n ] dx: œÙÞÅÔ ÆÕÎËÃÉÉ f^– Œ ÔÏÞËÅ – = −n − k ÒÁŒÅÎ

(−1)^k k! ∑ ¸_1 +:::+¸_n=k

@^k‹(x) @x^{¸1}_1 :::@x^{¸n}_n ∫ � x^{¸1}_1 ::: x^{¸n}_n f^{n+k}(x) !: œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ ÔÏÞËÅ – = −n ÏÎ ÒÁŒÅÎ

‹(x) · ∫ � ! f^n(x) : 3. ðÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ˘(x) ÓÔÅÐÅ- ÎÉ −n É ÏÂÌÁÓÔÉ G, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎ- ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

˘|_G = ∫ G ˘(x)[’(x) − ’(0)]dx + ∫ R−G ˘(x)’(x)dx;

óœïäëá ïóîïœîùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì œùðõóëá 1 393

ÌÏËÁÌØÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÁÑ Ó ˘(x) ŒÓÀÄÕ, ËÒÏÍÅ ÎÕÌÑ. üÔÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ˘|_G ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ −n ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ∫ � ˘ · ! = 0;

ÇÄÅ ` | ÇÒÁÎÉÃÁ ÏÂÌÁÓÔÉ G É ! | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ŒÙÛÅ.

4. ðÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ˘(x) ÓÔÅÐÅÎÉ −n − m É ÏÂÌÁÓÔÉ G, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎ- ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ˘ | |_G=

= ∫ G ˘(x)

’(x) − ’(0) − ::: − 1 k! ∑ ∑ ¸_j =m

x^{¸1}_1 :::x^{¸n}_n

@^m’(0) @x^{¸1}_1 ::: @x^{¸n}_n dx +

+ ∫ R−G ˘(x) [ ’(x)−’(0)−:::− 1 (k − 1)! ∑ ∑ ¸_j =m−1

x^{¸1}_1 ::: x^{¸n}_n

@^{m−1}’(0) @x^{¸1}_1 ::: x^{¸n}_n ] dx;

ÌÏËÁÌØÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÁÑ Ó ˘(x) ŒÓÀÄÕ, ËÒÏÍÅ ÎÕÌÑ. üÔÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ −n − m ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÑ ∫ � ˘(x)x^{¸1}_1 :::x^{¸n}_n · ! = 0 (∑ ¸_j = m ) :

5. ïÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ˘ ÓÔÅÐÅÎÉ −n + 1 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÁ (ËÁË ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ @˘ @x_j = @˘ @x_j | | | |_G + (−1)^{j−1}‹(x^1;::: ;x^n) ∫ � ˘(x)dx_1 ::: dx_{j−1}dx_{j+1} ::: dx_n;

ÐÒÉÞÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÏÂÌÁÓÔÉ G.

çÌÁŒÁ III, § 4

1. æÕÎËÃÉÑ G(x) = G(x_1 ;::: ;x_n) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄ- ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ M, ÅÓÌÉ Œ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ _1;::: ;_n, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÑ G(x) ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ.

394 óœïäëá ïóîïœîùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì œùðõóëá 1

2. éÎÄÕËÔÉŒÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ ÔÏÞËÉ. ôÏÞËÁ x_0 ÎÁ ŒÅ- ÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÕÎËÃÉÉ G(x), G(x_0) = 0), ÅÓÌÉ G(x) Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x_0 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

ôÏÞËÁ M ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ G(x_1;::: ;x_n) = 0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ M ÆÕÎËÃÉÑ G ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ G = 0 ÓÏ ŒÓÑËÏÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÊ ÓÆÅÒÏÊ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ M ÄÁÅÔ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÉŒÏÄÉÍÁ ÎÁ ÜÔÏÊ ÓÆÅÒÅ.

3. åÓÌÉ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ M ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ G ÓÔÅÐÅÎÉ m ÚÁŒÉÓÅÌÁ ÏÔ k ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÎÅÌØÚÑ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ÚÁŒÉÓÅÌÁ ÏÔ k − 1 ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ, ÔÏ ÔÏÞËÁ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, É ÓÔÅÐÅÎÉ m.

4. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ G = 0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÌÉÛØ ÉÚ ÐÒÉŒÏ- ÄÉÍÙÈ ÔÏÞÅË. æÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ ÐÒÉ Re – > 0 ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ

(G^–;’) = ∫ G>0 G^–(x_1;::: ;x_n)’(x_1;::: ;x_n)dx_1 ::: dx_n;

ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ –. üÔÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÁ ŒÏ ŒÓÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ – ËÁË ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÏÌÀÓÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ. éÍÅÎÎÏ, ËÁÖÄÏÊ ÓŒÑÚÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ G = 0, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÔÏÞÅË ÐÏÒÑÄËÁ r É ÓÔÅÐÅÎÉ m, ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÓÅÒÉÑ ÐÏÌÀÓÏŒ Œ ÔÏÞËÁÈ −^r_m , −^{r+1}_m , ::: , −^{r+k}_m ;::: åÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ÓŒÑÚÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ÔÏÞÅË ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÏÒÑÄ- ËÏŒ, É ÚÎÁÞÅÎÉÅ – = –_0 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÍ ÓÅÒÉÑÍ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÍ ÜÔÉÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ, ÔÏ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÐÏÌÀÓÁ Œ ÔÏÞËÅ –_0 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔÓÑ.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ G = 0 ÎÅÔ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË (Ô.Å. ŒÓÅ ÅÅ ÔÏÞËÉ | ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÏÒÑÄËÁ 1 É ÓÔÅÐÅÎÉ 1), ÔÏ ÐÏÌÀÓÙ ÆÕÎËÃÉÉ (G^–;’) ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÀÔÓÑ ÓÅÒÉÅÊ −1;−2;::: ;−n.

5. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ G = 0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÐÒÉŒÏÄÉ- ÍÙÈ ÔÏÞÅË, Á ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ G = c ÐÒÉ c > 0 ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË. ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ, ÆÏÒÍÁ ! ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ dG · ! = dfl. äÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ

I(c) = ∫ G=0 ’(x_1;::: ;x_n) · ! = (‹(G − c);’)

ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

I(c) ∼= ∞∑ k=1 m_k∑

m=1 a_{km}c^{–k −1} ln^{m−1} c;

óœïäëá ïóîïœîùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì œùðõóëá 1 395

ÇÄÅ 0 > −–_1 > −–_2 > ::: | ÐÏÌÀÓÙ ÆÕÎËÃÉÉ (G^–;’), m_k | ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÐÏÌÀÓÁ Œ ÔÏÞËÅ –_k É a_{km} ÅÓÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ^1_{(–+–k )m} Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ìÏÒÁÎÁ ÄÌÑ (G^–;’) Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÐÏÌÀÓÁ −–_k, ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ^{(−1)m−1}_{(m−1)!} .

6. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ∫ xy=c

’ · ! = ∞∫ −∞ ’(x;y) y dy = − ∞∫ −∞ ’(x;y)dx x =

= −2’(0;0)lnc + ∞∫ −∞ ’(x;0) x dx + ∞∫ −∞ ’(0;y) y dy + ::: ;

ÇÄÅ ÍÎÏÇÏÔÏÞÉÅ ÚÁÍÅÎÑÅÔ ÞÌÅÎÙ, ÓÔÒÅÍÑÝÉÅÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ c → 0. üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ

‹(xy − c) = −2‹(x;y)ln c +

‹(y) x + ‹(x) y + o(c):

7. äÌÑ G ≡ x^2 + y^2 + z^2 − t^2

‹(G − c) = ‹(G) + cln c

‹(x;y;z;t) 8 + c‹^′(G) + o(c):

óœïäîáñ ôáâìéãá ðòåïâòáúïœáîéê æõòøå

æÕÎËÃÉÉ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ĆĆ Ð/Ð ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ F [f] 1 ïÂÙÞÎÁÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ

ÆÕÎËÃÉÑ f(x) F [f] = ∞∫ −∞ f(x)e^{ixœ} dx

2 ffi(x) 1 3 1 2ßffi(œ) 4 íÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) 2ßP ( −i d dœ ) ffi(œ) 5 ffi^{(2m)}(x) (−1)^m œ^{2m} 6 ffi^{(2m+1)} (x) (−1)^{m+1} iœ^{2m+1} 7 e^{bx} 2ßffi(s − ib) 8 sin bx −iß[ffi(s + b) − ffi(s − b)] 9 cos bx ß[ffi(s + b) + ffi(s − b)] 10 sh bx ß[ffi(s − ib) − ffi(s + ib)] 11 ch bx ß[ffi(s − ib) + ffi(s + ib)] 12 e^{x2}2 áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ i √ 2ße^{s2}2 (ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÍÎÉÍÏÊ ÏÓÉ) 13 |x|^˘ (˘ ≠ −1; −3; : : :) −2 sin ˘ß 2 `(˘ + 1)|œ|^{−˘−1}

14 f_˘(x) = 2^{− ˘}2 |x|^˘ ` ( ˘ + 1 2 ) √ 2ßf_{−˘−1}(œ) = √ 2ß 2^{˘+1}2 |œ|^{−˘−1} ` ( − ˘ 2 )

15 |x|^˘ sgn x (˘ ≠ −2; −4; : : :) 2i cos ˘ß 2 `(˘ + 1)|œ|^{−˘−1} sgn œ

16 g_˘(x) = 2^{− ˘}2

|x|^˘ sgn x ` ( ˘ + 2 2 ) √ 2ßig_{−˘−1}(œ) = √ 2ßi 2^{˘+1}2 |œ|^{−˘−1} sgn œ ` ( 1 −˘ 2 )

17 x^m 2(−i)^m ßffi^{(m)}(œ) 18 x^{−m} i^m ß (m − 1)!

œ^{m−1} sgn œ

19 x^{−1} iß sgn œ 20 x^{−2} −ß|œ| 21 x^˘_+ (˘ ≠ −1; −2; : : :) ie^{i˘ ß}2 `(˘ + 1)(œ + i0)^{−˘−1} = óœïäîáñ ôáâìéãá ðòåïâòáúïœáîéê æõòøå 397

ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ĆĆ Ð/Ð ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ F [f] = i`(˘ + 1) [ e^{i˘ ß}2 œ^{−˘−1}

+ − e^{−i˘ ß}2 œ^{−˘−1}_−

]_{1)}

22 x^n_+ i^{n+1}n!œ^{−n−1} + (−1)^nßffi^{(n)}(x) 23 `(x) iœ^{−1} + ßffi(œ) 24 x^˘_− (˘ ≠ −1; −2; : : :) −ie^{−i˘ ß}2 `(˘ + 1)(œ − i0)^{−˘−1} = = i`(˘ + 1) [ e^{i˘ ß}2 œ^{−˘−1}

− − e^{−i˘ ß}2 œ^{−˘−1}_+

]_{1)}

25 (x + i0)^˘

2ße^{−i˘ ß2} `(−˘) œ^{−˘−1} − 26 (x − i0)^˘

2ße^{−i˘ ß}2 `(−˘) œ^{−˘−1} + œ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ 27{38 ŒŒÅÄÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ:

ie^{i˘ ß}2 `(˘ + 1) = a^{(n)}_{−1} ˘ + n

+ a^{(n)}_0 + a^{(n)}_1 (˘ + n) + : : :,

−ie^{−i˘ ß}2 `(˘ + 1) = b^{(n)}_{−1} ˘ + n

+ b^{(n)}_0 + b^{(n)}_1 (˘ + n) + : : :,

−2 sin ˘ß 2 `(˘ + 1) = c^{(n)}_{−1} ˘ + n

+ c^{(n)}_0 + c^{(n)}_1 (˘ + n) + : : :,

2 cos ˘ß 2 `(˘ + 1) = d^{(n)}_{−1} ˘ + n

+ d^{(n)}_0 + d^{(n)}_1 (˘ + n).

ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a^{(n)}_{−1} , a^{(n)}_0 ; : : : ÉÍÅÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ: a^{(n)}_{−1} = i^{n−1} (n − 1)! ; a^{(n)}_0 = i^{n−1} (n − 1)! [ 1 + 1 2 + : : : + 1 n − 1

+ `^′(1) + i ß 2 ] ; a^{(n)}_1 = i^{n−1} (n − 1)! {_{n−1} ∑ j=1 1 j^2 + ∑ j≠k 1⩽j;k⩽n−1 1 j^k − ß^2 8 + ( 1 + 1 2 + : : :

: : : + 1 n − 1 ) `^′(1) + `^{′′}(1) + i ß 2 [ 1 + 1 2 + : : : + 1 n − 1

+ `^′(1) ]} ; b^{(n)}_i = a^{−(n)}_i ; c^{(n)}_i = 2 Re a^{(n)}_i ; d^{(n)}_i = 2 Im a^{(n)}_i .

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, b^{(n)}_{−1} =

(−i)^{n−1} (n − 1)!

; c^{(n)}_{−1} =

2(−1)^{n−1} (n − 1)!

cos(n − 1) ß 2 ; d^{(n)}_{−1} =

2(−1)^n (n − 1)!

sin(n − 1) ß 2 . 27 |x|^{−2m−1} c^{(2m+1)}_0 œ^{2m} − c^{(2m+1)}_{−1} œ^{2m} ln|œ| 28 x^{−2m} sgn x id^{(2m)}_0 œ^{2m−1} − id^{(2m)}_{−1} œ^{2m−1} ln |œ|

1)œÔÏÒÏÅ | ÐÒÉ ˘ ≠ 0; ±1; ±2; ±3; : : :

398 óœïäîáñ ôáâìéãá ðòåïâòáúïœáîéê æõòøå

ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ĆĆ Ð/Ð ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ F [f] 29 x^˘_+ ln x_+ ie^{i˘ ß}2 {[ `^′(˘ + 1) + i ß 2 `(˘ + 1) ] (œ + i0)^{−˘−1} −

(˘ ≠ −1; −2; : : :) − `(˘ + 1)(œ + i0)^{−˘−1} ln(œ + i0) }

30 x^˘_− ln x_− −ie^{−i˘ ß2} {[ `^′(˘ + 1) − i ß 2 `(˘ + 1) ] (œ − i0)^{−˘−1}−

(˘ ≠ −1; −2; : : :) − `(˘ + 1)(œ − i0)^{−˘−1} ln(œ − i0) }

31 lnx_+ i {( `^′(1) + i ß 2 ) [(œ + i0)^{−1} − (œ + i0)^{−1} ln(œ + i0)] }

32 ln x_− −i {( `^′(1) − i ß 2 ) [(œ − i0)^{−1} −

− (œ − i0)^{−1} ln(œ − i0)] }

33 |x|^˘ ln |x| ie^{i˘ ß}2 {[ `^′(˘ + 1) + i ß 2 `(˘ + 1) ] (œ + i0)^{−˘−1} −

(˘ ≠ −1; −2; : : :) − `(˘ + 1)(œ + i0)^{−˘−1} ln(œ + i0) } − − ie^{−i˘ ß}2 {[ `^′(˘ + 1) − i ß 2 `(˘ + 1) ] (œ − i0)^{−˘−1}−

− `(˘ + 1)(œ − i0)^{−˘−1} ln(œ − i0) }

34 |x|^˘ ln |x| sgnx ie^{i˘ ß}2 {[ `^′(˘ + 1) + i ß 2 `(˘ + 1) ] (œ + i0)^{−˘−1} −

(˘ ≠ −1; −2; : : :) − `(˘ + 1)(œ + i0)^{−˘−1} ln(œ + i0) } + + ie^{−i˘ ß2} {[ `^′(˘ + 1) − i ß 2 `(˘ + 1) ] (œ − i0)^{−˘−1} −

− `(˘ + 1)(œ − i0)^{−˘−1} ln(œ − i0) }

35 x^{−2m} ln|x| c^{(2m)}_1 |œ|^{2m−1} − c^{(2m)}_0 |œ|^{2m−1} ln |œ| 36 x^{−2m−1} ln |x| id^{(2m+1)}_1 œ^{2m} sgn œ − id^{(2m+1)}_0 œ^{2m} ln |œ| sgn œ 37 |x|^{−2m−1} ln|x| c^{(2m+1)}_1 œ^{2m} − c^{(2m+1)}_0 œ^{2m} ln|œ|+ + 1 2 c^{(2m+1)}

−1 œ^{2m} ln^2 |œ|

38 |x|^{−2m} ln|x| sgnx id^{(2m)}_1 œ^{2m−1} − id^{(2m)}_0 œ^{2m−1} ln |œ|+ + 1 2 d^{(2m)}

−1 œ^{2m−1} ln^2 |œ|

39 (1 − x^2)^˘_+ √ ß`(˘ + 1) ( œ 2 )_{−˘−} 1_2

J_{˘+} 1_2 (œ)

(˘ ≠ −1; −2; : : :)

40 (1 + x^2)^˘_+ 2 √ ß `(−˘) ( |œ| 2 )_{−˘−} 1_2

K_{−˘−} 1_2 (|œ|)

41 (x^2 − 1)^˘_+ −`(˘ + 1) √ ß | | | œ 2 | | |^{−˘−} 1 2 N_{−˘−} 1_2 (|œ|) =

(˘ ≠ −1; −2; : : :) = `(˘ + 1) √ ß | | | œ 2 | | |^{−˘−} 1 2 × óœïäîáñ ôáâìéãá ðòåïâòáúïœáîéê æõòøå 399

ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ĆĆ Ð/Ð ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ F [f] × cos ß ( ˘ + 1 2 ) J_{−˘−} 1_2 (|œ|) − J_{˘+} 1_2 (|œ|)

sinß ( ˘ + 1 2 )

42 (x^2 − 1)^n_+ (−1)^n2ß ( 1 + d^2 dœ^2 ) ffi(œ) +

+ (−1)^{n+1} √ ß ( œ 2 )_{−n−} 1_2

J_{n+} 1_2 (œ)

æÕÎËÃÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ĆĆ Ð/Ð ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ F [f] 1 ffi(x_1 ; : : : ; x_n) 1 2 1 (2ß)^n ffi(œ_1 ; : : : ; œ_n) 3 íÎÏÇÏÞÌÅÎ (2ß)^n P ( −i @ @œ_1

; : : : ; −i @ @œ_n ) ffi(œ)

P (x_1; : : :x_n)

4 r^˘ ( r = √∑ x^2_j ) 2^{˘+n}ß^n2 ` ( ˘ + n 2 )

` ( − ˘ 2 ) æ^{−˘−n} ( æ = √∑ œ^2_j )

5 f_˘(r) =

2^{− ˘}2 r^˘ ` ( ˘ + n 2 ) f_{−˘−n}(æ) = (2ß)^n2

2^{˘+n}2 r^{−˘−n} ` ( − ˘ 2 )

œ ÆÏÒÍÕÌÁÈ 6{9 ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ

C_˘ = 2^{˘+n}ß^n2 ` ( ˘ + n 2 )

` ( − ˘ 2 ) = c^{(n+2m)} −1 ˘ + n + 2m

+ c^{(n+2m)}

0 + c^{(n+2m)}

1 (˘ + n + m) + : : :;

Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ŒÙÐÉÓÁÎÏ ÅÅ ÌÏÒÁÎÏŒÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ ˘ = −n − 2m. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ˙_n =

2ß^{n=2} ` ( n 2 )

ÅÓÔØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

6 r^˘ lnr dC_˘ @˘ æ^{−˘−n} + C_˘æ^{−˘−n} ln æ

(˘ ≠ −n; −n − 2; : : :) 7 r^˘ ln^2 r

@^2C_˘ @˘^2 æ^{−˘−n} + 2 dC_˘ @˘ æ^{−˘−n} ln æ + C_˘æ^{−˘−n} ln^2 æ

(˘ ≠ −n; −n − 2; : : :)

400 óœïäîáñ ôáâìéãá ðòåïâòáúïœáîéê æõòøå

ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ĆĆ Ð/Ð ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ F [f] 8 ˙_nr^{−2n−m} c^{(n+2m)}_{−1} æ^{2m} ln æ + c^{(n+2m)}_0 æ^{2m} 9 ˙_nr^{−2n−m} lnr 1 2 c^{(n+2m)}

−1 æ^{2m} ln^2 æ + c^{(n+2m)}_0 æ^{2m} ln æ +

+ c^{(n+2m)}

1 æ^{2m} 10 ffi(r − a) (n ⩾ 1) ˙_{n−1}a^{n2} æ^{1− n2} J n−2_2 (aæ)

11 ôÏ ÖÅ ÐÒÉ n = 3 4ßa sin aæ æ 12 ( d ada )_m

ffi(r − a) a ˙_n √ 2 ß sin aæ æ ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ 13{25 ÓÍ. ŒÙÛÅ. Œ ÒÁÚÄÅÌÅ ĂóŒÏÄËÁ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ É ÆÏÒÍÕÌĄ, ÓÔÒ. 387, ÐÐ. 1{2.

13 (P + i0)^˘ 1 `(−˘) e^{− ß}2^{qi}2^{n+2˘}ß^n2` ( ˘ + n 2 ) (Q − i0)^{−˘− n}2

14 (P − i0)^˘ e^ß2^{qi}2^{n+2˘}ß^n2` ( ˘ + n 2 ) `(−˘)

(Q + i0)^{−˘− n}2

15 P^˘_+ 2^{n+2˘}ß^n2^{−1}`(˘ + 1)` ( ˘ + n 2 ) × × 1 2i [ e^{−i}(^{q2 +˘})^ß (Q − i0)^{−˘− n2} −

− e^i(^q2^{+˘})^ß (Q + i0)^{−˘− n}2 ]

16 P^˘_− −2^{n+2˘}ß^n2^{−1}`(˘ + 1)` ( ˘ + n 2 ) × × 1 2i [ e^{− ß}2^{qi}(Q − i0)^{−˘− n}2 −

− e^ß2^{qi}(Q + i0)^{−˘− n}2 ]

17 (c^2 + P + i0)^˘

2^{˘+1}( √ 2ß)^nc^n2^{+˘} `(−˘) √ |´| K n_{2 +˘} [ c(Q − i0)^12 ] (Q − i0)^12 (^n2^{+˘}) = = 2^{˘+ n}2^{+1}ß^n2 e^{− qßi}2 c^{˘+ n}2 `(−˘) √ |´| ×

× K_{˘+} n_2 ( cQ^{12}_+ )

Q^{12}

(˘+^n_2 ) + + ßi 2 H^{(1)}_{−˘−} n_2 ( cQ^{12}_− )

Q^{12}

(˘+^n_2 ) − 18 (c^2 + P − i0)^˘

2^{˘+1}( √ 2ß)^nc^n2^{+˘} `(−˘) √ |´| K n_{2 +˘} [ c(Q + i0)^12 ]

(Q + i0)^12 (^n2^{+˘}) = = 2^{˘+ n}2^{+1}ß^n2 e^{qßi}2 c^{˘+ n}2 `(−˘) √ |´| × óœïäîáñ ôáâìéãá ðòåïâòáúïœáîéê æõòøå 401

ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ĆĆ Ð/Ð ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ F [f] × K_{˘+} n_2 ( cQ^{12}_+ )

Q^{12}

(˘+^n_2 ) + − ßi 2 H^{(2)}_{−˘−} n_2 ( cQ^{12}_− )

Q^{12}

(˘+^n_2 ) − 19 (c^2 + P )^˘_+

`(˘ + 1) − 2^{˘+ n}2 iß^n2^{−1}c^n2^{+˘} √ |´| ×

× e^{−i}(^{˘+ q}2 )

K n_{2 +˘} [ c(Q − i0)^12 ] (Q − i0)^12 (^{˘+ n}2 ) −

− e^i(^{˘+ q}2 )^ß

K n_{2 +˘} [ c(Q + i0)^{12} ]

(Q + i0)^{12} (^{˘+ n2} ) =

= 2^{˘+ n}2^{+1}ß^n2^{−1}c^n2^{+˘} √ |´| ×

× − sin ( ˘ +^q_2 ) ß K_{˘+} n_2 ( cQ^{12}_+ )

Q^{12}

(˘+^n_2 ) + +

+ ß 2 sin ( ˘ +^n_2 ) ß sin ( ˘ +^q_2 ) ß J_{˘+} n_2 ( cQ^{12}_− )

Q^{12}

(˘+^n_2 ) − +

+ sin pß 2 J_{−˘−} n_2 ( cQ^{12}_− )

Q^{12}

(˘+^n_2 ) − 20 (c^2 + P )^˘_−

`(˘ + 1)

2^{˘+ n}2 iß^n2^{−1}c^n2^{+˘} √ |´| e^{− qßi}2

K n_{2 +˘} [ c(Q − i0)^12 ]

(Q − i0)^12 (^{˘+ n}2 ) −

−e^{qßi2}

K n_{2 +˘} [ c(Q + i0)^12 ] (Q + i0)^12 (^{˘+ n}2 ) =

= 2^{˘+ n}2^{+1}ß^n2^{−1}c^n2^{+˘} √ |´| ×

× sin qß 2 K_{˘+} n_2 ( cQ^{12}_+ )

Q^{12}

(˘+^n_2 ) + − ß 2 sin ( ˘ +^n_2 ) ß ×

× sin qß 2 J_{˘+} n_2 ( cQ^{12}_− )

Q^{12}

(˘+^n_2 ) − +

+ sin ( ˘ + p 2 ) ß J_{−˘−} n_2 ( cQ^{12}_− )

Q^{12}

(˘+^n_2 ) −

402 óœïäîáñ ôáâìéãá ðòåïâòáúïœáîéê æõòøå

ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ĆĆ Ð/Ð ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ F [f]

21 |´|^{(s−1)}(c^2 + P ) (−1)^{s+1} i √ |´| 2^n2^{−s}ß^n2^{−1}c^n2^{−s} ×

× e^{− ßiq}2

K n_{2 −s} [ c(Q − i0)^12 ] (Q − i0)^12 (^n2^{−s}) −

−e^{ßiq}2

K n_{2 −s} [ c(Q + i0)^12 ]

(Q + i0)^12 (^n2^{−s})

22 |´|(c^2 + P ) − i √ |´| (2ßc)^{n2 −1}

−e^{− ßqi}2

K n_{2 −1} [ c(Q − i0)^12 ] (Q − i0)^12 (^n2^{−1}) +

+e^{ßqi}2

K n_{2 −1} [ c(Q + i0)^12 ] (Q + i0)^12 (^n2^{−1}) 23 (c^2 + P )^s_+

`(s + 1)

(−1)^{s+1} i2^{s+ n}2 ß^n2^{−1}c^n2^{+s} ×

× e^{− qßi}2

K n_{2 +s} [ c(Q − i0)^12 ]

(Q − i0)^12 (^n2^{+s}) −

− e^{qßi2}

K n_{2 +s} [ c(Q + i0)^12 ] (Q + i0)^12 (^n2^{+s}) +

+ (2ß)^{n s} ∑ m=0 (−1)^m ( c 2 )_{2s−2m}

4^mm!(s − m)!

L^m|´|(x)

24 (c^2 + P )^s_−

`(s + 1) i · 2^{s+ n}2 ß^n2^{−1}c^n2^{+s} √ |´| e^{− qßi}2

K n_{2 +s} [ c(Q − i0)^12 ] (Q − i0)^12 (^n2^{+s}) −

−e^{qßi}2

K n_{2 +s} [ c(Q + i0)^12 ] (Q + i0)^12 (^n2^{+s}) 25 (c^2 + P )^s `(s + 1)

(2ß)^{n n} ∑ m=0 (−1)^m ( c 2 )_{2s−2m}

4^mm!(s − m)!

L^m|´|(x)

äïâáœìåîéå.

äïëáúáôåìøóôœï ðïìîïôù ðòïóôòáîóôœá ïâïâýåîîùè æõîëãéê

íÙ ÕËÁÚÙŒÁÌÉ Œ ÇÌ. I (§ 1, Ð. 8), ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒŒÅÄÅÎÎÏÊ ÔÁÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ; ÉÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ f_1;f_2;::: ;f ;::: ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ ÞÉ- ÓÌÏŒÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (f ;’), ÔÏ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ f(’) = lim_{→∞}(f ;’)

ÓÎÏŒÁ ÚÁÄÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K. œ ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ äÏÂÁŒÌÅÎÉÉ ÜÔÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

ôÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f(’) ÌÉÎÅÅÎ, ŒÅÓØÍÁ ÐÒÏÓÔ:

f(¸_1’_1 + ¸_2’_2) = lim_{→∞} f (¸_1’_1 + ¸_2’_2) = lim{f (¸_1’_1) + f (¸_2’_2)} =

= ¸_1f(’_1) + ¸_2f(’_2):

óÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f(’). ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ’ , ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ Œ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K; ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f(’ ) → 0.

äÏÐÕÓÔÉÍ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ. ôÏÇÄÁ, ÐÅÒÅÊÄÑ, ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏ, Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ |f(’ )| ⩾ c > 0.

óÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ’ Ë ÎÕÌÀ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K ÏÚÎÁ- ÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ ’ (x) ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ ŒÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ É ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ Œ R_n, ÔÁË ÖÅ ËÁË É ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÌÀÂÙÈ ÐÏÒÑÄËÏŒ. åÝÅ ÒÁÚ ÐÅÒÅÊÄÑ Ë ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÅÍ ÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ |D^k ’(x)| ⩽^1_{4˚} (k = 0;1;::: ;).

ðÏÌÏÖÉÍ = 2 ’ ; ÔÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÉ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÕÔ ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ Ë ÎÕÌÀ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K, Á Œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ f( ) → ∞.

ôÅÐÅÒØ ÂÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f^′ É ÎÅËÏ- ÔÏÒÕÀ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ^′ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

œÙÂÅÒÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ^′_1 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÉÍÅÔØ |f( ^′_1)| > 1. ðÏÓËÏÌØËÕ (f ; ) → f( ), ŒÙÂÅÒÅÍ ÄÁÌØÛÅ f^′_1 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÉÍÅÔØ (f^′_1; ^′_1) > 1.

ðÕÓÔØ f^′_j ; ^′_j (j = 1;2;::: ; − 1) ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ. œÏÚØÍÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ^′ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÂÏÌØÛÉÍ ÎÏÍÅÒÏÍ, ÞÔÏ

|(f^′_k; ^′ )| < 1 2^{−k}

(k = 0;1;::: ; − 1); (Á)

|(f( ^′ )| > −1∑ j=1 |f( ^′_j )| + n: (Â)

ðÅÒŒÏÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K, É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f_0

404 äïâáœìåîéå

ÍÙ ÉÍÅÅÍ (f_0; ) → 0. œÔÏÒÏÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ f( ) → ∞. ôÁË ËÁË (f ; ) → f( ), ÔÏ ŒÙÂÅÒÅÍ f^′ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ f Ó ÔÁËÉÍ ÒÁÓÞÅÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÉÍÅÔØ

|(f^′ ; ^′ )| > −1∑ j=1 |(f^′ ; ^′_j )| + n: (Â^′)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ^′ É f^′ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÅÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÎÏ. ðÏÌÏÖÉÍ ÄÁÌÅÅ = ∞∑ =1 ′ :

ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÒÑÄ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ K. äÁÌÅÅ

(f^′ ; ) = −1∑ j=1 (f^′ ; ^′_j ) + (f^′ ; ^′ ) + ∞∑ j=+1

(f^′ ; ^′_j ):

îÏ Œ ÓÉÌÕ (Â^′) É ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ∞∑ j=+1

(f^′ ; ^′_j ) < ∞∑ j=+1 1 2^{j−}

= 1;

ÐÏÌÕÞÁÅÍ

|(f^′ ; )| > − 1;

Ô.Å. ÐÒÉ → ∞ ÔÁËÖÅ (f^′ ; ) → ∞. îÏ ÜÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ lim_{→∞}(f^′ ; ) = f( ).

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f(’ ) → 0, É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ðòéíåþáîéñ é ìéôåòáôõòîùå õëáúáîéñ

œ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÅ ÚÁÔÒÁÇÉŒÁÌÉÓØ ŒÏÐÒÏÓÙ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÉÍÅÀÝÉÅ Œ ÂÏÌØ- ÛÉÎÓÔŒÅ ÓŒÏÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÉÎÎÕÀ ÉÓÔÏÒÉÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÓÙÌËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÐÒÉ- ŒÏÄÉÍ ÎÉÖÅ, ŒÏ ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔÅÌØÎÙ ÉÌÉ ÕÓÌÏŒÎÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÎÑÔÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÍÙ ÓŒÑÚÙŒÁÅÍ Ó ÉÍÅÎÁÍÉ ö. áÄÁÍÁÒÁ É í. òÉÓÓÁ, ÈÏÔÑ ÏÎÏ ŒÓÔÒÅÞÁÌÏÓØ ÕÖÅ Õ ëÏÛÉ (ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ `-ÆÕÎËÃÉÉ ŒÎÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ), É, ÎÅÓÏÍÎÅÎÎÏ, ÅÝÅ üÊÌÅÒ ÐÏÌØÚÏŒÁÌÓÑ Œ ÓŒÏÉÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ ÂÌÉÚËÉÍÉ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ.

ë § 1 ÇÌ. I. ðÏÎÑÔÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÁË ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÆÕÎËÃÉÊ, ÂÙÌÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÏ ó.ì. óÏÂÏÌÅŒÙÍ [20]. œ ÔÏÊ ÆÏÒÍÅ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÐÒÉŒÏÄÉÍ, ÏÎÏ ÂÙÌÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÏ ì. ûŒÁÒÃÅÍ [14].

ë § 2 ÇÌ. I. óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÚÁÉÍÓÔŒÏŒÁÎÏ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÉÚ ËÎÉÇÉ ì. ûŒÁÒÃÁ [14].

ë § 3{4 ÇÌ. I. éÄÅÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÄÌÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ë ÚÁÄÁÞÁÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ŒÏÓÈÏÄÉÔ Ë ö. áÄÁÍÁÒÕ [8]. í. òÉÓÓÕ [13] ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÂÝÉÊ ÍÅÔÏÄ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ ÐÕÔÅÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ ì. ûŒÁÒÃ [14]). ðÒÉŒÅÄÅÎÎÙÊ Œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ É ÐÅÒÅÒÁÂÏÔËÏÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ ÉÚ ÓÔÁÔØÉ é.í. çÅÌØ- ÆÁÎÄÁ É 3.ñ. ûÁÐÉÒÏ [16]. îÏŒÙÍ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒŒÅÄÅÎÉÅ É ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ (x + i0)^˘ É (x − i0)^˘, Á ÔÁËÖÅ ÐÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÐÒÏÂÌÅÍÙ Ï ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ É ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ.

œ ËÌÁÓÓÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÄŒÕÈ (É ÂÏÌÅÅ) ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ó ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ ÎÅ ŒÙÛÅ ÓÔÅ- ÐÅÎÎÙÈ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ ÕÖÅ ÎÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ; ËÁË ÏÂÎÁÒÕÖÉÌÉ œ. çÒÕÛÉÎ É ò. éÓÍÁÇÉÌÏŒ, ÄÁÖÅ ÆÕÎËÃÉÑÍ^{ff(x;y)}_{rk} (ÚÄÅÓØ ff(x; y) | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ) ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ŒÙÐÏÌÎÑÌÉÓØ ÕÓÌÏŒÉÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ. œ ÂÏÌÅÅ ÕÚËÉÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ŒÏÚÍÏÖÎÁ; œ. ðÁÌÁÍÏÄÏŒ ÎÁÛÅÌ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÁËÉÈ ËÌÁÓÓÏŒ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ŒÏÚÍÏÖÎÁ Œ ËÌÁÓÓÅ ÆÕÎËÃÉÊ^{ff(x;y)}_{P (x;y)} , ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÒÎÑÍÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ P (x; y), ÌÅÖÁÝÉÍÉ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ, É ÅÇÏ ËÏÒÎÑÍÉ, ÌÅÖÁÝÉÍÉ Œ ÎÉÖÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÓÔÁÅÔÓÑ Œ ËÁÖÄÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÁ ÏÓÉ x ÂÏÌØÛÅ ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ.

úÁÄÁÞÁ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÉÅ ŒÏÌÎÙ (Ð. 11) Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ (ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÔÏÞËÅ ÐÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÍ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÑÍ) ÂÙÌÁ ÐÏÓÔÁŒÌÅÎÁ òÁÄÏÎÏÍ Œ 1917 Ç. É ÒÅÛÅÎÁ æ. äÖÏÎÏÍ [10] É ÄÒÕÇÉÍÉ ÁŒÔÏÒÁÍÉ; ÏÔÍÅÔÉÍ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÐÏŒÏÄÕ ÚÁÍÅÔËÕ á. èÁÞÁÔÕ- ÒÏŒÁ [22].

ë § 5 ÇÌ. I. óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÚÁÉÍÓÔŒÏŒÁÎÏ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÉÚ ËÎÉÇÉ ì. ûŒÁÒÃÁ [14]. œ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÅ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ Ð. 5 ÐÒÉÎÉÍÁÌ ÕÞÁÓÔÉÅ î.ñ. œÉ- ÌÅÎËÉÎ,

ë § 6 ÇÌ. I. óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÐÐ. 1 É 3 ŒÚÑÔÏ ÉÚ ÓÔÁÔØÉ é.í. çÅÌØÆÁÎÄÁ É 3.ñ. ûÁÐÉ- ÒÏ [16]. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ð. 1 ÂÌÉÚËÉÍ ÍÅÔÏÄÏÍ ÐÏÌÕÞÅÎÙ æ. äÖÏÎÏÍ [10], ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ð. 3 ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ É ÐÒÉÂÌÉÚÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÎÁÊÄÅÎÙ ò. ëÕÒÁÎÔÏÍ É á. ìÁËÓÏÍ [4]. œÐÅÒŒÙÅ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÂÙÌÁ ÄÁÎÁ çÅÒÇÌÏÔÃÅÍ [9] É é.ç. ðÅÔÒÏŒÓËÉÍ [19] ÄÌÑ ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÅŒ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÍÏÇÌÁ ÂÙÔØ ŒÙÒÁÖÅÎÁ Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ, Ô.Å. ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÙÓÏËÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (m ⩾ n + 1). çÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÂÙÌÉ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÙ Œ ŒÁÖÎÙÈ ÒÁÂÏÔÁÈ ì. çÏÒÄÉÎÇÁ [7], Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÅÔÏÄÁ òÉÓÓÁ, É ìÅÒÅÑ [11], Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÂÝÅÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ìÁÐÌÁÓÁ. ðÕÎËÔ 2 ÎÁÐÉÓÁÎ œ.á. âÏÒÏŒÉËÏŒÙÍ ÐÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ [24].

406 ðòéíåþáîéñ é ìéôåòáôõòîùå õëáúáîéñ

ë äÏÂÁŒÌÅÎÉÀ I. óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÜÔÏÇÏ äÏÂÁŒÌÅÎÉÑ ÚÁÉÍÓÔŒÏŒÁÎÏ ÉÚ ËÎÉÇÉ ì. ûŒÁÒ- ÃÁ [14].

ë ÇÌ. II. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ, ËÁË ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ì. ûŒÁÒÃÕ [14]. äÒÕÇÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÁÐÐÁÒÁÔÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ æÕÒØÅ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÍÅÌÏÓØ Õ ó. âÏÈÎÅÒÁ [1] É ô. ëÁÒÌÅÍÁÎÁ [3]. ðÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ Œ § 2 É § 3 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÒÏÓÔÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ é.í. çÅÌØÆÁÎÄÕ É ç.å. ûÉÌÏŒÕ [17]. œ ÓÔÁÔØÅ [17] ÄÁÎÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÂÕÄÅÔ ÉÄÔÉ ÒÅÞØ Œ ÇÌ. III ŒÔÏÒÏÇÏ ŒÙÐÕÓËÁ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Z ÂÙÌÏ ŒŒÅÄÅÎÏ é.í. çÅÌØÆÁÎÄÏÍ É ç.å. ûÉÌÏŒÙÍ [17] (ÐÏÄ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅÍ Z^1)^{1)}, Á ÔÁËÖÅ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ É ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ â. íÁÌØÇÒÁÎÖÅÍ [12] É ì. üÒÅÎÐÒÅÊÓÏÍ [5]. ôÅËÓÔ § 2, Ð. 6 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ î.ñ. œÉÌÅÎËÉÎÕ É 3.ñ. ûÁÐÉÒÏ.

ë § 1 ÇÌ. III. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ !_j (j ¿ 0), ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ffi(P ) É ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ é.í. çÅÌØÆÁÎÄÕ É 3.ñ. ûÁÐÉÒÏ [16]. æÏÒÍÁ !_0 ŒŒÅÄÅÎÁ ŒÐÅÒŒÙÅ ö. ìÅÒÅÅÍ [11]. ðÕÎËÔ 9 ÚÁÉÍÓÔŒÏŒÁÎ ÉÚ ÓÔÁÔØÉ 3.ñ. ûÁÐÉÒÏ [23].

ë § 2 ÇÌ. III. éÚÕÞÅÎÉÅ ÐÏÌÀÓÏŒ É ŒÙÞÅÔÏŒ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Œ ÓÔÅÐÅÎÉ ˘ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ Œ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÏÄÎÏÇÏ ÍÉÎÕÓÁ, ÂÙÌÏ ÐÒÏŒÅ- ÄÅÎÏ í. òÉÓÓÏÍ [13] É ÑŒÉÌÏÓØ Õ ÎÅÇÏ ÏÓÎÏŒÏÊ ÄÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ ŒÏÌÎÏŒÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. éÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ÃÅÌÅÊ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÐÒÏŒÅÌÉ é.í. çÅÌØÆÁÎÄ É í.é. çÒÁÅŒ [15]. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÌØÔÒÁÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Lu = ffi ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ ŒÐÅÒŒÙÅ é. æÕÒÜ-âÒÀÁ [6]; Œ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÊ ÚÄÅÓØ ÆÏÒÍÅ ÏÎÉ ÕËÁÚÁÎÙ 3.ñ. ûÁÐÉÒÏ; ÄÌÑ L^ku = ffi ÐÕÂÌÉËÕÀÔÓÑ ÚÄÅÓØ ŒÐÅÒŒÙÅ. ðÕÎËÔÙ 1, 2 ÓÌÅÄÕÀÔ ÒÁÂÏÔÁÍ í. òÉÓÓÁ [13] É é.í. çÅÌØÆÁÎÄÁ É í.é. çÒÁÅŒÁ [15]. éÄÅÑ, ÐÏÌÏÖÅÎÎÁÑ Œ ÏÓÎÏŒÕ ÐÐ. 3{10 | ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ, | ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ é.í. çÅÌØÆÁÎÄÕ. ïÎÁ ÉÚÌÏÖÅÎÁ Œ Ð. 3. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÐ. 4{6 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ é.í. çÅÌØÆÁÎÄÕ É í.é. çÒÁÅŒÕ, Á ÐÐ. 7{10 î.ñ. œÉÌÅÎËÉÎÕ, é.í. çÅÌØÆÁÎÄÕ É 3.ñ. ûÁÐÉÒÏ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÕÎËÔÙ ÎÁÐÉÓÁÎÙ ÁŒÔÏÒÁÍÉ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ.

ë § 3 ÇÌ. III. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ŒÚÑÔÙ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÉÚ ÓÔÁÔØÉ é.í. çÅÌØÆÁÎÄÁ É 3.ñ. ûÁÐÉÒÏ [16]. ðÕÎËÔ 6 ÎÁÐÉÓÁÎ œ.á. âÏÒÏŒÉËÏŒÙÍ.

ë § 4 ÇÌ. III. íÁÔÅÒÉÁÌ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ŒÚÑÔ ÉÚ ÓÔÁÔØÉ é.í. çÅÌØ- ÆÁÎÄÁ É 3.ñ. ûÁÐÉÒÏ [16]. í.œ. æÅÄÏÒÀË ÐÏÓÔÒÏÉÌ P^˘ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ó ÏÄÎÉÍ ÎÕÌÅÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

ë äÏÂÁŒÌÅÎÉÀ. ðÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ Œ äÏÂÁŒÌÅÎÉÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏÌÎÏÔÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓ- ÔŒÁ K^′ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÏ í.ó. âÒÏÄÓËÉÍ.

âéâìéïçòáæéñ

[1] Bochner S., Vorlesungen -uber Fouriersche Integrale. Leipzig, 1932.

[2] Bureau F., Divergent integrals and partial di¸erential equations, Comm. Pure Appl.

Math. 8 (1955), 143{202.

[3] Carleman ô., L’int«egral de Fourier et questions qui s’y rattachent. Uppsala, 1944.

[4] Courant R. and Lax A., Remarks on Cauchy’s problem for hyperbolic partial di¸erential equations with constant coe‹cients in several independent variables, Comm. Pure Appl. Math. 8 (1955), Ð^∘ 4.

[5] Ehrenpreis L., Solution of some problems of division, Amer. J. Math. 76 (1954), Ć4, 883{903.

1)âÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÅÔÏÄÏŒ, ÏÓÎÏŒÁÎÎÙÈ ÎÁ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ Z, É ÓŒÑÚÅÊ Ó ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁÍÉ æÁÎÔÁÐÐÉ É ÒÁÂÏÔÁÍÉ ìÅÒÅÑ, ÓÏÓÔÁŒÉÔ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÐÑÔÏÇÏ ŒÙÐÕÓËÁ.

ðòéíåþáîéñ é ìéôåòáôõòîùå õëáúáîéñ 407

[6] Foures-Bruhat Y., Solution «el«ementaire d’«equations ultrahyperboliques, J. Math.

Pures Appl. 35 (1956), Ð^∘ 3, 277{288.

[7] Garding L., Linear hyperbolic partial di¸erential equations with constant coe‹cients, Acta Math. 85 (1950), 1{62.

[8] Hadamard J., Le probl„eme de Cauchy et les «equations eux «deriv«ees partielles lin«eaires hyperboliques, Paris, 1932.

[9] Herglotz G., -Uber die Integration linearer partieller Di¸erentialgleichungen mit konstanten Koe‹zienten, Ber. Verh. S-achs. Acad. Wiss. Leipzig, Math.-Phys. Kl., vol. 78, 1926, S. 93{126, 287{318; vol 80, 1928, S. 60{144; Abh, Math. Sem. Univ. Gamburg, vol. 6, 1928, pp. 189{197.

[10] John F., Bestimmung einer Funktion aus ihren Integralen -uber gewisse Mannigfaltigkeiten. Math. Annalen, vol. 100 (1934), 488{520; The fundamental solution of linear elliptic di¸erential equations with analityc coe‹cients, Comm. pure and appl. math., vol. 3 (1950), 273{304; ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÅÇÏ ËÎÉÇÕ Plane waves and spherical means, applied to partial di¸erential equations. New York, 1955.

[11] Leray J., Les solutions «el«ementaires d’une «equation aux derivees partielles „a coef- ˛cients constants, Comptes Rendus Acad. Sci. Paris 234 (1952), 1112{1115. CÍ. ÔÁËÖÅ ÅÇÏ ËÎÉÇÕ Hyperbolic di¸erential equations, New York, 1955.

[12] Malgrange œ., Equations aux d«eriv«ees partielles „a coe‹cients constants, 1. Comptes Rendus Acad. Sci., 237 (1953), Ć25 1620{1622.

[13] Riesz í., L’int«egrale de Riemann-Liouville et le probl„eme de Cauchy, Acta Math. 81 (1949), 1{223.

[14] Schwartz L., Th«eorie des distributions I, II, Paris,1950{51.

[15] çÅÌØÆÁÎÄ é. í. É çÒÁÅŒ í. é., áÎÁÌÏÇ ÆÏÒÍÕÌÙ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ. ôÒÕÄÙ íÏÓË. ÍÁÔÅÍ. Ï-ŒÁ 4 (1955), 375{404.

[16] çÅÌØÆÁÎÄ é. í. É ûÁÐÉÒÏ 3. ñ., ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ É ÉÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ. õÓÐÅÈÉ ÍÁÔÅÍ. ÎÁÕË 10 (1955), Ć3, 3{70.

[17] çÅÌØÆÁÎÄ é. í. É ûÉÌÏŒ ç. å., ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÂÙÓÔÒÏ ÒÁÓÔÕÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ É ŒÏÐÒÏÓÙ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ. õÓÐÅÈÉ ÍÁÔÅÍ. ÎÁÕË 8 (1953), Ć4, 3{51.

[18] íÉËÕÓÉÎÓËÉÊ ñ., ïÐÅÒÁÔÏÒÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ, éì, í., 1956.

[19] ðÅÔÒÏŒÓËÉÊ é. ç., On the di¸usion of waves and the lacunas for hyperbolic equations. íÁÔÅÍ. ÓÂ., Ć17 (59), (1945), 289{370.

[20] óÏÂÏÌÅŒ ó. ì., M«ethode nouvelle „a resoudre le probl„eme de Cauchy pour les «equations lin«eaires hyperboliques normales. íÁÔÅÍ ÓÂ., Ć1 (43), (1936), 39{72.

[21] óÏÂÏÌÅŒ ó. ì., îÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉ- ÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÅ, éÚÄ-ŒÏ ìçõ, ìÅÎÉÎÇÒÁÄ, 1950.

[22] èÁÞÁÔÕÒÏŒ á. á., ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÅÒÙ ÄÌÑ ÏÂÌÁÓÔÉ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒÁ ÐÏ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. õÓÐÅÈÉ ÍÁÔÅÍ. ÎÁÕË, 9 (1954) Ć3 (61), 205{212.

[23] ûÁÐÉÒÏ 3. ñ., ïÂ ÏÄÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. õÓÐÅÈÉ ÍÁÔÅÍ. ÎÁÕË, 13 (1958), Ć3 (81), 205{212.

[24] âÏÒÏŒÉËÏŒ œ. á., æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Œ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. äáî óóóò, 119, Ć3; äÉÓÓÅÒ- ÔÁÃÉÑ, íçõ, 1958.

áìæáœéôîùê õëáúáôåìø

áÂÅÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ 135

áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ 180 | |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 210 áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÍÅÔÏÄ 57, 170 áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄ- ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ 95 áÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ I(c) 359 | | | ffi(xy − c) 360 | | | ffi(x^2 + y^2 + z^2 − t^2 − c) 360

âÅÓÓÅÌÅŒÙ ÆÕÎËÃÉÉ 139, 208

âÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÑ 82

œÎÅÛÎÅÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØ-

ÎÙÈ ÆÏÒÍ 237 œÎÅÛÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ 238 œÏÌÎÏŒÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ Œ ÎÅÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ 224

çÁÍÍÁ-ÆÕÎËÃÉÑ 65

|, ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÏÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ 65 çÁÕÓÓÁ{ïÓÔÒÏÇÒÁÄÓËÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÁ 240 çÅÒÇÌÏÔÃÁ{ðÅÔÒÏŒÓËÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÙ 154 çÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ 154 çÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ 154 | |, ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ 154 çÉÐÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ 136 çÒÉÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ 38, 249

äÁÌÁÍÂÅÒÁ ÆÏÒÍÕÌÁ 132

äŒÏÊÎÏÊ ÓÌÏÊ 261 äÅÌØÔÁ-ÏÂÒÁÚÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 45 äÅÌØÔÁ-ÆÕÎËÃÉÑ 10, 13 |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 188, 212 |, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ 37 |, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÉÅ ŒÏÌÎÙ 92, 97 | ÓÄŒÉÎÕÔÁÑ 13 äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ 236 | | ! 242 | | !_{ff1 :::ffk} 267 | | !_k(’) 250 | |, ŒÎÅÛÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ 238 | |, ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ 239 | |, ÆÉÎÉÔÎÁÑ 237 äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ Ó ÏÂÏÂ- ÝÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ 50 äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ, ŒÎÅÛÎÅÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ 237 | |, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÈ 236 äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ËÁË ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÏÐÅ- ÒÁÃÉÑ 165 | ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ 96 | ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ 187, 212 | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ 132 | ÓŒÅÒÔËÉ 122 | ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ÐÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ 58, 169 äÒÏÂÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌ 132 | | ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ 133

åÄÉÎÉÃÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ 162

åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÙ ! 243

éÎÔÅÇÒÁÌ óÏÎÉÎÁ 140

éÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ áÂÅÌÑ 135 éÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ 239 | ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ 168 | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ 132 éÔÅÒÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ìÁÐÌÁÓÁ 223

ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ 74

| | Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ 79 | | ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ 82 | |, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ 76 ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ 24 k-ËÒÁÔÎÙÊ ÓÌÏÊ 261, 271

ìÁÐÌÁÓÁ ÉÔÅÒÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ 223

| ÏÐÅÒÁÔÏÒ 38

| | ÏÔ 1 r 38 | ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ 222 ìÉÎÉÉ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÉ 180 ìÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ 12 ìÏËÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄŒÕÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ 15, 164 | | | ÎÕÌÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ 14, 163 ìÏËÁÌØÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ 14, 15, 163, 164 ìÏÒÁÎÏŒÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ 171 íÅÔÏÄ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ 57, 170 áìæáœéôîùê õëáúáôåìø 409

íÎÏÇÏÞÌÅÎ ñËÏÂÉ 138 íÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÏÒ 179

îÅÐÁÒÎÙÅ ËÕÓËÉ 157

îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ 167 îÅÞÅÔÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ 62 îÏÓÉÔÅÌØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ 15 | ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ 118 îÕÌÅŒÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ 185 îÕÌÅŒÏÊ ËÏÎÔÕÒ 181 îØÀÔÏÎÏŒÓËÉÊ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ 123

ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ŒÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÑ (P + i0)^˘ 301 | | |, ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ 302 | | |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 311 | | (P − i0)^˘ 301 | | |, ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ 302 | | |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 311 | | (P ± i0)^˘f(P; ˘) 313 | | ffi^{(k)}(P_+) 305 | | ffi^{(k)}(P_−) 305 | | ffi^{(s)}(c^2 +P ), ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 322 | | ffi(P ) 233, 244 | | ffi(P_1 ; : : : ; P_n) 235, 262 | | |, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ 262 | | ffi(r − a) 219, 246 | | |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 219 | | ffi(r^2 − a^2) 246 | | ffi^{(k)}(P ) 233, 250 | | ffi^{(k)}(r^2 − a^2) 254 | | | ËÁË ÒÅÛÅÎÉÅ ŒÏÌÎÏŒÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÑ 257 | | ffi^{(k)}_1 (P ) 274

| | ffi^{(k)}_2 (P ) 274 | | (c^2 + P )^˘_+ `(˘ + 1)

, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 318 | | |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÐÒÉ ÃÅ- ÌÏÍ ˘ 323 | | P^˘ 296 | | |, ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ 300 | | `(P ) 234 | | G^˘(x_1; : : : ; x_n) 343 | | P^˘_− 295 | | |, ÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ìÏÒÁÎÁ 303 | | |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 311

| | P^˘f(P; ˘) 312 | | P^˘_+ 278 | | |, ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ 281 | | |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 311 | | |, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ìÏÒÁÎÁ 282 | | (c^2 + P ± i0)^˘ 316 | | |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 316 | ÆÕÎËÃÉÑ 13 | | (ax^2 + bx + c)^˘_+ 204 | | |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 204 | | (x + i0)^{−n} ln(x + i0) 114 | | (x + i0)^˘ ln(x + i0) 113 | | (x + i0)^˘ 72, 109 | | |, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ 111 | | | ËÁË ÃÅÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ 73 | | |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 195 | | |, ÔÅÊÌÏÒÏŒÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ 112 | | (x − i0)^{−n} ln(x − i0) 115 | | (x − i0)^˘ 72, 109 | | |, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ 111 | | | ËÁË ÃÅÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ 73 | | |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 195 | | |, ÔÅÊÌÏÒÏŒÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ 113 | | (x − i0)^˘ ln(x − i0) 113 | | ffi(f(x)) 206 | | ffi(x) 10, 13 | | |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 188, 212 | | |, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ 37 | | |, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÉÅ ŒÏÌÎÙ 92, 97 | | | ÓÄŒÉÎÕÔÁÑ 13 | | ffi^{(k)}(f(x)) 206 | | |x|^˘ sgn x ` ( ˘ + 2 2 ) 69

| | |x|^˘ ` ( ˘ + 1 2 ) 69

| | |, ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ 72 | | x^˘_+ `(˘ + 1) 69 | | |, ÔÅÊÌÏÒÏŒÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ 109 | | |, ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ 71 | | x^˘_− `(˘ + 1) 69 | | |, ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ 71 | | ln x_+ 34 | | |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 197

410 áìæáœéôîùê õëáúáôåìø

| | |, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ 35 | | ln x_−, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 197 | | ln(x + i0) 36 | | |, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ 37 | | ln |x| 35 | | |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 197 | | |, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ 36 | | ln(x − i0) 112 | | |, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ 112 | | `(x) 31 | | |x|^{−2m−1} 107 | | |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 202 | | |x|^{−2m−1} ln|x| 108 | | |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 202 | | |x|^{−2m} ln |x| sgnx 108 | | |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 203 | | |x|^{−2m} sgn x 107 | | |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 203 | | |x|^˘ 62 | | |, ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ 74 | | |, q-ËÒÁÔÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ 67 | | |, ÌÏÒÁÎÏŒÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ 107 | | |, ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ 66 | | |, ÎÏÒÍÉÒÏŒËÁ 69 | | |, ÐÏÌÀÓÙ É ŒÙÞÅÔÙ Œ ÎÉÈ 63 | | |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 194 | | |, ÔÅÊÌÏÒÏŒÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ 106 | | |x|^˘ ln |x| 106 | | |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 197 | | |x|^˘ ln |x| sgnx 106 | | |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 197 | | |x|^˘ sgn x 62 | | |, ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ 74 | | |, ÌÏÒÁÎÏŒÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ 107 | | |, ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ 66 | | |, ÎÏÒÍÉÒÏŒËÁ 69 | | |, ÐÏÌÀÓÙ É ŒÙÞÅÔÙ Œ ÎÉÈ 63 | | |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 194 | | |, ÔÅÊÌÏÒÏŒÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ 106 | | r^{−2k−n} ln^m r 116 | | r^˘ 85 | | |, ÌÏÒÁÎÏŒÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ 116 | | |, ÎÏÒÍÉÒÏŒËÁ 89 | | |, ÐÏÌÀÓÙ É ŒÙÞÅÔÙ 88 | | |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 216 | | |, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÉÅ ŒÏÌÎÙ 89 | | |, ÔÅÊÌÏÒÏŒÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ 116 | | x^{−2m−1} ln |x| 375 | | |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 201 | | x^{−2m} ln |x| 374 | | |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 201

| | x^{−m} 65 | | |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 195 | | x^{−n}_+ 102 | | |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 199 | | |, ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ 103 | | x^{−n}_+ ln x_+ 103 | | |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 199 | | x^{−n}_− 105 | | |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 200 | | x^{−n}_− ln x_− 105 | | |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 200 | | x^˘_+ 59 | | |, ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ 74 | | |, ÌÏÒÁÎÏŒÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ 103 | | |, ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ 66 | | |, ÎÏÒÍÉÒÏŒËÁ 68 | | |, ÐÏÌÀÓÙ É ŒÙÞÅÔÙ Œ ÎÉÈ 61 | | |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 192 | | |, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ 33 | | |, ÔÅÊÌÏÒÏŒÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ 100 | | x^˘_+ ln x_+ 100 | | |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 195 | | x^˘_− 61 | | |, ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ 74 | | |, ÌÏÒÁÎÏŒÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ 105 | | |, ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ 66 | | |, ÎÏÒÍÉÒÏŒËÁ 68 | | |, ÐÏÌÀÓÙ É ŒÙÞÅÔÙ Œ ÎÉÈ 62 | | |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 193 | | |, ÔÅÊÌÏÒÏŒÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ 104 | | x^˘_− ln x_− 104 | | |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 197 | |, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÐÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ 58, 169 | | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔØ 29 | |, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÐÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ 168 | | ÅÄÉÎÉÃÁ 14 | | |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 189, 212 | |, ÚÁŒÉÓÑÝÁÑ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ 58 | |, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅ- ÒÁÃÉÉ 19 | | ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ 24 | |, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÐÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ 167 | | ÎÅÞÅÔÎÁÑ 62 | |, ÎÏÓÉÔÅÌØ 15 | | ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ ˘ 19, 94 | |, ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÁÑ 54 | | ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ 19 | | |, ÒÑÄ æÕÒØÅ 41 áìæáœéôîùê õëáúáôåìø 411

| | ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ 14 | |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 187, 212 | |, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ 16 | | | ÎÁ ÞÉÓÌÏ 16 | |, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ 28, 30 | | | ËÁË ÐÒÅÄÅÌ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ 30 | | | ÐÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ 58, 168 | |, ÒÁŒÎÁÑ ÎÕÌÀ 14 | | ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ 13 | | | Œ ÏÂÌÁÓÔÉ 15 | |, ÓÄŒÉÇÉ, ÐÏŒÏÒÏÔÙ É ÄÒÕÇÉÅ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ 17 | | ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ 13 | |, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÁÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ 15 | |, ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ 15 | | ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ 19 | | ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ 19 | | ÞÅÔÎÁÑ 62 ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ- ŒÁÎÉÅ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÉ ÉÈ 40 | |, ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ 117 | |, ÓŒÅÒÔËÁ 120 | |, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÅ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ 15, 164 | |, ÓÕÍÍÁ 16 | |, ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ 22 ïÂÒÁÔÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 188 ïŒÁÌÙ 157 ïÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÙ ! 230 ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ 94, 324 | | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ 325 | | |, ŒÙÞÅÔÙ 328 ïÐÅÒÁÔÏÒ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ 154 | ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ 140 ïÐÅÒÁÃÉÏÎÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ 227 ïÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ 239 ïÓÎÏŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ 11 | |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ 172 | |, ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ 86 ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÑÄÁ 43 ïÓÔÒÏÇÒÁÄÓËÏÇÏ{çÁÕÓÓÁ ÆÏÒÍÕÌÁ 240

ðÁÒÓÅŒÁÌÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ 187

ðÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ 54 ðÉÃÅÔÔÉ ÆÏÒÍÕÌÁ 89 ðÌÏÔÎÏÓÔØ ÓÌÏÑ 261 ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÎÕÌÅŒÁÑ 185 |, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ 184 ðÏÌÎÏÔÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ 24, 167, 402 ðÏÔÅÎÃÉÁÌ îØÀÔÏÎÁ 123 ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÏÄÏÂÉÑ 19

| æÕÒØÅ 172 | | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ 189, 212 | | ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ 187, 212 | | ÏÂÒÁÔÎÏÅ 188 | | ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ 172 | | ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ 191 | | ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ 189 ðÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ 358 ðÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ 98 ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ 16 | ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÞÉÓÌÏ 16 ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÄÒÏÂÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ 132 | ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ 28 | | | ÐÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ 58, 168 ðÒÏÓÔÏÊ ÓÌÏÊ 261, 271 ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ K 11 | |, ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ Œ ÎÅÍ 12 | | ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 175 | K^′ 14 | S 25 | |, ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ Œ ÎÅÍ 26 | |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ 185 | S^′ 26 | Z 175 | |, ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ Œ ÎÅÍ 176, 177 | Z^′ 178 ðÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ 117 | | | |, ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ É ÁÓÓÏÃÉÁ- ÔÉŒÎÏÓÔØ, 119 | | | |, ÎÏÓÉÔÅÌØ, 118 | | | |, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ, 213 ðÕÁÓÓÏÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ 126 | | ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ 42

òÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ 236

| ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÌÏËÁÌØÎÏÅ 15, 164 | ðÁÒÓÅŒÁÌÑ 187 òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ 162 | ÎÁ ÐÌÏÓËÉÅ ŒÏÌÎÙ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ 92, 97 | ÎÁ ÐÌÏÓËÉÅ ŒÏÌÎÙ r^˘ 89 òÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ 74 | | Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ 79 | | ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ 82 | ÒÁÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ 20, 57 | ÆÕÎËÃÉÉ 20 òÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ, ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØ- ÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÌÑ ÎÉÈ 146 | ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ 13 | | ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Z 178 òÑÄ æÕÒØÅ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ 41

412 áìæáœéôîùê õëáúáôåìø

óŒÅÒÔËÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ 120

| | |, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ 122 | | |, ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ 122 óÄŒÉÇ ÆÕÎËÃÉÉ 17 | | Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ K É Z^′ 175 óÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ 10 óÌÏÊ ÄŒÏÊÎÏÊ 261 | k-ËÒÁÔÎÙÊ 261, 271 | ÐÒÏÓÔÏÊ 261, 271 óÏÎÉÎÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌ 140 óÔÏËÓÁ ÆÏÒÍÕÌÁ 241 óÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ 15 óÆÅÒÉÞÅÓËÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ 19 óÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ 86 óÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÂÏÂ-

ÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ 22 | | ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ 12, 26 | ÒÑÄÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ 22

ôÅÊÌÏÒÁ ÒÑÄ ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ,

ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ 170 ôÏÞËÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ k-ÇÏ ÐÏ-

ÒÑÄËÁ ÓÔÅÐÅÎÉ m 343

õÌØÔÒÁÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ 306

æÉÎÉÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ 11

| ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ 26 æÏÒÍÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ 236 æÏÒÍÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ 324 æÏÒÍÕÌÁ çÁÕÓÓÁ{ïÓÔÒÏÇÒÁÄÓËÏÇÏ 240 | çÅÒÇÌÏÔÃÁ{ðÅÔÒÏŒÓËÏÇÏ 154 | çÒÉÎÁ 38, 249 | äÁÌÁÍÂÅÒÁ 132

| ðÉÃÅÔÔÉ 89 | ðÕÁÓÓÏÎÁ 126 | óÔÏËÓÁ 241 æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ 124 | | | | ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, 307 | | | | ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÓÔÒÕÎÙ, 129 | | | | ÉÔÅÒÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ, 307 | | | | ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÏÇÏ, 124 | | | | ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ, 143 | | | | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ, 146 | | | | ÕÌØÔÒÁÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ, 306 | | | | ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ, 140 | | ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ 126 | | | | ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅ- ÓËÏÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ, 154 æÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÌÉÎÅÊÎÙÊ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ 12 | ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K 12 | | | S 26 | | | Z 178 æÕÎËÃÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ 13 | ÏÓÎÏŒÎÁÑ 11 |, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ 343

þÅÔÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ 62

üÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ 140

| | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ 143 | | |, ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ 143 | |, ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ 140

ñËÏÂÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ 138