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Предисловие

Эта брошюра представляет собой расширенные записки миникур-
са, прочитанного автором в июле  года на Летней школе «Совре-
менная математика» в Дубне. Автор не уверен, что десять лет назад
он излагал материал точно так же, как сейчас в книжке, а некоторые
из тем на школе заведомо затронуты не были, но в общем и целом
брошюра курсу соответствует.

Серьезных познаний для понимания книги не требуется: помимо
школьной программы, достаточно знать, что такое производная, и не
бояться слов «векторное пространство» и «базис» (в самом последнем
параграфе, который можно благополучно опустить, от читателя требу-
ется чуть больше).

Я благодарен Татьяне Коробковой и Григорию Мерзону за тщатель-
ное и вдумчивое редактирование. Все оставшиеся недостатки текста —
целиком на моей совести.





§ . О чем эта книжка

Представим себе, что в пространстве движется прямая (по ходу дела
она может и смещаться, и поворачиваться) — см. рис. . В таких случа-
ях говорят, что в пространстве задано семейство прямых (точнее гово-
ря, одномерное семейство прямых). Разумеется, двигать прямую мож-
но по-всякому, и семейства прямых при этом будут получаться самые

ℓ

Рис. . Семейство прямых, полученное вращением одной из скрещивающихся

прямых относительно другой (ℓ). Мы встретимся с этим семейством в п. ..

разные. Один из возможных способов задать семейство, в частности,
таков. Рассмотрим произвольную кривую C в пространстве и в каждой
ее точке проведем касательную прямую. Получится семейство прямых
(см. рис. ). Такие семейства мы будем называть касательными.

Зададимся вопросом: всякое ли семейство прямых в пространстве
можно получить как семейство касательных к какой-нибудь кривой?

Если понимать этот вопрос совсем буквально, то нетрудно заме-
тить, что ответ на вопрос отрицателен: если все прямые из нашего
семейства проходят через одну точку (иными словами, если все наши
прямые суть образующие некоторого конуса), то ясно, что предъявить
кривую, которой все они касаются, никак невозможно (рис. ). Но этот
ответ, хоть формально он и верен, порождает только следующий во-
прос: ну хорошо, такие семейства прямых касательными действитель-
но не являются; а все остальные являются или тоже не всегда? Мож-
но еще сказать так: семейства прямых, проходящих через одну точ-





C

Рис. . Семейство прямых, касающихся кривой C

Рис. . Это семейство касательным точно не является

ку, очень «специальны»: если такое семейство слегка «пошевелить»,
то свойство «все прямые проходят через одну точку» разрушится. Что
получится, если рассмотреть «случайно взятое» семейство — семейство
общего положения?

Собственно говоря, для начала стоит задать тот же вопрос про пря-
мые не в пространстве, а на плоскости: пусть дано одномерное семей-
ство прямых на плоскости; всегда ли оно является семейством каса-
тельных к некоторой плоской кривой?

Для плоскости ответ оказывается очень простым. Именно, семей-
ства прямых, проходящих через одну и ту же точку (на плоскости такое
семейство, собственно говоря, для каждой точки только одно), каса-
тельными также не являются, но зато все остальные — являются: для
всякого одномерного семейства прямых на плоскости, не проходящих
через одну и ту же точку, найдется кривая, которой все эти кривые
касаются. Если нарисовать прямые в семействе погуще, то существо-





вание такой кривой («огибающей», или «двойственной») не покажется
чем-то удивительным (рис. ).

Рис. . Огибающая, она же двойственная кривая на плоскости

Двойственные кривые на плоскости, несмотря на интуитивную оче-
видность их существования, — предмет также интересный, но в этом
курсе мы его развивать не будем, а сосредоточимся на прямых в про-
странстве. Оказывается, что для этого случая свойство семейства пря-
мых «быть касательным» — не правило, а исключение. В этой книжке
мы получим необходимое и достаточное условие того, что данное се-
мейство прямых в пространстве является касательным. Как вы увиди-
те, его не так сложно записать на языке формул, но гораздо интереснее
сформулировать геометрически. Мы приведем три такие формулиров-
ки, в совершенно разных терминах. Начнем же с того, что разовьем
язык, на котором удобно описывать семейства прямых.





§ . Проективные пространства

При работе с семействами прямых (а также во многих других случа-
ях) бывает удобно дополнить обычное пространство R3 до проектив-
ного пространства. Цель данного параграфа — кому-то напомнить, а
кому-то вкратце рассказать про проективные пространства. Читателю,
с этой темой знакомому, можно перейти сразу к изучению следующего
параграфа, а к этому параграфу возвращаться только при необходи-
мости.

Две «случайно взятые» прямые на плоскости (две прямые в общем
положении) пересекаются, но возможен и исключительный случай, ко-
гда прямые параллельны. В проективной геометрии таких исключи-
тельных случаев не бывает: две различные прямые всегда пересекают-
ся в одной точке. Так получается, потому что к каждой прямой добав-
ляют «бесконечно удаленную точку» (у всех параллельных друг дружке
прямых бесконечно удаленная точка одна и та же), и в результате вся-
кие две параллельные прямые также пересекаются в одной точке —
бесконечно удаленной точке, соответствующей данному направлению.
Эти точки добавляют следующим образом.

Будем считать, что наша плоскость π вложена в трехмерное про-
странство с координатами (x, y, z) как плоскость с уравнением z= 1.
Если O — начало координат, то всякой точке P ∈π соответствует пря-
мая OP. При этом получается взаимно однозначное соответствие меж-
ду точками плоскости π и прямыми в пространстве, содержащими на-
чало координат и не параллельными плоскости π.

Будем теперь называть проективной плоскостью множество всех
прямых, проходящих через начало координат. Если эта прямая ℓ не
параллельна π, то ей соответствует обычная точка плоскости (точка
пересечения ℓ и π), если же она параллельна π, то будем говорить, что
этой прямой соответствует бесконечно удаленная точка.

Далее, пусть l — прямая в плоскости π. Рассмотрим плоскость Ol,
проходящую через O и l; при этом получится взаимно однозначное со-
ответствие между прямыми в плоскости π и плоскостями, проходящи-
ми через O, — за исключением единственной плоскости, проходящей че-
рез O и параллельной плоскости π. Будем говорить, что прямая в про-
ективной плоскости — это произвольная плоскость в R3, проходящая
через O. Всем прямым в проективной плоскости, кроме одной, соот-
ветствует прямая на π; единственную прямую в проективной плоско-
сти, которая никакой прямой на π не соответствует (т. е. плоскость,
проходящую через O и параллельную плоскости π), будем называть
бесконечно удаленной прямой.





Прямая l⊂π содержит точку P∈π тогда и только тогда, когда плос-
кость Ol содержит прямую OP. Поэтому и в общем случае будем гово-
рить, что прямая из проективной плоскости содержит точку из проек-
тивной плоскости тогда и только тогда, когда плоскость в R3, соответ-
ствующая прямой, содержит прямую в R3, соответствующую точке.

Все это проиллюстрировано рисунком .
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Рис. . Прямые ℓ1 и ℓ2 соответствуют точкам P и Q. Прямая λ соответствует

одной из бесконечно удаленных точек. Плоскость, проходящая через прямые

ℓ1 и ℓ2, соответствует прямой PQ.

Зàäà÷à . Проверьте, что на всякой прямой в π лежит ровно од-
на бесконечно удаленная точка, что на всех параллельных прямых эта
бесконечно удаленная точка одна и та же, а на непараллельных прямых
бесконечно удаленные точки разные, что две параллельные прямые пе-
ресекаются в одной бесконечно удаленной точке и что все бесконечно
удаленные точки лежат на бесконечно удаленной прямой.

Проективную плоскость часто обозначают RP2.
Как ввести в проективной плоскости координаты? Поскольку точки

проективной плоскости — это прямые в R3, проходящие через начало
координат, для задания точки p∈RP2 достаточно указать координаты
любой точки на соответствующей прямой (кроме, разумеется, самого
начала координат). Эти координаты называются однородными коорди-
натами точки p. Если выбрать на прямой в R3, соответствующей точке
p ∈ RP2, другую точку, то все однородные координаты умножатся на
одно и то же ненулевое число. В знак того, что однородные координа-
ты определены неоднозначно (однозначно определены только их отно-
шения), их записывают через двоеточие. Например, (2 :−1 : 7) — это
однородные координаты точки в RP2, соответствующей прямой в R3,





проходящей через точку с координатами (2;−1; 7). Итак, координаты
точки на проективной плоскости — это не два, а три числа, но зато
эти числа определены не однозначно, а с точностью до пропорциональ-
ности.

Вернемся к рис. , на котором изображено вложение «обычной»
плоскости в проективную плоскость. По традиции при таком вложении
координаты точек в R3 принято записывать в нестандартном порядке:
сначала z-координата, затем x, затем y. Имея в виду это соглашение,
можно сказать, что точки «обычной» плоскости — это точки, имеющие
однородные координаты (x0 : x1 : x2), где x0 6=0; поскольку однородные
координаты можно умножать и делить на ненулевые числа, можно
все координаты такой точки поделить на x0 — тогда получится, что
все «обычные» точки имеют однородные координаты вида (1 : x : y).
Прямоугольная проекция задает биекцию между плоскостью π и ко-
ординатной плоскостью Oxy; ввиду этой биекции можно сказать, что
точке плоскости с евклидовыми координатами (x; y) соответствует
точка проективной плоскости с однородными координатами (1 : x : y).

Заметим, что все точки проективной плоскости совершенно равно-
правны и бесконечно удаленные среди них ничем не выделяются —
постольку, поскольку равноправны все одномерные векторные подпро-
странства в R3; различие между «обычными» и «бесконечно удаленны-
ми» точками возникает лишь тогда, когда мы дополняем бесконечно
удаленными точками евклидову плоскость. В примере выше можно бы-
ло бы, например, считать, что «обычная» плоскость — множество точек
с однородными координатами вида (x : 1 : y).

Определим теперь проективные пространства произвольной раз-
мерности. Пусть V — векторное пространство размерности n+ 1. То-
гда n-мерным проективным пространством называется множество од-
номерных векторных подпространств в V . Обычное обозначение для
n-мерного проективного пространства —RPn; если в процессе рассуж-
дения важно не забывать о (n+1)-мерном пространстве V , из которого
оно получилось, то пишут еще P(V).

Итак, точки в RPn — это одномерные векторные подпространства
в V . Прямые в RPn — это двумерные векторные подпространства в V
(как и в случае RP2); точка лежит на прямой, если соответствующие
одномерное и двумерное подпространства содержатся одно в другом.
Аналогично, k-мерные линейные подпространства в RPn

= P(V) — не
что иное, как (k+1)-мерные векторные подпространства в V .

Мы будем рассматривать только векторные пространства над вещественными чис-
лами, хотя все в этом параграфе имеет смысл и для пространств над любым полем.





В проективном пространстве RPn
= P(V) также можно ввести од-

нородные координаты. Для этого выберем в V базис (e0, …, en); если
точка p проективного пространства соответствует одномерному век-
торному пространству U ⊂ V , то в качестве ее однородных координат
берем координаты (относительно выбранного базиса) любого ненуле-
вого вектора v ∈ U : если v = x0e0+…+ xnen, то однородными коорди-
натами точки p будут (x0 : x1 : … : xn). По-прежнему однородные ко-
ординаты определены не однозначно, а с точностью до умножения на
ненулевой множитель; однородными координатами точки в RPn может
быть любой набор из n+1 числа, среди которых есть хоть одно нену-
левое (в противном случае нарушится условие v 6= 0). Можно также
сказать, что всякому ненулевому вектору из V соответствует точка в
P(V) (т. е. одномерное векторное подпространство, порожденное век-
тором v).

Множество точек в RPn, однородные координаты которых имеют
вид (1 : x1 : … : xn) — не что иное, как Rn. Если p и q — различные точ-
ки в RPn

=P(V), соответствующие ненулевым векторам u и v соответ-
ственно, то прямая pq в P(V) — это двумерное векторное подпростран-
ство в V , порожденное u и v.

Зàäà÷à . Вложим Rn в RPn, как описано выше.
а) Покажите, что разность RPn \Rn можно рассматривать как проек-

тивное пространство RPn−1 («бесконечно удаленная гиперплоскость»).
б) Покажите, что каждую прямую в Rn можно дополнить до прямой

в RPn, добавив к ней одну точку, лежащую в бесконечно удаленной
гиперплоскости.





§ . Кривые и касательные в Rn и RPn

Поговорим еще о кривых в проективном пространстве и касатель-
ных к ним. Кривая в Rn — это просто отображение из интервала на
числовой оси в Rn:

γ: (a; b)→Rn, t 7→γ(t)= (γ1(t), …, γn(t)). (.)

Подразумевается, что это отображение «достаточно хорошее»: напри-
мер, дифференцируемое (в том смысле, что все функции γi дифферен-
цируемы), а еще лучше — бесконечно дифференцируемое.

Каждая точка в RPn
= P(V) задается ненулевым вектором в V ; по-

этому кривую в P(V) можно задать как кривую (одномерное семейство
ненулевых векторов) в V : t 7→ v(t). Это задание, разумеется, неодно-
значно: если ϕ— любая не обращающаяся в нуль «хорошая» функция,
то отображение t 7→ϕ(t)v(t) задает ту же кривую. А если все векторы
v(t) коллинеарны, то наша «кривая» состоит из одной-единственной
точки; мы такие вырожденные случаи рассматривать не будем.

Для кривых в Rn определены, как известно, касательные векторы:
если γ: (a; b)→Rn — кривая и p=γ(t0) — точка на этой кривой, то ка-
сательный вектор к этой кривой в точке p — не что иное, как вектор
скорости

γ′(t0)= (γ′
1
(t0), …, γ′n(t0)).

Прямая, проходящая через точку p=γ(t0) вдоль вектора γ′(t0) — это ка-
сательная прямая к кривой в точке p. Если γ′(t0) — нулевой вектор, то
касательную прямую определить не удастся; далее мы будем считать,
что все касательные векторы ненулевые — точка движется по кривой с
ненулевой скоростью. См. рис. .

p = γ(t0)

γ′(t0)

ℓ

Рис. . Касательный вектор γ′(t0) и касательная прямая ℓ

Для кривых в проективном пространстве мы не будем пытаться
определить касательные векторы (это можно, но нам не потребуется),





а определим сразу касательные прямые. Если все ту же кривую (.) в
R

n рассмотреть как кривую в RPn, то можно считать, что она задана
как

t 7→ v(t)= (1, γ1(t), …, γn(t)).

Если касательную к ней в точке p=γ(t0), то есть прямую, проходящую
через p в направлении γ′(t0), дополнить бесконечно удаленной точкой,
то получится прямая в RPn; ей соответствует двумерное подпростран-
ство в V =Rn+1, порожденное векторами

v(t0)= (1, γ1(t0), …, γn(t0))

и
(0, γ′

1
(t0), …γ′n(t0))= v′(t0).

В общем случае, когда кривая в P(V) задана как отображение t 7→
7→ v(t), также определим касательную прямую «в момент времени t0»
(т. е. в точке, соответствующей v(t0)) как прямую в P(V), которой со-
ответствует двумерное подпространство в V , порожденное векторами
v(t0) и v′(t0). Поскольку задание кривой в P(V) как отображения из
интервала в V неоднозначно, надо проверить, что касательная прямая
от этого задания не зависит. И действительно, если ṽ(t)=ϕ(t)v(t) —
другое задание той же кривой (где ϕ— не обращающаяся в нуль функ-
ция), то ṽ′(t)=ϕ′(t)v(t)+ϕ(t)v′(t), и ясно, что пары векторов

(v(t0), v′(t0)) и (ϕ(t0)v(t0),ϕ′(t0)v(t0)+ϕ(t0)v′(t0))

задают одно и то же векторное подпространство в V . См. рис. .

O

v(t0)

v′(t0)

Рис. . Двумерная плоскость в V, соответствующая касательной прямой в P(V),

порождена прямыми Ov(t0) и Ov ′(t0) (dim V =3, O — начало координат в V)





§ . Игра с умножением, или внешняя алгебра

Вернемся к задаче о задании координатами прямых в R3. Каждой
прямой в R3 соответствует прямая в RP3 (см. задачу б); оказывается,
что в данной ситуации удобнее работать с прямыми в проективном
пространстве, так что координаты мы будем сопоставлять именно им.
Если RP3

= P(V), где V — четырехмерное пространство, то прямые в
RP

3 — то же, что двумерные векторные подпространства в V .
Итак, наша задача — научиться задавать координатами двумерные

подпространства в четырехмерном векторном пространстве. Для этого
нам понадобится одна алгебраическая конструкция.

Рассмотрим четырехмерное векторное пространство V . Так как это
векторное пространство, его элементы можно умножать на числа. Да-
вайте теперь поиграем в такую игру: представим себе, что векторы
можно умножать не только на числа, но и друг на друга, так, чтобы вы-
полнялись сочетательный (ассоциативный) и распределительный (дис-
трибутивный) законы.

Пусть (e1, e2, e3, e4) — базис пространства V . Ввиду дистрибутивно-
сти для определения умножения достаточно договориться, как умно-
жать друг на друга базисные векторы e1, e2, e3 и e4. Давайте умножать
их так, чтобы умножение было, как говорят, антикоммутативно. Это
означает, что для любых двух базисных векторов вместо перемести-
тельного закона умножения выполняется тождество

eie j =−e j ei. (.)

Помимо антикоммутативности, никаких дополнительных условий на-
кладывать не будем. Итак, в результате перемножения базисных векто-
ров будут получаться новые выражения. Эти новые выражения будем
также складывать друг с другом, умножать друг на друга, на векторы
или на числа и т. п. Условимся, что при умножении наших выражений
на числа переместительный закон умножения сохраняется, а в общем
случае мы требуем выполнения только сочетательного и распредели-
тельного законов.

Зàäà÷à . Заменим соотношение (.) на обычный переместитель-
ный закон умножения eie j = e j ei; как в этом случае называются вы-
ражения, получаемые по тем же правилам из чисел и векторов e1, …
…, e4?

Сейчас мы посмотрим, что получится из нашего антикоммутатив-
ного умножения, но предварительно договоримся об обозначениях.
Обычное умножение, как известно, обозначают точкой, причем точку
эту часто опускают. Чтобы не спутать антикоммутативное умножение





с обычным, принято обозначать его знаком ∧ и никогда этот знак не
опускать.

Итак, что же у нас получится (помимо чисел, которые были изна-
чально)? Во-первых, можно базисные векторы друг на друга не умно-
жать, а умножать их только на числа. Тогда получится множество вы-
ражений вида λ1e1+ λ2e2 + λ3e3 + λ4e4. Это все то же векторное про-
странство V — пока что ничего нового.

Теперь попробуем поумножать базисные векторы друг на друга. Во-
первых, отметим, что из тождества (.) вытекает, что «квадрат» каж-
дого вектора равен нулю:

ei ∧ ei=−ei ∧ ei ⇒ ei ∧ ei=0. (.)

Далее, из того же тождества ясно, что при перемножении двух разных
векторов достаточно рассматривать произведения, в которых вектор с
меньшим номером идет первым. Таких произведений всего шесть:

e1∧ e2, e1∧ e3, e1∧ e4, e2∧ e3, e2∧ e4, e3∧ e4.

Шестимерное векторное пространство, порожденное этими произве-
дениями, обозначается

∧2V , а его элементы называются бивекторами.
Пðåäëîæåíèå . Если f1, f2, f3, f4 — другой базис пространства V,

то

f1∧ f2, f1∧ f3, f1∧ f4, f2∧ f3, f2∧ f4, f3∧ f4

также образуют базис пространства
∧2V.

В самом деле, этих бивекторов тоже шесть, и при этом ясно, что
каждый ei ∧ e j выражается через всевозможные fk ∧ fl и каждый fk ∧ fl

выражается через всевозможные ei ∧ e j . Нетрудно выяснить и то, как
именно они выражаются:

Зàäà÷à . Пусть u= a1e1+ a2e2+ a3e3+ a4e4, v= b1e1+ b2e2+ b3e3+

+ b4e4. Покажите, что в произведении u ∧ v коэффициент при ei ∧ e j

равен

�

�

�

�

ai a j

bi b j

�

�

�

�

.

Если перемножать базисные векторы по три, то опять-таки доста-
точно рассматривать произведения, в которых векторы идут в порядке
возрастания номеров. Ясно, что ненулевых среди таких произведений
всего четыре:

e1∧ e2∧ e3, e1∧ e2∧ e4, e1∧ e3∧ e4, e2∧ e3∧ e4.

Эти произведения порождают четырехмерное векторное простран-
ство, которое обозначается

∧3V .





Если перемножать базисные векторы по четыре, то, с точностью
до знака, единственное ненулевое произведение — это e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e4.
Этим произведением порождается одномерное векторное простран-
ство (множество выражений вида λe1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e4 для всевозможных
чисел λ), обозначающееся, как нетрудно догадаться,

∧4V . Наконец,
при перемножении пяти и более базисных векторов с неизбежностью
получится нуль: среди них найдутся два одинаковых; переставляя со-
множители (в результате чего в худшем случае изменится знак), можно
добиться того, чтобы эти два одинаковых вектора стояли рядом, и
тогда произведение будет равно нулю ввиду формулы (.).

Итак, мы исчерпали все, что может получиться из чисел и век-
торов e1, …, e4, если перемножать векторы с соблюдением тождеств
ei ∧ e j = −e j ∧ ei. Получающийся объект оказался не слишком велик:
это векторное пространство размерности 1 + 4 + 6 + 4 + 1 = 16 (са-
мое первое слагаемое учитывает числа, то есть выражения, в которых
e1, e2, e3 и e4 вообще не участвуют). Это шестнадцатимерное про-
странство называется внешней алгеброй пространства V и обознача-
ется
∧

(V); умножение в этой алгебре, которое мы обозначаем зна-
ком ∧ (это общепринятое обозначение), называется внешним умноже-
нием.

Для всего сказанного выше совершенно не важно, что простран-
ство V именно четырехмерно. Если (e1, …, en) — базис векторного про-
странства V , то точно так же можно определить пространства

∧kV при
1¶k¶n (
∧1V — это просто V) и внешнюю алгебру

∧

(V).
Зàäà÷à . Пусть dim V =n. Найдите размерности всех пространств
∧kV и внешней алгебры

∧

(V).
Посмотрим еще, как во внешней алгебре обстоят дела с перемести-

тельным законом умножения. По условию, если при умножении двух
базисных векторов переставить сомножители, то знак изменится. То
же самое происходит при перемножении любых двух векторов: если
u, v ∈ V , то u∧ v =−v ∧ u. Это сразу следует из задачи  (при переста-
новке двух строк определителя его знак меняется), но это и без вычис-
лений ясно из распределительного закона умножения: если, как в ука-
занной задаче, u= a1e1+ a2e2+ a3e3+ a4e4, v = b1e1+ b2e2+ b3e3+ b4e4,
то при раскрытии скобок в u ∧ v получится сумма слагаемых вида
aib j ei ∧ e j , а в v ∧ u — сумма слагаемых вида aib j e j ∧ ei, отличающих-
ся от соответствующих слагаемых в u ∧ v только знаком. А вот если
умножать вектор и бивектор, то, наоборот, снова имеет место комму-
тативность: если v ∈ V , ω∈

∧2V , то v ∧ω=ω∧ v. В самом деле, ввиду
распределительного закона умножения достаточно проверить это для
случая, когда v = ei — базисный вектор, а ω= e j ∧ ek — произведение





двух базисных векторов, а в этом случае равенство очевидно:

(e j ∧ ek)∧ ei=−e j ∧ (ei ∧ ek)=−(−ei∧ e j)∧ ek= ei ∧ (e j ∧ ek).

Общая закономерность описана в следующей задаче.
Зàäà÷à . Пусть ω∈

∧kV , η∈
∧lV . Покажите, что:

• ω∧η=η∧ω, если хотя бы одно из чисел k или l четно;
• ω∧η=−η∧ω, если и k, и l нечетны.
Внешняя алгебра трехмерного пространства на самом деле знакома

читателю из курса аналитической геометрии. В самом деле, пусть R3 —
обычное трехмерное евклидово пространство с ортонормированным
базисом из векторов i, j и k. Тогда

∧2
R

3 — тоже трехмерное простран-
ство. Отождествим R3 и

∧2
R

3 следующим образом:

i∧ j 7→k, j∧k 7→ i, k∧ i 7→ j.

Зàäà÷à . Покажите, что при таком отождествлении выполнено
тождество v1 ∧ v2= v1× v2 (в правой части стоит векторное произведе-
ние); в частности, площадь параллелограмма, натянутого на векторы
v1 и v2, равна |v1∧ v2| (длине вектора в R3, отождествляемого с v1∧ v2).

Зàäà÷à . Покажите, что объем параллелепипеда, натянутого на
векторы v1, v2 и v3, равен |v1∧ v2∧ v3|.

(Для педантов — пояснение к условию последней задачи. Внешнее
произведение v1 ∧ v2 ∧ v3 имеет вид c · i ∧ j ∧ k; число |v1 ∧ v2 ∧ v3|— не
что иное, как |c|.)





§ . Плюккеровы координаты

Вернемся теперь к задаче о координатах прямой в пространстве.
Как мы объясняли в § , задать прямую в трехмерном проективном
пространстве — все равно что задать двумерное векторное подпро-
странство в четырехмерном векторном пространстве V . Пусть L⊂V —
такое подпространство. Выберем в нем какой-нибудь базис (u, v) и по-
ложимω=u∧ v. Если (u′, v′) — другой базис в V , то бивекторω′=u′∧ v′

может отличаться от ω, но не очень сильно: если

u′=au+bv, v′= cu+dv,

то

ω′= (au+bv)∧ (cu+dv)=ac u∧u+ad u∧ v+bc v ∧u+bd v ∧ v=

=ad u∧ v−bc u∧ v= (ad−bc)u∧ v= (ad−bc)ω

(ср. с задачей ), так что при другом выборе базиса в V внешнее про-
изведение его элементов умножается на константу.

Зàäà÷à . Пусть теперь L — это произвольное k-мерное вектор-
ное подпространство в n-мерном векторном пространстве V , и пусть
(e1, …, ek), (e′

1
, …, e′

k
) — два его базиса. Покажите, что

e′
1
∧…∧ e′k=d(e1∧…∧ ek),

где d — определитель матрицы перехода между этими базисами.
Итак, каждому двумерному подпространству в V мы сопоставили

элемент из
∧2V , определенный с точностью до пропорциональности, —

внешнее произведение двух его образующих. Покажем, что разным
подпространствам соответствуют непропорциональные бивекторы. В
самом деле, если L1 и L2 — различные двумерные подпространства в V ,
то либо они пересекаются только по нулю, либо они пересекаются по
одномерному подпространству. В первом случае выберем базис ( f1, f2)

в L1 и базис ( f3, f4) в L2. Тогда ( f1, f2, f3, f4) — базис в V , и предложе-
ние  показывает, что бивекторы

f1∧ f2, f1∧ f3, f1∧ f4, f2∧ f3, f2∧ f4, f3∧ f4

образуют базис в
∧2V , так что f1 ∧ f2 и f3 ∧ f4 заведомо непропорцио-

нальны. Во втором случае можно выбрать в V базис ( f1, f2, f3, f4) таким
образом, что f1∈ L1∩ L2, ( f1, f2) — базис в L1 и ( f1, f3) — базис в L2; би-
векторы f1∧ f2 и f1 ∧ f3 будут непропорциональны по той же причине,
что и выше.

Итак, всякому двумерному подпространству в V соответствует нену-
левой элемент пространства

∧2V , определенный с точностью до про-





порциональности (иными словами, это точка пятимерного проектив-
ного пространства P(

∧2V)), причем разным подпространствам соот-
ветствуют непропорциональные бивекторы (или, что то же самое, раз-
ные точки пятимерного проективного пространства). Если выбрать в
V базис e1, …, e4, то координаты бивектора, соответствующие подпро-
странству L⊂V , в базисе, состоящем из произведений ei ∧ e j , называют-
ся плюккеровыми координатами подпространства L⊂V ; если считать,
что подпространству L соответствует точка пятимерного проективного
пространства P(

∧2V), то плюккеровы координаты — не что иное, как
однородные координаты этой точки.

Пðèìåð. Чтобы не забывать о том, зачем мы все затеяли, давайте
найдем плюккеровы координаты прямой ℓ⊂R3, проходящей через точ-
ку с координатами (2; 1; 1) и параллельной вектору (1; 2;−1). Вспом-
ним, что R3 мы рассматриваем как подмножество в RP3; при этом точ-
ка в R3 с координатами (x; y; z) рассматривается как точка в RP3 с
однородными координатами (1 : x : y : z). ПространствоRP3 — проекти-
визация пространства V =R4; выберем в нем «стандартный» базис

e1= (1; 0; 0; 0), e2= (0; 1; 0; 0),

e3= (0; 0; 1; 0), e4= (0; 0; 0; 1).

Мы знаем, что прямая ℓ проходит через точки с координатами (2; 1; 1)

и (2+ 1; 1+ 2; 1− 1). Если обозначить u= (1; 2; 1; 1), v = (0; 1; 2;−1),
то прямой ℓ ⊂ R3 соответствует двумерное подпространство ℓ ⊂ RP3,
порожденное векторами u и u+ v. Найдем их внешнее произведение:

u∧ (u+ v)=u∧ v= (e1+2e2+ e3+ e4)∧ (e2+2e3− e4).

После упрощений получим, что

u∧ (u+ v)= e1∧ e2+2e1∧ e3− e1∧ e4+3e2∧ e3−3e2∧ e4−3e3∧ e4 (.)

(ср. с задачей ). Значит, плюккеровы координаты прямой ℓ суть

(1 : 2 :−1 : 3 :−3 :−3),

если перечислять базисные (би)векторы в
∧2
R

4 в том же порядке, как
в формуле (.).

Зàäà÷à . Убедитесь, что все сказанное выше имеет место в лю-
бых размерностях: если L⊂V — k-мерное векторное подпространство
в n-мерном векторном пространстве и если u1, …, uk — базис в L, то
элемент u1 ∧… ∧ uk с точностью до пропорциональности не зависит
от выбора базиса и непропорциональным k-векторам соответствуют
различные подпространства.





§ . Соотношения Плюккера

Всякому ли набору из шести однородных координат (равносильно:
всякой ли точке в P(

∧2V)) соответствует какое-нибудь двумерное под-
пространство в V (равносильно: прямая в RP3)? Оказывается, что да-
леко не всякому. В самом деле, подумаем, сколько параметров требу-
ется, чтобы задать прямую в RP3. Ясно, что в данном случае вместо
прямых в RP3 можно рассматривать более привычные прямые в R3:
«лежащие на бесконечности» прямые в RP3, которым никакая прямая
в R3 не соответствует, в расчет можно не принимать, поскольку «об-
щая» прямая в проективном пространстве не может состоять из одних
только бесконечно удаленных точек. Чтобы однозначно задать прямую
в R3, достаточно задать вектор длины 1, параллельный прямой, и точку
пересечения прямой с координатной плоскостью Oxy (прямые, парал-
лельные этой плоскости, можно также в расчет не принимать: «общая»
прямая с этой плоскостью пересекается; вместо плоскости Oxy мож-
но, конечно, выбрать любую другую). Для задания точки на плоскости
Oxy нужны два параметра (ее координаты), для задания единичного
вектора — тоже два параметра, так что прямая в трехмерном простран-
стве зависит от четырех параметров. Поскольку пространство P(

∧2V)

пятимерно, получаем, что «почти все» плюккеровы координаты (равно-
сильно: «почти все» точки в P(

∧2V)) никакой прямой в пространстве не
соответствуют. Значит, для того, чтобы шесть однородных координат
были плюккеровыми координатами некоторой прямой, должны выпол-
няться некоторые условия.

Чтобы найти эти условия, удобнее работать не с прямыми и коорди-
натами, а с двумерными подпространствами в V и бивекторами из

∧2V .
Непосредственно из определений вытекает, что бивектор соответству-
ет подпространству тогда и только тогда, когда он является внешним
произведением двух векторов; будем называть такие бивекторы раз-
ложимыми. Нам надо найти условие, равносильное тому, что данный
бивектор разложим.

Есть очень простое необходимое условие разложимости: если би-
вектор ω∈

∧2V разложим, то обязательно ω∧ω=0. В самом деле, если
ω=u∧ v, то

ω∧ω=u∧ v ∧u∧ v=−u∧u∧ v∧ v=0.

Несколько труднее доказать, что это необходимое условие является и
достаточным.

Пðåäëîæåíèå . Пусть V — четырехмерное векторное простран-
ство. Бивекторω∈

∧2V разложим тогда и только тогда, когдаω∧ω=
=0.





Чтобы доказать предложение , нам понадобится следующая клас-
сификация бивекторов:

Пðåäëîæåíèå . Пусть V — четырехмерное векторное простран-
ство и ω∈

∧2V. Тогда либо ω разложим, либо в V можно выбрать та-
кой базис f1, …, f4, что ω= f1∧ f2+ f3∧ f4.

Предложение  сразу вытекает из предложения : если ненулевой
ω∈
∧2V неразложим, то ω= f1∧ f2+ f3∧ f4, откуда

ω∧ω= f1∧ f2∧ f1∧ f2+ f1∧ f2∧ f3∧ f4+ f3∧ f4∧ f1∧ f2+ f3∧ f4∧ f3∧ f4=

=2( f1∧ f2∧ f3∧ f4);

так как f1, …, f4 — базис в V , правая часть только ненулевым множи-
телем (удвоенный определитель матрицы перехода — см. задачу ) от-
личается от ненулевого элемента e1∧ e2∧ e3∧ e4∈

∧4V , и получаем, что
ω∧ω 6=0, а нам только и надо было установить, что у неразложимого
бивектора его «внешний квадрат» не равен нулю.

Остается доказать предложение . Сначала потренируемся с трех-
мерными пространствами.

Пðåäëîæåíèå . Пусть W — трехмерное векторное пространст-
во. Тогда всякий ненулевой элемент из

∧2W является внешним произве-
дением двух непропорциональных векторов.

В самом деле, всякий бивектор (в пространстве любой размерно-
сти) является суммой некоторого количества разложимых бивекторов
(например, бивекторов вида cei ∧ e j , где e1, …, en — базис). Поэтому для
доказательства предложения  достаточно убедиться, что если W трех-
мерно, то сумма двух разложимых бивекторов в

∧2W снова разложима.
Пусть η1, η2 — разложимые бивекторы, которым соответствуют дву-
мерные подпространства L1, L2⊂W ; можно считать, что L1 6= L2 (иначе
η1 и η2 пропорциональны и все очевидно), так что L1 и L2 пересекаются
по одномерному пространству (рис. ). Следовательно, в W есть такой

f1 f2

f3

L1 L2

Рис. .





базис из векторов f1, f2 и f3, что f1 и f3 порождают пространство L1,
а f2 и f3 порождают пространство L2. Следовательно, η1 = c1( f1 ∧ f3),
η2= c2( f2∧ f3), откуда

η1+η2= (c1 f1)∧ f3+ (c2 f2)∧ f3= (c1 f1+ c2 f2)∧ f3,

и мы получаем разложимый бивектор. Итак, предложение  доказано.
Теперь можно доказать и предложение . Пусть V — пространство с

базисом e1, …, e4, и пусть ω∈
∧2V . Так как шесть бивекторов ei ∧ e j , где

1¶ i< j¶4, образуют базис пространства
∧2V , можно записать равен-

ство

ω= p12e1∧ e2+ p13e1∧ e3+ p14e1∧ e4+

+ p23e2∧ e3+ p24e2∧ e4+ p34e3∧ e4. (.)

Соберем в этом выражении слагаемые, содержащие e1:

ω= e1∧ (p12e2+ p13e3+ p14e4)+ (p23e2∧ e3+ p24e2∧ e4+ p34e3∧ e4).

Первое слагаемое в этой сумме является разложимым бивектором, а
вторая скобка — бивектор в трехмерном пространстве, порожденном
e2, e3 и e4. По предложению  этот бивектор также разложим. Итак,
мы показали, что ω=η1+η2, где η1 и η2 разложимы.

Пусть разложимым бивекторам η1 и η2 соответствуют двумерные
подпространства L1 и L2. Если L1 = L2, то η1 и η2 пропорциональны,
так что ω разложим. Если L1 и L2 пересекаются по одномерному про-
странству, то рассуждение из доказательства предложения  показыва-
ет, что бивектор ω=η1+η2 опять-таки разложим. Если, наконец, L1 и
L2 пересекаются только по нулю, то пусть η1= f1 ∧ f2, η2= f3 ∧ f4; так
как f1, f2 — базис в L1, f3, f4 — базис в L2, то f1, f2, f3, f4 — базис в V и
ω= f1∧ f2+ f3∧ f4, что и требовалось.

Итак, мы доказали наконец, что ненулевой бивектор ω в четырех-
мерном пространстве разложим (и тем самым соответствует прямой в
проективном пространстве) тогда и только тогда, когда ω∧ω=0.

Зàäà÷à . Обобщите эти результаты на случай векторного про-
странства произвольной размерности. Именно, покажите, что если
V — векторное пространство и ω∈

∧2V , то существуют такие линейно
независимые векторы f1, …, f2k, что

ω= f1∧ f2+ f3∧ f4+…+ f2k−1∧ f2k;

выведите отсюда, что бивекторω∈
∧2V разложим тогда и только тогда,

когда ω∧ω=0.





Отметим, что предложение  обобщается на случай произвольной
размерности объемлющего пространства, но не произвольной размер-
ности подпространства. Если k > 2, то для разложимости элемента
ω ∈
∧kV условие ω ∧ω= 0 необходимо, но, вообще говоря, недоста-

точно.
Зàäà÷à . Пусть V — шестимерное пространство. Приведите при-

мер элемента ω∈
∧3V , не являющегося внешним произведением трех

векторов из V , но удовлетворяющего соотношению ω∧ω=0.
В заключение выпишем условие разложимости бивектора в коор-

динатном виде. Если V четырехмерно и ω∈
∧2V выражается через все-

возможные ei ∧ e j по формуле (.), то легко видеть, что

ω∧ω=2(p12 p34− p13 p24+ p23 p14)e1∧ e2∧ e3∧ e4.

Поэтому набор из шести чисел pij является набором плюккеровых ко-

ординат некоторой прямой в RP3 тогда и только тогда, когда

p12 p34− p13 p24+ p23 p14=0. (.)

Это уравнение называется уравнением Плюккера, а подмножество в
RP

5, им задаваемое, называется грассманианом G(2, 4) (встречаются
и другие обозначения) или квадрикой Плюккера.





§ . Геометрия квадрики Плюккера

Обозначим квадрику Плюккера в RP5 через Q. Каждой прямой в
R

3 (или RP3) соответствует точка на Q, и каждой точке на Q соответ-
ствует прямая в RP3. Поэтому свойствам прямых в трехмерном про-
странстве должны соответствовать свойства точек на Q. В дальнейшем
будем пользоваться такими обозначениями: если α— точка на Q, то
соответствующую прямую будем обозначать ℓα.

Выясним сначала, как на языке квадрики Плюккера записывается
условие «две данные прямые пересекаются».

Пусть ℓ1 и ℓ2 — две прямые в RP3. Им соответствуют двумерные
подпространства L1 и L2 в V , а также разложимые бивекторы ω1 и ω2

в
∧2V . Если ℓ1 и ℓ2 скрещиваются, то L1 и L2 пересекаются только по

нулю, а если ℓ1 и ℓ2 пересекаются по точке (или совпадают), то L1 и L2

пересекаются по одномерному пространству или совпадают. Начнем со
второго случая. Если L1 и L2 пересекаются по одномерному простран-
ству, то, как мы уже несколько раз отмечали, в L1 и L2 можно выбрать
базисы с общим базисным вектором: ( f1, f3) в L1 и ( f2, f3) в L2. Тогда
прямой ℓ1 соответствует бивектор ω= f1∧ f3 и точка α∈RP5, а прямой
ℓ2 — бивектор f2∧ f3 и точка β ∈RP5. Точки прямой, проходящей через
α и β , будут соответствовать линейным комбинациям

aω+bη=af1∧ f3+bf2∧ f3= (af1+bf2)∧ f3;

все эти бивекторы разложимы, так что прямая αβ полностью лежит
на Q.

Если, напротив, L1 и L2 пересекаются только по нулю, то пусть
( f1, f2) — базис в L1 и ( f3, f4) — базис в L2. Тогда ( f1, f2, f3, f4) — базис
в V . Поэтому f1 ∧ f2 ∧ f3 ∧ f4 6=0. Если теперь ω= f1 ∧ f2 и η= f3 ∧ f4, то
бивектор aω+bη будет разложим, только если a=0 или b=0:

(aω+bη)∧ (aω+bη)=a2ω∧ω+b2η∧η+2abω∧η=

=2ab( f1∧ f2∧ f3∧ f4).

Мы доказали такой факт:
Пðåäëîæåíèå . Если α и β— различные точки на квадрике Плюк-

кера, то прямые ℓα и ℓβ пересекаются тогда и только тогда, когда

прямая в RP5, соединяющая α и β , целиком лежит на квадрике Плюк-
кера.

Зàäà÷à . Пусть точки α, β ∈Q таковы, что прямая αβ лежит на Q.

Покажите, что для всякой γ∈αβ прямая ℓγ проходит через точку ℓα∩ℓβ
и лежит в плоскости, порожденной ℓα и ℓβ .





Из сказанного выше вытекает, что на квадрике Плюккера лежит
много прямых. Давайте еще посмотрим, лежат ли на ней плоскости.

Пðåäëîæåíèå . Зафиксируем точку P ∈ RP3. Тогда множество
точек на квадрике Плюккера, соответствующих прямым, проходящим
через точку P, является плоскостью.

Мы будем называть такие плоскости «плоскостями первого типа».
В самом деле, если вектор u∈V соответствует точке P, то прямым,

проходящим через P, соответствуют двумерные векторные подпро-
странства в V с базисами (u, v), где вектор v не пропорционален u.
Соответствующие разложимые бивекторы имеют вид u ∧ v. Всевоз-
можные бивекторы вида u∧ v образуют трехмерное векторное подпро-
странство в

∧2V (одна «единица размерности» теряется на векторах v,
пропорциональных u; чтобы это увидеть, можно выбрать в V базис
(u = f1, f2, f3, f4) — тогда бивекторы u ∧ v будут иметь вид af1 ∧ f2 +

+bf1∧ f3+ cf1∧ f4). Стало быть, в пространстве RP5 этому трехмерному
векторному пространству соответствует плоскость; она лежит на Q, так
как пространство состоит из разложимых бивекторов.

Раз мы назвали какие-то плоскости плоскостями первого типа, зна-
чит, есть на квадрике Плюккера и плоскости второго типа. И действи-
тельно:

Зàäà÷à . На квадрике Плюккера есть и плоскости, отличные от
описанных выше. Дайте их описание в терминах множеств прямых в
RP

3 и покажите, что других плоскостей на Q нет.
Зàäà÷à . Лежит ли на квадрике Плюккера трехмерная плоскость

(хоть одна)?
Зададимся теперь следующей задачей. Пусть α— точка на квадрике

Плюккера Q; рассмотрим всевозможные кривые (достаточно гладкие,
как водится), лежащие на Q и проходящие через точку α. Выясним,
что можно сказать про прямые, касательные к этим кривым в точке α.
Пусть кривая задается отображением t 7→ω(t), где всякий ω(t) — раз-
ложимый бивектор; предположим, что ω(t0)=η— бивектор, соответ-
ствующий точке α. Тогда, как объяснялось в § , касательная прямая к
этой кривой соответствует двумерному подпространству в

∧2V , порож-
денному ω(t0)=α и ω′(t0). Поскольку наша кривая лежит на квадрике
Плюккера, для всякого t выполнено тождество

ω(t)∧ω(t)=0. (.)

Поскольку координаты произведения ω ∧ η, где ω, η ∈
∧2V , являются

суммами произведений некоторых координат бивекторов ω и η, при
дифференцировании внешнего произведения бивекторов, зависящих
от параметра, можно пользоваться обычным правилом дифференци-





рования произведения. Пользуясь этим, продифференцируем тожде-
ство (.) по t:

ω′(t)∧ω(t)+ω(t)∧ω′(t)=0 ⇒ 2ω(t)∧ω′(t)=0.

Подставляя t= t0, получаем, что η∧ω′(t0)=ω(t0)∧ω′(t0)=0. Подведем
итог нашим рассуждениям:

Пусть α— точка на квадрике Плюккера Q, и пусть η∈
∧2V — бивек-

тор, соответствующий точке α. Тогда для всякой кривой C, лежащей
на Q и проходящей через α, касательная прямая к C в точке α соот-
ветствует двумерному подпространству в

∧2V, порожденному бивек-
торами η и v, где η∧ v=0.

Заметим, что пространство бивекторовω∈
∧2V , для которых η∧ω=

= 0, имеет размерность 5 (в самом деле, если выбрать базис e1, …, e4

в V таким образом, что η= e1 ∧ e2, то η ∧ v = 0 тогда и только тогда,
когда коэффициент при e1 ∧ e2 обращается в нуль). Этому пятимерно-
му подпространству в

∧2V соответствует четырехмерное проективное
подпространство в P(

∧2V), которое мы будем называть касательным
пространством к квадрике Плюккера в точке α, соответствующей
бивектору η, и обозначать TαQ. Касательные в точке α ко всем кривым,
лежащим на Q и проходящим через α, лежат в TαQ.

Зàäà÷à . Докажите, что и наоборот, всякая прямая, проходящая
через α и лежащая в TαQ, является касательной к некоторой кривой,
лежащей на Q и проходящей через α.

(Указание. Ввиду уравнения (.) квадрика Плюккера в подмно-
жестве R5⊂RP5, на котором однородную координату p34 можно счи-
тать равной единице, является графиком квадратичной функции p12=

= p13 p24− p23 p14.)
Итак, касательные к кривым, лежащим на Q и проходящим через

α, заполняют пространство TαQ. Давайте выясним, какие из этих пря-
мых целиком лежат на Q. Пусть опять точке α∈ Q (ей соответствует
прямая ℓα ⊂ RP

3) соответствует разложимый бивектор η; если точка
β ∈Q, которой соответствует разложимый бивектор η′, лежит в TαQ,
то η∧η′=0; как мы знаем, это равносильно тому, что прямые ℓα и ℓβ
пересекаются. Мы доказали следующее предложение.

Пðåäëîæåíèå . Пересечение TαQ∩Q состоит из всевозможных β ,
для которых ℓα∩ℓβ 6=∅.

Теперь посмотрим на то же пересечение TαQ ∩Q «с точки зрения
самой квадрики Плюккера», рассматривая его элементы именно как
точки в RP5, а не прямые в RP3. Из предложений  и  получается,
что если β ∈ TαQ ∩Q, то и вся прямая αβ лежит на Q. Поэтому можно
сказать еще и так.





Пðåäëîæåíèå . Пересечение TαQ∩Q представляет собой объеди-
нение всех прямых, проходящих через α и лежащих на Q.

Иными словами, TαQ∩Q — конус с вершиной α.
Зàäà÷à . Покажите, что α— единственная вершина этого конуса

(т. е. что нельзя найти другую точку α′ с аналогичным свойством: если
β ∈TαQ∩Q, то и α′β⊂Q).

Так как квадрика Плюккера Q задается одним квадратичным урав-
нением в RP5, конус TαQ∩Q также задается одним квадратичным урав-
нением в RP4

= TαQ. Иными словами, если (x0 : x1 : … : x4) — однород-
ные координаты в этом RP4, то конус TαQ∩Q задается уравнением

F(x0, …, x4)=0,

где F — некоторая квадратичная форма.
Зàäà÷à . Форму F, как и всякую квадратичную форму с действи-

тельными коэффициентами, можно привести к виду±y2
1
± y2

2
±…± y2

m.
Сколько слагаемых при этом получится? Сколько будет знаков «+» и
знаков «−»?

Итак, в каждой точке квадрики Плюккера внутри касательного про-
странства лежит конус с вершиной в этой точке; более того, этот конус
содержится не только в касательном пространстве, но и в самой квад-
рике Q; будем называть эти конусы световыми конусами (по аналогии
со световыми конусами из специальной теории относительности). Мы
попытались схематически изобразить это на рис.  (насколько можно
изобразить на плоскости четырехмерный объект в пятимерном про-
странстве).

Q

α

β

γ

TαQ ∩Q

TβQ ∩Q

TγQ ∩Q

Рис. . Квадрика Плюккера и световые конусы





§ . Возвращение к семействам прямых

Пора вспомнить, ради чего мы все затеяли. Итак, пусть у нас за-
дано семейство прямых в пространстве; как узнать, является ли оно
касательным семейством (то есть семейством касательных к некото-
рой кривой)?

Чтобы с семейством прямых можно было работать, необходимо
каким-то образом задать его формулами (без них не обойтись, даже
если наша конечная цель — чисто геометрические условия). В свете
того, что мы знаем о квадрике Плюккера, естественней всего было
бы дополнить наши прямые бесконечно удаленными точками и после
этого задать семейство прямых как кривую на квадрике Плюккера; в
дальнейшем мы так и сделаем, но для начала будем задавать наши
семейства прямых попроще. Именно, чтобы задать прямую ℓ в R3, до-
статочно выбрать на ней точку µ, а также выбрать ненулевой вектор v,
параллельный прямой ℓ. Пусть теперь в R3 задано семейство прямых:
каждому значению параметра t соответствует прямая ℓt. Для каждого t
выберем точку µ(t)∈ℓt и вектор v(t), параллельный прямой ℓt; если за-
висимость ℓt от t «достаточно хорошая», что мы и будем предполагать,
то можно выбрать µ(t) и v(t) гладко зависящими от t. Оказывается, что
на языке формул касательные семейства характеризуются следующим
образом.

Пðåäëîæåíèå . Если семейство прямых в R3, заданное семей-
ством точек µ(t) и семейством задающих направление векторов v(t),
является касательным семейством, то

v(t)∧ v′(t)∧µ′(t)=0 для всех t. (.)

Обратно, если условие (.) выполнено, то семейство прямых является
касательным семейством, либо все эти прямые проходят через одну
точку, либо все они параллельны.

В самом деле, рассмотрим семейство касательных к кривой C, за-
данной параметрически формулой t 7→γ(t). Касательная к этой кривой
в точке A= γ(t) проходит через точку A и параллельна вектору γ′(t).
Поэтому при самом общем выборе точки и вектора направления для
каждой кривой будут выполняться равенства

µ(t)=γ(t)+ f (t)γ′(t), v(t)= g(t)γ′(t).

Стало быть,

v′(t)= g′(t)γ′(t)+ g(t)γ′′(t), µ′(t)= (1+ f ′(t))γ′(t)+ f (t)γ′′(t),

откуда
v′(t)∧µ′(t)=h(t)γ′(t)∧γ′′(t)





(точное выражение для функции h не имеет значения); после внешнего
умножения этого бивектора на v(t)= g(t)γ′(t) с очевидностью получит-
ся нуль.

Обратно, пусть выполнено соотношение (.); наша задача — на
каждой прямой ℓt, проходящей через точку µ(t) параллельно вектору
v(t), выбрать точку γ(t) таким образом, чтобы кривая, образованная
всеми этими точками, касалась прямой ℓt в точке γ(t). По условию,

γ(t)=µ(t)+ f (t)v(t),

где f — некоторая функция от t: ее-то надо подобрать таким образом,
чтобы вектор γ′(t) был пропорционален v(t) для всех t. Поскольку

γ′(t)=µ′(t)+ f ′(t)v(t)+ f (t)v′(t),

для этого достаточно, чтобы вектору v(t) была пропорциональна сумма
µ′(t)+ f (t)v′(t). Стало быть, для каждого t надо найти число f (t), для
которого вектор µ′(t)+ f (t)v′(t) пропорционален v(t); так как соот-
ношение (.) означает, что для каждого t векторы v(t), v′(t) и µ′(t)

линейно зависимы, найти такие f (t) всегда возможно, что и завершает
доказательство.

Зàäà÷à . В этом рассуждении мы кое-что «замели под ковер».
Восстановите опущенные подробности; в частности, выясните, откуда
могут появиться семейства параллельных прямых и семейства прямых,
проходящих через одну точку, в нашем доказательстве не упомянутые.

Будем теперь переводить формульное условие (.) на геометриче-
ский язык. Это можно сделать не менее чем тремя разными способами.
Для первого из этих способов существенно, что прямые берутся имен-
но в R3, для второго лучше предполагать, что они лежат в RP3, третий
же способ работает и в евклидовом, и в проективном пространстве.

.. Первая геометрическая формулировка:
расстояния между прямыми

На простом языке эта формулировка звучит так: семейство прямых
в R3 является касательным (или семейством прямых, проходящих че-
рез одну точку) тогда и только тогда, когда расстояния между соседни-
ми прямыми аномально малы.

Чтобы перейти от этой расплывчатой формулировки к точному
математическому утверждению, рассмотрим произвольное семейство
прямых ℓt в R3. Пусть ǫ— маленькое число. Что можно сказать про
расстояние между ℓt и ℓt+ǫ? Как и раньше, будем считать, что прямая ℓt

проходит через точку µ(t) параллельно вектору v(t); тогда расстояние





между скрещивающимися прямыми ℓt и ℓt+ǫ равно высоте паралле-
лепипеда, натянутого на векторы v(t), v(t + ǫ) и µ(t + ǫ)− µ(t), если
считать его основанием параллелограмм, натянутый на векторы v(t)

и v(t+ǫ) (рис. ).

a

b

c

ℓ1

ℓ2

Рис. . Расстояние между прямыми ℓ1 и ℓ2 равно |a∧b∧ c|/|a∧b|

Если, как и в задачах  и , отождествить
∧2
R

3 с R3, а пространство
∧3
R

3 отождествить с R, то объем этого параллелепипеда будет равен

|v(t)∧ v(t+ǫ)∧ (µ(t+ǫ)−µ(t))|,

а площадь его основания —

|v(t)∧ v(t+ǫ)|.

Вспомним теперь определение производной: согласно этому определе-
нию,

v(t+ǫ)= v(t)+ǫv′(t)+ o(ǫ), (.)

где «остаточный член» o(ǫ) (являющийся в нашем случае вектором)
стремится к нулю (при ǫ→0) быстрее, чем само ǫ:

lim
ǫ→0
ǫ−1(v(t+ǫ)− v(t)−ǫv′(t))=0.

Аналогично, µ(t+ǫ)=µ(t)+ǫµ′(t)+ o(ǫ) (разумеется, в данной форму-
ле o(ǫ) — не та же вектор-функция, что в формуле (.), но ее отноше-
ние к ǫ также стремится к нулю при ǫ→0, и это все, что нам надо будет
знать про эти функции).





Имея в виду все сказанное, получаем, что объем интересующего нас
параллелепипеда равен, с точностью до знака,

v(t)∧ v(t+ǫ)∧ (µ(t+ǫ)−µ(t))=

= v(t)∧ (v(t)+ǫv′(t)+ o(ǫ))∧ (ǫµ′(t)+ o(ǫ))=

= v(t)∧ (ǫv′(t)+ o(ǫ))∧ (ǫµ′(t)+ o(ǫ))=

=ǫ2v(t)∧ v′(t)∧µ′(t)+ǫ ·o(ǫ)∧µ′(t)−ǫ ·o(ǫ)∧ v′(t)+ǫ ·o(ǫ)∧o(ǫ)=

=ǫ2v(t)∧ v′(t)∧µ′(t)+ o(ǫ2).

Эти выкладки, видимо, нуждаются в некоторых комментариях. Во-
первых,

v(t)∧ (v(t)+ǫv′(t)+ o(ǫ))= v(t)∧ (ǫv′(t)+ o(ǫ)),

поскольку v(t) ∧ v(t) = 0. Во-вторых, напомним, что o(ǫ) во второй
скобке и o(ǫ) в третьей скобке — это разные вектор-функции, хоть и
обозначенные одинаково, так что мы не можем заменить o(ǫ) ∧ o(ǫ)

на нуль или вынести o(ǫ) за скобку. Наконец, поскольку при внешнем
умножении векторов их координаты перемножаются (а потом скла-
дываются), слагаемое ǫ · o(ǫ)∧µ′(t) и аналогичные стремятся к нулю
быстрее, чем ǫ2, так что сумму этих слагаемых мы можем спокойно
обозначить через o(ǫ2).

Аналогичным образом преобразуем площадь основания параллеле-
пипеда (опять с точностью до знака):

v(t)∧ v(t+ǫ)= v(t)∧ (v(t)+ǫv′(t)+ o(ǫ))=ǫv(t)∧ v′(t)+ v(t)∧o(ǫ)=

=ǫv(t)∧ v′(t)+ o(ǫ).

Стало быть, расстояние между ℓt и ℓt+ǫ равно

±
ǫ2v(t)∧ v ′(t)∧µ′(t)+o(ǫ2)

ǫv(t)∧ v ′(t)+o(ǫ)
=±ǫ

v(t)∧ v ′(t)∧µ′(t)

v(t)∧ v ′(t)
+ o(ǫ).

Если дробь в правой части этой формулы отлична от нуля, то получа-
ется, что расстояние между ℓt и ℓt+ǫ «имеет тот же порядок малости,
что и ǫ»: отношение этого расстояния к ǫ стремится, при ǫ→0, к неко-
торому ненулевому пределу. Если же эта дробь обращается в нуль, то
расстояние между ℓt и ℓt+ǫ стремится к нулю быстрее, чем ǫ: отно-
шение этого расстояния к ǫ стремится к нулю при ǫ→ 0. Однако же
дробь равна нулю тогда и только тогда, когда равен нулю ее числитель,
то есть v(t)∧ v′(t)∧µ′(t), а равенство нулю этого выражения — не что
иное, как знакомое нам условие (.)! Мы доказали такое предложение.





Пðåäëîæåíèå . Семейство прямых ℓt⊂RP
3 является касатель-

ным (или семейством прямых, проходящих через одну точку) тогда и
только тогда, когда расстояние между ℓt и ℓt+ǫ убывает быстрее, чем
ǫ, то есть когда

(расстояние между ℓt и ℓt+ǫ)= o(ǫ) при ǫ→0, (.)

или, иными словами,

lim
ǫ→0

(расстояние между ℓt и ℓt+ǫ)

ǫ
=0.

Зàäà÷à . В формулировке предложения  мы убрали оговорку
«или является семейством параллельных прямых», и правильно сдела-
ли: для семейства параллельных прямых соотношение (.), как лег-
ко видеть, не выполняется. Разберитесь, как так вышло и где мы вас
(немножко) обманули.

Прежде чем попрощаться с расстоянием между скрещивающимися
прямыми, предлагаем читателю разобраться в одном софизме. Сначала
напомним старую задачу.

Зàäà÷à . Пусть f — такая функция на отрезке, что для всякого t
выполнено соотношение

| f (t+ǫ)− f (t)|= o(ǫ) при ǫ→0. (.)

Докажите, что f — постоянная.
Надо думать, все наши читатели эту задачу с успехом решат. Ре-

шив же ее, ответьте на следующий каверзный вопрос: почему функ-
ции, удовлетворяющие соотношению (.), обязаны быть константа-
ми, в то время как имеется много семейств прямых, не являющихся
постоянными, но удовлетворяющих совершенно аналогичному соот-
ношению (.)?

.. Вторая геометрическая формулировка:
кривые на квадрике Плюккера

Пусть теперь {ℓt} — семейство прямых в RP3 (такое семейство по-
лучится из семейства прямых в R3, если дополнить каждую прямую
лежащей на ней бесконечно удаленной точкой). Каждой из этих пря-
мых соответствует точка αt на квадрике Плюккера Q. Все вместе эти
точки образуют кривую (обозначим ее Γ), лежащую на Q.

В случае, когда наше семейство {ℓt} — семейство касательных к
некоторой кривой C ⊂ RP3, применяются такие обозначения и тер-
минология. Кривую Γ ⊂ Q, представляющую собой множество всех
касательных к кривой C, называют гауссовым образом кривой C, а





отображение γ: C→Q, ставящее в соответствие точке x∈C точку α∈Q,
соответствующую касательной Tx C к кривой C (в точке x), называется
гауссовым отображением.

Вторая геометрическая переформулировка условия (.) выглядит
таким образом.

Пðåäëîæåíèå . Если кривая Γ⊂Q является гауссовым образом
некоторой кривой C⊂RP3, то для всякой точки α∈Γ касательная пря-
мая TαΓ (касательная к кривой Γ в точке α) целиком лежит на Q (то
есть является образующей светового конуса с вершиной α).

Обратно, если кривая Γ⊂Q такова, что для каждой точки α∈ Γ
касательная прямая TαΓ целиком лежит на Q, то либо Γ— гауссов
образ некоторой кривой C ⊂RP3, либо все прямые, соответствующие
точкам α∈Γ, проходят через одну точку (то есть кривая Γ лежит в
«плоскости первого типа» — см. предложение ).

Это предложение доказывается прямым вычислением. Именно, рас-
смотрим семейство прямых, соответствующее кривой Γ, и удалим у
них бесконечно удаленные точки — получится семейство прямых в R3.
Пусть, как и ранее, прямая ℓt из этого семейства проходит через точ-
ку µ(t) и параллельна вектору v(t). Запишем эти вектор-функции в
координатах: µ(t)= (µ1(t), µ2(t),µ3(t)) и v(t)= (v1(t), v2(t), v3(t)). Ес-
ли наше RP3 — проективизация четырехмерного векторного простран-
ства V , то двумерное подпространство в V , соответствующее прямой ℓt,
порождено векторами

µ̃(t)= (1, µ1(t), µ2(t), µ3(t)) и ṽ(t)= (0, v1(t), v2(t), v3(t)).

Стало быть, кривая Γ на квадрике Плюккера Q⊂P(
∧2V) задается пара-

метрически как
t 7→ µ̃(t)∧ ṽ(t),

а касательная прямая к ней (то есть двумерное векторное подпростран-
ство в
∧2V) порождена бивекторами

ω(t)= µ̃(t)∧ ṽ(t) и η(t)= (µ̃(t)∧ ṽ(t))′= µ̃′(t)∧ ṽ(t)+ µ̃(t)∧ ṽ′(t);

по построению бивектор ω(t) разложим.
Когда же прямая в P(

∧2V), порожденная бивекторами ω (разложи-
мым) и η, будет целиком лежать на квадрике Плюккера? Для этого
необходимо и достаточно, чтобы для всякого числа x выполнялось ра-
венство

(ω+ xη)∧ (ω+ xη)=0,

или, раскрывая скобки,

ω∧ω+2xω∧η+ x2η∧η=2xω∧η+ x2η∧η=0.





Поскольку квадратный трехчлен тождественно равен нулю тогда и
только тогда, когда все его коэффициенты равны нулю, это условие
равносильно тому, что

ω∧η=η∧η=0.

Поскольку бивектор η(t) — сумма двух слагаемых, одно из которых со-
держит (внешним) множителем вектор ṽ(t), а другое — вектор µ̃(t),
а бивектор ω(t) является внешним произведением этих двух векто-
ров, равенство ω(t)∧η(t)=0 выполняется автоматически. Стало быть,
условие «все касательные к кривой Γ лежат на квадрике Плюккера»
равносильно условию η(t)∧η(t)=0 (при всех t). Поскольку, очевидно,

η(t)∧η(t)=2µ̃(t)∧ µ̃′(t)∧ ṽ(t)∧ ṽ′(t),

условие η(t)∧η(t)=0 равносильно тому, что
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или, что равносильно,
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Однако же это последнее условие означает, что µ′(t)∧ v(t)∧ v′(t)=0 для
всех t, а это в точности соотношение (.), являющееся необходимым
и достаточным условием для того, чтобы семейство прямых было се-
мейством касательных к некоторой кривой, или чтобы все прямые из
этого семейства все проходили через одну точку, или все были парал-
лельны. Поскольку два последние условия в проективном пространстве
не отличаются, мы доказали предложение .

.. Третья геометрическая формулировка:
развертывающиеся поверхности

Этот заключительный раздел несколько труднее, чем остальная
часть брошюры.

Для третьей переформулировки условия (.) несущественно, рас-
сматриваем мы семейство прямых в R3 или в RP3; в процессе доказа-
тельства нам будет технически удобнее работать с прямыми в RP3, но





пока что будем говорить просто о прямых в трехмерном пространстве,
не уточняя, евклидово это пространство или проективное.

Итак, пусть {ℓt} — семейство прямых в пространстве. Объедине-
ние всех прямых этого семейства является поверхностью. Такие по-
верхности, «заметаемые» семейством прямых, называются линейча-
тыми. Простейший нетривиальный пример линейчатой поверхно-
сти — «однополостный гиперболоид» H ⊂ R3, заданный уравнением
x2
+ y2− z2

=1.
Зàäà÷à . а) Найдите прямые, лежащие на H и проходящие через

точку (1; 0; 0).
б) Покажите, что через каждую точку поверхности H проходят две

прямые.
Зàäà÷à . Пусть ℓ— какая-нибудь прямая, лежащая на однопо-

лостном гиперболоиде H. Для каждой точки x ∈ ℓ рассмотрим плос-
кость Txℓ⊂R

3, касающуюся поверхности H в точке x.
а) Покажите, что все плоскости Tx H различны.
б) Покажите, что все плоскости Tx H содержат одну и ту же прямую

(какую?).
Зàäà÷à . В подписи к рис.  мы обещали, что в этом пункте мы

встретимся с семейством прямых, полученных вращением одной из
скрещивающихся прямых относительно другой. Выясните, где именно
у нас идет речь о таком семействе.

Сформулируем теперь основное утверждение этого пункта.
Пðåäëîæåíèå . Пусть {ℓt} — семейство прямых в трехмерном

пространстве, и пусть X — поверхность в пространстве, заметаемая
прямыми ℓt. Тогда следующие два утверждения равносильны.

() Семейство {ℓt} является касательным, или все прямые этого
семейства проходят через одну точку, или все они параллельны.

() Если ℓ⊂ X — любая из прямых семейства {ℓt}, то для всех точек
x ∈ ℓ касательная плоскость Tx X к поверхности X в точке x одна и
та же.

Это предложение также доказывается прямыми вычислениями. Как
мы уже отмечали, нам будет удобно считать, что трехмерное простран-
ство — это RP3

= P(V), где V — четырехмерное векторное простран-
ство. Семейство прямых {ℓt} будем, как и раньше, задавать выбором
точки и направления. В качестве отмеченной точки на ℓt выберем
точку в RP3, соответствующую ненулевому вектору µ(t) ∈ V , а в ка-
честве направления — ненулевой и не пропорциональный µ(t) вектор
v(t) ∈ V таким образом, чтобы прямая проходила через точки, соот-
ветствующие µ(t) и µ(t)+ v(t) (таким образом, роль функций µ и v
в точности такая же, как при задании семейств прямых в R3). По-





верхность X , заметаемая прямыми из нашего семейства, есть не что
иное, как множество всевозможных точек вида µ(t)+ uv(t), где t —
параметр, задающий µ и v, а u — вообще произвольное число (оно
задает точку на прямой, проходящей через µ(t) и µ(t)+ v(t)).

Пусть x — точка на поверхности X , соответствующая вектору µ(t)+

+uv(t)∈V (т. е. соответствующая паре значений параметра (t, u)). Ка-
сательной плоскости к X в точке x соответствует трехмерное векторное
подпространство в V , порожденное самим вектором µ(t)+ uv(t) и его
частными производными по t и u (см. § ). Стало быть, это простран-
ство порождено векторами

α(t, u)=µ(t)+uv(t), β(t, u)=µ′(t)+uv′(t) и v(t);

условие () означает, что это трехмерное подпространство не зависит
от u. В свете задачи  независимость этого подпространства от u озна-
чает, что внешнее произведение α(t, u)∧β(t, u)∧ v(t) не зависит, с точ-
ностью до пропорциональности, от u. Преобразуем внешнее произве-
дение (не забывая, что v(t)∧ v(t)=0):

α(t, u)∧β(t, u)∧ v(t)= (µ(t)+uv(t))∧ (µ′(t)+uv′(t))∧ v(t)=

=µ(t)∧ (µ′(t)+uv′(t))∧ v(t)=µ(t)∧µ′(t)∧ v(t)+u(µ(t)∧ v′(t)∧ v(t)).

Векторы A + u · B пропорциональны при всех u тогда и только то-
гда, когда пропорциональны векторы A и B. Поэтому все 3-векторы
µ(t)∧µ′(t)∧ v(t)+ u(µ(t)∧ v′(t)∧ v(t)) (при фиксированном t и меня-
ющемся u) пропорциональны друг другу тогда и только тогда, когда
пропорциональны µ(t)∧µ′(t)∧ v(t) и µ(t)∧ v′(t)∧ v(t); ввиду той же за-
дачи  это означает, что подпространства в V , порожденные тройками
векторов (µ(t),µ′(t), v(t)) и (µ(t), v′(t), v(t)), совпадают. Это, в свою
очередь, означает, что четыре вектора µ(t), µ′(t), v(t) и v′(t) линейно
зависимы (для всякого t), то есть что внешнее произведение

µ(t)∧µ′(t)∧ v(t)∧ v′(t)

тождественно равно нулю. С этим последним условием мы, однако, уже
встречались: если перейти от однородных координат к евклидовым, то
оно, как легко видеть, примет вид (.), а это, как мы видели, и есть
необходимое и достаточное условие того, что семейство прямых ℓt яв-
ляется семейством касательных к некоторой кривой или же все прямые
из этого семейства проходят через одну точку.

Итак, предложение  мы доказали. Остается обсудить то, что полу-
чилось.

Линейчатые поверхности, удовлетворяющие условию () из предло-
жения , называются развертывающимися. Коль скоро далеко не вся-





кое семейство прямых является касательным, далеко не всякая линей-
чатая поверхность является развертывающейся. Конкретный пример
мы видели в задаче : однополостный гиперболоид развертывающим-
ся не является, так как при движении вдоль прямолинейной образую-
щей касательная плоскость к гиперболоиду меняется.

В нашем доказательстве мы не стесняясь манипулировали касатель-
ными плоскостями к поверхностям, заметаемым прямыми. Пора при-
знаться, что мы в этом месте читателя немного обманывали: не во вся-
кой точке такая касательная плоскость существует (как говорят, на ли-
нейчатой поверхности могут присутствовать «особые точки»). На язы-
ке формул это выражается в том, что пространство, порожденное век-
тором α(t, u) и двумя его частными производными, не обязательно яв-
ляется трехмерным. Тем не менее, для «общих» значений параметров
(t, u) касательная плоскость существует и наши рассуждения коррект-
ны.

Зàäà÷à . Пусть X — поверхность, заметаемая касательными к
пространственной прямой C. Тогда, очевидно, C ⊂ X . Покажите, что
всякая точка кривой C является особой точкой поверхности X .

Напоследок скажем, что условие () из предложения  — не един-
ственное и не самое интересное описание развертывающихся поверх-
ностей. Чтобы сформулировать действительно интересный результат,
дадим такое определение.

Пусть X — поверхность в R3 или RP3; назовем гауссовым отображе-
ние, которое ставит в соответствие точке x∈ X касательную плоскость
Tx X к поверхности X в точке x. Если x — «особая точка» поверхности,
то плоскость Tx X не определена, так что мы определяем гауссово отоб-
ражение только для «точек общего положения».

Рассмотрим теперь образ поверхности X при гауссовом отображе-
нии (то есть, попросту говоря, множество всех ее касательных плоско-
стей). Если X , например, развертывающаяся поверхность, то предло-
жение  показывает, что этот образ одномерен: для всех точек x ∈ L,
где L — любая «прямолинейная образующая» поверхности X , касатель-
ная плоскость одна и та же, так что множество касательных плоскостей
имеет ту же размерность, что и семейство прямолинейных образую-
щих, то есть одномерно. Оказывается, это общий факт:

Поверхность в R3 или RP3 является развертывающейся тогда и
только тогда, когда ее образ при гауссовом отображении одномерен
(а не двумерен, как можно было бы ожидать).

Обратите внимание, что в части «тогда» этого утверждения a priori
не предполагается, что поверхность X линейчатая (и вообще что она
содержит хоть одну прямую!).





Другой интересный способ охарактеризовать развертывающиеся
поверхности таков:

Поверхность X ⊂R3 является развертывающейся тогда и только
тогда, когда ее можно получить изгибанием из нерастяжимого листа
бумаги.

Оба эти факта заслуживают отдельного рассказа. По поводу вто-
рого из них (возможности получения развертывающихся поверхнстей
в результате изгибания листа бумаги) читатель может обратиться к
лекции  в книге С. Л. Табачникова и Д. Б. Фукса «Математический ди-
вертисмент» (М.: МЦНМО, ); впрочем, как популярно изложить до-
казательство этого факта, никто пока что, кажется, не придумал.

Наша же книжка на этом заканчивается.
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