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Введение

Разбиением натурального числа называется его представление
в виде суммы натуральных слагаемых. При этом порядок следова-
ния слагаемых не учитывается, то есть разбиения, отличающиеся
только порядком слагаемых, считаются одинаковыми. Задача о под-
счете количества разбиений p(n) числа n на первый взгляд похожа
на другие задачи элементарной комбинаторики — скажем, о числе
перестановок или сочетаний — однако она оказывается более слож-
ной: число разбиений не выражается простой замкнутой формулой.

Тем не менее, кое-что — и довольно многое! — о последователь-
ности чисел разбиений сказать все-таки удается. Так, например, их
производящую функцию — степенной ряд

∑
p(n)qn — оказывается

возможным представить в виде бесконечного произведения:
∞∑

n=0

p(n)qn
=

∞∏

k=1

(1− qk)−1.

Впервые это было сделано Леонардом Эйлером в XVIII в. Ему же
принадлежит еще один замечательный результат: вычисление ряда,
обратного к этой производящей функции. Его коэффициенты, в от-
личие от коэффициентов предыдущего ряда, оказывается возмож-
ным выписать явно. Это утверждение называется пентагональной
теоремой Эйлера.

Разбиения удобно представлять графически при помощи так на-
зываемых диаграмм Юнга. Это фигуры, состоящие из квадратиков,
причем число квадратиков в очередной строке диаграммы равняет-
ся одному из слагаемых разбиения. Слагаемые при этом считаются
упорядоченными по убыванию. Например, разбиению 5+3+3+1
числа 12 соответствует такая диаграмма Юнга:

Итак, p(n) — это количество диаграмм Юнга, состоящих из n квад-
ратиков.
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У диаграмм Юнга можно рассмотреть и трехмерный аналог: это
будут объемные фигуры, состоящие из кубиков, выстроенных в ви-
де пирамидки «в углу комнаты» (в координатном октанте) таким
образом, что снизу, сзади и слева от каждого кубика располагается
либо кубик, либо координатная плоскость (т. е. «стена комнаты»).
Пример трехмерной диаграммы Юнга, состоящей из  кубиков,
изображен на рисунке.

Для числа трехмерных диаграмм Юнга тоже можно написать
производящую функцию, которая оказывается похожей на формулу
Эйлера. Это было проделано в начале XX в. британским военным
и математиком Перси Макмагоном. Интересно, что аналог этой
формулы в размерности  и выше неизвестен.

Как двумерные, так и трехмерные диаграммы Юнга возникают
во многих задачах, в том числе в таких, которые на первый взгляд
никак не связаны с разбиениями чисел. Мы расскажем об одной
из них — гипотезе о знакочередующихся матрицах (alternating sign
matrix conjecture), которая возникла в -х гг. в работах Милл-
са, Роббинса и Рамси, вдохновленных трудами Ч. Л. Доджсона (он
же — автор «Алисы» Льюис Кэрролл), и была доказана в середине
-х гг. Д. Зельбергером и Г. Купербергом. В этой гипотезе, вы-
звавшей значительный интерес специалистов по комбинаторике,
речь идет о подсчете числа матриц определенного вида, элементами
которых могут быть только нули и ±1. Таких матриц оказывает-
ся столько же, сколько трехмерных диаграмм Юнга, удовлетворя-
ющих определенным условиям симметрии, хотя построить какую-
либо естественную биекцию между этими двумя множествами ни-
кому пока что не удалось.

Об этой брошюре. Эта брошюра написана по материалам ми-
никурса из четырех лекций, прочитанных автором на XIII летней
школе «Современная математика» в Дубне в июле  г. Большин-
ство слушателей составляли студенты первых двух курсов матема-
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тических специальностей. Содержание глав почти точно соответ-
ствует фактически читавшимся лекциям; при этом текст получился
более подробным за счет того, что в нем в ряде мест восстановлены
детали, опускавшиеся на лекциях ввиду нехватки времени.

Первые две лекции посвящены разбиениям и двумерным диа-
граммам Юнга. Они представляют собой законченный сюжет, не за-
висящий от остального текста; их материал доступен подготовлен-
ному школьнику. Третья и четвертая лекции рассчитаны скорее на
младшекурсников; для их понимания нужно знать, что такое группа
перестановок и определитель матрицы.

Помимо большого количества упражнений, приведенных в тек-
сте, в конце каждой из первых трех лекций приводится по несколько
задач. Эти задачи предлагались слушателям миникурса для само-
стоятельного решения. Сложность задач и упражнений довольно
неравномерная, так что призываем читателя не отчаиваться, если
какая-то из задач не будет получаться.

Для экспертов. Приведем краткое содержание брошюры, рас-
считанное «на профессионалов». В первой лекции определяются
разбиения, диаграммы Юнга, выводится эйлеровская производя-
щая функция для числа разбиений и формулируется пентагональ-
ная теорема Эйлера. Этот материал является классическим и может
быть найден в любом учебнике комбинаторики.

Вторая лекция посвящена доказательству пентагональной теоре-
мы. Для этого мы излагаем теорию q-биномиальных коэффициен-
тов, доказываем q-аналог бинома Ньютона и выводим из него фор-
мулу Якоби для тройного произведения — после чего пентагональ-
ная теорема получается как простое следствие из этой формулы. Та-
кое доказательство является более сложным, чем классическое би-
ективное доказательство пентагональной теоремы, изложенное, на-
пример, в замечательной статье Д. Б. Фукса [], однако оно кажется
нам более концептуальным, поскольку в нем естественно возникает
ряд понятий и утверждений, представляющих и самостоятельный
интерес.

В третьей лекции вводятся плоские разбиения (трехмерные диа-
граммы Юнга) и доказывается формула Макмагона для числа плос-
ких разбиений в заданном прямоугольном параллелепипеде, а так-
же ее q-аналог, описывающий производящую функцию для числа
таких разбиений. Как следствие из этой формулы получается аналог
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формулы Эйлера (также принадлежащий Макмагону) — производя-
щая функция для плоских разбиений без каких-либо ограничений
на их размер. Основным инструментом для доказательства этих ре-
зультатов служит теорема Линдстрёма—Гесселя—Вьенно о непере-
секающихся путях.

Последняя, четвертая лекция носит обзорный характер; в ней сна-
чала формулируется гипотеза о знакочередующихся матрицах, затем
приводятся (без доказательства) результаты Макмагона, Макдональ-
да и Эндрюса о числе плоских разбиений с различными симметри-
ями и формулируется основной результат, принадлежащий Зельбер-
геру: число вполне симметричных самодополнительных плоских раз-
биений (TSSCPP) равняется числу знакочередующихся матриц вдвое
меньшего порядка.

Благодарности. В первую очередь я хочу поблагодарить Г. А. Мер-
зона и В. А. Клепцына за неоценимую помощь и поддержку на всем
протяжении моей работы над этой брошюрой. Без их искреннего
интереса и доброжелательности, а также без наших многочасовых
обсуждений она, скорее всего, никогда не была бы написана. Я так-
же признателен всем, кто прочел первоначальный вариант текста
и высказал свои замечания. Особенно ценную обратную связь я по-
лучил от П. Н. Пилявского, В. Е. Горина и А. А. Архиповой. Наконец,
я благодарен фонду «Династия» и фонду Дж. Саймонса за частичную
финансовую поддержку.

Я буду рад получить отзывы, замечания и комментарии от чита-
телей. Направлять их можно по адресу esmirnov@hse.ru.

Видеоматериалы прочитанного в Дубне курса доступны в видео-
теке сайта MathNet, http://www.mathnet.ru.
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Разбиения

§ .. Разбиения и диаграммы Юнга

Разбиением натурального числа будем называть его представле-
ние в виде суммы натуральных слагаемых. При этом порядок сла-
гаемых неважен: так, например, 2+ 3 и 3+ 2 — это одно и то же
разбиение числа . Поэтому эти слагаемые можно считать нестрого
убывающими. Вот формальное определение.

Определение .. Разбиением натурального числа n называется
набор натуральных чисел λ= (λ1, …, λk), для которого λ1!λ2!…
…!λk>0 и λ1+…+λk=n.

Иногда удобно считать, что разбиение — это невозрастающая
последовательность целых неотрицательных чисел (λ1, …, λk, …),
в которой все λi начиная с некоторого номера равны нулю. Другими
словами, к конечному набору λi дописывается бесконечный «хвост»
нулей.

Разбиение можно представлять графически при помощи диа-
грамм Юнга. Диаграммой Юнга разбиения (λ1, …, λk) называется
подмножество четвертого квадранта плоскости, состоящее из еди-
ничных квадратиков. Квадратики размещаются в последователь-
ных строках, выровненных по левому краю, причем количество
квадратиков в i-й строке равно λi (таким обра-
зом, длина каждой следующей строки не превы-
шает длины предыдущей).

Пример .. На рисунке изображена диа-
грамма Юнга, соответствующая разбиению
(7, 5, 5, 5, 2, 1) числа .

Это так называемый англосаксонский способ изображения диаграмм Юнга; аль-
тернативой является французский способ, при котором диаграмма изображается
в первом квадранте плоскости. Стоит также упомянуть и русский способ, при котором
диаграмма поворачивается еще на 45 градусов, оказываясь в четверти плоскости,
ограниченной графиком функции y= |x|. При этом «внешняя граница» диаграммы
Юнга становится графиком кусочно линейной функции y = f (x). Такое представ-
ление оказывается удобным, в частности, во многих асимптотических задачах, т. е.
задачах, связанных с предельными формами диаграмм Юнга (подробнее об этом см.,
например, []).
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Отразим диаграмму Юнга λ относительно диагонали (т. е. пря-
мой x+ y=0). Мы получим новую диаграмму Юнга, которую усло-
вимся обозначать через λ′ = (λ′1, …, λ′m) и называть сопряженной
к λ (иногда ее еще называют транспонированной). Ясно, что λ′i
равняется числу компонент исходного разбиения λ, больших или
равных i.

Пример .. Диаграмма (6, 5, 4, 4, 4, 1, 1) явля-
ется сопряженной к диаграмме из предыдущего
примера.

Будем обозначать число разбиений числа n че-
рез p(n). Также условимся считать, что p(0)=1.

Нетрудно найти p(n) для маленьких значений
n (скажем, при n" 5). Они приведены в следую-
щей таблице.

n      

p(n)      

Упражнение .. Проверьте это и для каждого n" 5 нарисуйте
все диаграммы Юнга, соответствующие разбиениям числа n.

Возникает естественный вопрос: существует ли какая-нибудь
формула, с помощью которой можно найти p(n) для данного n?
Оказывается, простой замкнутой формулы для числа разбиений
(как, например, для биномиальных коэффициентов) найти не уда-
ется. Однако кое-что про эту последовательность сказать все же
получается: а именно, можно выписать ее производящую функцию.
Этим мы сейчас и займемся.

§ .. Напоминание о производящих функциях

В начале этого параграфа мы вкратце напомним некоторые све-
дения о производящих функциях и формальных степенных рядах
и разберем несколько простых примеров их использования. Более
подробный рассказ об этом читатель может найти во многих учеб-
никах по комбинаторике — например, в книгах [] и [].

Пусть a0, a1, …, an, … — произвольная числовая последователь-
ность. Рассмотрим формальный степенной ряд от переменной q:

a0+a1q+a2q2
+…+anqn

+… (∗)
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Он называется производящей функцией для исходной последова-
тельности.

Замечание .. Мы будем работать с производящими функция-
ми именно как с формальными степенными рядами — выражени-
ями вида (∗), которые можно представлять себе как «многочлены
бесконечной степени». Такие выражения можно, например, склады-
вать и перемножать друг с другом. Отметим, что эти операции опре-
делены корректно: разумеется, для того чтобы сложить или пере-
множить два ряда, нужно произвести бесконечное число операций,
однако же число операций, необходимых для нахождения каждого
коэффициента в сумме или произведении, конечно. При этом нас
не будут интересовать вопросы сходимости этих рядов при тех или
иных числовых значениях q.

Упражнение .. Пусть A(q)= a0 + a1q + a2q2
+… — формаль-

ный степенной ряд, причем a0 ̸= 0. Докажите, что существует ряд
B(q), обратный к A(q), — т. е. такой ряд, что A(q) · B(q) = 1. Что
происходит при a0=0?

Иногда производящую функцию, выраженную формальным сте-
пенным рядом, получается записать в каком-либо ином виде (скажем,
как рациональную функцию от q), что зачастую позволяет получить
какие-то новые сведения о последовательности (a0, …, an, …).

Пример .. Пусть n — фиксированное целое неотрицательное
число, ak=

#n
k

$
. В частности, ak= 0 при всех k> n. Тогда произво-

дящая функция этой последовательности будет многочленом
%

n
0

&
+

%
n
1

&
q+

%
n
2

&
q2
+…+

%
n
n

&
qn
= (1+q)n.

Это формула бинома Ньютона.
Пример .. Рассмотрим постоянную последовательность: an=1

при всех n!0. Тогда ее производящая функция есть геометрическая
прогрессия:

1+ q+ q2
+…+ qn

+… =
1

1−q
.

Это равенство следует интерпретировать таким образом: ряд 1− q
является обратным (в смысле упражнения .) к ряду 1+ q+ q2

+…:
если их перемножить, получится единица.

Упражнение .. Докажите, что производящую функцию после-
довательности an=n+1 можно представить в виде

1+2q+3q2
+…+ (n+1)qn

+… =
1

(1−q)2



§ .. Напоминание о производящих функциях 

(попробуйте придумать несколько доказательств этого равенства).
Следующий пример показывает, как при помощи производящих

функций найти явную формулу для последовательностей, задан-
ных при помощи линейных рекуррентных соотношений. Простей-
шей такой последовательностью является знаменитая последова-
тельность Фибоначчи.

Пример . (числа Фибоначчи). Пусть последовательность an

задана рекуррентным соотношением an+2= an+1+ an, причем a0=

=a1=1. Производящая функция для нее — это ряд

F(q) = 1+ q+2q2
+3q3

+5q4
+8q5

+13q6…

Из рекуррентного соотношения для an нетрудно вывести функцио-
нальное уравнение для производящей функции, которое будет иметь
вид

F(q) = 1+ qF(q)+ q2F(q)

(подумайте, откуда в правой части взялась единица). Тогда F(q)
оказывается представленной в виде рациональной функции:

F(q) =
1

1−q−q2 .

Упражнение .. Разложите полученную дробь в сумму двух
дробей вида

a
q− b

. Выведите отсюда формулу Бине, представляющую

последовательность Фибоначчи в виде суммы двух геометрических
прогрессий. Выясните, чему равен предел отношения двух соседних
чисел Фибоначчи (это число называется золотым сечением).

Вернемся к разбиениям. Сначала ответим на следующий вопрос:
чему равно количество разбиений числа n на слагаемые, не превос-
ходящие заданной величины m? Обозначим его через pm(n), а соот-
ветствующую производящую функцию через Pm(q).

Ясно, что P1(q)=1+ q+ q2
+…=

1
1−q

: каждое число единствен-

ным образом разбивается в сумму единиц.
Выясним, чему равно p2(n), т. е. число разбиений n в сумму еди-

ниц и двоек. Заметим для начала, что количество способов разбить
число n в сумму слагаемых, каждое из которых равно двум, — это
либо , если n четно, либо , если n нечетно. Соответствующая про-
изводящая функция равна

1+ q2
+ q4

+… =
1

1−q2 .
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Теперь легко видеть, что производящая функция P2(q) есть произве-

дение P1(q) и
1

1−q2 . Действительно, рассмотрим произведение

(1+ q+ q2
+…)(1+ q2

+ q4
+…).

Раскроем в нем скобки, но не будем приводить подобные члены.
Каждое слагаемое после раскрытия скобок будет иметь вид qr · q2s,
где сомножитель qr берется из первого сомножителя, а q2s из второ-
го. Каждому такому слагаемому можно сопоставить разбиение чис-
ла r+2s в сумму r единиц и s двоек. Получается, что после приведе-
ния подобных коэффициент при qn действительно будет равняться
p2(n).

Рассуждая аналогично, получаем следующий результат.
Предложение .. Производящая функция Pm(q) для количе-

ства разбиений числа n в сумму слагаемых, не превосходящих m,
равняется

Pm(q) =
∑

pm(n)qn
=

1

(1−q)(1−q2)…(1−qm)
=

m∏

k=1

(1− qk)−1.

Иными словами, это производящая функция для диаграмм Юн-
га, длина строки которых не превосходит m. Чтобы получить произ-
водящую функцию для числа всех диаграмм Юнга, следует перейти
к пределу при m→∞. Мы получим знаменитую формулу Эйлера для
числа разбиений.

Теорема . (Л. Эйлер). Производящая функция P(q) для коли-
чества разбиений числа n задается следующим бесконечным произ-
ведением:

P(q) =
∑

p(n)qn
=

1

(1−q)(1−q2)(1−q3)…
=

∞∏

k=1

(1− qk)−1.

Замечание .. Знак бесконечного произведения может напу-
гать читателя, который ранее не имел дела с этим объектом. Однако
бояться его следует не больше, чем бесконечных рядов. Действи-
тельно, на первый взгляд кажется, что для того, чтобы представить
бесконечное произведение как ряд, нужно «перемножить бесконеч-
ное число скобок». Однако чтобы вычислить очередной (скажем,
k-й) член этого ряда, нужно взять только конечное число (в данном
случае k) первых сомножителей — остальные не окажут на коэффи-
циент при qk никакого влияния.



§ .. Разбиения на нечетные и различные слагаемые 

§ .. Разбиения на нечетные и различные
слагаемые

Вот еще одна задача, которую можно решить при помощи произ-
водящих функций. Рассмотрим следующий вопрос: сколькими спо-
собами можно разложить число в сумму нечетных слагаемых? Обо-
значим число таких способов через pO(n) (от слова «odd» — «нечет-
ный»).

Например, pO(7)=5, так как для числа  есть  таких разбиений:

7 = 5+1+1 = 3+3+1 = 3+1+1+1+1 = 1+1+1+1+1+1+1.

Далее, выясним, сколькими способами можно разбить число
в сумму попарно различных слагаемых. Обозначим его через pD(n)
(от слова «distinct» — «различный»).

Найдем все такие разбиения числа :

7 = 6+1 = 5+2 = 4+3 = 4+2+1.

Их снова оказывается пять! Оказывается, это не совпадение.
Предложение .. При любом n выполняется равенство pD(n)=

= pO(n).
Доказательство. Докажем, что равны производящие функции

PO(q)=
∑

pO(n)qn и PD(q)=
∑

pD(n)qn.
Рассуждая точно так же, как и с произвольными разбиениями,

получаем, что производящая функция PO(q)=
∑

pO(n)qn равняется

PO(q) =
1

1−q
·

1

1−q3 ·
1

1−q5 …

С разбиениями на различные слагаемые дело обстоит еще проще:

PD(q) = (1+ q)(1+ q2)(1+ q3)…

(убедитесь в этом самостоятельно).
Дальнейшее сводится к чисто алгебраическим преобразовани-

ям. Умножим и поделим ряд PO(q) на бесконечное произведение
(1− q2)(1− q4)…:

PO(q) =
1

1−q
·

1

1−q3 ·
1

1−q5 … =
1

1−q
·

1−q2

1−q2

1

1−q3 ·
1−q4

1−q4 … =

=
(1−q2)(1−q4)(1−q6)…
(1−q)(1−q2)(1−q3)…

= (1+ q)(1+ q2)(1+ q3)… = PD(q).



 Лекция . Разбиения

Можно задать другой вопрос: пусть мы уже знаем, что разбиений
на нечетные слагаемые столько же, сколько на различные. Мож-
но ли построить какое-нибудь «естественное» взаимно однозначное
отображение (биекцию) между наборами таких разбиений? Иначе
говоря, как сопоставить взаимно однозначным образом каждому
разбиению числа n на нечетные слагаемые его же разбиение на
различные слагаемые?

Можно построить несколько таких биекций. Опишем одну из
них на примере.

Пусть дано какое-то разбиение числа на нечетные слагаемые,
например, такое:

23 = 7+5+5+3+1+1+1.

Рассмотрим «центрированную диаграмму Юнга» — нарисуем сим-
метричную относительно вертикальной оси диаграмму (см. рис.
слева), в первой строке которой будут  точек, во второй и тре-
тьей — по  и так далее.

Рис. .. Разбиение диаграммы Юнга на крюки

Теперь разобьем эту диаграмму на крюки, как показано на
рис. . справа. Тем самым по разбиению числа 23 на нечетные
слагаемые мы построили разбиение того же числа на различные
слагаемые:

23 = 10+6+4+2+1.

§ .. Пятиугольные числа

Рассмотрим бесконечное произведение, обратное к P(q). Это
произведение бесконечного числа двучленов:

P(q)−1
=

∞∏

k=1

(1− qk).



§ .. Пятиугольные числа 

Упражнение .. Вычислите первые  членов (до q7 включи-
тельно) этого бесконечного произведения.

Эйлер вычислил первые несколько десятков членов этого произ-
ведения, и у него получилось следующее:

P(q)−1
= 1− q− q2

+ q5
+ q7− q12− q15

+ q22
+ q26− q35− q40

+…

Здесь можно сделать сразу несколько интересных наблюдений. Во-
первых, видно, что все коэффициенты этого ряда равны либо , либо
±1, причем по мере увеличения степени ненулевые члены встреча-
ются все реже и реже. Во-вторых, все члены, кроме свободного, идут
парами: два отрицательных, два положительных, потом снова два
отрицательных и т. д. Разность между степенями в паре равняется
номеру пары: сначала это единица (q и q2), потом два (q5 и q7),
потом три (q12 и q15) и т. д.

Наконец, последовательность степеней 1, 5, 12, 22, 35, … тоже
была хорошо известна Эйлеру — это так называемые пятиугольные
числа, которые равняются числу точек в пятиугольнике, сторона
которого равна 1, 2, 3, … точкам соответственно (см. рис. .).

Рис. .. Пятиугольные числа

Нетрудно видеть, что m-е пятиугольное число равняется
m(3m−1)

2
.

Оказывается, имеет место следующий результат. Его доказатель-
ство будет получено в следующей лекции.

Теорема . (пентагональная теорема Эйлера). Ряд, обратный
к ряду P(q)=

∑
p(n)qn, имеет вид

P(q)−1
= 1+

∞∑

m=1

(−1)m
#

q
m(3m−1)

2 + q
m(3m+1)

2

$
.

Мы выведем пентагональную теорему Эйлера из формулы Яко-
би для тройного произведения. Другое доказательство этой замеча-
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тельной теоремы читатель может найти, например, в статье [] или
книге [].

В качестве следствия пентагональной теоремы Эйлера покажем,
как с ее помощью можно выписать рекуррентное соотношение для
числа разбиений.

Перемножив ряды P(q) и P(q)−1, мы получим единицу. Поэтому

(
∑

p(k)qk)

'
1+

∞∑

m=1

(−1)m
#

q
m(3m−1)

2 + q
m(3m+1)

2

$(
= 1.

С одной стороны, коэффициент при qn для n > 0 в произведении
P(q)P(q)−1 равен нулю.

С другой стороны, если
∑

anqn и
∑

bmqm — два степенных ряда.
то коэффициент при qk в их произведении равняется

akb0+ak−1b1+…+a0bk =
∑

ak−ibi.

Выпишем, чему равен коэффициент при qn в левой части, и тем
самым найдем соотношение для чисел разбиений p(n):

p(n)+
∞∑

m=1

(−1)m
#

p
#

n−
m(3m−1)

2

$
+ p
#

n−
m(3m+1)

2

$$
= 0

(здесь мы считаем, что p(k)= 0 при k< 0). Перенесем все, кроме
первого слагаемого, в правую часть, и получим, что

p(n) =
∞∑

m=1

(−1)m+1
#

p
#

n−
m(3m−1)

2

$
+ p
#

n−
m(3m+1)

2

$$
.

Это рекуррентное соотношение, глубина которого постоянно уве-
личивается. Выпишем его при 6" n" 12 и с его помощью найдем
соответствующие значения p(n) (число разбиений при n"5 мы уже
знаем — см. упражнение .).

p(6) = p(5)+p(4)−p(1) = 7+5−1 = 11;

p(7) = p(6)+p(5)−p(2)−p(0) = 11+7−2−1 = 15;

p(8) = p(7)+p(6)−p(3)−p(1) = 15+11−3−1 = 22;

p(9) = p(8)+p(7)−p(4)−p(2) = 22+15−5−2 = 30;

p(10) = p(9)+p(8)−p(5)−p(3) = 30+22−7−3 = 42;

p(11) = p(10)+p(9)−p(6)−p(4) = 42+30−11−5 = 56;

p(12) = p(11)+p(10)−p(7)−p(5)+p(0) = 56+42−15−7+1 = 77.



§ .. Пятиугольные числа 

Задачи к лекции 

Задача .. a) Постройте биекцию между множеством самосо-
пряженных (т. е. совпадающих со своим сопряженным) разбиений
числа n и множеством его разбиений в сумму различных нечетных
слагаемых.

б) Вычислите производящую функцию для числа самосопряжен-
ных разбиений.

Задача . (биекция Сильвестра). Докажите, что построенное
в конце § . соответствие действительно является биекцией между
разбиениями числа n на нечетные и различные слагаемые.

Задача .. Пусть an — число диаграмм Юнга с полуперимет-
ром n. Докажите, что производящая функция для этой последова-

тельности равна 1+
q2

1−2q
.

Задача .. Обозначим черезσn сумму делителей числа n, вклю-
чая  и n; так, например, σ6= 1+ 2+ 3+ 6= 12. Пусть Σ(q) — про-
изводящая функция для последовательности σn:

Σ(q) = q+3q2
+4q3

+7q4
+6q5

+12q6
+8q7

+…

а) Докажите, что

Σ(q)P(q) = qP′(q),

где P(q) — производящая функция для числа разбиений.
б) Выведите отсюда рекуррентное соотношение для числа σn.
Указание. Рассмотрите логарифмическую производную ряда P(q):

(ln P(q))′ =
P′(q)

P(q)
.



Лекция 

q-биномиальные коэффициенты

§ .. Диаграммы Юнга и биномиальные
коэффициенты

Вот еще один вопрос о подсчете диаграмм Юнга: сколько суще-
ствует диаграмм Юнга из не более чем m строк, если длина каждой
из них не превосходит n? Иначе говоря, сколько диаграмм Юнга
можно вписать в прямоугольник размера m×n?

Например, для квадрата 2× 2 таких диаграмм шесть. Они при-
ведены на рисунке.

∅

Этот вопрос гораздо проще, чем подсчет производящей функции
для числа всех диаграмм Юнга. Легко видеть, что каждая диаграмма
Юнга в прямоугольнике ограничивается снизу ломаной, соединяю-
щей левый нижний угол квадрата с правым верхним. Такая ломаная
состоит из m+n звеньев, из которых ровно m идут вверх, а n вправо.
Итого количество таких ломаных равно количеству способов вы-
брать m вертикальных звеньев из m+n (или, что то же самое, числу
способов выбрать n горизонтальных звеньев), т. е. биномиальному

коэффициенту
#m+n

m

$
=
#m+n

n

$
.

§ .. Определение q-биномиальных коэффициентов

Назовем весом |λ| диаграммы Юнга λ количество входящих
в нее клеток. Будем решать ту же задачу — подсчета диаграмм
Юнга внутри данного прямоугольника, — но уже с учетом весов.
Составим производящую функцию, которую будем обозначать че-

рез
)

m+n
m

*

q
:

)
m+n

m

*

q

=
∑

λ⊂m×n

q|λ|.



§ .. Определение q-биномиальных коэффициентов 

Это многочлен с положительными коэффициентами, причем коэф-
фициент при qk равняется числу диаграмм Юнга веса k, вписанных
в прямоугольник размера m×n. Иногда, когда ясно, о каком q идет

речь, мы будем опускать индекс q и писать просто
)

m+n
m

*
.

Этот многочлен будем называть q-биномиальным коэффициен-
том. Действительно, далее мы увидим, что эти многочлены ве-
дут себя очень похоже на обычные числа сочетаний: для многих
утверждений о биномиальных коэффициентах удается получить
их «q-аналоги», т. е. аналогичные утверждения о q-биномиальных
коэффициентах.

Пример .. Пусть m=1. Тогда
)

n+1
n

*

q
= 1+ q+ q2

+…+ qn
=

1−qn+1

1−q
.

Пример .. Пусть m= n= 2. Тогда
)

4
2

*

q
= 1+ q+ 2q2

+ q3
+ q4

(это легко увидеть, посмотрев на предыдущий рисунок, — на нем
изображено по одной диаграмме весов , ,  и  и две диаграммы
веса ). Этот многочлен можно разложить на множители, причем
каждый множитель будет геометрической прогрессией:

1+ q+2q2
+ q3

+ q4
= (1+ q+ q2)(1+ q2).

Сформулируем несколько свойств q-биномиальных коэффици-
ентов.

Предложение .. Значение

)
m+n

m

*

q
в единице равно

%
m+n

m

&
.

Это очевидно: если подставить в производящую функцию q=1,
каждая диаграмма Юнга вне зависимости от ее веса будет считаться
с весом , т. е. значение многочлена будет давать общее количество
диаграмм.

Предложение ..

)
m+n

m

*
=

)
m+n

n

*
.

Это следует из инвариантности производящей функции при от-
ражении прямоугольника относительно главной диагонали (т. е. за-
мены ширине на высоту и наоборот).

Предложение . (рекуррентное соотношение для q-биномиаль-
ных коэффициентов).

)
m+n

m

*
=

)
m+n−1

m−1

*
+qm

)
m+n−1

m

*
.
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Доказательство. Рассмотрим произвольную диаграмму Юнга λ.
Она ограничена некоторой ломаной; посмотрим на ее первое звено.
Возможны два варианта: либо оно вертикальное, и тогда остаток
ломаной ограничивает диаграмму Юнга, равную λ, в прямоуголь-
нике размера (m−1)×n; либо оно горизонтальное, и тогда остаток
ломаной ограничивает некоторую диаграмму Юнга в прямоуголь-
нике размером m× (n−1), а λ получается из нее добавлением слева
столбца высоты m.

Это соотношение является обобщением соотношения
%

m+n
m

&
=

%
m+n−1

m−1

&
+

%
m+n−1

m

&

для биномиальных коэффициентов.
Упражнение .. Докажите другой q-аналог того же соотноше-

ния: )
m+n

m

*
=

)
m+n−1

m

*
+qn

)
m+n−1

m−1

*
.

Зная данное рекуррентное соотношение, мы можем восстано-
вить все q-биномиальные коэффициенты. Их тоже можно записать
в виде треугольника Паскаля, очередная строчка в котором выража-
ется через предыдущие:

1

1 1

1 1+q 1

1 1+q+q2 1+q+q2 1

1 1+q+q2
+q3 1+q+2q2

+q3
+q4 1+q+q2

+q3 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Оказывается, для q-биномиальных коэффициентов также име-

ется обобщение формулы
+m+n

n

,
=

(m+n)!
m! ·n!

. Но для того чтобы ее
сформулировать, нам предстоит ввести понятие q-факториала.

Определение .. Пусть n!0. Назовем q-аналогом целого числа
n многочлен

[n] = 1+ q+…+ qn−1
=

1−qn

1−q
.

Тогда q-факториал числа n определяется по правилу

[0]! = 1, [n]! = [n−1]! · [n].

Отметим, что значения многочленов [n] и [n]! в единице равны
n и n! соответственно.



§ .. Производящая функция Эйлера 

Упражнение .. Докажите, что
)

m+n
n

*
=

[m+n]!
[m]! · [n]!

.

Указание. Воспользуйтесь рекуррентным соотношением и ра-
венством [m+n]= [m]+ qm[n].

Утверждение упражнения . можно переписать в следующем

виде, заменив каждое из чисел [k] на
1−qk

1−q
.

Предложение ..
)

m+n
m

*
=

(1−qm+n)(1−qm+n−1)…(1−qn+1)

(1−qm)(1−qm−1)…(1−q)
.

Рассмотрев несколько примеров q-биномиальных коэффициен-
тов, можно заметить, что эти многочлены являются возвратными:
набор их коэффициентов есть палиндром. Иначе говоря, коэффи-

циент в многочлене
)

m+n
m

*
при qk равняется коэффициенту при

qmn−k. Это следует напрямую из определения q-биномиальных коэф-
фициентов как производящих функций для числа диаграмм Юнга:
каждой диаграмме Юнга из k клеток можно сопоставить ее допол-
нение до прямоугольника m× n, которое будет состоять из mn− k
клеток.

Отметим еще одно интересное свойство q-биномиальных коэф-
фициентов: они являются унимодальными (или веретенообразны-
ми) многочленами. Это значит, что последовательность их коэф-
фициентов (a0, …, amn) имеет единственный локальный максимум:
первая половина этой последовательности является нестрого воз-
растающей, т. е. ai"a j при 0" i< j"

mn
2

. В силу симметрии вторая
половина последовательности коэффициентов является нестрого
убывающей. Комбинаторное доказательство этого факта оказыва-
ется на удивление непростым. Оно было получено Кэтлин О’Харой
в работе []; см. также обзорную работу Д. Зельбергера [] и не-
давний препринт И. Пака и Г. Пановой [].

§ .. Производящая функция Эйлера как следствие
формулы для q-биномиальных коэффициентов

Как мы только что выяснили, предыдущая формула задает произ-
водящую функцию для диаграмм Юнга ширины не более n и высоты
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не более m. Перейдем к пределу при n→∞; получим, что

lim
n→∞

)
m+n

m

*
=

1

(1−qm)(1−qm−1)…(1−q)

(отметим, что знаменатель в выражении для
)

m+n
m

*
, приведенном

в предложении ., от n не зависит!). Мы получили еще одно до-
казательство предложения . о производящей функции для числа
диаграмм Юнга, длины строк которых не превосходят m.

Кроме того, в этом же предложении можно было одновремен-
но переходить к пределу при n→∞ и m→∞ (скажем, рассмотрев

limn→∞

)
2n
n

*
) — в итоге получится эйлеровская производящая функ-

ция для числа всех разбиений (следствие .).

§ .. q-бином Ньютона

У бинома Ньютона (1+ x)n
=
∑+n

k

,
xk также имеются q-аналоги.

Один из них мы сформулируем и докажем сейчас; другой приведен
в упражнениях в конце этой лекции.

Теорема . (q-бином Ньютона).

(1+ xq)(1+ xq2)…(1+ xqn) =
n∑

k=0

)
n
k

*
q

k(k+1)

2 xk.

Как и следует ожидать, подстановка q = 1 превращает данное
равенство в обычный бином Ньютона.

Доказательство. Раскроем скобки в левой части и запишем ре-
зультат как сумму степеней x, коэффициент при каждой из которых
является многочленом от q:

(1+ xq)(1+ xq2)…(1+ xqn) =
n∑

k=0

ak(q)xk.

Здесь ak(q) — это производящая функция для числа разбиений на
ровно k различных слагаемых, каждое из которых не превосходит n.
Упорядочим эти слагаемые по убыванию (они будут строго убывать,
так как они различны) и вычтем из первого k, из второго k−1, …,
а из последнего единицу. Это будет соответствовать делению про-

изводящей функции на q1+2+…+k
= q

k(k+1)

2 . Мы получим производя-
щую функцию для разбиений числа на не более чем k слагаемых



§ .. Тождество Якоби для тройного произведения 

(уже, возможно, одинаковых), каждое из которых не превосходит

n − k. А это и есть q-биномиальный коэффициент
)

n
k

*
. Поэтому

ak(q)= q
k(k+1)

2

)
n
k

*
. Теорема доказана.

§ .. Тождество Якоби для тройного произведения

В этом параграфе мы при помощи алгебраических манипуляций
с q-биномом Ньютона получим равенство, называемое тождеством
Якоби для тройного произведения. Из него, в частности, будет сле-
довать пентагональная теорема Эйлера.

Начнем с того, что рассмотрим следующее произведение:

m∏

i=−(m−1)

(1+ xqi) =

= (1+ xq−(m−1))(1+ xq−(m−2))…(1+ x)(1+ xq)…(1+ xqm),

где x — некоторая переменная. Представим это произведение в ви-
де суммы. Это нетрудно сделать с помощью формулы для q-бинома.
Действительно, сделаем замену переменной: y = xq−m. Тогда это
произведение переписывается в виде

m∏

i=−(m−1)

(1+ xqi) =
2m∏

i=1

(1+ xqi−m) =
2m∏

i=1

(1+ yqi).

А это не что иное, как q-бином. Поэтому

2m∏

i=1

(1+ yqi) =
2m∑

k=0

)
2m
k

*
q

k(k+1)

2 yk.

Вернемся к исходным обозначениям: заменив y на q−m x, получим
равенство

(1+ xq1−m)(1+ xq2−m)…(1+ x)(1+ xq)…(1+ xqm) =

=

2m∑

k=0

)
2m
k

*
q

k(k+1)

2
−mk xk.

Это равенство многочленов Лорана от q (т. е. многочленов, в кото-
рые q может входить не только в положительных, но и в отрица-
тельных степенях). Рассмотрим те сомножители в его левой части,
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в которые q входит в нулевой или отрицательной степени (таких
будет ровно m). Вынесем из каждого из них q в такой отрицатель-
ной степени, чтобы в скобках остался многочлен от положительных
степеней q, степень которого была бы минимальной. Иначе говоря,
для каждого из сомножителей вида 1 + xq− j, где j ! 0, запишем,
что 1+ xq− j

= q− j(x+ q j)= xq− j(1+ x−1q j) (из каждой такой скобки
мы еще вынесли x, чтобы свободный член выражения в скобках
равнялся ). Тогда наше равенство перепишется в виде

xmq−(0+1+…+(m−1))(1+ x−1qm−1)(1+ x−1qm−2)…(1+ x−1)×

× (1+ xq)(1+ xq2)…(1+ xqm) =
2m∑

k=0

)
2m
k

*
q

k(k+1)

2
−mk xk.

Далее, поделив обе части равенства на xmq−
m(m−1)

2 , получим

(1+ x−1qm−1)(1+ x−1qm−2)…(1+ x−1)(1+ xq)(1+ xq2)…(1+ xqm) =

=

2m∑

k=0

)
2m
k

*
q

k(k+1)

2
+

m(m−1)

2
−mk xk−m.

Осталось совсем немного: придадим правой части более симмет-
ричный вид, сделав замену переменной j = k−m. При этом j бу-
дет пробегать значения от −m до m, а в показателе степеней у q

исчезнет «довесок»
m(m−1)

2
− mk. В итоге наша формула станет

выглядеть так:

m∏

k=1

(1+ xqk)(1+ x−1qk−1) =
m∑

j=−m

)
2m

m+ j

*
q

j( j+1)

2 x j .

Это конечная форма тождества Якоби для тройного произведения.
Теперь перейдем к пределу при m→ ∞. Биномиальный коэф-

фициент в правой части будет стремиться к функции Эйлера для
числа разбиений P(q)=

∏∞

k=1(1− qk)−1 (и, в частности, он не будет
зависеть от j, и его можно будет вынести за знак суммирования).
Поделив обе части равенства на P(q), получим следующее равен-
ство.

Теорема . (тождество Якоби для тройного произведения).

∞∏

k=1

(1+ xqk)(1+ x−1qk−1)(1− qk) =
+∞∑

j=−∞

q
j( j+1)

2 x j .



§ .. Тождество Якоби для тройного произведения 

Из нее несложно вывести пентагональную теорему Эйлера.
Доказательство пентагональной теоремы Эйлера. Сделаем

замену переменной в тождестве Якоби: подставим q3 вместо q.
Получим

∞∏

k=1

(1+ xq3k)(1+ x−1q3k−3)(1− q3k) =
+∞∑

j=−∞

q
3 j2+3 j

2 x j.

Теперь положим x=−q−1. Тогда
∞∏

k=1

(1− q3k−1)(1− q3k−2)(1− q3k) =
+∞∑

j=−∞

(−1) j q
3 j2+ j

2 .

А это и есть пентагональная теорема Эйлера:
∞∏

k=1

(1− qk) = 1+
∞∑

j=1

(−1) j
#

q
j(3 j−1)

2 + q
j(3 j+1)

2

$
.

Задачи к лекции 

Задача . (для знакомых с основами линейной алгебры). Пусть
q = pm — степень простого числа. Докажите, что число k-мерных
векторных подпространств n-мерного векторного пространства над

полем из q элементов равно
)

n
k

*
.

Подробнее о связи q-биномиальных коэффициентов с линейной
алгеброй можно прочитать в статье [].

Задача . (еще один q-бином Ньютона). Пусть переменные x
и y не коммутируют, но вместо этого удовлетворяют соотношению
yx= qxy. Докажите, что

(x+ y)n
=

n∑

k=0

)
n
k

*
xk yn−k.

В следующих задачах приводится еще одно доказательство тож-
дества Якоби для тройного произведения, не использующее q-бино-
миальных коэффициентов.

Рассмотрим бесконечное произведение

f (x) =
∞∏

k=1

(1+ xqk)(1+ x−1qk−1).

Такое соотношение, конечно же, невозможно, если x и y являются числами.

Однако оно, например, имеет место для матриц x=
'

1 0
0 q

(
и y=

'
0 1
0 0

(
.
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Его можно рассматривать как ряд Лорана по x:

f (x) =
∞∑

n=−∞

an(q)xn
,

коэффициенты которого an(q) суть формальные степенные ряды
от q.

Задача .. Проверьте, что f (xq)= x−1q−1 f (x).
Задача .. Докажите, что при n∈$ имеют место равенства:
а) an(q)qn+1

=an+1(q);
б) f (x)=a0(q)

∑

n∈$

qn(n+1)/2 xn.

Задача .. Пусть bm есть число способов представить число m в
виде суммы нескольких различных элементов множества {1, 2, 3, …}

и такого же числа различных элементов множества {0, 1, 2, …}. Пока-
жите, что a0(q)=

∑

m!0

bmqm.

Задача .. Построив биекцию между представлениями из преды-
дущей задачи и диаграммами Юнга, докажите, что bm равно p(m), т. е.
числу разбиений числа m.

Указание. Проведите в диаграмме Юнга диагональ.
Задача .. Выведите из предыдущих задач тождество Якоби

для тройного произведения.



Лекция 

Плоские разбиения и формула Макмагона

§ .. Плоские разбиения

В предыдущих двух лекциях мы рассматривали «одномерные»
разбиения и отвечающие им диаграммы Юнга. В этой лекции
мы рассмотрим обобщение этого понятия на следующую размер-
ность — а именно, займемся изучением плоских разбиений, компо-
ненты которых занумерованы не одним индексом, а двумя, и кото-
рым будут соответствовать трехмерные диаграммы Юнга.

Определение .. Пусть n — целое неотрицательное число. Плос-
кое разбиение — это набор целых неотрицательных чисел λi, j , где
i, j!1, в сумме дающих n (т. е.

∑

i, j

λi, j=n) и удовлетворяющих нера-

венствам λi, j!λi+1, j и λi, j!λi, j+1 при всех i, j.
Иначе говоря, плоское разбиение — это набор чисел, записан-

ных в клетках бесконечной вправо и вниз таблицы, причем эти чис-
ла нестрого убывают по строкам и по столбцам, и лишь конечное их
число отлично от нуля.

Каждому плоскому разбиению можно сопоставить трехмерную
диаграмму Юнга. Для этого заменим каждое число на плоскости на
столбец из кубиков, высота которого равна этому числу. Получен-
ная трехмерная конструкция из кубиков и будет трехмерной диа-
граммой Юнга.

Пример .. На рис. . изображено одно из плоских разбиений
числа  и отвечающая ему трехмерная диаграмма Юнга.

2

2

3

1

2 1 1

Рис. .. Плоское разбиение и его трехмерная диаграмма Юнга

Плоское разбиение можно рассматривать как набор нескольких
вложенных друг в друга диаграмм Юнга µ1⊆µ2⊆…⊆µk. Пусть диа-
грамма µm состоит из всех таких клеток (i, j), что λ11−λi, j"m−1.
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Получается, что µm будет составлять m-й «этаж» соответствующей
трехмерной диаграммы Юнга (если считать этажи сверху вниз).

Пример .. Для плоского разбиения из предыдущего примера
получаем последовательность диаграмм

Наша ближайшая цель состоит в том, чтобы вычислить количе-
ство трехмерных диаграмм Юнга, лежащих внутри прямоугольно-
го параллелепипеда *(a, b, c) (т. е. длина, ширина и высота кото-
рых не превосходят a, b и c соответственно), а также производя-
щую функцию для числа таких диаграмм. Перейдя к пределу при
a, b, c→∞, мы получим аналог производящей функции Эйлера для
числа всех трехмерных диаграмм Юнга (этот результат был получен
в начале XX в. майором британской армии в отставке Перси Алек-
сандром Макмагоном).

§ .. Подсчет числа плоских диаграмм высоты 

Начнем с простого случая: посчитаем количество трехмерных
диаграмм Юнга в параллелепипеде размера *(a, b, 2). Это эквива-
лентно подсчету числа пар (µ1, µ2) диаграмм Юнга, удовлетворяю-
щих условию µ1⊂µ2⊂ (a× b).

В прошлой лекции уже говорилось, что диаграмму Юнга в пря-
моугольнике a× b можно интерпретировать как путь на решетке,
идущий из точки A1= (0, a) в точку B1= (b, 0) (условимся, что ось
ординат на нашей решетке направлена вниз). Таким образом, пара
вложенных диаграмм — это пара путей из A1 в B1, один из которых
проходит не выше другого.

Из этой пары путей можно изготовить два непересекающихся
пути: сдвинем нижний путь на вектор (1, 1). Мы получим новый
путь из точки A2= (1, a+1) в точку B2= (b+1, 1), который уже не
будет пересекаться с верхним путем (см. рис. .).

Итак, число трехмерных диаграмм Юнга высоты не более  рав-
но числу пар непересекающихся путей, которое мы обозначим через
Pnc(A1→ B1, A2→ B2) (символы «nc» означают «non-crossing», т. е.
«непересекающиеся»).
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A1

B1

A1

B1

A2

B2

Рис. .. Раздвигание путей

Нетрудно найти число пар всевозможных путей, соединяющих
A1 c B1, а A2 c B2: оно равняется P(A1 → B1) · P(A2 → B2), т. е.
%

a+ b
b

&2

. Таким образом, наша задача эквивалентна задаче о на-

хождении числа пар пересекающихся путей из A1 в B1 и из A2 в B2.
Итак, пусть µ1 и µ2 — два пересекающихся пути на решетке,

первый из которых соединяет A1 c B1, а второй — A2 с B2. Пусть
C — первая из точек пересечения этих путей. Построим новую пару
путей, ι(µ1) и ι(µ2), по следующему правилу: ι(µ1) будет совпадать
с µ1 на отрезке от A1 до C и с µ2 на отрезке от C до B2. Таким
образом, он будет соединять A1 с B2. Напротив, ι(µ2) будет соеди-
нять A2 и B1; он будет совпадать с µ2 от A2 до C и с µ1 от C до B1

(см. рис. .).
Легко увидеть, что всякая пара путей, соединяющих A1 с B2,

а A2 с B1, пересекается; в частности, она получается как резуль-
тат описанной выше операции, примененной к какой-то паре пе-
ресекающихся путей µ1 : A1→ B1 и µ2 : A2→ B2. Поэтому число пар
пересекающихся путей из A1 в B1 и из A2 в B2 равно числу пар
всевозможных путей, соединяющих начальные и конечные точки

A1

B1

A2

B2

C
A1

B1

A2

B2

C

Рис. .. Отображение ι на пересекающихся путях
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в «неправильном» порядке. А оно равняется

P(A1 → B2) · P(A2 → B1) =

%
a+ b
b+1

&
·

%
a+ b
b−1

&
.

Вычтя число пар пересекающихся путей из общего числа пар
путей, получаем следующее предложение.

Предложение ..

Pnc(A1 → B1, A2 → B2) = P(A1 → B1)P(A2 → B2)−

− P(A1 → B2)P(A2 → B1) =

----
P(A1 → B1) P(A1 → B2)
P(A2 → B1) P(A2 → B2)

---- .

Следствие .. Число трехмерных диаграмм Юнга, вписанных

в параллелепипед *(a, b, 2), равно

%
a+ b

b

&2

−

%
a+ b
b−1

&%
a+ b
b+1

&
.

Мы видим, что искомое число пар непересекающихся путей ока-
залось представлено в виде определителя 2× 2. Оказывается, для
наборов из n непересекающихся путей дело обстоит аналогичным
образом.

§ .. Детерминантная формула
Линдстрёма—Гесселя—Вьенно

Теперь решим исходную задачу: найдем число трехмерных диа-
грамм Юнга в прямоугольном параллелепипеде*(a, b, c). Каждую
такую трехмерную диаграмму можно рассматривать как последо-
вательность из c вложенных друг в друга обычных диаграмм Юнга.
Эти диаграммы, в свою очередь, соответствуют путям на решетке
из точки A= (0, a) в точку B= (b, 0). Каждый следующий из этих
путей лежит нестрого ниже предыдущего. Как и в предыдущем слу-
чае, сделаем их непересекающимися: для этого сдвинем k-й путь
на вектор (k− 1, k− 1). При этом k-й путь будет соединять точки
Ak= (k−1, a+ k−1) и Bk= (b+ k−1, k−1).

Пусть w ∈Sn — произвольная перестановка. Будем говорить, что
набор из c путей (возможно, пересекающихся) с началами в точках
(A1, …, Ac) и концами в точках (B1, …, Bc) отвечает перестанов-
ке w, если путь, начинающийся в точке Ak, заканчивается в точке
Bw(k). Ясно, что всякий набор непересекающихся путей может отве-
чать лишь тождественной перестановке.

Легко посчитать число всевозможных наборов путей, отвечаю-
щих перестановке w. Оно будет равно произведению биномиаль-
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ных коэффициентов:

c∏

k=1

P(Ak → Bw(k)) =

=

c∏

k=1

P((k−1, a+k−1)→ (b+w(k)−1, w(k)−1)) =
c∏

k=1

%
a+b

b+w(k)−k

&
.

Теперь обобщим прием, уже примененный для случая двух пу-
тей: рассмотрим на наборах пересекающихся путей, отвечающих
всевозможным перестановкам, инволюцию ι, определенную следу-
ющим образом. Рассмотрим в наборе из пересекающихся путей µ
путь µi с наименьшим номером i, пересекающийся с каким-то дру-
гим путем. Возьмем первую точку пересечения этого пути с дру-
гими путями. Из путей, пересекающих µi в этой точке, возьмем
путь с наименьшим номером; обозначим его через µ j . Заменим уча-
сток пути µi, следующий за точкой пересечения, на участок пути
µ j , и наоборот. Получим новый набор пересекающихся путей ι(µ).
Он уже отвечает другой перестановке; какая именно перестановка
получится, нам сейчас неважно, однако важно, что перестановки,
отвечающие µ и ι(µ), имеют различную четность. Кроме того, ясно,
что это отображение инволютивно: если применить его к набору
путей два раза, получится исходный набор путей.

Мы получили биекцию на множестве наборов пересекающихся пу-
тей. Она сопоставляет набору путей, отвечающих четной перестанов-
ке, набор путей, отвечающих нечетной перестановке, и наоборот.

Пример .. На рис. . показан набор путей, к которому приме-
няется инволюция ι согласно указанному правилу: в точке (2, 2) —
первой точке пересечения первого пути с каким-либо еще путем

A1

B1

A3

B2

A2

B3

A1

B1

A3

B2

A2

B3

Рис. .. Инволюция на множестве путей
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(в данном случае с третьим) — последующие фрагменты этих путей
заменяются друг на друга. Первый набор соответствует нечетной

перестановке
'

1 2 3
1 3 2

(
, а второй — четной перестановке

'
1 2 3
2 3 1

(
.

Теперь просуммируем количество всевозможных путей, отвеча-
ющих всевозможным перестановкам w, со знаком:

∑

w∈Sn

P((A1, …, Ac)→ (Bw(1), …, Bw(c)))=
∑

w∈Sn

(sgn w)
c∏

k=1

P(Ak→ Bw(k)).

Все слагаемые в этой сумме, отвечающие пересекающимся путям,
разобьются на пары, причем в каждой паре будет одно положитель-
ное и одно отрицательное слагаемое. Поэтому суммарный вклад,
который пересекающиеся пути внесут в эту сумму, будет равен ну-
лю. Значит, эта сумма и будет равна искомому числу непересекаю-
щихся путей Pnc((A1, …, Ac)→ (B1, …, Bc)).

С другой стороны, в предыдущем выражении нетрудно увидеть
формулу для определителя матрицы, в i-й строке и j-м столбце ко-
торой стоит число путей из точки Ai в точку B j . Мы получили сле-
дующее равенство:

Pnc((A1, …, Ac)→ (B1, …, Bc)) = det
+

P(Ai → B j)
,c

i, j=1
.

Подставляя в это равенство числовые значения для P(Ai→ B j), по-
лучаем такое предложение.

Теорема .. Число плоских диаграмм PP(a, b, c) в параллелепи-
педе*(a, b, c) равняется определителю матрицы из биномиальных
коэффициентов:

PP(a, b, c) = det

'%
a+ b

b+ j− i

&(c

i, j=1

=

=

-----------

#a+ b
b

$ #a+ b
b+1

$
…

# a+ b
b+ c−1

$

#a+ b
b−1

$ #a+ b
b

$
…

#a+ b
b+ c

$

...
...

.. .
...# a+ b

b− c+1

$ # a+ b
b− c+2

$
…

#a+ b
b

$

-----------

.

Прием, использованный нами для подсчета числа непересекаю-
щихся путей на решетке, получил широкую известность благодаря
работам Б. Линдстрёма [] и в особенности И. Гесселя и Кс. Вьенно
[], в которых он был применили к решению некоторых важных
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задач исчислительной комбинаторики (в частности, о плоских раз-
биениях). Впервые же он, по-видимому, появился в конце -х гг.
в работах С. Карлина и Дж. Макгрегора по теории вероятностей [],
[]. Этот метод допускает массу различных обобщений. Подробный
рассказ о методе отражений и его возникновении в разных задачах
читатель может найти в работе [].

Наша следующая задача — вычислить определитель, получен-
ный в предыдущем предложении. Этому будет посвящен § .. Для
удобства вычисления мы сначала перепишем этот определитель
в несколько другом виде.

Следствие .. Число трехмерных диаграмм Юнга в параллеле-
пипеде *(a, b, c) равняется

PP(a, b, c) = det

'%
a+ b+ i−1

b+ j−1

&(c

i, j=1

=

=

------------

#a+ b
b

$ #a+ b
b+1

$
…

# a+ b
b+ c−1

$

#a+ b+1
b

$ #a+ b+1
b+1

$
…

#a+ b+1
b+ c+1

$

...
...

.. .
...#a+ b+ c−1

b

$ #a+ b+ c−1
b+1

$
…

#a+ b+ c−1
b+ c−1

$

------------

.

Доказательство. Приведем комбинаторное доказательство это-
го факта. Значение PP(a, b, c) равно количеству наборов непере-
секающихся путей между точками Ak = (k − 1, a + k − 1) и Bk =

= (b+ k− 1, k− 1), где 1" k" c. Давайте удлиним все пути, кроме
последнего, так, чтобы их новые концы B′k лежали на одной вер-
тикальной прямой, — а именно, B′k= (b+ c− 1, k− 1) (см. рис. .).

A1

B1

A2

B2

A3

B3

A1

B′
1

A2

B′
2

A3

B′
3

Рис. .. Удлинение наборов путей
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Ясно, что непересекающиеся наборы удлиненных путей биективно
соответствуют наборам исходных непересекающихся путей. Поэтому

PP(a, b, c) = det(P(Ai → B′j))c
i, j=1.

Но

P(Ai → B′j) =

%
a+ b+ c− i

b+ c− j

&
.

Подставив эти значения в определитель и транспонировав матрицу
относительно побочной диагонали, получаем требуемое.

Упражнение .. Докажите равенство определителей из теоре-
мы . и следствия . алгебраически, сведя один определитель
к другому элементарными преобразованиями строк и столбцов.

Этот определитель мы вычислим в § .. Для этого нам потребу-
ются некоторые сведения об определителях Вандермонда, которым
будет посвящен следующий параграф.

§ .. Определитель Вандермонда

Напомним следующий результат из стандартного курса алгебры.
Предложение . (определитель Вандермонда).

---------

1 x1 x2
1 … xn−1

1

1 x2 x2
2 … xn−1

2
...

...
...

. . .
...

1 xn x2
n … xn−1

n

---------

=
∏

i> j

(xi− x j).

Набросок доказательства. У этого утверждения есть два раз-
личных доказательства, предложенных независимо и почти одно-
временно. Первое доказательство, принадлежащее Вандермонду,
использует индукцию по n. Произведем над матрицей элементар-
ные преобразования столбцов: вычтем из каждого столбца начиная
со второго предыдущий, умноженный на x1. Получим, что в пер-
вой строке все элементы, кроме первого, окажутся равными нулю.
Вычтя эту строку изо всех остальных, сделаем в каждой строке
начиная со второй первый элемент нулевым. Остается вынести из
каждой (k-й) строки общий множитель xk− x1, и дело будет сведено
к вычислению определителя Вандермонда на единицу меньшего
порядка.
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Второе доказательство, полученное Коши, более концептуально.
Оно состоит в следующем. Заметим, что определитель в левой части
равенства меняет знак при перестановке любых двух переменных xi

и x j . Это значит, что он делится на xi− x j. Поэтому он пропорциона-
лен и произведению всевозможных двучленов вида xi− x j (так как
они все попарно взаимно просты). Однако и левая, и правая часть
имеют степень n(n−1)/2, поэтому коэффициент пропорционально-
сти является константой. Вычислив коэффициент при каком-нибудь
мономе (например, при x2 x2

3…xn−1
n ) в левой и правой частях, полу-

чаем, что эта константа равняется единице.
Нам потребуется некоторая модификация определителя Вандер-

монда, использующая убывающие степени.
Определение .. Пусть n ∈ $!0. Будем называть n-й убываю-

щей степенью x число

x↓n = x(x−1)…(x−n+1)

(в произведении участвует n слагаемых; как и для обычных степе-
ней, считаем, что x↓0=1).

Ясно, что n↓n = n!, а x↓(n+m)
= x↓n(x− n)↓m. Кроме того, биноми-

альные коэффициенты суть отношения убывающих степеней:
%

n
k

&
=

n↓k

k↓k
=

n↓k

k!
.

Оказывается, определитель Вандермонда для убывающих степе-
ней считается по той же формуле, что и обычный определитель
Вандермонда.

Предложение ..

----------

1 x1 x↓21 … x↓n−1
1

1 x2 x↓22 … x↓n−1
2

...
...

...
. . .

...

1 xn x↓2n … x↓n−1
n

----------

=
∏

i> j

(xi− x j).

Упражнение .. Докажите это.
Указание. Определитель Вандермонда для убывающих степе-

ней сводится к обычному определителю Вандермонда элементар-
ными преобразованиями столбцов.
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§ .. Вычисление числа плоских разбиений
в параллелепипеде

В § . было показано, что число плоских разбиений в паралле-
лепипеде*(a, b, c) задается детерминантной формулой

PP(a, b, c) =

------------

#a+ b
b

$ #a+ b
b+1

$
…

# a+ b
b+ c−1

$

#a+ b+1
b

$ #a+ b+1
b+1

$
…

#a+ b+1
b+ c+1

$

...
...

. . .
...#a+ b+ c−1

b

$ #a+ b+ c−1
b+1

$
…

#a+ b+ c−1
b+ c−1

$

------------

=

= det

'%
a+ b+ i−1

b+ j−1

&(c

i, j=1

.

Запишем каждый биномиальный коэффициент как отношение двух
убывающих степеней. После этого из каждого ( j-го) столбца матри-
цы можно будет вынести общий множитель 1/(b+ j−1)!. Получим,
что

PP(a, b, c) =

' c∏

j=1

1
(b+ j−1)!

(
·det

+
(a+ b+ i−1)↓b+ j−1

,c

i, j=1 .

Воспользуемся теперь свойством убывающей степени:

(a+ b+ i−1)↓b+ j−1
= (a+ b+ i−1)↓b · (a+ i−1)↓ j−1

и вынесем множитель (a+ b+ i−1)↓b из каждой (i-й) строки опре-
делителя:

PP(a, b, c) =

.
c∏

j=1

(a+ b+ j−1)↓b

(b+ j−1)!

/
·det

+
(a+ i−1)↓ j−1

,c

i, j=1 .

Последний сомножитель есть в точности определитель Вандермон-
да для убывающих степеней; он равен 1! ·2! ·… · (c−1)!. Подставим
его значение в предыдущую формулу:

PP(a, b, c) =
c∏

j=1

(a+ b+ j−1)↓b
c∏

j=1

( j−1)!

(b+ j−1)!
=

c∏

j=1

(a+ b+ j−1)↓b

(b+ j−1)↓b
.

Заменим убывающую степень знаком произведения:

PP(a, b, c) =
b∏

i=1

c∏

j=1

a+ i+ j−1

i+ j−1
.



§ .. Вычисление числа плоских разбиений в параллелепипеде 

Мы получили формулу для числа плоских разбиений в параллеле-
пипеде. У нее есть один недостаток: она несимметрична по a, b и c
(хотя b и c входят в нее симметрично). Исправим это следующим
образом: заметим, что

a+ i+ j−1

i+ j−1
=

a+ i+ j−1

a+ i+ j−2
·

a+ i+ j−2

a+ i+ j−3
·… ·

i+ j

i+ j−1
.

Заменив каждую из дробей под знаком двойного произведения на
произведение a дробей, получим симметричную по a, b и c запись
той же формулы уже в виде тройного произведения. Это и есть
основной результат этого параграфа, который называется формулой
Макмагона.

Теорема . (формула Макмагона). Число трехмерных диа-
грамм Юнга внутри прямоугольного параллелепипеда*(a, b, c) рав-
няется

PP(a, b, c) =
a∏

i=1

b∏

j=1

c∏

k=1

i+ j+k−1

i+ j+k−2
.

Это утверждение можно интерпретировать следующим образом.
Рассмотрим клетку η (элемент трехмерной диаграммы Юнга) с ко-
ординатами (i, j, k). Назовем ее высотой число htη= i+ j + k− 2.
Так, угловая клетка имеет высоту один, три примыкающие к ней
(по грани) клетки имеют высоту 2 и т. д. Тогда формула Макмагона
приобретает следующий красивый и легко запоминающийся вид.

Следствие . (формула Макмагона). Число трехмерных диа-
грамм Юнга внутри прямоугольного параллелепипеда*(a, b, c) рав-
няется

PP(a, b, c) =
∏

η∈*(a,b,c)

htη+1

htη
,

где произведение берется по всем клеткам η, принадлежащим па-
раллелепипеду *(a, b, c).

Замечание .. Заметим, что хорошо известное выражение для
числа обычных (двумерных) диаграмм Юнга тоже может быть пере-
писано в аналогичном виде: число поддиаграмм в прямоугольнике
размера a× b равняется

%
a+ b

a

&
=

(a+1)(a+2)…(a+ b)
1 ·2 ·… ·b =

b∏

j=1

a+ j

j
=

a∏

i=1

b∏

j=1

i+ j

i+ j−1
,

т. е. находится по буквально той же формуле, если положить высоту
клетки (i, j) равной i+ j − 1. Однако если определить диаграммы
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Юнга в размерности четыре и выше, то аналогичная формула для
числа поддиаграмм в параллелепипеде уже оказывается неверна.
Как в этом случае вычислить количество поддиаграмм, автору неиз-
вестно (и, по-видимому, человечеству тоже).

§ .. Производящие функции и формула Макмагона

В этом параграфе мы найдем производящую функцию PPq(a, b, c)
для числа плоских разбиений, лежащих внутри параллелепипеда
*(a, b, c):

PPq(a, b, c) =
∑

λ⊂*(a,b,c)

q|λ|.

Как и для обычных разбиений, вес |λ| плоского разбиения λ— это
сумма всех слагаемых, т. е. общее количество кубиков в соответству-
ющей диаграмме Юнга.

Сначала разберем тривиальный случай: пусть c = 1. Тогда ис-
комая производящая функция — это просто производящая функция
для диаграмм Юнга в прямоугольнике a× b. Как мы знаем из второй
лекции, это просто q-биномиальный коэффициент:

PPq(a, b, 1) =

)
a+ b

b

*

q
.

Придадим q-биномиальному коэффициенту интерпретацию в тер-
минах путей на решетке. Расставим на ребрах решетки веса следую-
щим образом. Каждому горизонтальному ребру, находящемуся на k-м
уровне, будет приписан вес qk (нумерация уровней начинается с ну-
ля). Каждому вертикальному ребру припишем вес . Весом пути P
назовем произведение wt P весов всех ребер, составляющих путь P.

Легко видеть, что если P — путь из точки (0, a) в точку (b, 0), то
вес этого пути равен q|λ|, где |λ|— количество клеток в диаграмме
Юнга, ограниченной путем P (см. рис. .). Поэтому q-биномиаль-

ный коэффициент
)

a+ b
b

*
можно интерпретировать как сумму по

путям: )
a+ b

b

*
=

∑

P : (0,a)→(b,0)

wt P.

При подстановке q=1 вес каждого пути становится равен единице,
так что мы получаем уже знакомую нам интерпретацию обычного
биномиального коэффициента как числа путей, соединяющих две
заданные точки решетки.



§ .. Производящие функции и формула Макмагона 

1 1 1 1 1

q1 q1 q1 q1 q1

q2 q2 q2 q2 q2

q3 q3 q3 q3 q3

q4 q4 q4 q4 q4

q5 q5 q5 q5 q5

Рис. .. Расстановка весов на ребрах решетки

Пример .. На рис. . изображен путь из точки (0, 5) в точ-
ку (5, 0), имеющий вес q4 · q4 · q= q9. Он ограничивает диаграмму
Юнга из  клеток.

Теперь разберемся, как обстоит дело с несколькими путями.
Рассмотрим плоское разбиение высоты c. Ему соответствует набор
из c путей, из которых каждый следующий лежит нестрого ниже
предыдущего. Произведение весов всех путей из этого набора рав-
няется qN , где N — общее количество клеток в соответствующей
трехмерной диаграмме Юнга.

Будем действовать аналогично тому, как мы действовали в § ..
А именно, сдвинем k-й путь на вектор (k− 1, k− 1); при этом его
вес увеличится в qb(k−1) раз, т. е. суммарный вес всего набора путей
возрастет в qb(1+2+…+(c−1)

= qbc(c−1)/2 раз.
Далее, найдем сумму весов всевозможных наборов путей, ве-

дущих из точки Ai = (i− 1, a+ i− 1) в точку B j = (b+ j − 1, j − 1).
При j = 1 ответом будет просто q-биномиальный коэффициент)

a+ b
b− i+ j

*
. При других значениях j перед этим q-биномиальным

коэффициентом будет возникать множитель q в некоторой степе-
ни; она равна числу j − 1, умноженному на число горизонтальных
ребер пути из Ai в B j , т. е. на b− i+ j. Это соответствует сдвигу j-го
пути на j−1 строку вниз. Мы получаем такую формулу для произ-
водящей функции для числа плоских разбиений в параллелепипеде:

PPq(a, b, c) = q−b c(c−1)

2 det
0

q(b−i+ j)( j−1)

)
a+ b

b− i+ j

*1c

i, j=1
.



 Лекция . Плоские разбиения и формула Макмагона

Теперь вынесем из каждого ( j-го) столбца общий множитель qb( j−1).

В результате из всего определителя вынесется множитель q
bc(c−1)

2 , ко-
торый сократится с множителем, стоящим перед всем выражением.
Мы получили следующую теорему.

Теорема .. Производящая функция для числа плоских разбие-
ний в параллелепипеде *(a, b, c) имеет вид

PPq(a, b, c) = det
0

q( j−i)( j−1)

)
a+ b

b− i+ j

*1c

i, j=1
.

Упражнение .. Докажите, что эту же производящую функ-
цию можно записать в следующем симметричном по i и j виде:

PPq(a, b, c) = q(12
+22
+…+(c−1)2) det

0
q−(i−1)( j−1)

)
a+ b

b− i+ j

*1c

i, j=1
.

Как мы видели в § ., для вычисления удобнее не такая форма
определителя, а эквивалентная, приведенная в следствии .. Ока-
зывается, и у такой формы есть q-аналог. Приведем его, оставив
доказательство эквивалентности читателю в качестве (нетривиаль-
ного) упражнения. Как и в предыдущем параграфе, у него могут
быть два решения — комбинаторное и алгебраическое, использую-
щее свойства q-биномиальных коэффициентов.

Следствие .. Производящая функция для числа плоских раз-
биений в параллелепипеде *(a, b, c) имеет вид

PPq(a, b, c) = q−a c(c−1)

2 det

')
a+ b+ i−1

b+ j−1

*

q

(c

i, j=1

.

Этот определитель можно вычислить точно так же, как опреде-
литель с обычными биномиальными коэффициентами. В результате
мы придем к формуле (также принадлежащей Макмагону), получа-
емой из «классической» заменой всех входящих в нее целых чисел
на их q-аналоги.

Теорема .. Производящая функция для числа плоских разбие-
ний в параллелепипеде *(a, b, c) равняется произведению

PPq(a, b, c) =
b∏

i=1

c∏

j=1

[a+ i+ j−1]q

[i+ j−1]q
=

a∏

i=1

b∏

j=1

c∏

k=1

[i+ j+k−1]q

[i+ j+k−2]q
.

Упражнение .. Докажите эту теорему.



§ .. Предельная форма формулы Макмагона 

Замечание .. У формулы Макмагона имеется несколько раз-
личных доказательств. Например, ее еще можно доказывать по ин-
дукции по длинам сторон параллелепипеда; это доказательство из-
ложено в разделе . книги Дж. Эндрюса []. Еще в ряде доказа-
тельств так или иначе используется теория симметрических функ-
ций; об этом см., например, [, гл. I, раздел ].

§ .. Предельная форма формулы Макмагона

В предыдущей лекции мы видели, что, переходя в выражении для

q-биномиального коэффициента
)

m+n
n

*
к пределу при m, n→∞,

можно получить производящую функцию Эйлера для числа разби-
ений:

∞∏

k=1

(1− qk)−1
= lim

m,n→∞

)
m+n

m

*
.

В этом параграфе мы выведем аналогичную формулу для числа
плоских разбиений.

Запишем формулу для числа плоских разбиений в параллелепипе-
де *(a, b, c) и перейдем к пределу при a, b→∞. Получится формула
для числа плоских разбиений, высота которых не превышает c:

PPq(c) =
∞∏

i=1

∞∏

j=1

[i+ j+ c−1]

[i+ j−1]
.

Теперь сделаем замену: ℓ= i+ j−1. Заметим, что для каждого зна-
чения ℓ в предыдущее произведение входит ровно ℓ сомножителей

вида
[ℓ+ c]

[ℓ]
. Поэтому формула приобретает вид

PPq(c) =
∞∏

ℓ=1

0
[ℓ+ c]

[ℓ]

1ℓ
=

∞∏

ℓ=1

'
1−qℓ+c

1−qℓ

(ℓ
.

Если перейти к пределу при c→∞, числитель каждой из этих дробей
устремится к , и получится производящая функция для числа всех
плоских разбиений.

Теорема . (Макмагон). Производящая функция для числа всех
плоских разбиений задается формулой

PP(q) =
∞∏

ℓ=1

(1− qℓ)−ℓ.
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Замечание .. Ту же формулу можно получить, перейдя к пре-
делу непосредственно в формуле для определителя из теоремы ..
Подробности читатель может найти в работе [].

Задачи к лекции 

Задача .. Пусть Λn = (n− 1, …, 2, 1) — ступенчатая диаграм-
ма Юнга. Докажите, что число поддиаграмм Юнга в ней равняется

n-му числу Каталана Cn=
1

n+1

+2n

n

,

Задача . (числа Каталана—Ганкеля). Докажите, что число
плоских разбиений, лежащих внутри призмы с основанием Λn и вы-
сотой h, равняется определителю

det(Cn+i+ j−2)h
i, j=1 = det

⎛
⎜⎜⎜
⎝

Cn Cn+1 … Cn+h−1

Cn+1 Cn+2 … Cn+h
...

...
Cn+h−1 Cn+h … Cn+2h−2

⎞
⎟⎟⎟
⎠

.

Задача .. Докажите, что определитель из предыдущей задачи
равен

∏

1"i" j"n−1

i+ j+2h

i+ j

Задача .. Представьте в виде определителя число поддиа-
грамм Юнга внутри произвольной (двумерной) диаграммы Юнга λ.

Указание. Установите взаимно однозначное соответствие меж-
ду поддиаграммами и наборами непересекающихся путей от точек
(0, 0), (0, 1), …, (0, n−1) до точек (λ1+ n−1, 1), (λ2+ n−2, 1), …,
(λn, n), где n — количество строк в диаграмме.



Лекция 

Знакочередующиеся матрицы и их связь

с плоскими разбиениями

§ .. Тождество Деснано—Якоби

В этой лекции мы обсудим гипотезу о знакочередующихся мат-
рицах — задачу, которая, несмотря на элементарную формулиров-
ку, оставалась нерешенной около  лет (с конца -х гг. по
 гг.). «Нумерология», возникающая в этой задаче, оказывается
связанной с теорией плоских разбиений, которой мы занимались
в прошлой лекции, — однако эта связь остается не до конца понят-
ной и по сей день. А начнем мы с того, что изложим некоторое
утверждение из линейной алгебры, которое почему-то почти ни-
когда не включают в стандартные курсы.

Пусть A — матрица порядка n×n, M — ее определитель. Обозна-
чим через Mij ее минор порядка n− 1, полученный вычеркивани-
ем i-й строки и j-го столбца. Пусть также M1n,1n — минор порядка
n−2, полученный вычеркиванием из матрицы первой и последней
строки и первого и последнего столбца. Оказывается, имеет место
следующее соотношение.

Теорема . (тождество Деснано—Якоби).

M ·M1n,1n = M11 ·Mnn−M1n ·Mn1.

Мы приведем два доказательства этой формулы: исходное алгеб-
раическое доказательство Якоби и биективно-комбинаторное, при-
надлежащее Зельбергеру (последнее опубликовано в восхититель-
ной — как по красоте доказательства, так и по стилю изложения —
работе []).

Алгебраическое доказательство тождества Деснано—Якоби.
Пусть A= (aij) — исходная матрица, M — ее определитель. Напом-
ним, что алгебраическим дополнением к элементу aij называется ми-

нор Mij, взятый со знаком (−1)i+ j. Из курса алгебры (см., например,
[, §.]) известна теорема о разложении определителя по строке:

ai1Mi1−ai2Mi2+…+ (−1)n+1ainMin = M .
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Кроме того, имеется утверждение, иногда называемое «теоремой
о фальшивом разложении определителя»: а именно, при j ̸= i выпол-
няются равенства

ai1M j1−ai2M j2+…+ (−1)n+1ainM jn = 0.

Каждое из этих равенств можно интерпретировать как скаляр-
ное произведение строки матрицы M на столбец матрицы

A∗ = ((−1)i+ j M ji),

полученной из матрицы алгебраических дополнений при помощи
транспонирования. Заметим, что отсюда получается матричное ра-
венство, также хорошо известное из линейной алгебры:

A · A∗ = M · E.

Оно означает, что, поделив A∗ на определитель M исходной матри-
цы, мы получим матрицу, обратную к A.

Теперь несколько модифицируем матрицу A∗: заменим в ней все
столбцы, кроме первого и последнего, на столбцы из единичной
матрицы. Полученную матрицу назовем 8A:

8A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

M11 0 0 … 0 (−1)n−1 Mn1

−M12 1 0 … 0 (−1)n Mn2

M13 0 1 … 0 (−1)n+1 Mn3

...
.. .

...
(−1)n−1 M1n 0 0 … 0 Mnn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

Перемножим матрицы A и 8A. Из теорем о настоящем и фальшивом
разложении следует, что в первом и последнем столбце на первом
и последнем местах соответственно будет стоять M , а в остальных
местах — те же самые элементы, что и в матрице A:

A · 8A =

⎛
⎜⎜⎜
⎝

M a12 … a1,n−1 0
0 a22 … a2,n−1 0
...

...
0 an2 … an,n−1 M

⎞
⎟⎟⎟
⎠

.

Поэтому

det(A · 8A) = M2 ·M1n,1n,

где M1n,1n — определитель подматрицы, полученной из A вычерки-
ванием первых и последних строки и столбца.
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Отсюда заключаем, что

det 8A = M ·M1n,1n.

Но определитель 8A можно вычислить и непосредственно:

det 8A = M11 ·Mnn−M1n ·Mn1.

Тождество Деснано—Якоби доказано.

§ .. Комбинаторное доказательство тождества
Деснано—Якоби

Для полноты изложения приведем также другое доказательство
тождества Деснано—Якоби, принадлежащее Дорону Зельбергеру
и опубликованное в работе «Доказательство правила Доджсона для
вычисления определителей при помощи неверных мужей и жен»
([]). Мы сохраняем терминологию, принятую в данной работе.

Итак, пусть A= (aij) — матрица порядка n. Рассмотрим n муж-
чин 1, 2, …, n и n женщин 1′, 2′, …, n′. Совершенным паросочетани-
ем называется способ подобрать жену каждому из мужчин — иначе
говоря, биекция π : {1, …, n}→ {1′, …, n′}, при которой мужчина i
оказывается женат на женщине π(i). Весом такого паросочетания
назовем величину

wtπ = sgnπ
n∏

i=1

aiπ(i).

Предположим, что у каждого из мужчин, кроме 1-го и n-го, есть
любовница (ровно одна), а у каждой из женщин, кроме 1′ и n′, —
любовник. Такая ситуация  описывается совершенным паросочета-
нием σ : {2, …, n−1}→ {2′, …, (n−1)′}, где женщина σ(i) оказыва-
ется любовницей мужчины i. Весом такого паросочетания называ-
ется величина

wtσ = sgnσ
n−1∏

i=2

aiσ(i).

Мы допускаем, хотя это несколько нереалистично, что жена данного мужчины
может являться его любовницей, а также что мужем и любовником женщины может
быть один и тот же человек.
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Пусть A(n) — множество всевозможных пар (π,σ). Весом такой
пары назовем произведение весов π и σ:

wt(π,σ) = wtπ ·wtσ.

Тогда левая часть тождества Деснано—Якоби равна сумме весов
всех элементов из A.

Далее, пусть B(n) — множество таких пар (π,σ), что

π : {1, …, n−1}→ {1′, …, (n−1)′} и σ : {2, …, n}→ {2′, …, n′}

(т. е. n и n′ не состоят в браке, но имеют любовников). Определим
вес такой пары (π,σ) аналогичным образом.

Наконец, пусть C(n) — множество таких пар (π,σ), что, наобо-
рот,

π : {2, …, n}→ {2′, …, n′} и σ : {1, …, n−1}→ {1′, …, (n−1)′}.

Здесь определим вес пары (π,σ) как wt(π,σ)=−wtπ ·wtσ.
Тогда правая часть тождества Деснано—Якоби есть сумма весов

всех элементов из B(n)∪C(n).
Определим отображение

T : A(n)→ B(n)∪C(n)

следующим образом. Пусть задана пара перестановок (π,σ)∈ A(n).
Рассмотрим следующую последовательность мужчин и женщин (mi

и wi соответственно): m1= n, w1=π(m1), m2=σ
−1(w1), w2=π(m2)

и т. д. Таким образом, определим wi как жену мужчины mi и mi+1 как
любовника женщины wi. Эта последовательность оборвется на неко-
торой женщине wr, у которой нет любовника, т. е. wr=1′ или n′.

Теперь в последовательности (m1, w1), (m2, w2), …, (mr, wr) поме-
няем все типы отношений: пусть mi и wi из супругов станут любов-
никами, а wi и mi+1 станут мужем и женой. Получим конфигурацию
T((π,σ)) из B(n)∪C(n). Очевидно, это отображение сохраняет вес
конфигурации. Также очевидно, что T — вложение (т. е. разные кон-
фигурации переходят в разные).

Пример .. На рис. . изображен пример при n = 5. Супру-
ги соединены сплошными отрезками, любовники — пунктирными.
Отображение T превращает супругов (m5, w4) и (m3, w5) в любов-
ников, а любовников (m3, w4) — в супругов. Остальные отношения
остаются без изменений.



§ .. «Конденсация определителей» по Доджсону 

m1 m2 m3 m4 m5

w1 w2 w3 w4 w5

m1 m2 m3 m4 m5

w1 w2 w3 w4 w5

Рис. .. Действие отображения T

Если бы T было наложением, то все было бы доказано. Однако
это не так: существуют конфигурации из B(n) ∪ C(n), не принад-
лежащие образу T(A(n)). Назовем такие конфигурации плохими.
Утверждается, что между плохими конфигурациями из B(n) и C(n)
существует биекция S, для которой wt S((π,σ))=−wt(π,σ).

Упражнение .. Постройте такую биекцию и докажите, что
она меняет вес конфигурации на противоположный.

Тем самым суммарный вклад всех плохих конфигураций в пра-
вую часть тождества Деснано—Якоби равен нулю, что завершает
доказательство. %

§ .. «Конденсация определителей» по Доджсону

В  г. оксфордский математик Чарльз Лютвидж Доджсон (бо-
лее известный как писатель Льюис Кэрролл) опубликовал работу
[], в которой был описан новый метод вычисления определите-
лей, основанный на тождестве Деснано—Якоби.

Метод заключается на следующем простом наблюдении: если
M1n,1n ̸=0, тождество Деснано—Якоби может быть переписано в та-
ком виде:

M =
1

M1n,1n
(M11Mnn−M1nMn1) .

Тем самым оно выражает определитель M порядка n через опреде-
лители Mij порядка n−1 и определитель M1n,1n порядка n−2.

Это дает способ вычисления определителей. А именно, на первом
шаге мы можем свести вычисление определителя порядка n к вычис-
лению четырех его миноров порядка n−1 и одного минора порядка
n−2 (такую процедуру Доджсон называет «конденсацией»). Каждый
из этих миноров, в свою очередь, можно тоже «сконденсировать»,
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сведя его подсчет к вычислению миноров меньшего порядка, и так
далее, пока мы не дойдем до определителей порядка  и .

В качестве примера вычислим таким способом определитель
матрицы 3×3:
------

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

------
=

1
a22

%----
a11 a12

a21 a22

----·
----
a22 a23

a32 a33

----−
----
a12 a13

a22 a23

----·
----
a21 a22

a31 a32

----

&
=

=
1

a22
((a11a22−a21a12)(a22a33−a23a32)−

−(a12a23−a13a22)(a12a32−a22a31)) =

= a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32−a13a22a31−a11a23a32−a12a21a33.

Разумеется, такой метод не работает, если какой-либо из мино-
ров, на которые надо делить в процессе вычислений, равен нулю. (В
нашем случае это значило бы, что a22=0.) В такой ситуации пред-
лагается произвести над матрицей какое-либо преобразование, со-
храняющее определитель, — скажем, переупорядочить строки или
столбцы — и произвести вычисления заново.

Замечание .. В литературе тождество Деснано—Якоби зача-
стую упоминается как «тождество Льюиса Кэрролла» (the Lewis
Carroll identity). Однако такое название не вполне верно. В случае
матриц порядка  оно было получено еще Ж.-Л. Лагранжем в  г.;
в  г. Деснано проверил его для матриц, порядок которых не
превосходит . Общее доказательство было получено Якоби в  г.,
когда Чарльзу Лютвиджу Доджсону был один год. Сам Доджсон
в своей работе [] не упоминает Якоби, но при этом ссылается на
этот факт как на «известную теорему об определителях».

§ .. λ-определители и знакочередующиеся
матрицы

Алгоритм, предложенный Доджсоном, позволяет сводить вычис-
ление определителя любого порядка к вычислению определителей
2× 2. В работе Уильяма Миллса, Дэвида Роббинса и Говарда Рам-
си было предложено понятие λ-определителя (здесь λ— параметр).
А именно, λ-определитель матрицы 2×2 определяется формулой

detλA =

----
a b
c d

----
λ

= ad+λbc.
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При λ=−1 получается обычный определитель.
Теперь будем вычислять λ-определитель матриц большего по-

рядка при помощи «λ-деформированной конденсации определите-
лей»: а именно, пусть A — матрица порядка n, и пусть мы знаем, что
такое λ-определители матриц порядка не более n−1. Тогда

detλA = detλ(A1n,1n)−1(detλA11 detλAnn+λdetλA1n detλAn1).

Пример .. Вычислим λ-определитель матрицы 3×3:
------

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

------
λ

=

=
1

a22

%----
a11 a12

a21 a22

----
λ

·

----
a22 a23

a32 a33

----
λ

+λ

----
a12 a13

a22 a23

----
λ

·

----
a21 a22

a31 a32

----
λ

&
=

=
1

a22
((a11a22+λa21a12)(a22a33+λa23a32)+

+λ(a12a23+λa13a22)(a12a32+λa22a31)) =

= a11a22a33+λa11a23a32+λa12a21a33+λ
2a12a23a31+λ

2a13a21a32+

+λ3a13a22a31+λ
2(1+λ−1)a12a21a23a31/a22.

Этот пример показывает сразу несколько отличий λ-определи-
телей от обычных: во-первых, λ-определитель уже будет не поли-
номом, а рациональной функцией от элементов матрицы — тем не
менее, эта функция по-прежнему будет однородной степени n.

Во-вторых, в него будет входить n! слагаемых, которые будут
мономами от λ и aij; они, как и слагаемые в определителе, будут

отвечать перестановкам, т. е. иметь вид λℓ(σ)
∏n

i=1 aiσ(i). Степень
вхождения λ будет равняться ℓ(σ) — длине перестановки, т. е. числу
инверсий. Ясно, что при подстановке λ=−1 множитель λℓ(σ) станет
равным (−1)σ, т. е. каждое такое слагаемое будет отвечать слагае-
мому в привычной формуле для «обыкновенного» определителя.

Кроме того, в разложение λ-определителя входит еще одно сла-
гаемое: λ2(1 + λ−1)a12a21a23a31/a22. При подстановке λ= −1 оно
обращается в нуль, и никакой перестановке оно уже не соответ-
ствует. Однако удается определить отвечающий такому слагаемому
объект, который обобщает понятие перестановки, — это знакочере-
дующаяся матрица.

Начнем с обычных перестановок. Каждой перестановке σ ∈ Sn

соответствует ее матрица перестановки — это такая матрица поряд-
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ка n, в i-м столбце которой имеется одна единица, стоящая в σ(i)-й
строке, а остальные элементы равны нулю. Иначе говоря, сумма
всех элементов в каждой строке и в каждом столбце равна едини-
це, а каждый элемент равен либо , либо . Матрицы перестановок
содержатся в более широком классе матриц — в множестве знако-
чередующихся матриц.

Определение .. Знакочередующаяся матрица (по-английски
alternating sign matrix) — это матрица порядка n, для которой
• все элементы равны , −1 или ;
• сумма элементов в каждой строке и в каждом столбце равна ;
• ненулевые элементы в каждой строке и в каждом столбце чере-

дуются: за единицей следует минус единица, и наоборот.
Ясно, что каждая матрица перестановки является знакочереду-

ющейся. Однако ими множество знакочередующихся матриц не ис-
черпывается.

Пример .. Существует семь знакочередующихся матриц по-
рядка 3: шесть матриц перестановки и матрица

9
0 1 0
1 −1 1
0 1 0

:

.

Именно она соответствует «странному» слагаемому

λ2(1+λ−1)a12a21a23a31/a22

в формуле для λ-определителя порядка .
Упражнение .. Докажите, что в первой строке знакочередую-

щейся матрицы встречается ровно одна единица (и нет минус еди-
ниц).

Выше мы уже видели, что для вычисления определителя важно
знать длину перестановки, т. е. ее число инверсий. В терминах мат-
рицы перестановки длину можно определить как число таких пар
ненулевых элементов (aij, akl), что один из них лежит правее и выше
другого (т. е. i> k и j< l).

Для знакочередующейся матрицы тоже можно определить число
инверсий: для этого также надо взять все такие пары ненулевых
элементов (aij, akl), что i> k и j< l, и посчитать каждое из них с ко-
эффициентом aijakl (т. е. , если эти два числа имеют одинаковый
знак, или −1 иначе). Число инверсий знакочередующейся матрицы
B будем обозначать I(B). Кроме того, число минус единиц в такой
матрице обозначим через N(B).
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Пример .. Пусть

B =

⎛
⎜⎜⎜
⎝

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
1 −1 0 0 1
0 1 −1 1 0
0 0 1 0 0

⎞
⎟⎟⎟
⎠

.

Тогда N(B)= 2, а I(B)= 5: имеется  пар ненулевых значений, счи-
тающихся со знаком «плюс», и две — со знаком «минус» (проверьте
это!).

После серии компьютерных экспериментов с λ-определителям
Миллс, Роббинс и Рамси сформулировали и доказали следующую
теорему.

Теорема .. Для λ-определителя матрицы A= (aij) представ-
ляется в виде

detλA =
∑

B∈ASM(n)

λI(B)(1+λ−1)N(B)
∏

i, j

a
Bij

ij ,

где сумма берется по всем B, принадлежащим множеству ASM(n)
знакочередующихся матриц порядка n.

Здесь
∏

i, j a
Bij

ij означает произведение всех элементов матрицы aij,
возведенных в степень, равную соответствующему элементу Bij зна-
кочередующейся матрицы B. Так, например, если B — матрица пере-
становки σ, то это произведение равно

∏
i aiσ(i). А для матрицы из

предыдущего примера оно равняется a12a23a31a35a42a44a53/a32a43.

§ .. Гипотеза о знакочередующихся матрицах

Возникает вопрос: сколько всего существует знакочередующихся
матриц порядка n? Обозначим это число через An. Мы уже знаем,
что A2= 2, а A3= 7. Следующие несколько значений An можно вы-
числить при помощи компьютера; при n"7 эти значения приведе-
ны в следующей таблице.

n 1 2 3 4 5 6 7

An 1 2 7 42 429 7436 218348
1 2 7 2 ·3 ·7 3 ·11 ·13 22 ·11 ·132 22 ·132 ·17 ·19

При взгляде на эту таблицу можно заметить следующее обстоятель-
ство: хотя сами числа An растут очень быстро, они всегда оказыва-
ются произведениями достаточно малых простых сомножителей.
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В предыдущем параграфе было отмечено, что в первой стро-
ке знакочередующейся матрицы может быть только одна единица.
Обозначим через An,k число знакочередующихся матриц порядка n,
у которых единица в первой строке стоит на k-м месте. Ясно, что
An,1+ An,2+…+ An,n= An и что последовательность An,k симметрич-
на: An,k= An,n−k+1.

Упражнение .. Убедитесь, что An,1= An,n= An−1.
Числа An,k можно записать в виде треугольника, похожего на

треугольник Паскаля:

1
1 1

2 3 2
7 14 14 7

42 105 135 105 42
429 1287 2002 2002 1287 429

С первого взгляда никакой закономерности в расположении этих
чисел не усматривается (кроме уже отмеченной выше: первое и по-
следнее число в каждой строке равняются сумме всех чисел в преды-
дущей).

Тем не менее, оказывается, существует просто формулируемая
закономерность, связывающая каждую следующую строчку этого
треугольника с предыдущей. Чтобы в этом убедиться, в каждой
строке между каждыми двумя числами выпишем их отношение —
в виде дроби, причем, возможно, сократимой. Если удачно подо-
брать представление для каждой дроби, можно получить следую-
щее:

1

1
2

2
1

2
2

3
3

3

2
2

7
2

4
14

5

5
14

4

2
7

42
2

5
105

7

9
135

9

7
105

5

2
42

429
2

6
1287

9

14
2002

16

16
2002

14

9
1287

6

2
429

Теперь связь между дробями в двух соседних строчках становит-
ся очевидной: числитель и знаменатель каждой дроби равняются
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соответственно сумме числителей и сумме знаменателей тех двух
дробей, которые стоят над ней в предыдущей строке. Например,

A5,1

A5,2
=

2
5

,
A5,2

A5,3
=

7
9

,

а дробь, стоящая под этими двумя дробями в шестой строке, равня-
ется

A6,2

A6,2
=

2+5
7+9

=
9

14
.

Кроме того, по левой и правой границам этого «треугольника Пас-
каля» стоят числа 2/n и n/2 соответственно.

Итак, и числители, и знаменатели отношений An,k/An,k+1 ведут
себя как элементы обычного треугольника Паскаля. Если выписать
числители отдельно, нетрудно заметить, что каждый из них явля-
ется суммой двух биномиальных коэффициентов, т. е. треугольник,
состоящий из числителей, получается как сумма двух треугольников
Паскаля, один из которых сдвинут относительно другого:

1+1
1+1 1+2

1+1 2+3 1+3
1+1 3+4 3+6 1+4

1+1 4+5 6+10 4+10 1+5

Аналогично ведут себя и знаменатели. Таким образом, получается
следующая гипотеза.

Гипотеза ..

An,k

An,k+1
=

%
n−2

k−1

&
+

%
n−1

k−1

&

%
n−2

n−k−1

&
+

%
n−1

n−k−1

& .

Отсюда нетрудно получить гипотетическую формулу для обще-
го числа знакочередующихся матриц. Это и есть знаменитая ги-
потеза о знакочередующихся матрицах, или alternating sign matrix
conjecture.

Гипотеза . (гипотеза о знакочередующихся матрицах).

An =

n−1∏

j=0

(3 j+1)!

(n+ j)!
=

1! ·4! ·7! ·… · (3n−2)!
n! · (n+1)! ·… · (2n−1)!

.

Упражнение .. Выведите эту гипотезу из предыдущей.



 Лекция . Знакочередующиеся матрицы и их связь с плоскими разбиениями

Миллс, Роббинс и Рамси не смогли доказать эти гипотезы —
это было сделано только в  г. Д. Зельбергером, а еще год спу-
стя появилось более короткое и концептуальное доказательство,
принадлежащее Г. Купербергу (см. [], []). Однако еще в нача-
ле -х гг. Ричард Стенли заметил, что последовательность An —
1, 2, 7, 42, 429, … — также появляется в связи с плоскими разбиени-
ями.

§ .. Плоские разбиения с дополнительными
симметриями

Вернемся к плоским разбиениям. Как мы убедились в предыду-
щей лекции, формула Макмагона позволяет вычислить количество
плоских разбиений в прямоугольном параллелепипеде *(a, b, c)
размера a× b× c, а также выписать для них производящую функ-
цию. Напомним, что последняя вычисляется по формуле

PPq(a, b, c) =
∏

η∈*(a,b,c)

[htη+1]

[htη]
,

которая при подстановке q= 1 превращается в формулу для числа
разбиений

PPa,b,c =
∏

η∈*(a,b,c)

htη+1

htη

(напомним, что высотой htη клетки η с координатами (i, j, k) назы-
вается число i+ j+ k−2).

Эту задачу можно обобщить: можно рассматривать не все плос-
кие разбиения, а только те из них, которые обладают дополнитель-
ными симметриями. Первое такое обобщение принадлежит самому
Макмагону: он предложил рассматривать разбиения в параллеле-
пипеде с квадратным основанием *(a, a, c), симметричные отно-
сительно плоскости x + y = 0, т. е. разбиения, неподвижные отно-
сительно действия группы $2, переставляющей две координаты из
трех.

Макмагон предложил формулу для производящей функции, счи-
тающей число таких разбиений. Однако доказать эту формулу он
не смог; эта гипотеза была доказана независимо Эндрюсом в  г.
и Макдональдом в  г. Оказывается, ответ выглядит очень похо-
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же на обычную формулу Макмагона:

SPPq(a, a, c) =
∏

η∈*(a,a,c)/$2

[|η|(htη+1)]

[|η|htη]
.

(Обозначение SPP происходит от слов «symmetric plane partitions».)
Эта формула требует некоторых пояснений. Во-первых, сумми-

рование в ней ведется не по всем клеткам параллелепипеда, а по
орбитам действия $2 на этих клетках. Во-вторых, через |η| обозна-
чается мощность орбиты: так, |η| равняется 1, если клетка η лежит
на диагонали, и 2 в противном случае.

Разумеется, при подстановке q = 1 мы получаем формулу для
числа таких плоских разбиений:

SPP(a, a, c) =
∏

η∈*(a,a,c)/$2

|η|(htη+1)

|η|htη
=

∏

η∈*(a,a,c)/$2

htη+1

htη
.

Далее, можно рассматривать и другие симметрии плоских раз-
биений. Например, плоские разбиения внутри куба a× a× a мож-
но вращать на 120◦ или 240◦ относительно главной диагонали ку-
ба. Сколько существует циклически симметричных плоских разби-
ений, т. е. плоских разбиений, обладающих поворотной симметри-
ей порядка  — иначе говоря, переходящих в себя при поворотах
куба относительно главной диагонали? Обозначим их число через
CSPP(a, a, a), а соответствующую производящую функцию — через
CSPPq(a, a, a) (от английского «cyclically symmetric plane partitions»).

Почему-то Макмагон в своих работах не рассматривал цикличе-
ски симметричные плоские разбиения (хотя находился буквально
в шаге от этой задачи). Гипотетическая формула для числа таких
плоских разбиений была опять-таки получена Йеном Макдональ-
дом в конце -х гг.; она выглядит почти так же, как и формула
для числа $2-симметричных плоских разбиений.

Гипотеза . (гипотеза Макдональда).

CSPPq(a, a, a) =
∏

η∈*(a,a,a)/$3

[|η|(htη+1)]

[|η|htη]
.

Здесь через |η| опять-таки обозначается мощность орбиты, кото-
рая равняется , если клетка лежит на главной диагонали, и  иначе.
Подстановка q=1 дает число таких разбиений:

CSPPq(a, a, a) =
∏

η∈*(a,a,a)/$3

|η|(htη+1)

|η|htη
=

∏

η∈*(a,a,a)/$3

htη+1

htη
.
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Об этой гипотезе Макдональда Ричард Стенли в  г. писал:

«Если бы мне нужно было назвать одну самую интересную
открытую проблему во всей перечислительной комбинаторике,
это была бы она».

В  г. ее доказательство было получено Миллсом, Роббинсом
и Рамси при помощи теории гипергеометрических рядов. Заинте-
ресованный читатель может найти это доказательство в гл.  книги
Д. Брессу [].

Далее, можно рассматривать плоские разбиения в кубе, у кото-
рых есть одновременно и поворотная симметрия порядка , и сим-
метрия порядка  относительно каждой из биссекторных плос-
костей, — иначе говоря, те разбиения, группа симметрий кото-
рых есть симметрическая группа S3. Такие разбиения называют-
ся вполне симметричными (по-английски totally symmetric plane
partitions, TSPP).

Казалось бы, предыдущее обсуждение показывает, как должна
выглядеть производящая функция для числа вполне симметричных
плоских разбиений. Естественно было бы предположить, что

TSPPq(a, a, a)
?
=

∏

η∈*(a,a,a)/S3

[|η|(htη+1)]

[|η|htη]
,

где произведение надо брать по орбитам группы S3.
Но этот ответ оказывается неправильным! Однако удивитель-

ным образом при подстановке q=1 он превращается в правильную
формулу для числа таких разбиений:

TSPP(a, a, a) =
∏

η∈*(a,a,a)/S3

|η|(htη+1)

|η|htη
.

В  г. Макдональд предположил, как должен выглядеть пра-
вильный q-аналог этой формулы. Оказывается, он устроен не так,
как формулы для $2- и $3-симметричных разбиений, а в некотором
смысле проще: в q-аналог числителя и знаменателя каждой дроби
не входит величина |η|, а входит только высота соответствующей
клетки, как в классической формуле Макмагона:

TSPPq(a, a, a) =
∏

η∈*(a,a,a)/S3

[htη+1]

[htη]
.

Эта гипотеза была доказана только в  г. Джоном Стембри-
джем [].
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Кроме того, можно рассматривать много других типов симмет-
рий плоских разбиений. В статье Ричарда Стенли  г. [] рас-
сматриваются  различных типов симметрий плоских разбиений
и приводятся формулы для числа разбиений с данной симметрией
(часть этих формул на тот момент были гипотетическими). Послед-
няя из десяти формул для числа разбиений была доказана в  г.
Грегом Купербергом; в его работе [] в том числе приводится обзор
этих результатов.

Однако нас будет интересовать только один из оставшихся типов
плоских разбиений с дополнительными симметриями, поскольку
именно он оказывается связан со знакочередующимися матрицами.

§ .. Вполне симметричные самодополнительные
плоские разбиения

Рассмотрим плоское разбиение в параллелепипеде *(a, b, c).
Возьмем дополнение к нему — т. е. все клетки куба, не принадлежа-
щие этому плоскому разбиению. Это тоже будет плоское разбиение,
только «растущее» из противоположного угла параллелепипеда и в
противоположных направлениях. Иначе говоря, если применить
к этому дополнению центральную симметрию относительно центра
масс параллелепипеда, получится уже настоящее плоское разбие-
ние. Будем называть его дополнительным (complementary) к исход-
ному. Ясно, что дополнительное разбиение зависит от выбора a, b, c,
т. е. сторон «коробки», в которой содержится исходное разбиение.

Плоское разбиение, дополнительное к самому себе, называет-
ся самодополнительным (self-complementary). Понятно, что само-
дополнительное разбиение может быть только в параллелепипеде,
у которого хотя бы одна из сторон имеет четную длину.

Упражнение .. Нарисуйте все самодополнительные разбие-
ния в параллелепипедах*(2, 2, 2) и*(2, 2, 3).

Определение .. Вполне симметричное самодополнительное
плоское разбиение (totally symmetric self-complementary plane partition,
TSSCPP) — это плоское разбиение в кубе с ребром четной длины,
которое одновременно является вполне симметричным (т. е. сим-
метричным относительно всевозможных перестановок координат-
ных осей) и самодополнительным. Длину ребра куба будем назы-
вать порядком такого разбиения.
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Упражнение .. Нарисуйте все вполне симметричные само-
дополнительные разбиения порядка  и .

Ответ на это упражнение приведен на рис. ..

Рис. .. Вполне симметричные самодополнительные разбиения порядка  и 

Выписать все вполне симметричные самодополнительные раз-
биения порядка  — это несколько более трудоемкая, однако вполне
посильная (даже без помощи компьютера) задача. Они изображены
на рис. .; их оказывается семь.

Итак, вот первые три члена последовательности: 1, 2, 7, … Одна-
ко эти числа мы уже видели раньше в этой лекции: это количество

Рис. .. Вполне симметричные самодополнительные разбиения порядка 



§ .. Вполне симметричные самодополнительные плоские разбиения 

знакочередующихся матриц порядка ,  и ! Это было подмечено
Дэвидом Роббинсом.

Гипотеза . (гипотеза Роббинса). Число вполне симметрич-
ных самодополнительных разбиений порядка 2n равняется

TSSCPP(2n) =
1! ·4! ·7! ·… · (3n−2)!

n! · (n+1)! ·… · (2n−1)!
.

Эта гипотеза была доказана в результате совместных усилий
многих математиков на протяжении более  лет. Одним из клю-
чевых шагов ее доказательства оказалось сведение подсчета числа
таких разбиений к подсчету некоторого набора непересекающихся
путей, который оказался представим в виде некоторого пфаффиана.
Доказательство было завершено в  г. Джорджем Эндрюсом [].

Благодаря результату Эндрюса гипотеза о знакочередующихся
матрицах (на тот момент еще не доказанная) оказалась эквива-
лентной следующему утверждению: число вполне симметричных
самодополнительных разбиений порядка 2n равняется числу знако-
чередующихся матриц порядка n. Именно в таком виде она и бы-
ла доказана Зельбергером []. Это доказательство было изложено
на  страницах; проверка его корректности заняла несколько лет
и потребовала совместных усилий  рецензентов!

Удивительно, что для этого утверждения неизвестно биективное
доказательство: несмотря на то что вполне симметричных само-
дополнительных плоских разбиений и знакочередующихся матриц
равное число, между ними не удается построить никакой естествен-
ной биекции. Все известные на сегодня соответствия между этими
двумя множествами — в том числе те, что были использованы Зель-
бергером в его доказательстве, — оказываются значительно слож-
нее, чем хотелось бы.

Читателю, желающему узнать об этом больше, мы рекомендуем
обратиться к замечательной во всех отношениях книге Дэвида Брес-
су «Proofs and confirmations» [], где очень подробно и популярно
изложены как многочисленные результаты о плоских разбиениях
и их доказательства, так и история возникновения этих результа-
тов. К сожалению, эта книга (пока?) не переведена на русский язык
и может быть труднодоступна; хотя, кажется, широкое распростра-
нение электронных библиотек уже свело на нет последнюю труд-
ность.
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Из-за небольшого объема брошюры мы вынуждены оставить за
ее рамками рассказ о нескольких важных сюжетах, в которых возни-
кают знакочередующиеся матрицы, ограничившись лишь кратким
упоминанием. В первую очередь следует сказать о том, что дока-
зательство гипотезы о знакочередующихся матрицах, полученное
Г. Купербергом, было основано на обнаруженной им связи этой ги-
потезы с одной (к тому моменту давно изучавшейся) задачей стати-
стической физики: так называемой шестивершинной решеточной
моделью, или моделью квадратного льда. А именно, как оказалось,
состояния этой модели описываются как раз знакочередующимися
матрицами. Весьма подробный и доступный рассказ об этом мож-
но найти в последней главе той же книги Д. Брессу. Замечательно,
что обнаруженная связь между теорией знакочередующихся матриц
и статистической физикой привела к чрезвычайно плодотворному
взаимодействию и бурному развитию этих областей.

Кроме этого, за последние два десятка лет появилось много дру-
гих интересных результатов о знакочередующихся матрицах и плос-
ких разбиениях. Среди прочего упомянем взвешенные аналоги фор-
мулы Макмагона, теоремы о предельном поведении трехмерных
диаграмм Юнга (популярный рассказ о последнем сюжете можно
прочесть в статье []), и новые комбинаторные результаты о знако-
чередующихся матрицах — в частности, гипотезу Разумова—Стро-
ганова, доказанную в  г. Кантини и Спортьелло. Но это уже
совсем другая история.
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