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§ 1. Введение

Из одной теоремы Архимеда следует, что объем, отсекаемый плоско-
стью от шара или эллипсоида, алгебраически зависит от коэффици-
ентов уравнения плоскости. Напротив, в двумерном случае Ньютон
доказал, что такой зависимости не может быть ни для эллипса, ни
для любой другой гладкой выпуклой фигуры.

В 1987 году, перечитывая главную книгу Ньютона [22], В. И. Ар-
нольд предположил (см. [2] и [4]), что его теорема верна и для
старших размерностей и любых областей: ни для какой области с
гладкой границей в четномерном пространстве соответствующая
функция объема не является алгебраической. Другая гипотеза Ар-
нольда говорит, что в нечетномерных пространствах эта функция
алгебраична только у эллипсоидов. Первая из этих гипотез — о чет-
номерном случае — была окончательно доказана в 2013 году, вскоре
после лекций на эту тему на ЛШСМ-2013; нечетномерная же задача
еще ждет своего полного решения.

Эта книга посвящена рассказу про эти сюжеты и про набор со-
ображений, позволяющих доказывать утверждения такого типа, —
теорию монодромии. Эта теория описывает сложность продолжения
функций объема (и многочисленных других функций математиче-
ской физики, например поверхностных потенциалов и решений вол-
новых уравнений) в комплексную область. Современный топологи-
ческий аппарат этой науки называется теорией Пикара—Лефшеца,
см. [18], [11]. Еще один увлекательный сюжет, возникающий в этих
вычислениях и играющий ключевую роль в решении четномерной
задачи, — теория групп преобразований, порожденных отражения-
ми, о которой я тоже немного расскажу.

Благодарности. Я очень благодарен А. С. Роговой, расшифровав-
шей запись моих лекций на Летней школе «Современная математи-
ка» в 2013 и 2014 годах, а также В. А. Клепцыну за самоотверженный
и щедрый труд по доводке и редактированию текста.

Моя работа над книгой была поддержана грантом Российского
Научного Фонда № 16-11-10316.
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§ 2. История и постановка задачи

Начнем с формулировки задачи, которая возникла у Ньютона в свя-
зи со вторым законом Кеплера. Пусть на вещественной плоскости
нарисован овал (т. е. выпуклая гладкая замкнутая кривая), и мы,
проводя прямую, отсекаем от ограниченной этим овалом фигуры
сегмент (см. рис. 1). Сколь хорошей может быть функция на множе-
стве всех прямых, сопоставляющая каждой прямой площадь отсека-
емого ею сегмента? Например, может ли эта площадь быть много-
членом от коэффициентов уравнения прямой?

Рис. 1. Овал и отсекаемая прямой часть

Несложно увидеть, что многочленом эта функция быть не может.
Действительно, попробуем немного пошевелить прямую и посмот-
реть, что при этом будет происходить. Ясно (хотя, конечно, фор-
мально это и нужно обосновывать), что если функция-многочлен
задает площадь сегмента, лежащего слева от проводимого в данном
направлении разреза, то при непрерывном движении разрезающей
прямой мы всегда будем получать площадь сегмента, лежащего сле-
ва относительно выбранной ориентации нашей прямой.

Зафиксируем теперь какую-нибудь точку внутри области и будем
вращать прямую, проходящую через эту точку. К моменту, когда
мы развернем прямую на 180◦ от ее исходного положения (проводя
разрез в противоположном направлении), остающейся слева от раз-
реза окажется другая из двух частей, на которые разрезан наш овал
(см. рис. 2). Получается, что наша функция-многочлен для одной и
той же прямой должна принимать как значение, равное площади
части, остающейся слева, так и значение, равное площади части,
остающейся справа.
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Рис. 2. Вращение прямой

Значит, такая отсекаемая площадь должна быть не совсем функ-
цией, а чем-то, что может принимать в одной точке хотя бы два
значения. Мы знаем такие «не то чтобы функции»: например, такова
функция

p
x от одной переменной. Конечно, можно рассматривать

арифметический квадратный корень: положительный корень урав-
нения y2 = x. Но применение положительности неестественно с
алгебраической точки зрения (в частности, оно не обобщается на
комплексные числа). Гораздо естественнее считать, что есть два рав-
ноправных решения уравнения y2 = x при данном x, и разрешить
функции

p
x принимать любое из этих значений. Как это сделать и

почему это нам поможет — мы увидим чуть позднее.
Есть еще одна причина, по которой наша исходная функция, зада-

ющая площадь отрезаемого сегмента, не может быть многочленом.
Рассмотрим прямые, которые вообще не проходят через нашу об-
ласть. Для такой прямой значение нашей функции равно нулю или
всей площади области S, в зависимости от выбора стороны.

Начнем теперь двигать прямую в сторону овала (cм. рис. 3). До
момента столкновения значение функции будет оставаться тожде-
ственно нулевым или тождественно равным S, а потом вдруг пере-
стает быть таковым. Конечно, многочлены себя так не ведут — как
и вообще никакие приличные функции.

Рис. 3. Движение прямой и появление пересечения

Поэтому у нас возникает желание, чтобы каждой прямой соот-
ветствовало по крайней мере четыре значения: площадь слева и
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площадь справа, если прямая проходит через область, и ноль и вся
ограниченная овалом площадь, на случай, если прямая область не
пересекает. А как это пожелание формализовать?

К счастью, в науке есть такой класс «как бы функций», которые
могут иметь несколько значений: в случае функций от одной пере-
менной он включает уже упомянутую выше функцию

p
x и вообще

корень любой степени из любого многочлена от x. Это — алгебраи-
ческие функции.

Мы знаем, что обычная функция f (x) — это все равно что ее гра-
фик, т. е. множество пар (x, z), связанных условием z = f (x). В част-
ности, график многочлена f (x) задается уравнением F(x, z)= 0, где
F(x, z) — многочлен z − f (x). Но пока функция была обычной, каж-
дой точке x соответствовало одно значение z. А теперь, расширяя
класс многочленов, мы откажемся от этого требования, попросив
только, чтобы «график» новой функции задавался полиномиальным
уравнением — уже от двух переменных x, z:

Определение 1. Алгебраической функцией от одной перемен-
ной x называется (отличный от тождественного нуля) многочлен
F(x, z) от двух переменных. Мы будем говорить, что z — одно из
значений алгебраической функции в точке x, если F(x, z) = 0; см.
рис. 4. Всё множество точек (x, z), где выполнено это уравнение,
называется графиком этой функции.

x

z

x

z

Рис. 4. Примеры алгебраических (многозначных) функций:
z3 − z − x = 0 слева и (x2 + z2 − 1) · xz − ε = 0 справа

Так, мы сразу видим, что
p

x — это алгебраическая функция: она
задается многочленом z2 − x. Понятно, что так же можно задать
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кубический корень 3px, корень любой степени kpP(x) из любого

многочлена P(x) и даже из рациональной функции R(x)= P(x)
Q(x) , где

P(x) и Q(x) — многочлены.
Многомерный аналог этого понятия таков:
Определение 2. Алгебраической функцией от n переменных

x1, ‌, xn называется полином от n + 1 переменной F(x1, ‌, xn, z),
не равный тождественно нулю. Значениями этой «функции» в точке
(x1, ‌, xn) считаются все такие значения z, что F(x1, ‌, xn, z)= 0.

Используя вольность речи, часто в таком случае записывают эту
функцию просто как z(x1, ‌, xn), имея в виду, что она может прини-
мать не одно значение. Выбор одного из этих значений называется
выбором ветви алгебраической функции.

Во избежание недоразумений, заметим, что тот же термин «ал-
гебраический» используется и в другой ситуации:

Определение 3. Подмножество в Rn или в Cn называется алгеб-
раическим, если оно состоит из всех точек, удовлетворяющих какой-
нибудь системе уравнений f1(x1, ‌, xn)=0, ‌, fk(x1, ‌, xn)=0, где
все f1, ‌, fk — многочлены.

Подмножество в Rn называется полуалгебраическим, если оно
состоит из всех точек, удовлетворяющих системе полиномиальных
равенств и строгих полиномиальных неравенств, или является ко-
нечным объединением множеств, каждое из которых задано такой
системой.

Теперь мы можем сформулировать вопрос, возникший у Ньюто-
на:

Вопрос. Существует ли на плоскости такая выпуклая гладкая
замкнутая кривая, что функция, сопоставляющая прямой площадь
сегмента, отсекаемого этой прямой от области, ограниченной
этой кривой, алгебраична как функция от коэффициентов уравне-
ния прямой?

В соответствии с предыдущими определениями, такая алгебраич-
ность означает, что существует ненулевая функция F(a, b, c, V), кото-
рая обращается в 0 во всех таких точках (a, b, c, V), что V — площадь
сегмента, отсекаемого прямой, заданной уравнением ax + by = c.

Откуда у Ньютона взялась такая задача? Второй закон Кеплера
говорит, что планета, движущаяся по эллиптической орбите под
действием силы тяготения, за равное время заметает равные сек-
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ториальные площади, если смотреть из центра притяжения. То есть
зависимость между временем и площадью сектора очень простая —
линейная. А не получится ли так, что зависимость координаты пла-
неты от времени будет алгебраической?

Это эквивалентно алгебраической зависимости между танген-
сом угла наклона прямой, соединяющей центр притяжения и пла-
нету, и площадью сектора эллипса, ограниченного этой прямой и
фиксированным лучом, выходящим из центра притяжения.

В случае эллипса сразу стало ясно (это следовало из явных фор-
мул), что такого быть не может. И Ньютон задумался, существует
ли хоть одна кривая, для которой такая зависимость все-таки будет
алгебраической. Правда, при приходящей из небесной механики
постановке вопроса возникает площадь сектора вместо площади
сегмента. Но, как мы увидим в § 3, эта замена не очень существенна.

Такой же вопрос, конечно, можно рассматривать и в любой дру-
гой размерности. Назовем телом ограниченную область в Rn, а ги-
перплоскостью — плоскость размерности n − 1.

Определение 4. Тело в Rn называется алгебраически интегриру-
емым, если функция, сопоставляющая любой гиперплоскости объем
сегмента, отсекаемого этой гиперплоскостью от данного тела, ока-
зывается алгебраической функцией от коэффициентов уравнения
плоскости.

Вопрос Ньютона в таких терминах переформулируется так: суще-
ствует ли на плоскости замкнутая выпуклая гладкая кривая, ограни-
чивающая алгебраически интегрируемое тело? К тому, чтобы такая
кривая нашлась, были некоторые оптимистические предпосылки,
которые мы увидим в двух следующих пунктах.

2.1. Одномерный случай

Временно оставим плоский случай и перейдем к совсем игру-
шечной задаче: что происходит в одномерном случае, на прямой?
Рассмотрим вместо овала отрезок, например, от точки m до M (см.
рис. 5).

m x M

Рис. 5. Движение отрезающей точки x по отрезку [m, M]
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Попробуем найти функцию, зависящую от x, которая удовлетво-
ряет нашим условиям: она должна быть алгебраической и среди ее
значений должны быть обе площади, отсекаемые этой точкой от
всего отрезка. Это несложно сделать: рассмотрим многочлен

F(x, V)= V · (V − V0) · (V − x +m) · (V − M + x),

где V0 := M −m — полная длина исходного отрезка.
Заданная этим многочленом алгебраическая (четырехзначная!)

функция действительно удовлетворяет нашим условиям. Если для
любой точки x обозначить через V длину части отрезка [m, M], лежа-
щей с любой стороны от x, и подставить ее в нашу формулу вместе
с x, то получается 0.

В случае одной переменной нетрудно было ожидать, что все полу-
чится хорошо. Замечательно, что все будет хорошо и в размерности
три.

2.2. Трехмерный случай

Если в качестве «овального тела» мы рассмотрим шар в R3, то со-
ответствующая функция тоже будет алгебраической. А именно, есть
теорема Архимеда (иллюстрация к которой вынесена на обложку
брошюры [25]):

Теорема (Архимед). Пусть рядом поставлены шар и конус вы-
соты, равной радиусу шара, опирающийся на окружность-основа-
ние, равное экваториальному плоскому сечению шара. Тогда для всех
горизонтальных плоскостей, пересекающих конус, сумма площадей
сечений конуса и шара будет одна и та же (см. рис. 6). В частности,
эта сумма равна площади экваториального сечения.

h

Рис. 6. Теорема Архимеда
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Эта теорема легко позволяет найти объем сегмента, отсекаемо-
го от шара радиуса R плоскостью, проходящей на расстоянии h от
центра.

Задача 1. Найдите этот объем.
Указание. Из теоремы Архимеда следует, что объем такого сег-

мента равен разности объема цилиндра высоты R − h и объема со-
ответствующего усеченного конуса.

Ответ. πR2(R − h) − 1
3π(R3 − h3).

Итак, ответ в этой задаче — многочлен от числа h — расстояния
от секущей плоскости до центра сферы. А как это расстояние выра-
жается через коэффициенты секущей плоскости? Несложно увидеть,
что для выражения h нам понадобится одно извлечение квадратного
корня (впрочем, что менее неприятно, и деление тоже).

Задача 2. Найдите расстояние h от плоскости, заданной уравне-
нием ax + by + cz + d = 0, до точки (x0, y0, z0).

Ответ. h =
|ax0 + by0 + cz0 + d|
p

a2 + b2 + c2
.

В частности, расстояние от этой плоскости до начала координат

равно
s

d2

a2 + b2 + c2 . Поэтому объем сегмента выражается через коэф-

фициенты секущей плоскости уже не как многочлен, но все еще как
алгебраическая функция. Полином F(a, b, c, d, V), доказывающий
это, полезно построить явно, но есть и такой общий факт: компо-
зиция алгебраических функций алгебраична. Например, подстав-
ляя алгебраическую функцию, выражающую h через коэффициенты
плоскости, в многочлен, выражающий объем через h, мы получим
алгебраическую функцию от этих коэффициентов. Читатель может
попробовать доказать этот общий факт (это не очень сложно, но
требует умения работать с симметрическими многочленами).

Функция объема сегмента будет алгебраической и если мы рас-
сматриваем вместо шара произвольный эллипсоид. Действительно,
задача об алгебраической интегрируемости аффинно-инвариантна.
А именно, если мы сделаем какое-то линейное или аффинное преоб-
разование нашего пространства, то плоскости перейдут в плоскости,
все объемы умножатся на одну и ту же константу (определитель
этого преобразования), и если наша функция была алгебраической,
то она алгебраической и останется. А с другой стороны, любой эл-
липсоид можно аффинным преобразованием получить из шара.
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§ 3. Двумерный выпуклый случай:
теорема Ньютона

3.1. Теорема Ньютона

Итак, в одномерном и в трехмерном случаях алгебраически инте-
грируемые тела с гладкой границей существуют. А что будет в случае
задачи Ньютона, на плоскости?

Оказывается, что двумерный случай гораздо хуже, чем одномер-
ный и трехмерный. Так очень часто случается; другой пример по-
добной ситуации — волновое уравнение, которое описывает распро-
странение звука. В размерности три оно ведет себя хорошо, поэтому
люди в общем слышат друг друга и различают речь. Это связано
с тем, что любой произнесенный звук в какой-то момент доходит
до человека и сразу уходит дальше и больше не звучит. То же проис-
ходит и в одномерном пространстве. А вот если бы мы общались в
двумерном пространстве, как, например, дельфины (они общаются
звуком в достаточно узком акустическом слое в океане), то каждый
произнесенный звук бы доходил до уха и продолжал звучать еще
долго после того, как дошел. Это можно увидеть, если кинуть в воду
камень (что будет аналогом одиночного «хлопка в ладоши»): побе-
жавшие от него круги еще долго будут качать поплавок где-нибудь
в стороне. Поэтому если в размерности два сказать какую-нибудь
длинную фразу, то остаток от первого звука будет смешиваться со
следующими звуками и получится что-то непонятное. Эта аналогия
далеко не случайна: особенности поведения решений гиперболиче-
ских дифференциальных уравнений (таких как уравнения распро-
странения волн) и функций объема описываются с помощью одной
и той же топологической техники, о которой мы расскажем ниже.

Возвращаясь к исходному вопросу Ньютона — оказывается, что
«хороших» интегрируемых овалов на плоскости нет. А именно, Нью-
тон доказал следующую теорему:

Теорема 1 [22, Lemma XXVIII]. Не существует гладких алгебраи-
ческих выпуклых ограниченных овалов в R2, которые были бы алгеб-
раически интегрируемыми.
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В этой теореме1 есть одно дополнительное (относительно исход-
ной постановки вопроса) предположение — овал предполагается ал-
гебраическим, т. е. ограниченным кривой, задающейся полиноми-
альным уравнением f (x, y) = 0. На самом деле, от этого предпо-
ложения можно (как мы обсудим после доказательства теоремы)
избавиться, заменив его на бесконечную дифференцируемость. Но
пока докажем теорему Ньютона в этой формулировке.

Доказательство. Пусть, напротив, нашелся алгебраический вы-
пуклый овал. Выберем точку O внутри него и проведем два секущих
луча через нее до пересечения с овалом; обозначим точки пересе-
чения через A1 и A2. Зафиксируем один из этих лучей, проходящий
через точку A2; после этого мы будем менять луч OA1 и смотреть на
то, как от этого луча зависит площадь сектора A1OA2 (см. рис. 7).

O A2

A1

Рис. 7. Доказательство теоремы Ньютона

Возьмем точку O в качестве начала координат; тогда уравнение
прямой OA1 имеет вид ax+by=0. Заметим, что точка A1 (точнее, обе
ее координаты x1 и y1) алгебраически зависит от коэффициентов
a и b прямой. Поэтому алгебраически зависят от коэффициентов
и (ориентированная) площадь треугольника OA1 A2, и коэффициен-
ты, задающие уравнение прямой A1 A2. А значит, алгебраически от
коэффициентов a и b будет зависеть и площадь сегмента, отсекае-
мого прямой A1 A2: по нашему предположению она алгебраически
зависит от коэффициентов уравнения прямой A1 A2, а суперпозиция
алгебраических функций алгебраична.

1Nulla extat figura ovalis cujus area, rectis pro lubitu abscissam possit per aequationes
numero terminorum ac dimensionum finitas generaliter inveniri. Перевод А. Н. Крылова:
«Не существует такой замкнутой овальной кривой, для которой площадь, отсекаемая
произвольно проводимыми прямыми, определялась бы в общем виде уравнениями с
конечным числом членов и конечной степени» (цит. по [22, с. 153]).

Ньютон не уточняет, что имеется в виду под figura ovalis, но, анализируя свойства
этой фигуры, используемые в его доказательстве, мы находим гладкость, выпуклость
и ограниченность, перечисленные в теореме 1.
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Тогда (как сумма алгебраических функций) алгебраической бу-
дет и сумма (ориентированной) площади треугольника OA1 A2 и пло-
щади сегмента, отсекаемого прямой A1 A2. Но эта сумма в точности
равна площади сектора A1OA2. Тем самым, площадь такого сектора
алгебраически зависит от прямой OA1.

Посмотрим теперь, что происходит с функцией S(a, b) площади
сектора, когда луч делает полный оборот. Незадолго до совпадения
лучей сектор заметает почти всю площадь S0 нашего овала. Поэто-
му сразу после оборота мы приходим не к тем значениям функции
S(a, b), с которых мы начинали, а к увеличенным на S0. Продолжая
вращать луч, мы после еще одного оборота приходим к функции
S(a, b)+2S0 и так далее. В итоге множество значений многозначной
функции S(a, b) для любого луча оказывается бесконечным.

Но алгебраическая функция не может принимать бесконечно
много значений: количество значений многозначной функции, за-
данной полиномиальным уравнением F(a, b, S) = 0, не может пре-
восходить степень многочлена F по переменной S. Мы получили
желаемое противоречие.

3.2. Условия и контрпримеры

В этом доказательстве теоремы Ньютона многое требуется и ис-
пользуется. У Ньютона были дискуссии по поводу того, какие из этих
условий (гладкость, выпуклость, ограниченность и так далее) мож-
но отбросить. Например, условие гладкости ни в коем случае нельзя
отбрасывать. Еще известный неприятель Ньютона Лейбниц крити-
ковал его, говоря, что если взять треугольник, то функция отсекае-
мого объема получается алгебраической. Это случилось потому, что
Ньютон в в своей теореме написал просто «овал» — не уточнив, что
под этим должно пониматься, и не выписав явно условие гладкости
(хотя, несомненно, подразумевал его). Соответственно, Лейбниц к
этому прицепился: если не сказано, что кривая гладкая, то почему
бы этому «овалу» не быть треугольником?

Есть еще более скверный пример, чем пример Лейбница. В дока-
зательстве важно, что овал ограничивает положительную площадь.
Мы можем взять лемнискату — кривую в форме восьмерки, — ко-
торая ограничивает нулевую ориентированную площадь. Для та-
кой кривой не просто не проходит предъявленное доказательство
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(оно «ломается» еще и на том, что луч OA1 в некоторый момент
оказывается касающимся нашей кривой). Оказывается, существуют
алгебраически интегрируемые лемнискаты! Одна из них задается
уравнением y2 = x2 − x4 (см. рис. 8). Эта лемниската была предло-
жена Гюйгенсом, а впоследствии ее исследовал Жероно, и потому
сейчас ее чаще называют лемнискатой Жероно.

Рис. 8. Алгебраически интегрируемые примеры:
треугольник, рациональная кубика y2 = x2(1 − x),

лемниската Гюйгенса—Жероно y2 = x2 − x4

Еще один пример алгебраически интегрируемой фигуры с алгеб-
раической — но, естественно, негладкой — границей — это область,
ограниченная кривой третьей степени y2= x2(1− x). А где для этой
кривой «ломается» доказательство? Можно увидеть, что, когда мы
рассматриваем точку A1 как функцию от луча OA1 — при прохожде-
нии точки самопересечения она «уйдет наружу», на другую ветвь
граничной кривой (см. рис. 9). Соответственно, после «полного обо-
рота» мы получим уже совсем другую функцию (а вовсе не старую,
сдвинутую на константу) и не получим искомого противоречия.

O

A1

A′1

Рис. 9. Переход точки пересечения A1
на другую ветвь граничной кривой
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Обобщая эти примеры, нетрудно построить алгебраически ин-
тегрируемую фигуру, ограниченную алгебраической кривой любой
заданной наперед конечной гладкости.

3.3. Обобщения и вопросы

А вот от предположения алгебраичности — если уже известно,
что кривая бесконечно гладкая — можно избавиться. Дело в том, что
касательная отсекает от нашей кривой нулевую площадь, поэтому
если наша фигура алгебраически интегрируема, то соответствую-
щая алгебраическая функция V(a, b, c) (точнее, одна из ее ветвей)
обращается в 0 во всех точках (a, b, c), соответствующих таким ка-
сательным. Из этого следует, что множество касательных будет ал-
гебраическим или по крайней мере полуалгебраическим подмноже-
ством множества всех прямых в R2. (Легко видеть, что последнее
множество является проективной плоскостью без одной точки: ко-
эффициенты a, b, c уравнения прямой определяются ею с точностью
до умножения на ненулевую константу, и из всех троек (a : b : c)
недопустимыми являются только тройки (0 : 0 : c).)

Далее, по множеству касательных можно восстановить и саму
исходную кривую как их огибающую — и эта огибающая также будет
по крайней мере полуалгебраической.

Читатель, знакомый с проективной двойственностью, может убе-
диться в этом следующим образом: если исходная кривая γ распо-
ложена на проективной плоскости P2, то множество касательных
к ней можно рассматривать как кривую γ∗ на двойственной плос-
кости. Множество же точек γ в точности двойственно к множеству
касательных к γ∗. Наконец, множество касательных к полуалгебраи-
ческой кривой также полуалгебраично. Другое рассуждение можно
найти в статье В. И. Арнольда в «Кванте» [2].

Итак, если гладкая кривая ограничивала бы алгебраически инте-
грируемую область, то она автоматически была бы алгебраической,
поэтому последнее условие можно не указывать в формулировке тео-
ремы. У нас остались еще два предположения: выпуклость области
и ее двумерность. Можно ли избавиться и от них?

Как оказывается, от первого из них можно избавиться совсем.
Второе же можно ослабить до предположения о четности размерно-
сти: аналогичное утверждение верно и для тел с гладкой границей
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в R2k . В §4 мы начнем именно с этого второго обобщения (сохра-
няя сначала условие выпуклости), а сейчас обсудим еще один круг
возникающих вопросов.

3.4. Локальная алгебраичность

В задаче Ньютона—Арнольда речь идет о глобальной алгебраич-
ности функции объема: может ли быть, что эта функция, опреде-
ленная на пространстве гиперплоскостей в R2k , всюду совпадает с
какой-нибудь ветвью алгебраической функции? Мы покажем, что
ответ на этот вопрос отрицателен для любой ограниченной области
с гладкой границей. Локальный вариант того же вопроса состоит в
следующем. Все пространство гиперплоскостей в R2k делится на об-
ласти, состоящие из плоскостей общего положения (т. е. нигде не ка-
сательных к поверхности рассматриваемого тела); границы между
этими областями состоят из касательных гиперплоскостей. Внутри
каждой из этих областей функция объема — гладкая, а на границе
возникает излом. Если бы внутри каждой области эта функция сов-
падала с алгебраической, то алгебраической была бы и функция на
всем пространстве. Мы собираемся доказать, что такого не бывает.
Но, может быть, эта функция может совпасть с алгебраической хотя
бы в некоторых областях пространства неособых гиперплоскостей?

Одна такая область бросается в глаза: она состоит из плоскостей,
вовсе не пересекающих данное тело, так что функция объема состо-
ит там из двух постоянных функций (равных 0 и полному объему
тела). Но есть ли примеры нетривиальных областей (т. е. состоящих
из гиперплоскостей, пересекающих тело), в которых функция объе-
ма алгебраична (хотя, очевидно, и не равна константе)?

В п. 6.9 мы докажем, что таким примером является трубчатая
окрестность стандартной двумерной сферы в R4, т. е. тело, ограни-
ченное поверхностью (

p

x2 + y2 + z2 − 1)2 + u2 = ε2, где ε < 1. Уди-
вительным образом, главным инструментом при нахождении этого
положительного примера оказались (описываемые ниже) запрети-
тельные результаты, перечисляющие геометрические и топологи-
ческие препятствия к свойству алгебраической интегрируемости.
Дело в том, что найти тело, удовлетворяющее всем геометрическим
ограничениям, и записать его уравнение несравненно легче, чем
сразу угадать формулу фигуры, объем которой хорошо себя ведет.
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§ 4. Выпуклый случай в R2k

В предыдущем разделе теорема Ньютона была доказана для выпук-
лых овалов на плоскости. Здесь мы обобщим ее на случай произволь-
ной четной размерности:

Теорема 2 [7, 8]. Ни в каком четномерном пространстве не бы-
вает выпуклых гладких алгебраически интегрируемых тел.

4.1. Начало: сечения параллельными прямыми

Доказательство теоремы Ньютона, проведенное в § 3, не обобща-
ется на более высокие размерности. Поэтому сначала мы разберем
другое доказательство этой же («двумерной») теоремы — такое, ко-
торое уже можно будет обобщить. При этом мы воспользуемся очень
важным и часто используемым методом — выходом в комплексную
область.

Итак, пусть у нас имеется выпуклая фигура в R2, ограниченная
некоторым алгебраическим овалом, т. е. компактной компонентой
множества, заданного условием f (x, y)= 0, где f — какой-то поли-
ном. Раньше мы рассматривали сечения овала прямыми, проходя-
щими через одну и ту же точку O. Теперь же выберем какое-нибудь
направление и будем рассматривать сечения прямыми этого направ-
ления.

Выберем систему координат так, чтобы эти прямые были парал-
лельны оси ординат Oy. Каждая такая прямая задается уравнени-
ем x = c для какой-то константы c и определяется точкой своего
пересечения с осью абсцисс Ox (см. рис. 10).

cm M x

y

Рис. 10. Второе доказательство теоремы Ньютона
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Пусть m и M — соответственно наименьшее и наибольшее зна-
чение x-координаты на нашем овале. Тогда любая прямая {x = c},
где m < c < M, пересекает овал ровно в двух точках, причем каж-
дая из этих точек «хорошо» (гладко) зависит от c. Иными словами,
окрестность каждой из этих точек проецируется на ось абсцисс диф-
феоморфно.

Для c=m или c=M прямая x= c касается нашего овала, поэтому
зависимость точки пересечения от c вблизи этих значений будет
«плохой» — а отображение проецирования, соответственно, будет
устроено более сложно. Потребуем, чтобы касание в этих точках
было простейшим, т. е. квадратичным, а не более высокого порядка,
или, что то же самое, чтобы эти точки касания не были точками
уплощения овала. (В таком случае говорят, что эти точки — мор-
совские для ограничения функции x на овал.) Мы всегда можем
добиться этого выбором координаты x, т. е. направления прямых
нашего семейства: направлений, касательных к овалу в точках упло-
щения, «мало», поэтому нужное нам направление всегда найдется.
(В общем случае это утверждает лемма Бертини—Сарда; ее форму-
лировку и доказательство можно посмотреть в [6, с. 26] или в [21].)
Тогда вблизи такой точки касания координата y точек пересечения
прямой {x = c} с овалом зависит от c примерно как квадратный
корень из c −m или из M − c.

4.2. Алгебраические функции комплексного переменного

Теперь, как и было обещано, мы выйдем в комплексную область
и будем рассматривать прямые x = c не только с вещественным, но
и с комплексным c. Давайте посмотрим, что нам это даст.

Если исходная функция отсекаемого объема была алгебраиче-
ской функцией на пространстве всех прямых в R2, то алгебраично
и ее ограничение на наше одномерное семейство прямых, завися-
щих от параметра c. Значит, эта функция V(c) задается некоторым
полиномиальным соотношением F(c, V)=0. И нам ничто не мешает
продолжить эту функцию в комплексную плоскость — считая и c, и V
уже комплексными, а не вещественными переменными и подстав-
ляя их во все тот же многочлен F. Нигде же в записи многочлена F
не сказано, что переменные вещественные!
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Мы получаем алгебраическую функцию комплексного перемен-
ного и дальше будем пользоваться замечательными свойствами та-
ких функций, связанными с понятиями накрытия, ветвления и мо-
нодромии.

Возьмем какое-нибудь (типичное) значение аргумента c=c1; ему
соответствуют несколько значений функции V . Если мы немного
«пошевелим» c, перейдя к близкому значению c = c2 (см. рис. 11),
то у нас будет столько же значений. Здесь важно, что когда мы ото-
шли недалеко, то мы хорошо понимаем, какой новый корень (новое
значение функции) получился из какого предыдущего. Более того,
если мы сделали такое маленькое шевеление много раз, проведя c
вдоль какого-то непрерывного пути, то все равно будем понимать,
какая точка в прообразе начала пути перешла в какую точку над его
концом, даже если весь путь будет не таким и маленьким.

c4 c1 c2 c3 c

V(c)

C

Рис. 11. Алгебраическая функция

Неприятности здесь могут возникнуть только вот отчего: двига-
ясь вдоль такого пути в множестве параметров c, мы можем дойти
до точки c3, над которой два значения сольются, или до c4, когда
значение «убегает» на бесконечность, подобно тому как убегает зна-
чение алгебраической функции x · z − 1= 0 при x→ 0.

Вспомним теперь, что множество прямых {x = c} у нас является
комплексной прямой, т. е. мы можем брать любое комплексное c.
А множество таких точек c этой прямой, «над» которыми значения
сливаются или убегают на бесконечность, маленькое: это конечное
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число точек. Итак, на плоскости имеется конечное множество «пло-
хих» точек, которые мы будем называть точками ветвления. Пока
мы двигаем c, не заходя в них, у нас непрерывно двигаются корни V
многочлена F(c, V) — и мы знаем, какой из них получился из какого.

Если мы пройдем вдоль какого-нибудь достаточно длинного пу-
ти, не заходя в «плохие» точки, но обходя вокруг них, и вернемся
обратно, то значения функции, которые мы так продолжали, могут
как-то переставиться.

Например, рассмотрим простейший случай алгебраической
функции: радикал

p
x, задающийся полиномом F(x, z) = z2 − x

(см. рис. 12а). Над любой точкой x 6= 0 у него есть (в комплексной
области) два корня. Когда мы обведем x вокруг точки ветвления 0,
то эти два корня переставятся.

x1

1

−1

z
z2 − x = 0

0 1

eiϕ

0 1

eiϕ/2

−1

−eiϕ/2

(а) (б) (в)

Рис. 12. Функция z =
p

x и обход вокруг ее точки ветвления

Проще всего это увидеть на примере обхода по единичной окруж-
ности. Допустим, что начальной точкой была единица. Квадратные
корни из нее — это 1 и −1. Сдвинем точку x на угол ϕ: мы перейдем
в точку eiϕ = cos ϕ + i sin ϕ (см. рис. 12б). Тогда каждый из корней
повернется на ϕ/2 и перейдет в точку eiϕ/2 или −eiϕ/2 (см. рис. 12в).
Обход точкой x полного круга соответствует ϕ, равному 2π. При
этом каждый из корней повернется на угол π (домножившись на
eπi = −1), т. е. они поменяются местами.

В таких ситуациях произносится слово монодромия: оно означает
перестановку значений алгебраической функции при обходе аргу-
мента вокруг точек ветвления.

Нечто подобное происходит и для более сложных функций.
Рассмотрим сначала такую ситуацию, когда ветвление простейшее

22



(квадратичное): при подходе к точке ветвления сливаются ровно
два корня уравнения F(x, z) = 0. Тогда рядом с точкой слияния
поверхность F(x, z) = 0 и в комплексной области напоминает
поверхность квадратного корня, которую мы уже видели.

На плоскости C1 значений x пройдем вдоль следующего пути,
начинающегося и заканчивающегося в некотором неособом значе-
нии x0 (такие пути называются петлями); см. рис. 13. Во-первых,
подойдем близко к точке ветвления c; при этом все точки кривой
с соответствующим значением координаты x взаимно однозначно
сдвинутся в какие-то новые, причем две из них (B и C) окажутся
близко к точке ветвления. Затем пройдем по маленькой окружно-
сти в комплексной области с центром в точке ветвления c. Тогда
с точками, далекими от места слияния (типа точки A на рисунке),
не происходит ничего, они обходят вдоль маленькой окружности и
приходят обратно. А вот точки B и C поменяются местами точно так
же, как в случае квадратного корня. И, наконец, вернемся обратно
в точку x0 вдоль того же пути, что в начале.

cx0 x
C

A

B

C

Рис. 13. Квадратичное ветвление; прообразы исходной точки x0
и точки A, B и C, в которые они сдвигаются при подходе

к критическому значению c

В результате, обойдя по такой петле в C1, мы получаем следую-
щую перестановку: все точки типа A сохранятся и вернутся обратно,
а точки, которые при подходе к точке ветвления сливались (B и C),
поменяются местами.
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Более того, мы можем проходить и по более сложным путям. За-
фиксируем неособую начальную точку x0 и любое значение z алгеб-
раической функции F в ней (так что F(x0, z)=0). Тогда любой путь γ,
начинающийся и заканчивающийся в x0 и не заходящий в точки
ветвления, определяет новую точку z̃, также лежащую над x0, — ре-
зультат сдвига z над этой кривой. Поэтому каждому такому пути
соответствует перестановка значений алгебраической функции в
точке x0. Эта перестановка называется преобразованием монодро-
мии вдоль пути γ.

При этом, если путь γ немного пошевелить (сохраняя в каждый
момент времени оба свойства — начинаться и заканчиваться в x0 и
не заходить в точки ветвления), то соответствующая перестановка
не изменится: действительно, при достаточно малом изменении пу-
ти, участвующего в ее определении, и результат продолжения изме-
нится мало, а с другой стороны, он принимает значения в конечном
множестве (всех перестановок значений).

Наконец, если пройти сначала по одной петле γ1, а потом по
другой γ2, то перестановка, определяемая всем путем γ1 ∪ γ2, будет
композицией перестановок, определяемых этими путями. Поэтому
множество всех перестановок, которые можно получить из всевоз-
можных петель в множестве типичных точек (т.е. точек, не являю-
щихся точками ветвления), образует группу — группу монодромии
нашей алгебраической функции F.

Возникает увлекательная наука — теория монодромии алгебра-
ических функций. Например, доказательство теоремы Руффини—
Абеля о невозможности решения общего уравнения степени ¾ 5
в радикалах можно получить, рассматривая группу монодромии
для алгебраических функций высокой степени (см., к примеру, [1]).
А именно, если функция не очень вырожденная, то соответствующая
группа монодромии будет совпадать со всей группой перестано-
вок всех ее значений в этой точке. И оказывается, что группа
перестановок из ¾ 5 элементов в некотором смысле сложнее, чем
группа монодромии любой функции, которую можно получить
последовательным добавлением радикалов.

Важное замечание, которое будет ключевым для нашего рассуж-
дения, состоит в том, что группа монодромии алгебраической функ-
ции всегда конечна — ведь это подгруппа группы перестановок ко-
нечного множества прообразов!
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Еще одно замечание: у общих алгебраических функций быва-
ют точки ветвления более высокого порядка, обход вокруг которых
задает не перестановку двух точек прообраза, а циклическую пе-
рестановку нескольких таких точек. Модельный пример задается
функцией z = x p/q , где дробь p/q несократима (соответствующий
полином F(x, z) равен zq − x p); в этом случае циклически перестав-
ляются q точек прообраза.

4.3. Отступление: алгебраические функции
нескольких переменных

Хотя пока это нам не потребуется, расскажем об алгебраиче-
ских функциях нескольких переменных, задаваемых полиномами
F(x1, x2, ‌, xk , z) = 0. Каждому набору x1, ‌, xk такая «функция»
ставит в соответствие набор чисел (те значения z, которые мы
можем подставить в многочлен F вместе с x1, ‌, xk , получив в
результате ноль).

Итак, множеством аргументов будет уже не C1, а Ck . Над окрест-
ностью точки общего положения в Ck многозначная функция по-
прежнему распадается в набор обычных (однозначных непрерыв-
ных) функций. Но обычно имеется какое-то подмножество в Ck , над
которым будут вырождения примерно такого же вида, как и те, что
мы видели для функции одной переменной.

Как правило, если пространство аргументов k-мерное, то это
подмножество вырождения будет (k − 1)-мерной гиперповерхно-
стью. В вещественном смысле k-мерное комплексное пространство
2k-мерно, а эта гиперповерхность (2k − 2)-мерна, т. е. она не разде-
ляет наше пространство и ее можно обходить по замкнутым путям.

Здесь снова возникает группа монодромии. Выделив начальную
точку (x1, ‌, xk), мы берем всевозможные петли в Ck с началом
и концом в этой точке, которые как-то огибают гиперповерхность
ветвления Σ. Продолжая значения алгебраической функции над эти-
ми петлями, мы получаем перестановки значений функции в этой
точке. При этом часто важна не только сама группа получаемых при
этом перестановок значений (которая во всех достаточно сложных
случаях просто совпадает со всей группой перестановок), но и то,
какие перестановки порождаются какими петлями, по-разному об-
ходящими множество ветвления.
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Вообще, самое интересное, что можно сказать про алгебраиче-
ские функции, вытекает из рассмотрения преобразований монодро-
мии, получающихся при обходах вдоль путей в комплексной обла-
сти (в которую очень полезно выходить, даже если исходная задача
полностью формулировалась в терминах вещественных алгебраиче-
ских функций вещественных переменных).

4.4. Контуры интегрирования и гомологии

Вернемся к нашим овалам. Допустим, что функция объема, опре-
деляемая каким-то алгебраическим овалом, алгебраическая. Вый-
дем в комплексную область и посмотрим, как она будет себя вести
и ветвиться.

Давайте пройдем вдоль вот какого пути: подведем число c, за-
дающее нашу прямую x = c, вдоль отрезка вещественной прямой
совсем близко к минимальному значению m (но чуть выше его, ска-
жем, к точке m + ε), обойдем точку m по маленькой окружности
в комплексной области и наконец вернемся в исходное значение
c по тому же отрезку [m + ε, c]. Что при этом произойдет с нашей
функцией объема?

B

C

x
C

m m+ε c

Рис. 14. Монодромия отсекаемого объема
при обходе вокруг минимума

Здесь снова возникает слово монодромия, но в другом контексте.
Выше это слово означало перестановку отдельных точек. Теперь нас
интересует поведение некоторой функции — функции объема — и
надо понять, как наш обход подействует на эту функцию.
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Для этого нужно придать слову «объем» смысл, который мы мог-
ли бы применять и в комплексной области. Посмотрим на отсекае-
мую часть фигуры как на двумерную пленку с границей, состоящей
из дуги границы овала и отрезка отсекающей прямой. Нельзя ли
сопоставить «объем» (точнее, «площадь») вообще любому куску дву-
мерной пленки, живущему в C2?

Оказывается, что можно! Строгое описание того, что происхо-
дит в этом разделе, формулируется в терминах дифференциальных
форм, про которые можно прочитать в главе 7 книги [3] или в [9].
Я сейчас постараюсь объяснить происходящее «на пальцах», посто-
янно отсылая к этой теории.

Начнем с простого упражнения (которое предоставим читате-
лю): если на обычной вещественной плоскости задан параллело-
грамм, стороны которого есть векторы (x1, y1) и (x2, y2) (см. рис. 15),
то его ориентированная площадь есть

S = x1 y2 − x2 y1, (1)

т. е. определитель матрицы, состоящей из координат этих двух век-
торов; при этом ориентированной площадью называется его обыч-
ная евклидова площадь, взятая со знаком + или − в зависимости
от ориентации репера в R2, заданного нашими двумя векторами,
взятыми в этом порядке.

+

(x1, y1)

(x2, y2)

−

(x1, y1)

(x2, y2)

Рис. 15. Ориентированная площадь параллелограмма

Пусть теперь у нас есть какая-то вещественно-двумерная «плен-
ка» в C2. Заметим, что ее можно («почти всю») разрезать на «почти
параллелограммы». Действительно, раз пленка вещественно-дву-
мерная, то о ней можно думать как об образе некоторой области
D ⊂ R2 под действием некоторого гладкого отображения ϕ (или,
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по крайней мере, об объединении нескольких таких образов).
Дальше, разрежем область D на маленькие квадратики. Образы их
под действием ϕ— это и есть искомые «почти параллелограммы».
Действительно, если бы отображение ϕ было линейным, оно бы
перевело квадрат в идеальный параллелограмм, но гладкое отобра-
жение на маленьком квадрате лишь приближается своей линейной
частью, поэтому параллелограммы получаются неидеальные. Что
мы, впрочем, сейчас будем игнорировать.

Посчитаем теперь для каждого такого параллелограмма по фор-
муле (1) его «ориентированную площадь» (отметим, что результат
применения — вообще говоря, комплексное число!). И сложим те-
перь все получившиеся величины. Предел таких сумм при измель-
чении и улучшении разбиения на параллелограммы — это и есть
искомая величина «комплексифицированной площади». В курсе ма-
тематического анализа доказывается, что этот предел действитель-
но существует.

На ученом языке то, что мы только что проделали, называется
«проинтегрировать 2-форму площади dx ∧ dy по двумерной поверх-
ности — по нашей ориентированной пленке».

Вообще говоря, интегрировать можно по любой пленке (ее при
интегрировании называют контуром, хоть она и не одномерна). Но
нас будут интересовать не любые контуры. А именно: пока мы рас-
сматривали вещественную отсекаемую часть, ее граница состояла
из дуги овала и отрезка прямой x = c. Обозначим через A ком-
плексификацию нашего овала: если он задавался полиномиальным
уравнением f (x, y)= 0, то A — множество комплексных пар точек,
удовлетворяющих этому уравнению,

A := {(x, y) ∈ C2 : f (x, y)= 0}.

Пусть также Xc := {(x, y): x = c, y ∈ C} — комплексная прямая, за-
данная уравнением x = c. Так вот — нас будут интересовать только
те контуры, граница которых лежит в объединении A ∪ Xc.

Такие объекты называются «относительными циклами». Слово
«цикл» в теории гомологий означает «что-то, не имеющее границы»
(например, параллель или меридиан в торе или замкнутый путь в
графе); мы скоро увидим, почему такие объекты полезны и инте-
ресны. А слово «относительный» ослабляет это условие: границу
относительному циклу иметь можно, но она должна целиком со-
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держаться там, «относительно чего» это цикл (в данном случае —
относительно A ∪ Xc).

Но в вещественной плоскости пленку — относительный цикл
нельзя было «чуть-чуть пошевелить». А теперь у нас вещественно-
двумерная пленка живет в вещественно-четырехмерном C2 и, ко-
нечно, ее можно там немного продеформировать. Важно, что хотя
пленка-контур и поменяется, ее «площадь» — результат интегри-
рования при малом шевелении (при котором граница остается в
A ∪ Xc) — не изменится!

Читатель уже встречался с такой ситуацией, например, при вы-
числении работы потенциального поля сил: по какому бы пути мы
ни несли пробное тело из точки P в точку Q, полная работа будет
равна разности потенциалов в этих точках. И пока мы сохраняем на-
чало и конец пути, при шевелении пути полная работа не меняется.
Вторая аналогичная ситуация — поток несжимаемой жидкости (или
поток магнитного поля!) через контур. Чтобы его найти, мы заклеи-
ваем одномерный контур двумерной пленкой и считаем интеграл —
но для двух разных заклеиваний интегралы совпадают. Так вот, на-
ша 2-форма площади dx ∧ dy тоже обладает такой же «потенциаль-
ностью»: ее интеграл не будет меняться при шевелении пленки.

Обоснование этого утверждения называется формулой Стокса.
Она говорит, что если у нас есть какая-то дифференциальная k-фор-
ма ω и мы ее интегрируем по k-мерной границе ∂D некоторого
(k + 1)-мерного контура D, то результат интегрирования будет та-
кой же, как если проинтегрировать дифференциал dω этой k-формы
(который является (k + 1)-формой) по самому контуру D. (Точное
определение дифференциальных форм и их дифференциалов см.,
например, в [9], [3]; нам нужен только один их представитель —
форма объема dx1 ∧‌ ∧ dxn в Ck , в частности форма dx ∧ dy в C2.)

Простейшим случаем этой формулы является формула Ньюто-
на—Лейбница. Если имеется функция (т. е. 0-форма) на отрезке I, то
ее интеграл по границе ∂I отрезка I — это просто разница ее значе-
ний на концах отрезка. По формуле Ньютона—Лейбница она равна
интегралу от производной функции (точнее, от дифференциальной
1-формы df ≡ f ′ dx) по самому отрезку I.

Можно применить эту формулу и к нашему интегралу. Но в на-
шем случае дифференциал d(dx ∧ dy) равен нулю — как говорят,
форма площади замкнута.
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Возьмем теперь два двумерных контура K0 и K1, затягивающих
одну и ту же границу в A ∪ Xc, которые можно продеформировать
один в другой, не двигая границу. Тогда все, что мы заметаем в про-
цессе деформации, — это некоторый трехмерный контур D. А его
граница ∂D — это «разность» K1−K0 (контур K0 там будет считаться
с противоположной ориентацией, и это изменит знак интеграла).

Значит, по формуле Стокса
∫

K1

dx∧dy−
∫

K0

dx∧dy =
∫

∂D
dx∧dy =

∫

D
d(dx∧dy)=

∫

D
0= 0, (2)

и интегралы от формы площади по K0 и по K1 совпадают.
А что, если в процессе деформации мы разрешим смещать и гра-

ницу контура — с тем лишь условием, чтобы она всегда оставалась
вA ∪ Xc? В этом случае у заметаемого трехмерного контура D к гра-
нице, по-прежнему включающей K1 и взятый с противоположной
ориентацией K0, добавится дополнительный двумерный контур K ′,
заметаемый в A ∪ Xc при этой деформации одномерной границей
контура. И применение формулы Стокса дает уже

∫

K1

dx ∧ dy −
∫

K0

dx ∧ dy +
∫

K ′
dx ∧ dy = 0.

Разобьем контур K ′ на два: K ′=KA ∪KX , где KA ⊂A , а KX ⊂Xc. Мы
хотим показать, что интегралы

∫

KA
dx ∧ dy и

∫

KX
dx ∧ dy оба равны

нулю. Как только мы это сделаем, мы получим искомое равенство
«площадей» K0 и K1.

Но поверхностиA и Xc, хоть и являются вещественно-двумерны-
ми, с комплексной точки зрения одномерны. В частности, в любой
точке A любые два касательных к A вектора пропорциональны —
пусть и с комплексным коэффициентом. Значит, «площадь» dx ∧ dy,
которую мы вычислим для натянутого на них параллелограмма, бу-
дет равна нулю! И, конечно, равен нулю и соответствующий инте-
грал.

Научно говоря, ограничение 2-формы площади на комплексно-
одномерное многообразие A равно нулю — а значит, равен нулю
и интеграл от нее по любому лежащему в A двумерному контуру
(в частности, по KA ). То же рассуждение, конечно, применимо и к
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части KX ⊂ Xc. Мы получили
∫

K ′
dx ∧ dy =

∫

KA

dx ∧ dy +
∫

KX

dx ∧ dy = 0 + 0= 0. (3)

Сделаем еще один шаг в понимании того, от чего на самом деле
зависит площадь относительного цикла, какие замены мы можем
себе позволить. А именно, заметим, что в рассуждениях выше нам
было неважно, что K0 и K1 можно именно продеформировать друг
в друга: важно лишь, чтобы нашелся трехмерный контур D, грани-
ца которого, лежащая вне A ∪ Xc, есть объединение K0, взятого с
противоположной ориентацией, и K1.

Если такой контур существует, то наши два относительных цикла
называются гомологичными. Множество всех таких циклов, гомоло-
гичных друг другу, называется классом двумерных относительных
гомологий пространства C2 по модулю его подмножества A ∪ Xc.
Все такие классы образуют абелеву группу (контуры можно скла-
дывать, и получающаяся операция не зависит от выбора контуров,
представляющих складываемые классы гомологий). Эта группа в
нашем случае обозначается так: H2(C2,A ∪ Xc). Подробно о группах
гомологий см., например, в [20], [15].

Предыдущее рассуждение показывает, что интеграл формы
площади по контуру — относительному циклу зависит только от
класса относительных гомологий этого контура, поэтому можно
говорить об интегрировании этой формы по таким классам. Итак,
этот интеграл задает функцию на только что определенной группе
H2(C2,A ∪ Xc). Эта функция линейна: интеграл по сумме контуров
равен сумме интегралов по слагаемым.

4.5. Ветвление отсекаемой площади
рядом с критическим значением

Итак, отсекаемая площадь определяется контуром — относитель-
ным циклом, по которому мы интегрируем форму площади dx ∧ dy.
Теперь понятно, как мы можем выходить в комплексную область:
нужно двигать контур. А именно, если у нас есть контур с границей
в A ∪ Xc и мы немного пошевелили c, перейдя к какому-то близко-
му (но уже, может быть, невещественному) значению c′, то можно
взять близкий относительный цикл, получающийся из исходного
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непрерывной деформацией. Действительно, если для начального
значения c= c0 поверхностиA и Xc находились в общем положении
(т. е. не касались в своих общих точках и прямая Xc не являлась
асимптотой множестваA ), то для c, достаточно близких к c0, геомет-
рия картинки, состоящей из пространства C2 и его подмножества
A ∪ Xc, остается прежней, если не думать о том, какие точки лежат в
R2, а какие нет. В частности, между всеми группами H2(C2,A ∪ Xc),
соответствующими таким близким c, имеются естественные взаим-
но однозначные соответствия: все эти группы изоморфны между
собой.

А дальше мы можем пошевелить параметр c еще больше, двигая
его вдоль какого-то пути в C, начинающегося в точке c0, но так, что-
быA и Xc оставались в общем положении. Это в точности аналогич-
но условию из п. 4.2, согласно которому мы должны были обходить
«плохие» точки. И каждый раз для нового значения c из этого пути
мы будем получать новый контур интегрирования, т. е. новый отно-
сительный цикл, вся граница которого лежит в объединении новой
прямой Xc (вообще говоря, комплексной) и кривойA , которая тоже
воспринимается как комплексная кривая, лежащая в комплексном
пространстве. Эти контуры интегрирования получаются друг из дру-
га непрерывной деформацией, по мере того как c изменяется вдоль
нашего пути. По каждому из них можно интегрировать форму пло-
щади dx ∧ dy; значения этого интеграла определяют функцию от
точки c нашего пути.

Замечание 1. Вообще говоря, если говорить именно о контурах
интегрирования, то выбор контура с границей в A ∪ Xc, в который
сместится исходный контур при движении c0 в c, неоднозначен: мы
можем варьировать это смещение во внутренней части этого кон-
тура и даже двигать его границу по A ∪ Xc. Но от этой вариации
значение площади зависеть не будет: все получающиеся так кон-
туры для одной и той же точки c нашего пути гомологичны между
собой, т. е. отличаются на добавление границы трехмерного конту-
ра. А, как мы уже обсудили выше, интеграл при этом не меняется
(как и соответствующий контуру элемент группы H2(C2,A ∪ Xc)).

Будем так двигать точку c вдоль произвольных путей, соединя-
ющих c0 со всеми точками некоторой ее окрестности в множестве
«неплохих» точек в C, и получим функцию на этой окрестности —
значение интегралов формы площади по получающимся контурам.
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Эта функция, как не очень сложно проверить, будет аналитической,
т. е. в некоторой окрестности любой точки c′ раскладывается в сте-
пенной ряд:

V(c)≡
∞
∑

j=0

a j (c − c′) j , a j ∈ C. (4)

Кроме того, мы знаем, что эта функция в ограничении на интер-
вал (m, M) вещественной прямой совпадает с исходной функцией
объема, которая также является аналитической функцией (веще-
ственного аргумента). А если две аналитические функции от одной
комплексной переменной совпадают на отрезке, то они совпадают
везде.

Замечание 2 (о многозначных аналитических функциях). Полу-
чающаяся у нас функция, вообще говоря, многозначна: она зависит
не только от «неплохой» точки c ∈ C1, но и от пути в множестве
таких точек, над которым мы продолжали наш контур, начиная с
точки c0. Нетрудно понять, что если два таких пути гомотопны, т. е.
непрерывно соединяются однопараметрическим семейством путей,
соединяющих c0 и c в множестве «неплохих» точек, то задаваемые
ими функции в точке c будут одинаковыми. Таким образом, возни-
кающая функция фактически определена (как честная однозначная
функция) на множестве пар, состоящих из точки c и класса гомотоп-
ных путей, идущих из c0 в c. Для каждой же «неплохой» точки c она
может иметь много разных значений, зависящих от таких классов
путей, так что ее можно рассматривать как многозначную функцию
на множестве таких точек c.

Аналогичную многозначную аналитическую функцию можно по-
строить исходя из любого ряда вида (4), сходящегося в некоторой
окрестности точки c′, продолжая ее над всевозможными допусти-
мыми путями в C, выходящими из точки c′ (хотя в наиболее общем
случае препятствия к допустимости таких путей, т. е. к возможности
продолжения над ними, могут не исчерпываться запретом заходить
в какой-то конечный набор точек, как в нашем случае).

Например, любая неприводимая алгебраическая функция задает
(вообще говоря, многозначную) аналитическую функцию. С дру-
гой стороны, естественные продолжения в комплексную область
таких функций, как логарифм, арксинус и арккосинус, являются
многозначными аналитическими функциями, которые не сводятся

33



к алгебраическим, поскольку принимают в одной и той же точке
бесконечно много разных значений. Наша цель состоит в том, чтобы
доказать, что многозначная аналитическая функция, являющаяся
продолжением в комплексную область функции объема (т. е. задан-
ная интегралами формы объема по всевозможным контурам, по-
лученным из исходного плоского сегмента при продолжении над
разными путями в C), также обязательно будет иметь бесконечно
много значений.

Теперь посмотрим, что именно будет происходить с контуром и
с интегралом, когда точка c обойдет вокруг точки ветвления.

Для начала обойдем в C1 вокруг минимума m (см. рис. 16). За-
метим, что относительный двумерный цикл в C2, рассматриваемый
с точностью до гомологичности, характеризуется своей границей.
Действительно, разница двух контуров с одинаковой границей —
это двумерный цикл в C2 вообще без границы. Любой такой цикл
является границей трехмерного контура, заметаемого им при его
гомотетическом стягивании в точку.

B

C

c x

C

B

c x

c xm

Рис. 16. Исчезающий цикл и его монодромия

Мы знаем, что вблизи критической точки проекция нашей кри-
вой A на координатную ось x (равную C1) морсовская, т. е. топо-
логически устроена точно так, как у функции квадратного корня.
Когда c обошла вокруг критического значения, прямая Xc вернулась
на место, т. е. кусок границы вернулся на место, но точки B и C
поменялись местами (потому что так происходит в случае радикала;
см. рис. 12).

А значит, каждая из частей границы, как «вертикальная» (лежа-
щая в Xc), так и дуга, лежащая в A , перешла в себя с изменением
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ориентации: см. рис. 16. То есть вся граница контура Kc перешла в
себя с обратной ориентацией. А значит, и сам контур Kc перешел в
минус себя (естественно, с точностью до деформации).

На самом деле, вблизи критической точки существует очень
немного разных (с точностью до гомологичности) относительных
циклов. А именно, если мы зафиксируем малую шаровую окрест-
ность B морсовской критической точки, то для любого c, достаточно
близкого к критическому значению (но не равного ему), группа
H2(B,A ∪ Xc) относительных циклов, заключенных в B и рассмат-
риваемых с точностью до гомологичности, одномерна. Это означает,
что существует один базисный относительный цикл, заключенный
внутри B, такой, что все остальные такие циклы получаются из него
умножением на константу (и гомологией).

Такой цикл называют исчезающим, потому что при подходе c к
критическому значению он «исчезает», схлопывается в точку. И мы
только что проверили, что при обходе вокруг критического значения
соответствующий исчезающий цикл переходит в минус себя. Значит,
и интеграл по нему умножится на −1.

Как мы увидим далее, и для аналогичной задачи вCn соответству-
ющая группа Hn(B,A ∪ Xc) относительных циклов, содержащихся в
малой окрестности морсовской критической точки, тоже одномерна.
Однако при обходе параметра c вокруг критического значения соот-
ветствующий базисный цикл ведет себя по-разному в зависимости
от четности n.

4.6. Завершение доказательства в плоском выпуклом случае

Теперь мы знаем достаточно, чтобы доказать теорему Ньютона.
Пусть V(c) — площадь, отсекаемая от внутренности овала прямой
Xc ≡ {(x, y): x = c}, c ∈ (m, M), и лежащая слева от нее (в области,
где x < c). Начнем двигать параметр c этой прямой в сторону мак-
симума M. Когда мы дойдем почти до самого M, так что c = M − ε,
значение функции площади станет почти равно площади V0 всей
нашей области. Если мы в этот момент пойдем обратно, то это зна-
чение, конечно, начнет уменьшаться.

Мы вместо этого обойдем вокруг критической точки максиму-
ма в C1 и только после этого пойдем к минимуму. Нашу площадь
V(M − ε) можно представить как полную площадь V0 минус «недо-
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статок» — площадь луночки, отсекаемой прямой XM−ε от нашей об-
ласти вблизи точки максимума. Но луночка — это тоже исчезающий
цикл, который соответствует критическому значению M (см. рис. 17,
слева). А значит, при обходе вокруг M он поменяет знак. Относитель-
ный же цикл, состоящий из всего овала, не зависит от c и перейдет
при этом обходе сам в себя. Легко видеть, что отображение классов
гомологий, задаваемое переносом над путями, линейно (это значит,
что сумма двух циклов переходит в сумму того, во что переходят сла-
гаемые). Поэтому класс относительного цикла «овал минус луночка»
перейдет в класс цикла «овал плюс луночка».

Mm c x

M
m xM−ε Mm x

×2

Рис. 17. Отсекаемая прямой x = c площадь V(c) (сверху) и ее продолжение:
обход вокруг критических значений M (слева) и m (справа).

Иными словами, недостаток, которого не хватало до полной пло-
щади, превратится в избыток. Если после этого c пойдет к m, то
функция площади (продолженная вдоль нашего пути) будет расти
ровно на столько же, на сколько она убывала бы, если бы мы не
обходили критическую точку M, а сразу пошли обратно.

Когда мы подойдем к минимуму m, у нас получится почти два-
жды площадь овала. Мы опять обойдем критическое значение и
получим две полных площади плюс избыток от луночки (на этот
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раз — у m). Итак, обход вокруг m заменяет нашу функцию V(c) на
−V(c), а обход вокруг M — на 2V0 − V(c). Поэтому, обойдя снача-
ла вокруг M, а потом вокруг m, мы переходим от функции V(c) к
V(c)+2V0. А тогда, повторив такой парный обход N раз, мы получим
V(c) + 2NV0. Значит, в одной и той же точке c наша аналитическая
функция — продолжение функции площади — принимает бесконеч-
но много разных значений, а это противоречит гипотезе о ее алгеб-
раичности.

Теорема Ньютона доказана.

4.7. Обобщение на случай Rn

Предыдущее рассуждение почти не использовало двумерность
нашей фигуры. Единственное, где мы ею пользовались, — когда об-
ходили критическое значение и выясняли, что исчезающий цикл
переходит в минус себя. А что будет в других размерностях?

Пусть в пространстве Rn есть выпуклое тело с алгебраической
границей. Мы выбираем какую-то координату общего положения
x и рассматриваем семейство гиперплоскостей, заданных условием
x=c (семейство вертикальных гиперплоскостей). Остальные, допол-
нительные к x, координаты обозначим через y1, ‌, yn−1. У проекции
тела на ось Ox есть минимальное и максимальное значения, m и M
соответственно.

По условию алгебраичности, граница тела задана условием

F(x, y1, ‌, yn−1)= 0,

где F — какой-то многочлен. Рассматриваем этот многочлен как
комплексный и обозначаем через A множество его нулей в Cn;
это комплексная гиперповерхность, т. е. множество комплексной
размерности n − 1.

Пусть число c чуть больше минимального значения m координа-
ты x на границе тела. Рассмотрим соответствующую гиперплоскость
Xc = {x = c} и сегмент, который она отсекает от нашего тела. Как и
раньше, о нем можно думать как об относительном цикле в Rn или в
Cn с границей вA ∪ Xc, а его объем есть интеграл по нему от формы
объема dx ∧ dy1 ∧‌ ∧ dyn−1. Это означает, что мы можем нарезать
контур на параллелепипеды и просуммировать их «ориентирован-
ные объемы».

37



Теперь рассмотрим прямую значений c как комплексную и в ней
заставим c обойти вокруг минимума m. Пока оно будет «обходить»,
для каждого c будем рассматривать контур уже в Cn, который полу-
чается из исходного контура непрерывной деформацией (так, чтобы
он все время был относительным циклом, граница которого лежит
в A ∪ Xc). Во что он превратится после обхода?

Это понять довольно просто, если рассмотреть все в стандарт-
ных морсовских координатах. А именно: если мы рассмотрим ко-
ординату x как функцию на границе нашего тела, то в точке, про-
ецирующейся в m, у нее локальный (и даже глобальный) минимум.
Сдвинем в эту точку начало отсчета (в частности, на время положим
m = 0). Простейшая гиперповерхность, на которой координата x
имеет в начале отсчета локальный минимум, — это параболоид

x = y2
1 +‌ + y2

n−1. (5)

Конечно же, параболоид неограничен и потому не может быть гра-
ницей нашей области. Но мы на это временно закроем глаза и разбе-
ремся с тем, что происходит, на этом модельном примере — а потом
выясним, почему мы и в общем случае получаем правильный ответ.

Итак: возьмем малое ε > 0, параболоид

A = {(x, y1, ‌, yn−1): x = y2
1 +‌ + y2

n−1}

и отсекаемый плоскостью Xε = {x = ε} контур — луночку
¨

x ¶ ε,
y2

1 +‌ + y2
n−1 ¶ x.

(6)

Теперь мы начинаем менять уравнение плоскости, двигая точку
c по окружности радиуса ε в C1: мы берем cϕ=εeiϕ и рассматриваем
соответствующие плоскости Xϕ, заданные условием x= cϕ. Нам нуж-
но понять, как будет деформироваться наш контур. Оказывается,
что контуры, которые будут опираться на A ∪ Xϕ, можно получить
из исходного контура простым семейством преобразований.

А именно, при каждомϕ сопоставим каждой точке (x, y1, ‌, yn−1)
исходного контура точку

(x · eiϕ, y1 · eiϕ/2, ‌, yn−1 · eiϕ/2). (7)
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Иными словами, координата x поворачивается в соответствующей
координатной оси на угол ϕ, а все остальные координаты — на угол
ϕ/2. Легко понять, что такое преобразование сохраняет уравнение
поверхностиA и переводит исходную плоскость Xε=Xc0

в плоскость
Xcϕ , и потому весь контур интегрирования (6) будет переходить в
контур, который опирается уже не наA ∪ Xc0

, а наA ∪ Xcϕ . Поэтому
полученное семейство контуров, зависящих от ϕ, действительно яв-
ляется искомой непрерывной деформацией. А в результате полного
оборота (когда ϕ достигнет 2π) к исходному контуру применится
преобразование

(x, y1, ‌, yn−1) 7→ (x · e2iπ, y1 · eiπ, ‌, yn−1 · eiπ)= (x, −y1, ‌, −yn−1).

Итак, в результате нашего непрерывного движения контур пере-
шел в себя под действием следующего преобразования: его сечение
каждой гиперплоскостью x=const переходит в себя, но внутри этого
сечения отображение устроено как центральная симметрия относи-
тельно горизонтальной оси Ox. Как это преобразование действует
на ориентацию контура?

Несложно понять, что ориентация сохраняется, если n − 1 четно,
и меняется, если нечетно. Например, разобранная выше ситуация
двумерная, т. е. в ней n−1=1, и ориентация меняется. А если n=3, то
в сечении x = const будет двумерный диск; его центральная симмет-
рия — это все равно что поворот на π, который, конечно, сохраняет
ориентацию диска. При произвольном n эту центральную симмет-
рию можно задать как композицию n − 1 обычных симметрий, из-
меняющих знаки каждая у своей координаты, так что в результате
ориентация меняется n − 1 раз.

Поэтому при нечетном n исчезающий цикл переходит сам в себя,
а при четном переходит в минус себя. Соответственно, функция объ-
ема при аналитическом продолжении вокруг точки минимума ведет
себя следующим образом. При нечетном n она не изменяется, при
четном n она переходит в интеграл по противоположному циклу,
т. е. в минус себя. Именно поэтому, кстати, наше рассуждение не
мешает этой функции быть алгебраической в трехмерном случае, —
а ведь она там для эллипсоида и впрямь алгебраическая, как нам
объяснил Архимед.

Итак, при любом четном n исчезающий цикл при обходе c во-
круг соответствующего критического значения умножается на −1.
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Поэтому мы можем дословно повторить рассуждения для двумер-
ного выпуклого случая из п. 4.6: протащить значение c почти до
максимума M, увидеть, что значение функции есть полный объем V0
минус объем лунки, обойти M, получить полный объем плюс объем
лунки, пройти обратно почти до m, получить 2V0 минус объем лунки,
обойти m и так далее.

Осталось понять, почему наше рассуждение, проведенное для
модельного случая параболоида, правильно говорит нам, что будет
с исчезающим циклом при обходе критического значения. Для этого
есть замечательная лемма Морса (см., например, [15], [20]), утвер-
ждающая, что для невырожденной точки минимума функции от n−1
переменной локально, в небольшой окрестности нашей точки, мож-
но выбрать такие новые аналитические координаты ỹ1, ‌, ỹn−1, в
которых наша поверхность A и впрямь будет задаваться уравнени-
ем

x −m = ỹ2
1 +‌ + ỹ2

n−1. (8)

«Невырожденность» здесь означает, что вблизи нашей точки в пер-
вом приближении эта функция является положительно определен-
ной квадратичной функцией. Выполнения этого условия вблизи точ-
ки минимума (и аналогичного условия вблизи точки максимума)
можно добиться выбором «типичной» координаты x, что мы и сде-
лали в самом начале этого пункта.

Поэтому мы можем применять преобразование (7) в этих коорди-
натах (при достаточно малом ε, чтобы исчезающий цикл полностью
помещался в ту окрестность, где они у нас есть). А вывод — что
контур перешел в себя или в минус себя — от системы координат не
зависит. Следовательно, вышеприведенные рассуждения завершают
доказательство теоремы 2.
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§ 5. Общий (невыпуклый) случай на плоскости

Итак, в случае выпуклых тел мы можем в условии теоремы Ньютона
заменить двумерность на четномерность. Теперь покажем, как, на-
оборот, сохраняя двумерность, избавиться от условия выпуклости.

Рассмотрим ограниченную фигуру в R2 с гладкой границей и бу-
дем считать, что ограничение координаты x на эту границу является
морсовской функцией, но число критических точек у этой функции
уже может быть больше двух.

Можно ли теперь доказать, что функция объема по-прежнему не
будет алгебраической? Да, можно, при помощи примерно такого же
рассуждения, но нам придется рассмотреть больше обходов и боль-
ше критических точек. Сначала разберем один конкретный пример:
возьмем контур, изображенный на рис. 18. Спроецируем его на ось
Ox и отметим все критические значения на нашей прямой.

m=p1 p2 p3 p4 p5 M=p6 xc

A

B

C

Рис. 18. Деформация контура для невыпуклой области

Начнем с луночки у максимального критического значения M=p6
и будем двигаться влево. Когда мы в первый раз пересекли критиче-
ское значение p5, нас это не испугало, контур даже не «почувство-
вал», что где-то есть критическая точка с таким значением.

41



Продолжаем двигаться. Когда мы почти дойдем до второго кри-
тического значения p4, необходимо выйти в комплексную область,
обойти вокруг этого критического значения и пойти обратно. Что
при этом произойдет с контуром интегрирования?

Достаточно посмотреть, что произойдет с точками пересечения
нашей кривой и прямой, соответствующей некритическому значе-
нию. С точкой A ничего не произойдет, потому что там нет никакой
особенности, а вот точка B перейдет в C. Поэтому легко угадать, что
наш контур, который опирался на отрезок AB, перейдет в контур,
который опирается на отрезок AC. То есть это будет контур, который
был до обхода, но к нему еще нужно прибавить луночку точки p4 с
обратной ориентацией (см. рис. 19).

−

m=p1 p2 p3 p4
p5 M=p6 x

A

B

C

Рис. 19. После первого обхода

После этого нужно пойти назад. Тогда площадь нижней части
с правильной ориентацией начнет убывать, а площадь луночки с
обратной ориентацией — расти. Отметим, однако, что последняя
луночка участвует в нашем контуре с обращенной ориентацией, по-
этому при вычислении продолжаемой функции объема ее растущую
площадь надо будет вычитать, а не прибавлять к площади нижней
области. В частности, производная этой функции по c будет равна
минус длине всего граничного отрезка, аналогичного AC.

Подойдем к критическому значению p5 и обойдем вокруг него в
комплексной области. Тогда точка C перейдет в точку L (см. рис. 20),
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−

m=p1 p2 p3 p4
p5 M=p6 x

A

B

C

L

Рис. 20. Второй обход

и контур, который опирается на AC, перейдет в контур, который
опирается на AL. Иными словами, ко всему, что было, у нас до-
бавится еще одна луночка, соответствующая точке p5, — но уже с
правильной ориентацией (см. рис. 21).

−

m=p1 p2 p3 p4 p5
M=p6 x

A

B

C

L

Рис. 21. После второго обхода

Теперь пойдем влево. Граница нашего контура состоит из отрез-
ка AL вертикальной прямой и кривой LA на границе «овала». Когда
мы дойдем до «среднего» критического значения p4, то ни отрезок,
ни дуга этого просто не почувствуют: наша граница с этой кри-
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тической точкой никак не связана. Поэтому мы сможем спокойно
пройти сквозь нее (см. рис. 22).

−

p4 x

A

B

C

L

p4 x

A

L

Рис. 22. Продолжение за p4

Следующие две особые точки, p2 и p3, нас никак не волнуют по
тем же причинам — контур с ними никак не связан и мы спокойно
сквозь них проходим, «не замечая».

А дальше как обычно: почти доходим до самой левой точки p1,
обходим вокруг нее, получаем полную площадь области V0 плюс
площадь соответствующей луночки и идем вправо. Итак, пройдя по
пути, изображенному на рис. 23, мы из луночки самой правой точки
M = p6 получили полную площадь плюс площадь луночки самой
левой точки m = p1.

m M x

Рис. 23. Полная траектория обхода
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Мы уже получили в наш актив всю площадь V0 (ограниченную
внешней границей, без вырезания дырок). Эта площадь вообще не
зависит от вертикальных прямых. Единственный кусочек, который
зависит от прямой Xc, — это луночка. Мы так же, как и раньше,
ведем ее вправо, доводим до критической точки и повторяем все
то же самое, но в обратном порядке. Когда мы дойдем до самой
правой точки, у нас получится вся площадь плюс почти вся площадь,
в которой недостает лишь площади луночки, связанной с точкой p6.
Обойдя эту точку, мы получим 2V0 плюс площадь последней луночки
(с которой мы когда-то и начинали).

Повторяя вышеописанный обход снова и снова, мы сможем до-
бавить к этой луночке еще 2V0 и сделать это сколько угодно раз,
что опять-таки противоречит гипотезе об алгебраичности функции
объема.

Теперь проделаем такое же рассуждение в общем случае. Пусть у
нас есть связная область на плоскости с алгебраической границей;
выберем линейную систему координат на плоскости так, чтобы все
критические точки координаты x как функции на границе были
невырожденными и чтобы соответствующие критические значения
не совпадали (т. е. чтобы не было вертикальных бикасательных).

Возьмем лунку наибольшего критического значения M, ограни-
ченную в R2 границей A и прямой Xc, где c = M − ε. Попытаемся
продеформировать ее, двигая c до минимального критического зна-
чения m, так чтобы получить почти всю площадь V0 (ограниченную
внешней границей нашей области) за вычетом лунки при точке ми-
нимума. Если у нас это получится, то, обойдя вокруг m, мы получим
V0 плюс площадь лунки при m; пройдя по тому же пути назад, мы
получим 2V0 за вычетом лунки при M, а обойдя вокруг M — кон-
станту 2V0 плюс площадь этой же лунки. После чего, как и раньше,
повторяя эти проходы снова и снова, мы сможем набрать сколь угод-
но большую площадь и получить противоречие с предположением
об алгебраичности.

Почему мы всегда сможем так сделать? Рассмотрим внешнюю
границу нашей области. Топологически это — окружность S1, и мож-
но рассматривать x-координату точки как функцию на ней. Точки
окружности, где x принимает наименьшее и наибольшее значение,
разбивают ее на две дуги; пусть I+ — такая дуга, лежащая над об-
ластью, а I− — под областью. Рассмотрим множество пар точек с
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одинаковой x-координатой, из которых первая лежит на I−, а вто-
рая — на I+:

T := {(s, t) ∈ I− × I+ : x(s)= x(t)}.

Это подмножество прямоугольника I− × I+ является гладкой кри-
вой. Действительно, раз все критические значения функции x на
граничной кривой I− ∪ I+ разные, то у любой точки (s, t) ∈ T , от-
личной от двух концевых (которым соответствуют минимум m и
максимум M), хотя бы одна из двух точек s и t не критическая —
а тогда можно взять параметр кривой S1 вблизи другой точки в
качестве локальной координаты искомой кривой.

Эта гладкая кривая компактна, а следовательно, топологически
эквивалентна набору окружностей и отрезков. В рассмотренных вы-
ше примерах вся кривая сводилась к одному отрезку; на рис. 24
показан пример, когда дополнительно возникает одна окружность.
Поскольку концов у этой кривой всегда только два (они соответству-
ют максимуму и минимуму), то отрезок в ней только один. Теперь
мы просто идем по нему: как несложно видеть, продолжая лунку из
максимума M, мы всегда будем получать контур, опирающийся на
вертикальный отрезок от одной из точек нашей пары до другой.

Когда какая-то из точек нашей пары доходит до критического
значения, мы выходим в комплексную область, обходим там это
значение и идем обратно, продолжая движение по единственному
отрезку множества T . А если мы вышли из одного конца отрезка,
то уж точно придем ко второму, получив почти всю ограниченную
внешней границей область за вычетом лунки у этого конца.

b

B

a

A

I+

I− A B

a

b

Рис. 24. Кривая отношений
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§ 6. Общий случай в R2k

В случае общих (не обязательно выпуклых) областей в R2k нет об-
щего способа явно предъявить путь в пространстве плоскостей Xc,
по которому надо двигаться, чтобы нарастить бесконечно много
значений функции объема. Поэтому доказательство следующего ос-
новного результата менее конструктивно.

Теорема 3 [13]. В четномерном пространстве не бывает алгеб-
раически интегрируемых ограниченных областей с бесконечно диф-
ференцируемой границей.

Замечание 3. Достаточно доказывать эту теорему только для об-
ластей, граница которых не только бесконечно дифференцируема,
но и полуалгебраична, т. е. является компонентой многообразия, за-
данного каким-то полиномиальным уравнением P(x)=0 в R2k . Дей-
ствительно, рассуждение из п. 3.3 непосредственно переносится на
многомерный случай и доказывает, что если область с бесконечно
гладкой границей алгебраически интегрируема, то эта ее граница
автоматически полуалгебраична. При доказательстве теоремы мы
будем использовать это предположение.

Для доказательства теоремы нам потребуются вспомогательные
сведения о группах, порожденных отражениями. Примеры таких
групп мы уже видели в п. 4.6. А именно, преобразования монодро-
мии при обходе вокруг критических точек превращали функцию
V(c) в −V(c) и в 2V0 − V(c) — т. е. эти преобразования действовали
как отражения (симметрии) относительно точек 0 и V0 на прямой.
Доказательство теоремы получалось из того, что группа преобразо-
ваний прямой, порожденная этими двумя отражениями, бесконеч-
на. Аналогичная (но более сложная) группа преобразований связана
с любой областью с гладкой границей в R2k (в частности, порожда-
ющие ее симметрии соответствуют всем критическим точкам огра-
ничения координаты x на границу области), и мы докажем, что эта
группа всегда бесконечна.

6.1. Группы, порожденные отражениями

Начнем не с общего определения, а с простейшего примера.
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Пусть на плоскости R2 есть две прямые. Рассмотрим отражения
плоскости относительно каждой из них. Это — два отображения
плоскости в себя. Какое множество преобразований мы получим,
если будем применять их в любом порядке и в любом количестве?
Говоря более высоким языком — какую группу они порождают?

Если взять композицию этих отражений, то получится какое-то
третье преобразование. Можно взять его композицию с любым из
отражений, и так далее. Заметим, кстати, что получается действи-
тельно группа. (Вообще говоря, для группы, порожденной произ-
вольными преобразованиями, нужно оговаривать еще существова-
ние обратных отображений, но здесь это не нужно: каждое отраже-
ние обратно само себе.)

Пример 1. Пусть исходные прямые перпендикулярны. Тогда ком-
позиция соответствующих им двух отражений, взятых в любом по-
рядке, — это центральная симметрия. Больше ничего в нашей груп-
пе не будет: композиция симметрии с одним из отражений — это
другое отражение. Поэтому получается группа порядка 4, т. е. состо-
ящая из 4 элементов: тождественное отображение, две симметрии
относительно прямых и центральная симметрия (см. рис. 25).

Рис. 25. Примеры группы симметрий

А что будет при других углах между прямыми? Первое отображе-
ние, которое мы увидим при построении группы, — это их компози-
ция. Несложное упражнение по геометрии говорит, чем она будет:

Задача 3. Композиция двух симметрий относительно прямых,
угол между которыми равен α, — это поворот на угол 2α вокруг
точки пересечения этих прямых.

Следствие 1. Если этот угол α несоизмерим с π, то порождаемая
симметриями относительно этих прямых группа бесконечна.

Поэтому если мы хотим получить конечную группу, нам нужно,
чтобы угол между прямыми был соизмерим с π.
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Пример 2. Пусть угол между исходными прямыми равен π/3.
Тогда соответствующая группа — группа симметрий правильного
треугольника, в котором эти прямые содержат две из трех осей; см.
рис. 25. Эта группа имеет порядок 6 и совпадает с группой переста-
новок вершин этого треугольника: любая перестановка реализуется
сохраняющим треугольник движением, и притом ровно одним.

Пример 3. Пусть угол между исходными прямыми равен π/4.
Тогда соответствующая группа — группа симметрий квадрата, у ко-
торого одна из этих прямых является серединным перпендикуляром
к стороне, а другая содержит диагональ (см. рис. 25).

Теперь уже понятно, что будет в общем случае: если угол меж-
ду прямыми равен

p
qπ, где дробь

p
q несократима, то порождаемая

соответствующими отражениями группа будет группой симметрий
правильного q-угольника. Эта группа состоит из 2q элементов, из
которых одно тождественное, q − 1 поворотов на углы 2

qπ, 4
qπ, ‌,

2(q − 1)
q π (образующих вместе подгруппу порядка q) и q симмет-

рий относительно прямых, идущих последовательно под углом π/q
предыдущая к следующей. Эта группа называется группой диэдра.

Прежде чем переходить к случаю произвольной размерности,
посмотрим еще на пример 1. Введем систему координат с осями,
направленными по нашим прямым. В ней наши четыре отображе-
ния имеют вид (x, y) 7→ (±x, ±y); при этом знаки можно выбирать
независимо друг от друга. Поэтому наша группа оказывается де-
картовым произведением групп из двух элементов, действующих
каждая на своей координате: x 7→ ±x и y 7→ ±y.

Такая конструкция возможна и в более высоких размерностях:
если у нас есть какая-то группа G1 линейных преобразований Rm и
группа G2 линейных преобразований Rk , то им можно сопоставить
группу G1 × G2 линейных преобразований Rm+k = Rm × Rk , где пара
(g1, g2) действует как

(g1, g2): (v, w) 7→ (g1(v), g2(w)) ∀v ∈ Rm, w ∈ Rk .

Но эта конструкция «неинтересная»: она не добавляет ничего
нового по сравнению с тем, что было в действиях групп G1 и G2.

Заметим, что в самой конструкции декартова произведения про-
странства Rm × {0} и {0} × Rk получались инвариантными: их со-
храняли все преобразования из полученного произведения G1 × G2.
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И обратно, если для действия какой-то группы G нашлись два
дополнительных инвариантных подпространства, то, взяв их за ко-
ординатные, мы можем «развалить» это действие в действие G по
отдельности на этих пространствах (и G будет подгруппой соответ-
ствующего декартова произведения). Более того, если действие всех
элементов группы сохраняет расстояния (а мы здесь будем работать
только с такими действиями), то достаточно найти одно такое про-
странство: его ортогональное дополнение автоматически окажется
инвариантным. В таких случаях говорят, что группа преобразова-
ний приводима.

Теперь мы готовы к тому, чтобы дать общее определение и при-
вести еще несколько примеров. А именно, рассмотрим евклидово
пространство Rk произвольной размерности k, и пусть в нем задано
несколько гиперплоскостей, проходящих через начало координат;
мы будем называть их зеркалами. Каждой из этих гиперплоскостей
соответствует отражение относительно нее; это — линейные отобра-
жения (для этого мы потребовали, чтобы зеркала проходили через
ноль). Теперь рассмотрим порожденную ими группу отражений —
всевозможные композиции этих отображений. Один из вопросов,
который нас будет интересовать, — когда эта группа конечна?

Пример 4. В Rm+1 группа перестановок m + 1 элемента действу-
ет перестановками координат. Оказывается, это — группа отраже-
ний. Действительно, как мы знаем, любая перестановка разлагается
в произведение транспозиций. А все элементарные перестановки
координат являются отражениями: перестановка i-й и j-й коорди-
нат — это отражение относительно гиперплоскости, перпендикуляр-
ной вектору ei − e j , где ei — i-й базисный вектор.

Эта группа приводима: действительно, вектор (1, ‌, 1) всегда
остается на месте — а значит, остается на месте и проходящая через
него прямая. Причем она не просто инвариантна как множество —
остаются неподвижными по отдельности все ее точки; как говорят,
действие на ней тривиально.

Поэтому естественно ограничить это действие на ортогональное
дополнение к этому вектору, на n-мерную гиперплоскость

{(x1, ‌, xm+1): x1 +‌ + xm+1 = 0}.

Выбрав на ней координаты, ее можно отождествить с Rm и тем са-
мым получить в Rm некоторую группу отражений.
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Задача 4. Проверьте, что ограничение группы отражений на ин-
вариантное подпространство тоже является группой отражений.

Мы получили замечательную группу; например, при m+1=3 это
в точности группа из примера 2. Более того, она допускает красивое
описание и в любой размерности:

Задача 5. Заданная выше группа является группой симметрий
правильного симплекса («гипер-тетраэдра») в Rm.

Указание. В качестве вершин симплекса можно взять проекции
концов базисных векторов ei , i = 1, ‌, m + 1, пространства Rm+1 на
инвариантную гиперплоскость.

Полученная группа называется группой типа Am. Тут есть
небольшой терминологический конфликт: обозначение Am исполь-
зуется еще и для (абстрактной) группы четных перестановок m
элементов, но эти два объекта — разные (увы, букв в латинском
алфавите слишком мало!).

Обозначение Am восходит к классификации всех конечных групп
отражений: их оказывается несколько серий (Am, Bm, Dm, I2(k)) и
несколько исключительных групп (E6, E7, E8, F4, H3 и H4). Мы не бу-
дем здесь рассказывать детали этой классификации; упомянем толь-
ко одно ее применение: классификацию правильных многогранни-
ков в любой размерности. Имеет место следующий факт:

Предложение 1. Группа симметрий правильного многогранни-
ка — всегда группа отражений.

Соединяя его с классификацией конечных групп отражений,
можно получить классификацию всех правильных многогранников
в любой размерности. Мы не будем приводить ее здесь, отсылая
заинтересованного читателя к брошюре [24]; упомянем только, что
в размерности 4, кроме обычных для любой размерности симплекса
и двойственных друг другу гиперкуба и гипероктаэдра, есть еще
три(!) красивых правильных многогранника.

6.2. Группы Вейля

Чтобы задать группу отражений, нужно задать ее зеркала. А как
удобно задавать гиперплоскость? Проще всего — каким-нибудь ор-
тогональным ей вектором e (не обязательно единичной длины);
тогда плоскость задается как

{v ∈ Rm : 〈v, e〉= 0},
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где 〈· , ·〉— скалярное произведение в Rm. Как будет устроено соот-
ветствующее отражение?

Задача 6. Пусть в Rm задан вектор e. Найдите образ вектора
v ∈ Rm при отражении относительно перпендикулярной вектору e
гиперплоскости.

Ответ. v − 2 〈v, e〉
〈e, e〉 e. (9)

Действительно, преобразование, заданное формулой (9), остав-
ляет зеркало на месте, а вектор e под его действием переходит в
минус себя.

У ответа (9) есть одна важная черта: он не требует, чтобы «ска-
лярное произведение» было положительно определено. В качестве
〈· , ·〉 может выступать и любая другая билинейная симметричная
форма (т. е. функция от пар элементов, линейная по каждому из двух
аргументов и не изменяющаяся при их перестановке), лишь бы 〈e, e〉
не равнялось нулю.

Можно рассмотреть даже вырожденную билинейную форму.
В этом случае в формуле (9) важен сам вектор e, а не только
ортогональное к нему «зеркало»: если форма 〈· , ·〉 вырождена, то
два разных вектора могут определять одну и ту же ортогональную
плоскость, но соответствующие этим векторам преобразования (9)
будут разными.

Задача 7. Рассмотрим билинейную форму 〈(x, y), (x′, y′)〉1 = xx′.
Как устроены отражения относительно векторов e1 = (1, 0) и e2 =
= (1, V0)? Чему равна их композиция?

Ответ. Эти отражения действуют по правилам (x, y) 7→ (−x, y) и
(x, y) 7→(−x, y−2V0 x). Их композиция переводит (x, y) в (x, y+2V0 x),
в частности, вектор (1, V) в вектор (1, V + 2V0).

Позже мы увидим, что этот пример не случайно похож на компо-
зицию двух симметрий, которую мы разбирали в разделе 4.6.

Среди всех групп, порожденных отражениями, выделяются так
называемые группы Вейля. По определению, группа Вейля состоит
из:

ff векторного пространства V ;
ff решетки Ξ в V , т. е. множества целочисленных линейных комби-

наций α1g1+‌+αmgm для некоторого базиса g1, ‌, gm простран-
ства V ;
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ff билинейной формы 〈· , ·〉 на V ;
ff конечного набора векторов e1, ‌, ek ∈ Ξ с 〈ei , ei〉 6= 0, такого, что

порождаемая ими группа отражений, действующих по формуле
(9), конечна, любое отражение сохраняет решетку Ξ, и простран-
ство V порождено этими векторами (т. е. состоит из их линейных
комбинаций с вещественными коэффициентами).

Выбрав в V координаты, отвечающие базису g1, ‌, gm, можно отож-
дествить V с Rm, а Ξ с Zm. Конечно, при таком отождествлении били-
нейная форма, участвующая в определении отражений, не обязана
задаваться обычной формулой скалярного произведения на Rm.

Не любая конечная группа отражений является группой Вейля:
должна еще найтись сохраняемая отражениями решетка.

Пример 5. Из групп диэдра группами Вейля являются группы
симметрий правильного треугольника, квадрата и шестиугольника;
см. рис. 26.

Рис. 26. Примеры групп Вейля: группы симметрий треугольника,
квадрата и шестиугольника

Группа типа Am, напротив, всегда является группой Вейля: до-
статочно спроецировать решетку Zm+1 на инвариантное m-мерное
пространство (и проверить, что образ действительно является ре-
шеткой).

Список всех групп Вейля хорошо известен. Непосредственно из
этого перечисления вытекает следующее их общее свойство. Пусть
группа Вейля неприводима (т. е. пространство V не раскладывается
в прямую сумму взаимно ортогональных подпространств, в каждом
из которых действует своя подгруппа группы Вейля, действующая
тривиально на остальных подобных подпространствах). Тогда ска-
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лярное произведение 〈· , ·〉 знакоопределено: для всех w ∈ V \ {0}
выполнено либо 〈w, w〉>0, либо 〈w, w〉<0. В частности, это условие
нарушается в группе из задачи 7: указанная там форма вырождена,
скалярное произведение вектора (0, 1) с любым вектором равняется
нулю.

6.3. Группа монодромии

Поищем теперь все эти вещи в задаче Ньютона. Как и раньше,
рассмотрим в Rn, где n четно, какое-то тело с гладкой границей,
заданной полиномиальным уравнением. Выбрав линейную систему
координат «типичным образом», мы можем добиться, чтобы функ-
ция x — первая новая координата, рассматриваемая как функция
на границе нашего тела — была строго морсовской. Это значит, что
все ее критические точки невырождены (т. е. квадратичные части
их разложения в ряд Тейлора являются невырожденными квадра-
тичными формами от n − 1 переменной), а все соответствующие
критические значения c1, ‌, cN различны.

Как и раньше, мы будем рассматривать сечения параллельными
гиперплоскостями {x= c} и приводить к противоречию предположе-
ние даже о том, что алгебраична функция V(c) одной переменной c,
задающая объем, отсекаемый этими плоскостями. Для начала нам
надо научиться описывать, как именно перестраиваются контуры
интегрирования при движении секущей гиперплоскости {x = c}, ко-
гда параметр c обходит точки ветвления.

Полиномиальное уравнение, задающее границу тела, имеет
смысл в комплексной области и определяет там поверхностьA ⊂Cn

комплексной размерности n − 1, т. е. вещественной размерно-
сти 2n − 2. Отсекаемой части мы, как и раньше, сопоставим n-
мерный контур с границей в A ∪ Xc, где

Xc = {(x, y1, ‌, yn−1) ∈ Cn : x = c}.

Тогда отсекаемый объем равен интегралу по этому контуру от фор-
мы объема dx ∧ dy1 ∧‌ ∧ dyn−1.

По-прежнему мы будем рассматривать контур не сам по себе, а
лишь как элемент группы относительных гомологий Hn(Cn,A ∪ Xc).
Два контура в Cn с одинаковой границей гомологичны — и потому,
аналогично двумерному случаю (2), интегралы от формы объема по
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ним совпадают. Кроме того, деформация границы контура внутри
A ∪ Xc (или вообще ее изменение на гомологичную внутриA ∪ Xc)
также, аналогично (3), не изменяет значение соответствующего ин-
теграла.

Если двигать значение c по комплексной плоскости так, что оно
не заходит в точки ветвления, то можно непрерывно деформировать
соответствующие контуры так, чтобы их границы оставались ле-
жать в множествахA ∪ Xc. При этом, хотя сама такая деформация не
единственна, любые две такие деформации, в свою очередь, можно
продеформировать друг в друга. А это означает, что мы получаем
один и тот же элемент относительных гомологий Hn(Cn,A ∪ Xc).

Строго говоря, здесь есть небольшое осложнение: топология
множества A ∪ Xc может меняться не только из-за касаний в
вещественных точках (соответствующих критическим значениям
c1, ‌, cN ограничения координаты x на A ∩ Rn), но и из-за вырож-
дений взаимного расположения A и Xc в мнимой области. Однако
за счет правильного («типичного») выбора координаты x можно
добиться, чтобы все дополнительные особые значения параметра
c, при которых происходят эти вырождения, также были невеще-
ственными. В дальнейшем мы будем двигать c только в малой
окрестности вещественной оси, не охватывая такие значения.

Поэтому для любого пути γ в C \ {c1, ‌, cN } (лежащего в малой
окрестности вещественной оси) определена «деформация контуров
при движении сечения x= c вдоль этого пути»; если путь начинается
в точке c′, а заканчивается в точке c′′, то мы получаем взаимно одно-
значное отображение hγ из группы Hn(Cn,A ∪ Xc′) в Hn(Cn,A ∪ Xc′′).

Далее, если мы непрерывно деформируем уже сам путь γ, не тро-
гая его начало и конец и не заходя в особые точки ci , то эти деформа-
ции контуров при движении c вдоль этих путей также непрерывно
деформируются — а значит, результат деформации любого контура,
рассматриваемый как класс относительных гомологий, опять же не
изменяется. Поэтому не изменяется при такой деформации пути и
всё отображение hγ.

Выберем и зафиксируем неособую точку x0 ∈R \ {c1, ‌, cN } и бу-
дем рассматривать соответствующие петли в множестве комплекс-
ных некритических значений c, т.е. пути, начинающиеся и заканчи-
вающиеся в этой точке. Тогда каждой такой петле сопоставляется
отображение из Hn(Cn,A ∪ Xx0

) в себя. При этом мы можем рас-
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сматривать петли γ лишь с точностью до непрерывной деформации,
оставляющей начало-конец петли на месте и не заходящей в особые
точки.

Множество таких классов эквивалентности петель с фиксиро-
ванным началом-концом называется фундаментальной группой то-
го множества, в котором эти петли гуляют (см., например, [15]),
и это совершенно замечательное общее понятие, которое тут у нас
естественным образом возникло. Это действительно группа — для
перемножения двух путей можно сначала пройти один путь, потом
другой, а обращение пути выполняется прохождением его от конца
к началу.

Итак, фундаментальная группа множества C1, из которого выки-
нуты точки ветвления, действует на множестве классов относитель-
ных гомологий Hn(Cn,A ∪ Xx0

), т. е. любой элемент группы опреде-
ляет какое-то взаимно однозначное отображение этого множества
в себя. Посмотрим, как устроено это действие, т. е. как меняется
контур при движении c в комплексной плоскости C \ {c1, ‌, cN }.

Несложно увидеть, что любая петля в плоскости с проколами
в точках c j может быть продеформирована в последовательность
элементарных петель такого вида: мы подходим от x0 к одной из
точек c j по некоторому пути, затем обходим вокруг этой точки по
маленькой окружности и возвращаемся обратно по старому пути.
Поэтому первые и естественные кандидаты на исследование — это
такие обходы: собственно, композицию таких обходов (только не
возвращаясь каждый раз к начальной точке) мы применяли и рань-
ше. В следующем разделе мы поймем, что происходит с контуром
интегрирования (как с элементом группы Hn(Cn,A ∪ Xx0

)) при об-
ходе вдоль такой петли.

6.4. Теория Пикара—Лефшеца

6.4.1. Постановка задачи. Пусть мы уже поднесли параметр c
плоскости Xc, ограничивающей наш контур интегрирования, со-
всем близко к одному из критических значений c j . Ответ на вопрос,
что будет с этим контуром при обносе c вокруг этого значения,
дается формулой Пикара—Лефшеца, которую мы обсудим в этом
разделе. Однако сначала мы исследуем чуть другую — но связанную
с исходной — задачу.
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Как мы уже обсуждали, от всего контура D — рассматриваемо-
го как элемент группы относительных гомологий Hn(Cn,A ∪ Xc) —
можно оставить только его границу ∂D, рассматриваемую как эле-
мент группы Hn−1(A ∪ Xc): отображение, сопоставляющее конту-
ру его границу, задает взаимно однозначное соответствие между
этими двумя группами, и действие монодромии на одной из них
восстанавливается по действию на другой.

В свою очередь, эту границу можно разделить на две части:
∂A D ⊂ A и ∂cD ⊂ Xc; эти две части склеиваются друг с другом по
общей границе-циклу l:

l = p(D) := ∂(∂A D)= −∂(∂cD),

являющейся (n − 2)-мерным циклом в A ∩ Xc. Класс этого цикла

[l] ∈ Hn−2(A ∩ Xc)

также однозначно определяется классом исходного цикла D в
Hn(Cn,A ∪ Xc) или классом его границы [∂D] ∈ Hn−1(A ∪ Xc), но
уже не определяет их. Например, если два относительных цикла
D, eD различаются на цикл, кратный классу [V] нашей области (вся
граница которой лежит в A ), то соответствующие им циклы в
Hn−2(A ∩ Xc) будут равны.

Тем не менее, для вычисления действия монодромии на груп-
пе гомологий Hn(Cn,A ∪ Xc) полезно сначала выяснить, как обход
вокруг критического значения c j преобразует цикл l. Чтобы пред-
ставить себе это действие, разберем следующий пример для случая
n = 3 — пусть даже эта размерность не той четности, которая нас в
первую очередь интересует в этой главе.

Замечание 4. Операция, сопоставляющая классу ∂D класс [l],
в науке называется дифференциалом точной последовательности
Майера—Вьеториса.

6.4.2. Перестройки одномерных циклов на поверхности.
Пример 6. Пусть n=3. Рассмотрим седловую точку ограничения

координаты x на A ∩ R3. Для простоты будем считать, что значе-
ние x в этой точке равно 0. В силу леммы Морса, в окрестности
этой точки можно задать локальные координаты ỹ1, ỹ2, в которых
поверхность задастся уравнением x = ỹ1 ỹ2. Пусть исходный цикл
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l ∈ H1(A ∩ Xc) при c = ε рядом с этой точкой — это одна из двух
ветвей вещественной гиперболы ỹ1 ỹ2= ε (см. рис. 27, слева). Во что
он превратится при обходе c вокруг критического значения — нуля?

Рис. 27. Перестройка цикла при обходе
вокруг критического значения

Пусть этот обход задается как c=εeiϕ, где ϕ пробегает отрезок от
0 до 2π. Попробуем выбрать деформацию цикла l так, чтобы ỹ1 и ỹ2
на что-нибудь домножались: для каждого ϕ мы будем сопоставлять
его точке (ε, ỹ1, ỹ2) какую-нибудь точку вида (εeiϕ, eiϕ1 ỹ1, eiϕ2 ỹ2), где
ϕ1 и ϕ2 зависят от ỹ1, ỹ2 и ϕ1 + ϕ2 = ϕ. Но при этом мы не хотим
сильных шевелений далеко от особой точки — поэтому мы хотим,
чтобы ϕ1 сходило на нет при больших ỹ1, а ϕ2 — при больших ỹ2.
Этому будет удовлетворять вот такое сопоставление:

Tϕ : (ε, ỹ1, ỹ2) 7→ (εeiϕ, eiϕ f (| ỹ2|/| ỹ1|) ỹ1, eiϕ(1− f (| ỹ2|/| ỹ1|)) ỹ2), (10)

где f (r) — гладкая функция, тождественно равная 1 при r > 2 и тож-
дественно равная 0 при r < 1/2.

Как устроены поверхностиA ∩Xc, |c|=ε, содержащие все эти цик-
лы? При любом c 6=0 поверхность в C2, заданная уравнением ỹ1 ỹ2=c,
топологически эквивалентна (гомеоморфна) проколотой плоскости
C \ {0} или, что то же самое, цилиндру S1 × (0, ∞): эта эквивалент-
ность задается просто проекцией на ось ỹ2. Правда, нас интересует

58



только окрестность начала координат, в которой мы можем при-
вести функцию x к виду ỹ1 ỹ2. Будем считать, что эта окрестность
выделена условиями | ỹ1| ¶ 1, | ỹ2| ¶ 1 (этого всегда можно добиться
растяжением координат). Тогда любая из наших поверхностей при
проекции на ось ỹ2 взаимно однозначно отображается на кольцо,
ограниченное окружностями радиуса 1 и ε, а начальное положение
цикла l в этой области переходит в отрезок [ε, 1] вещественной
оси. Hесложно увидеть, что семейство деформаций (10) «скручива-
ет» этот цилиндр: кольцо | ỹ2|∈[ε,

p

ε/2] делает полный оборот, коль-
цо | ỹ2|∈[

p
2ε, 1] не двигается с места, а разделяющие их окружности

радиуса от
p

ε/2 до
p

2ε поворачиваются на разные промежуточные
углы. В результате цикл l, заданный отрезком l=[ε, 1], тоже «скручи-
вается» и переходит в цикл, эквивалентный разности l −∆, где ∆—
цикл, заданный окружностью радиуса

p
ε, см. рис. 28. (По тради-

Рис. 28. Скручивание

ции эта окружность ориентируется против часовой стрелки, именно
этим объясняется знак минус в предыдущей формуле, поскольку при
скручивании у нас добавилась эта окружность, проходимая с проти-
воположной ориентацией.) Возвращаясь к трехмерной картине, это
скручивание полезно представлять примерно так, как показано на
рис. 27 справа; при этом в действительности добавившийся цикл
(−∆) реализуется подходящим образом ориентированной окружно-
стью, состоящей из таких точек ( y1, y2), что y1 = y2, |y1| =

p
ε (на

рис. 27 она изображена пунктиром).
Этот цикл ∆ называется исчезающим: когда c приближается к

критическому значению, он «исчезает», «схлопываясь» в эту точку.
Мы уже видели такие циклы раньше — ровно они будут соответство-
вать луночкам для минимумов и максимумов, которые появлялись
в п. 4.7 (опять-таки, «схлопываясь» в точку при подходе значения c
к критическому).
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А как будет перестраиваться какой-нибудь другой цикл l̃ ∈
∈ H1(A ∩ Xc)? Если он не заходит в окрестность особой точки,
то и перестраиваться он не будет: чем мы ближе к критическому
значению, тем меньшую окрестность особой точки мы тревожим
при нашей деформации.

Если же этот цикл l̃ проходит вдоль «гиперболы» l дважды, то к
нему в результате скручивания добавится −2∆; если он проходит в
обратную сторону — то +∆, и вообще, к нему столько раз добавится
цикл −∆, «сколько раз» он равен циклу l. Как выразить это число
формулой?

Есть такая операция на циклах — индекс пересечения (см., напри-
мер, [20], [15]). В простейшем случае, когда у нас два одномерных
цикла l̃ и ∆ в ориентированной двумерной поверхности, ее резуль-
тат — число 〈l̃,∆〉— определяется так. Мы берем все точки пересе-
чения l̃ и ∆ и считаем их количество с учетом знаков. Чтобы опре-
делить знак каждой точки пересечения, берем два упорядоченных
вектора, касательных к этим циклам в этой точке и направленных в
соответствии с ориентацией этих циклов, и сравниваем ориентацию
в точке, заданную этой парой векторов, с ориентацией объемлю-
щего многообразия. Знак точки равен + или − в зависимости от
результата сравнения. Искомый индекс равен разности числа «поло-
жительных» точек и числа «отрицательных». Если циклы в какой-то
точке касались, то мы сначала немного шевелим их, чтобы все пере-
сечения стали общего положения; довольно естественно (хотя это,
конечно, и нужно доказывать), что от выбора шевеления результат
не зависит.

В нашем случае каноническая ориентация объемлющего много-
образияA ∩ Xc задается ее комплексной структурой: в каждой точке
положительной считается пара касательных векторов, первый из
которых можно взять произвольным образом, а второй получается
из него умножением на i. В частности, для наших двух циклов мы
имеем 〈l,∆〉 = 1. Также легко видеть, что 〈∆,∆〉 = 0. А чему равно
〈l, l〉? Казалось бы, для ответа на этот вопрос у нас недостаточно
данных: ведь цикл l как-то расположен во всем многообразииA∩Xc,
в котором мы наблюдаем только маленькую часть, расположенную
вблизи нашей критической точки. Тем не менее, имеется точный
ответ на этот вопрос, который оставляется читателю для самостоя-
тельных раздумий.
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Так вот, любой другой цикл l̃ с точки зрения нашей задачи есть
«столько раз l», каков его индекс пересечения с ∆. На этом языке
перестройка цикла, заданная обносом c вокруг нуля, задается очень
простой и естественной формулой

l̃ 7→ l̃ − 〈l̃,∆〉∆; (11)

это — простейший случай формулы Пикара—Лефшеца.
Например, из равенства 〈∆,∆〉 = 0 следует, что при n = 3 моно-

дромия переводит исчезающий цикл ∆ в себя (как мы уже видели
в п. 4.7).

В следующем разделе мы увидим, как выглядит формула Пика-
ра—Лефшеца, описывающая монодромию при обходе вокруг крити-
ческих значений функции x|A при других n. По-прежнему мы будем
считать, что соответствующие критические точки функции x|A —
морсовские; в частности, по лемме Морса выбором локальных ве-
щественных координат эту функцию всегда можно свести к виду

x = ± ỹ2
1 ±‌ ± ỹ2

n−1

для какого-то выбора знаков. Если все знаки в такой формуле —
плюсы, то это точка локального минимума, если все минусы — то
максимума, остальные варианты соответствуют точкам, не являю-
щимся локальными экстремумами. В случае n− 1= 2 такой вариант
один, это седловая точка, и она задается уравнением

x = ỹ2
1 − ỹ2

2 = ( ỹ1 − ỹ2)( ỹ1 + ỹ2).

Поэтому любая седловая точка заменой координат может быть при-
ведена к виду из примера 6.

Более того, с комплексной точки зрения нет разницы между квад-
ратом с плюсом и квадратом с минусом: они переходят друг в дру-
га при умножении координаты на i, так что все невырожденные
критические точки оказываются одинаковыми: любую такую точку
комплексной заменой координат можно привести к виду

x = ỹ2
1 +‌ + ỹ2

n−1. (12)

Поэтому понятие исчезающего цикла определено для любой крити-
ческой точки при n − 1= 2. Более того, как мы увидим вскоре, оно
определено и вообще при всех n — и точно так же для любого n есть
соответствующая формула Пикара—Лефшеца.
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6.4.3. Формула Пикара—Лефшеца для произвольного n. Итак, с
комплексной точки зрения все невырожденные критические точки
одинаковы: заменой координат их можно привести к виду (12). Если
c близко к 0, то на сечении A ∩ Xc легко увидеть исчезающий цикл
∆— (n−2)-мерную сферу, сжимающуюся в точку, когда c стремится
к критическому значению 0. При вещественном c = ε > 0 этот цикл
можно представить как

�

(x, y1, ‌, yn−1): x = ε, y2
1 +‌ + y2

n−1 = ε, y1, ‌, yn−1 ∈ R
	

.

В п. 6.4.1, когда наша критическая точка была точкой экстремума,
именно этот цикл получался из области луночки (6)

D =
�

(x, y1, ‌, yn−1) ∈ Rn : 0¶ x ¶ ε, y2
1 +‌ + y2

n−1 ¶ x
	

взятием «ребра» ∂D ∩A ∩ Xc ее границы (см. рис. 29).

y1

yn

xεD

∆

Рис. 29. Исчезающий цикл ∆

Ориентируем этот исчезающий цикл произвольным образом. То-
гда, продолжая его на невещественные значения c при помощи де-
формации (7), мы видим, что он (так же, как и контур-луночка)
в случае нечетного n при обходе вокруг критического значения пе-
реходит в себя, а в случае четного n — в минус себя.

Общая формула Пикара—Лефшеца выглядит так: при обходе зна-
чения c против часовой стрелки вокруг критического значения лю-
бой цикл l ∈ Hn−2(A ∩ Xc) перестраивается по правилу

l 7→ l + (−1)n(n−1)/2〈l,∆〉∆, (13)

где ∆— соответствующий исчезающий цикл.
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В этой формуле снова используется индекс пересечения, который
можно определить для любых двух (n − 2)-мерных циклов на (ве-
щественно) 2(n − 2)-мерной поверхности. Это делается следующим
образом. Эти циклы на поверхности имеют дополнительную размер-
ность, и поэтому (быть может, после небольшого шевеления) пере-
секаются в конечном числе точек. Будем считать эти точки опять с
учетом знака. В каждой точке пересечения мы берем положитель-
но ориентированный базис касательных векторов к первому циклу,
дописываем к нему положительно ориентированный базис касатель-
ных векторов ко второму, и если получился положительно ориенти-
рованный базис касательного пространства всей поверхности, то
точку пересечения считаем с весом +1, а иначе −1. Если же полу-
ченные 2n − 2 вектора окажутся линейно зависимыми, то надо еще
немного пошевелить наши многообразия; таким шевелением всегда
можно привести их в общее положение, гарантирующее линейную
независимость этих векторов во всех точках пересечения.

При этом мы пользуемся тем, чтоA ∩Xc — комплексное многооб-
разие, а следовательно, имеет некоторую стандартную ориентацию.

Правая часть в (13) не зависит от выбора ориентации исчезаю-
щего цикла: смена ориентации заменяет ∆ на −∆ и меняет знак у
индекса пересечения, так что эти две замены сокращаются.

6.4.4. Топология поверхности. Посмотрим, как устроена поверх-
ность A ∩ Xc, c = c j + ε, в окрестности морсовской критической
точки функции x|A (т. е. ограничения функции x на комплексную
поверхность A ), соответствующей критическому значению c j . Сна-
чала разберем модельный пример — множество

Vε =
�

(x, y1, ‌, yn−1) ∈ Cn : x = ε, y2
1 +‌ + y2

n−1 = ε
	

(в частности, в этом случае c j = 0). Вещественная часть Vε ∩ Rn

этой поверхности — это сфера радиуса
p
ε— тот самый исчезаю-

щий цикл. А как устроена вся (комплексная) поверхность? Пусть
yj = u j + ivj , тогда комплексное уравнение нашей поверхности в
плоскости Xε превращается в систему вещественных уравнений











∑

j
u2

j −
∑

j
v2

j = ε,

∑

j
u j vj = 0.

(14)
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Второе уравнение системы показывает, что векторы u=(u1, ‌, un−1)
и v = (v1, ‌, vn−1) перпендикулярны. Первое же — что длина |u| =
=
p

ε + |v|2 однозначно определяется вектором v. Поэтому множе-
ство точек такой поверхности взаимно однозначно соответствует
множеству пар (P, v), где P = u/|u|— точка единичной сферы Sn−2 ⊂
⊂Rn−1, а v∈Rn−1 — касательный вектор к сфере в этой точке. Множе-
ство таких пар называется касательным расслоением к сфере и обо-
значается TSn−2.

В частности, при n = 3 мы получаем касательное пространство
к окружности. В этом случае касательный вектор v в любой точке
P окружности однозначно задается одним вещественным числом:
он равен вектору скорости стандартного равномерного движения
по окружности в положительном направлении, умноженному на та-
кое число. Поэтому TS1 ' S1 × R, т. е. касательное пространство к
окружности является цилиндром.

Далее, шаровая окрестность критической точки высекает из
множества всех точек, удовлетворяющих уравнениям (14), только
часть — где вектор v «не слишком длинный», т. е. не длиннее некото-
рой положительной константы, которую за счет растяжения можно
считать единицей. Поэтому наше множество Vε в этой окрестности
топологически эквивалентно множеству

T¶1Sn−2 =
�

(P, v): P ∈ Sn−2, (P · v)= 0, |v|¶ 1
	

, (15)

т. е. множеству только тех касательных векторов к (n − 2)-мерной
сфере, длина которых не превосходит 1. Из леммы Морса следует,
что и в общем случае рядом с критической точкой множествоA ∩ Xε
устроено топологически точно так же. При этом исчезающий цикл
соответствует «нулевому сечению» касательного расслоения, т. е.
подмножеству в (15), состоящему из пар (P, v), где вектор v —
нулевой.

А как устроены циклы на этом множестве?
Есть два типа циклов на многообразии (15): абсолютные и отно-

сительные (по модулю края, т. е. пересечения с границей области: в
терминах касательного расслоения этот край соответствует парам
(P, v) с векторами v ровно единичной длины). Абсолютные циклы
полностью лежат в нашем множестве (15) и не имеют границы (да-
же на его краю). Два таких цикла эквивалентны («гомологичны»),
если разность между ними равна границе какой-то (n − 1)-мерной

64



поверхности в нашем множестве (15). Типичным примером абсо-
лютного цикла является исчезающий цикл. Легко видеть, что любой
цикл в нашем многообразии можно продеформировать на нулевое
сечение (эта деформация задается просто равномерным укорочени-
ем векторов v). Однако при этом продеформированный цикл может
накрыть это сечение с произвольной целой кратностью (напомним,
что умножение на −1 соответствует смене ориентации), поэтому
множество всех классов эквивалентности (т. е. элементов группы
(n − 2)-мерных гомологий нашего множества) равно группе целых
чисел.

Другой важный класс циклов — относительные — интересен нам
по следующей причине. Пусть имеется (n − 2)-мерный цикл l, лежа-
щий во всем множествеA ∩ Xc, и нам надо вычислить результат его
монодромии при обходе параметра c вокруг какого-то критическо-
го значения. Тогда полезно сразу проверить, нельзя ли вытолкнуть
этот цикл из окрестности соответствующей критической точки, т. е.
нельзя ли добиться того, чтобы при подходе c к этому критическо-
му значению наш продеформированный цикл (или цикл, гомоло-
гичный ему — ведь поведение интегралов зависит только от класса
гомологий) оставался вне некоторой такой окрестности. Если цикл
выталкивается, то можно сразу сказать, что монодромия на него не
подействует, аналогично тому, как на рис. 13 она не действовала на
точку A. Что может помешать такому выталкиванию? Возьмем при
c= ε пересечение цикла l с нашей окрестностью критической точки,
т. е. с множеством (15). Это пересечение является относительным
циклом: вся его граница лежит на краю этого множества. Цикл l
можно вытолкнуть из нашей окрестности тогда и только тогда, когда
это пересечение эквивалентно (т. е. гомологично) контуру в T¶1Sn−2,
целиком лежащему на краю.

Основной пример нетривиального относительного цикла в мно-
жестве (15) — любой касательный диск к сфере, т. е. множество всех
векторов (P, v) в (15), где P — какая-то одна точка сферы, а v —
все возможные касательные векторы длины ¶ 1 в этой точке. Все
остальные относительные циклы сводятся (гомологичны) к этому,
опять-таки взятому с некоторой кратностью, так что группа относи-
тельных гомологий тоже равна Z. Действительно, мы всегда можем
слегка пошевелить цикл l так, чтобы он пересекался с нулевым сече-
нием ∆ лишь в конечном числе точек. После этого на цикл l можно
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Рис. 30. Выталкивание цикла на границу

подействовать радиальным векторным полем, отталкивающим его
от нулевого сечения ∆. Это поле вытолкнет почти все его точки на
границу, и только окрестности точек пересечения с ∆ превратятся
в экземпляры касательного диска над этими точками, см. рис. 30.
Наконец, такие экземпляры с противоположными ориентациями
можно «сократить»: для любой такой пары дисков найдется (n − 1)-
мерный контур, граница которого равна разности этих дисков плюс
нечто на границе множества U . А именно, такой контур заметается
семейством касательных дисков над точками любого пути в Sn−2,
соединяющего две наши точки.

Теперь заметим, что индекс пересечения определен не только для
пары обычных циклов, но и в случае, когда один из этих циклов —
обычный (абсолютный), а второй — относительный по модулю гра-
ницы. Например, индекс пересечения двух описанных базисных цик-
лов — абсолютного (нулевого сечения) и относительного (касатель-
ного диска) равен ±1 (где знак зависит от выбора ориентаций этих
циклов). Индексы пересечения двух эквивалентных (гомологичных
друг другу) циклов с каким-нибудь третьим одинаковы, поэтому
чтобы понять, какому количеству базисных относительных циклов
эквивалентен наш цикл l, достаточно посчитать его индекс пересе-
чения 〈l,∆〉 с базисным абсолютным циклом.

6.4.5. Индекс самопересечения исчезающего цикла. Посмотрим,
будет ли базисный абсолютный цикл ∆ эквивалентен пустому, если
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рассматривать его как относительный (попросту говоря, можно ли
его целиком выдавить из нашей области U). В случае n=3, когда U —
обычный цилиндр, это верно: экватор цилиндра легко сдвигается
за его пределы. То же самое будет верно и для любого нечетного
n. Действительно, на нечетномерной сфере Sn−2 существует всюду
ненулевое векторное поле {v(P)}: ограниченного ею (n−1)-мерного
«ежа» можно причесать! Поэтому достаточно сдвинуть любую точку
(P, 0) нулевого цикла вдоль отрезка, состоящего из точек (P, λv(P)),
где λ¾ 0.

В частности, индекс самопересечения 〈∆,∆〉 при нечетных n ра-
вен 0. Это и неудивительно: из определения индекса пересечения
легко следует, что эта операция косокоммутативна. Это означает,
что если α, β — два k-мерных цикла в 2k-мерном ориентированном
многообразии, то 〈β , α〉 = (−1)k〈α, β〉, поэтому при нечетном k ин-
декс самопересечения любого k-мерного цикла равен 0.

Из этого еще раз следует, что при таких n монодромия вокруг
критического значения c j переводит цикл, исчезающий в соответ-
ствующей критической точке, в себя.

Напротив, при четных n этот индекс самопересечения не равен 0.
Прежде чем говорить о том, чему же он равен, надо договориться о
выборе ориентации в объемлющем множестве A ∩ Xc: смена этой
ориентации меняет знаки всех точек пересечения.

Здесь имеются два конкурирующих подхода. С одной стороны,
на A ∩ Xc есть естественная ориентация, возникающая из-за того,
что это комплексное многообразие: если ξ1, ‌, ξn−2 — комплексный
базис касательных векторов в какой-нибудь точке, то положительно
ориентированным считается вещественный базис ξ1, iξ1, ‌, ξn−2,
iξn−2. Это соответствует тому, что положительно ориентированной
системой координат будет, например, набор

u1, v1, u2, v2, ‌, un−2, vn−2 (16)

(локально, в области, где yn−1 выражается через y1, ‌, yn−2).
С другой стороны, на касательном расслоении любого веще-

ственного многообразия, в частности на TSn−1, есть другая стан-
дартная ориентация, устроенная следующим образом: сначала
идут координаты на сфере, потом дублирующие их координаты
касательного вектора. Это соответствует тому, что положительно
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ориентированной локальной системой координат будет

u1, u2, ‌, un−2, v1, v2, ‌, vn−2. (17)

Эти две ориентации, вообще говоря, не совпадают: они отличаются
перестановкой координат. Число беспорядков в такой перестановке
равно (n − 2)(n − 3)

2 . Соответственно, индексы пересечения одной и
той же пары (n − 2)-мерных циклов относительно этих двух ориен-
таций отличаются на множитель (−1)(n−2)(n−3)/2. В частности, для
индекса пересечения 〈· , ·〉′, отвечающего ориентации U как каса-
тельного расслоения, обещанная выше формула Пикара—Лефшеца
(13) примет совсем простой вид:

l 7→ l − 〈l,∆〉′∆.

В теории Пикара—Лефшеца приходится использовать только
первую (комплексную) ориентацию, поскольку там речь идет и
об индексах пересечения циклов в произвольных многообразиях,
подобных A ∩ Xc, при c, не обязательно близких к критическому
значению, так что стандартной структуры касательного расслоения
там нет, комплексная же ориентация определена всегда.

Вычислим индекс самопересечения 〈∆,∆〉′ исчезающего цикла
относительно второй ориентации. Продеформируем один из экзем-
пляров ∆, так что он станет графиком некоторого векторного поля
на сфере Sn−2; точки же его пересечения с недеформированным ∆,
т. е. нулевым сечением, соответствуют особым точкам (нулям) это-
го векторного поля. Несложно посчитать, что вклад каждой такой
точки в индекс самопересечения нулевого сечения равен индексу со-
ответствующей особой точки векторного поля (см., например, [15]).
Следовательно, весь индекс самопересечения равен сумме индексов
всех этих точек. Известная теорема Пуанкаре утверждает, что сумма
индексов особых точек векторного поля на замкнутом многообразии
равна эйлеровой характеристике этого многообразия. В частности,
в случае сферы это 2 для сферы четной размерности и 0 для нечет-
номерной.

Если вернуться к индексу самопересечения исчезающего цикла
относительно комплексной ориентации в A ∩ Xc, то получим соот-
ветственно (−1)(n−2)(n−3)/2 · 2 при четном n и 0 при нечетном.
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6.4.6. Общий вид формулы Пикара—Лефшеца. Уже из общих со-
ображений видно, что эта формула должна иметь следующую струк-
туру.

Предложение 2. При обходе параметра c против часовой стрел-
ки вокруг критического значения, соответствующего морсовской
критической точке функции x|A , класс любого (n−2)-мерного цикла
l ∈A ∩ Xc преобразуется по формуле

l 7→ l + λ(n)〈l,∆〉∆, (18)

где ∆— класс цикла, исчезающего в этой критической точке, а
λ(n) — какое-то целое число, зависящее только от n.

Доказательство. Во-первых, результат монодромии зависит
только от поведения цикла l в окрестности критической точки, т. е.,
как мы видели выше, от класса этого цикла в группе относительных
гомологий Hn−2(U , ∂U). Действительно, если у двух разных циклов
l, l̃ эти классы совпадают, то разность этих циклов выталкивается
вдаль от критической точки, и с ней при монодромии ничего
не происходит. Но такой класс цикла l полностью определяется
индексом пересечения 〈l,∆〉.

Далее, все преобразование монодромии происходит в малой
окрестности критической точки, а следовательно, всё, что может
произойти с циклом l, — это добавление некоторого цикла, пол-
ностью лежащего в такой окрестности. Как мы видели, все такие
циклы имеют вид (с точностью до гомологии) k ·∆, где k — какое-
то целое число (которое, вообще говоря, зависит и от вида нашей
критической точки, и от класса нашего цикла l, т. е. числа 〈l,∆〉).
Из леммы Морса (утверждающей, что все критические точки от
одинакового числа комплексных переменных топологически экви-
валентны) следует, что k зависит только от n и 〈l,∆〉. Наконец, легко
видеть, что преобразование монодромии — линейный оператор,
поэтому зависимость числа k от 〈l,∆〉 будет тоже линейной: k имеет
вид λ(n)〈l,∆〉.

Остается понять, чему равно λ(n) при различных n. Проще все-
го сделать это, если n четно. Действительно, раньше мы видели,
что при таких n сам исчезающий цикл ∆, соответствующий этой
критической точке, переходит в −∆. Сопоставляя этот результат с
формулой (18) (в которую в качестве l подставлено опять-таки ∆),
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получаем
−∆=∆ + λ(n)〈∆,∆〉∆.

Сокращая на ∆ и используя наши знания об индексе самопересече-
ния, получаем, что −1 = 1 + λ(n) · (−1)(n−2)(n−3)/2 · 2, что дает нам
значение λ(n) (совпадающее с обещанным в формуле (13)).

Проверить формулу Пикара—Лефшеца при произвольном нечет-
ном n сложнее, поскольку исчезающий цикл имеет нулевое самопе-
ресечение, и мы здесь этого делать не будем; впрочем, в случае n=3
это было сделано в п. 6.4.2. Полное доказательство можно найти в
[6] или в [11].

6.5. Перестройки контуров

Вернемся к контурам интегрирования. Как мы уже видели, лю-
бому n-мерному контуру Z, как элементу группы относительных
гомологий Hn(Cn,A ∪ Xc), можно сопоставить его границу ∂Z ∈
∈Hn−1(A∪Xc), а ей, в свою очередь, общую границу p(Z) компонент
∂cZ и ∂A Z. В частности, луночке L, отвечающей критическому значе-
нию, сопоставляется исчезающий цикл ∆= p(L), соответствующий
этому же критическому значению. Из построения легко следует, что
эта операция p коммутирует с монодромией: эти слова означают,
что если монодромия над какой-то петлей в C переводит относи-
тельный цикл Z ∈ Hn(Cn,A ∪ Xc) в относительный цикл eZ, то класс
p(Z) ∈ Hn−2(A ∩ Vc), полученный этой операцией из Z, переводит-
ся монодромией над той же петлей в цикл p(eZ), полученный из eZ.
Ученые математики в подобных случаях любят рисовать так называ-
емые коммутативные диаграммы, т. е. картинки примерно такого
вида:

Hn(Cn,A ∪ Xc) M //

p
��

Hn(Cn,A ∪ Xc)

p
��

Hn−2(A ∩ Xc) M // Hn−2(A ∩ Xc).

(19)

На этой картинке вертикальные стрелки изображают нашу опе-
рацию, понижающую размерность циклов на 2, а горизонтальные —
преобразование монодромии над одной и той же петлей в C. «Ком-
мутативность» диаграммы означает, что, начав с любого элемента Z
группы, изображенной в левом верхнем углу, и двигаясь последова-
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тельно вдоль пары стрелок в правый нижний угол, мы получим один
и тот же результат независимо от того, пойдем мы сначала направо
или сначала вниз.

Введем на группе Hn(Cn,A ∪ Xc) билинейную форму Q, индуци-
рованную при помощи этой операции из индексов пересечения
на группе Hn−2(A ∩ Xc): это означает, что для пары элементов
Z, Z′ ∈Hn(Cn,A ∪ Xc) значение Q(Z, Z′) этой билинейной формы по
определению равно индексу пересечения 〈p(Z), p(Z′)〉 двух циклов
в A ∩ Xc, полученных с помощью этой процедуры из Z и Z′.

Теперь мы готовы понять следующий «относительный» вариант
формулы Пикара—Лефшеца, описывающей преобразование моно-
дромии самих контуров интегрирования.

Предложение 3. При обходе параметра c вокруг критического
значения против часовой стрелки любой элемент Z∈Hn(Cn,A ∪ Xc)
перейдет в элемент

Z + (−1)n(n−1)/2Q(Z, L)L, (20)

где L — класс луночки, соответствующей этой критической точке.
Действительно, из сказанного выше (в частности, из комму-

тативности диаграммы (19)) следует, что при этом обходе к Z
добавится какой-то цикл Γ , образ которого p(Γ ) ∈ Hn−2(A ∩ Xc)
равен добавку из обычной формулы Пикара—Лефшеца, т. е. циклу
(−1)n(n−1)/2〈p(Z),∆〉∆.

Как мы видели выше, эта информация еще не определяет полно-
стью наш добавок. А именно, для любого относительного цикла, гра-
ница которого полностью лежит в поверхности A , операция p дает
нулевой элемент группы Hn−2(A ∩ Xc), хотя исходный относитель-
ный цикл может быть и ненулевым: например, как раз таким будет
класс всей области, ограниченной нашим овалом. Соответственно,
если два цикла Γ , Γ ′ различаются на цикл, граница которого лежит
в A , то p(Γ )= p(Γ ′).

Однако у нас есть еще одно соображение: преобразование моно-
дромии тривиально действует вне окрестности критической точки,
а следовательно, наш добавок должен полностью лежать в этой
окрестности. А все относительные циклы, заключенные в такой
окрестности, эквивалентны классу луночки, взятому с какой-то
кратностью. Поэтому относительный класс гомологий, удовлетворя-
ющий обоим этим условиям (что он реализуется циклом, лежащим
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в этой окрестности, и что операция p делает из него (n− 2)-мерный
класс, указанный выше), уже определен однозначно и равен тому,
что обещано в формуле (20).

6.6. Исчезающие циклы на одной поверхности

Вернемся к исходному вопросу об алгебраичности функции объ-
ема. Пусть c1, ‌, cN — все критические значения ограничения коор-
динаты x на вещественную поверхностьA ∩Rn. Если координата x
общего положения, то для всех точек c ∈C1 \ {c1, ‌, cN }, лежащих в
достаточно малой окрестности вещественной прямой R1 ⊂ C1, ком-
плексные множества A ∪ Xc устроены топологически одинаково, и
все группы Hn(Cn,A ∪ Xc) изоморфны друг другу. Более того, для c,
близких между собой (скажем, лежащих в одном диске, не содержа-
щем точек c j ), все такие группы стандартным образом отождеств-
ляются. Точно так же отождествляются между собой все группы
Hn−2(A ∩ Xc) для таких c.

Выберем неособую точку x0 ∈ R1 \ {c1, ‌, cN }. Зафиксируем пу-
ти γ j , j = 1, ‌, N, соединяющие точку x0 с этими критическими
значениями c j в нашей окрестности вещественной прямой и не за-
ходящие в другие точки ck . А именно, от каждого из значений c j
такой путь γ j сначала чуть-чуть продвигается по вещественной оси
(вдоль отрезка [c j , c j +ε]), затем сдвигается в мнимую область вдоль
отрезка [c j + ε, c j + ε(1+ i)], затем идет вдоль вещественной оси до
точки x0 + εi и спускается в x0 по отрезку [x0, x0 + εi]; см. рис. 31.

Над каждой из точек c j + ε есть своя луночка L0
j (т. е. элемент

группы Hn(Cn,A ∪ Xc j+ε), реализованный относительным циклом,
лежащим в малой окрестности соответствующей критической точ-
ки), а стало быть и свой (n − 2)-мерный исчезающий цикл ∆0

j , по-
лучающийся из нее операцией p. Пользуясь тем, что над всеми точ-
ками c пути γ j (кроме их начала, т. е. точки c j ) множества A ∪ Xc
устроены топологически одинаково, перенесем эти циклы вдоль это-
го пути. Получаем набор контуров L j ∈ Hn(Cn,A ∪ Xx0

) и циклов
∆ j = p(L j )∈ Hn−2(A ∩ Xx0

), где j = 1, ‌, N . Отметим, что эти циклы
уже не будут «маленькими», как в начале соответствующих путей.

Каждому нашему пути γ j соответствует петля γ̂ j , начинающаяся
и заканчивающаяся в x0: она проходит вдоль этого пути от x0 к c j +ε,
затем обходит вокруг c j и возвращается обратно вдоль γ j в точку x0.
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c1 c2 x0

Рис. 31. Тело в Rn, лунки и пути их продолжения

А как перестраивается какой-нибудь контур Z ∈Hn(Cn,A ∪ Xx0
) при

переносе над γ̂ j ?
Когда мы принесем контур Z к c j + ε, он перейдет в некоторый

контур Z′. Перестройка этого контура при обходе вокруг c j задается
формулой Пикара—Лефшеца (20): к нему добавится луночка L0

j с ко-
эффициентом (−1)n(n−1)/2〈p(Z′), p(L0

j )〉. Значит, когда мы вернемся
обратно вдоль пути γ, к исходному контуру Z добавится продолже-
ние этой лунки с этим коэффициентом, т. е. контур

(−1)n(n−1)/2〈p(Z′), p(L0
j )〉 · L j .

Но операция переноса не изменяет индекса пересечения, поэто-
му 〈p(Z′), p(L0

j )〉= 〈p(Z), p(L j )〉. В итоге, при обходе вокруг петли γ̂ j
контур Z перестраивается по правилу

h j : Z 7→ Z + (−1)n(n−1)/2Q(Z, L j )L j , (21)

где Q — наша билинейная форма, заданная как

Q(Z1, Z2) := 〈p(Z1), p(Z2)〉.

Тем самым, на пространстве Hn(Cn,A ∪ Xx0
) действует группа

монодромии, для которой обходы критических значений c j опре-
деляют отображения h j . При четных n эти отображения — это «от-
ражения», заданные по формуле (9) симметрической билинейной
формой Q и «нормальными векторами» L j .

73



6.7. Окончание доказательства теоремы 3

В этом пункте мы будем рассматривать только случай четного n.
Основным элементом доказательства теоремы 3 будет некоторая

группа, порожденная отражениями, которую мы определим чуть
ниже для каждой гладкой полуалгебраической поверхностиA в Rn.
Если бы выполнялось предположение об алгебраичности области
в Rn, ограниченной этой поверхностью, то эта группа оказалась
бы конечной (и даже группой Вейля). Но мы предъявим ненулевой
нейтральный элемент этой группы (т. е. элемент, ортогональный ко
всем элементам группы в смысле ее основной билинейной формы)
и получим противоречие со свойством групп Вейля, сформулирован-
ным в конце п. 6.2. Итак, определим эту группу.

При определении групп Вейля мы начинали с векторного про-
странства Rm, в котором лежит целочисленная решетка с какими-то
свойствами. Теперь мы пойдем в обратном направлении: сначала
построим такую решетку (т. е. группу Zm, элементы которой — на-
боры из m целых чисел) вместе с подходящей билинейной формой
на ней, а Rm определим просто как пространство с тем же базисом,
элементы которого можно брать не только с целыми, а с любыми
вещественными коэффициентами.

Начнем с пространства ZN , элементы которого — любые фор-
мальные линейные комбинации (с целыми коэффициентами) исче-
зающих контуров L j ∈ Hn(Cn,A ∪ Xx0

), принесенных в точку x0 над
путями γ j из окрестностей прообразов соответствующих критиче-
ских значений c j , j = 0, ‌, N. Слово «формальные» здесь означает,
что мы не будем волноваться, если какая-то линейная комбинация
на самом деле определяет нулевой класс в группе Hn(Cn,A ∪ Xx0

):
элемент нашей решетки — это произвольная запись вида

α1L1 +‌ + αN LN , (22)

определяемая только своими коэффициентами α j ∈ Z. На этом про-
странстве имеется билинейная форма, определенная индексами пе-
ресечения соответствующих циклов в Hn−2(A ∩ Xv0

): на базисных
элементах она задается формулой

eQ(L j , L j ′)≡ 〈p(L j ), p(L j ′)〉,

а на всю решетку ZN распространяется по линейности. Поскольку n
четно, то эта форма симметрична.
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Каждая такая линейная комбинация (22) очевидным образом
определяет некоторый элемент группы Hn(Cn,A ∪ Xx0

), а следова-
тельно, и некоторую функцию, определенную в малой окрестности
точки x0 в C1. Именно, для любого x̂, близкого к x0, мы можем
по непрерывности перенести этот элемент над отрезком, соединя-
ющим x и x̂, в группу Hn(Cn,A ∪ Xx̂ ) и проинтегрировать форму
объема dx ∧ y1 ∧‌ ∧ yn−1 по полученному контуру. Значения этих
интегралов, зависящие от x̂, образуют функцию от x̂ в нашей окрест-
ности. Все такие пути, соединяющие точки x0 и x̂ внутри маленькой
окрестности, гомотопны друг другу, а следовательно, эта функция —
однозначная в этой окрестности.

Назовем линейную комбинацию (22) незначимой, если полу-
ченная функция окажется тождественно нулевой. Множество всех
незначимых линейных комбинаций, очевидно, является подгруппой
в ZN . Легко понять, что факторгруппа по этой подгруппе тоже
изоморфна решетке ZM для некоторого M ¶ N: действительно, если
цикл tL является незначимым для какого-то целого t 6= 0, то и сам
цикл L незначим.

Кроме того, если элемент Z незначим, то eQ(Z, L j ) = 0 для лю-
бой лунки L j . Действительно, в силу формулы Пикара—Лефшеца
обход вокруг c j заменяет Z на Z ± eQ(Z, L j )L j . Если цикл Z незначим,
то незначим и этот цикл Z ± eQ(Z, L j )L j (продолжение аналитиче-
ской функции, тождественно равной нулю в некоторой окрестно-
сти, вдоль любого пути остается тождественным нулем). Значит,
незначима и разность eQ(Z, L j ) · L j этих двух циклов. Но лунка L j
незначимой быть не может. Действительно, вблизи соответствую-
щей точки c j интеграл по ней в первом приближении ведет себя как
объем луночки для стандартной морсовской особенности (этот объ-
ем пропорционален (x − c j )(n+1)/2), умноженный на (не равный 0)
коэффициент сравнения объемов (так называемый якобиан), воз-
никающий при замене координат из леммы Морса, сводящей нашу
особенность к стандартной. Однако аналитическая функция, задан-
ная интегралом по контуру Z, не может быть тождественно нулевой
в окрестности точки x0, но не тождественно нулевой вблизи c j .

Стало быть, eQ(Z, L j ) = 0 для всех j, если элемент Z незначим.
Из этого следует, что нашу билинейную форму eQ можно опустить
на факторгруппу ZM , т. е. определить на ней билинейную форму Q
таким образом: для любой пары элементов Λ, Λ′ этой факторгруппы
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Q(Λ, Λ′) ≡ eQ(L, L′), где L, L′ ∈ ZN — произвольные представители
смежных классов Λ и Λ′. Заметим, что Q(Λ j , Λ j ) = 2(−1)n/2−1 для
всякого образующего элемента Λ j ≡ {L j }.

На этой группе ZM действует группа отражений, соответству-
ющих всем элементам {L j } (т. е. смежным классам элементов L j ).
Отражение относительно такого элемента задается монодромией
вдоль петли γ̂ j , соответствующей этому элементу и обходящей кри-
тическое значение c j , и описывается формулой Пикара—Лефшеца

Λ 7→ Λ + (−1)n/2Q(Λ, Λ j )Λ j ≡ Λ − 2
Q(Λ, Λ j )
Q(Λ j , Λ j )Λ j ,

имеющей в этом случае в точности вид (9).
Решетка ZM однозначно достраивается до M-мерного векторно-

го пространства, в котором действует эта же группа отражений: это
пространство состоит просто из вещественных линейных комбина-
ций базисных элементов решетки ZM . (Такое очевидное достраива-
ние решетки ZM до содержащего ее пространства RM по-научному
называется тензорным умножением на R.)

Итак, мы получили группу преобразований пространства RM ,
порожденную отражениями в каком-то наборе элементов целочис-
ленной решетки ZM ⊂ RM . Допустим, что эта группа конечна (т. е.
является группой Вейля).

Как уже говорилось в конце п. 6.2, из (общеизвестной) класси-
фикации групп Вейля вытекает такой важный факт. Скалярное про-
изведение, отвечающее неприводимой группе Вейля, всегда знако-
определено. А если группа Вейля приводима, то знакоопределенны-
ми (вообще говоря, с разными знаками) будут ограничения этого
скалярного произведения на все подпространства в RM , на которых
эта группа действует уже неприводимо, при этом каждое из этих
подпространств порождается каким-то поднабором нашего набора
элементов Λ j , с помощью которых определяются отражения. Но в
нашем случае все индексы самопересечения базисных циклов ∆ j
имеют один и тот же знак, следовательно, форма все-таки будет
знакоопределенной. В частности, в RM нет ненулевых нейтральных
элементов (т. е. таких элементов Λ, что Q(Λ, Λ j )= 0 для всех j).

Но такой элемент существует для любой алгебраической области
в Rn! Ключевое замечание тут состоит в следующем. Для каждо-
го вещественного критического значения c j рассмотрим контуры
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в Hn(Cn,A ∪ Xc j−ε) и Hn(Cn,A ∪ Xc j+ε), отсекаемые от нашей об-
ласти в Rn, ограниченной поверхностью A , условиями x ¶ c j − ε и
x ¶ c j + ε. Перенесем первый из них над дугой радиуса ε в верхней
полуплоскости (т. е. над дугой, состоящей из точек вида c j + εeiτ,
τ ∈ [0, π]). Мы получим два разных контура с границей в A ∪ Xc j+ε.

Оказывается, что классы гомологий этих двух контуров отли-
чаются ровно на (взятую с подходящей ориентацией) луночку
Lεj ∈ Hn(Cn,A ∪ Xc j+ε), лежащую вблизи критической точки, соот-
ветствующей критическому значению c j . Это легче всего увидеть в
случае, когда это точка экстремума (например, минимума): контур
для c j − ε попросту пуст, а контур для c j + ε сам является такой
луночкой. Доказательство этого равенства в общем случае см.,
например, в [11] (лемма 3.2 на стр. 121 английской книги или
лемма 2 на стр. 186 русской).

Перенеся это равенство вдоль пути γ j , мы получаем, что разница
между соответствующими продолжениями контуров равна луноч-
ке L j . В частности, сумма всех таких луночек по всем c j (как сумма
«приращений») — это просто исходное тело D ⊂ Rn, рассматривае-
мое как элемент группы Hn(Cn,A ∪ Xx0

). Но класс тела D лежит в
ядре билинейной формы Q, поскольку граница D принадлежит A ,
и p(D) = 0. С другой стороны, этот элемент, конечно, не является
незначимым: ведь объем всего тела в Rn — положительное число.

Следовательно, наша группа, порожденная отражениями, не мо-
жет быть группой Вейля.

Предположим теперь, что исходная функция объема была алгеб-
раична. Тогда каждая луночка L j , являющаяся разницей продолже-
ний двух отсекаемых контуров, тоже задает алгебраическую функ-
цию. Поэтому орбита ее класса Λ j в пространстве RM под действи-
ем группы монодромии конечна. Действительно, любое продолже-
ние Λ j обходами вокруг критических значений принадлежит решет-
ке ZM ⊂ RM . Если орбита элемента Λ бесконечна, то бесконечно и
число ветвей функции объема, что противоречит предположению
об алгебраичности.

Но элементы Λ j порождают всю решетку ZM . Если орбита лю-
бого из этих элементов под действием группы отражений конечна,
то и сама эта группа конечна: число разных преобразований, при-
надлежащих этой группе, оценивается сверху произведением мощ-
ностей орбит всех элементов любого базиса этой решетки. Значит,
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это группа Вейля. Это противоречие возникло из предположения об
алгебраичности функции объема; тем самым, теорема 3 доказана.

6.8. Обобщения и уточнения

В конце предыдущего доказательства мы рассмотрели N функ-
ций, определенных вблизи точки x0 и заданных интегралами по
продолжениям луночек L j от всех критических значений c j ограни-
чения координаты x на поверхность A ∩ Rn; мы показали, что все
эти функции не могут оказаться одновременно алгебраическими.
Но, может быть, хотя бы некоторые из этих луночек определяют
алгебраические функции? Например, если бы это было верно для
луночки L1, соответствующей абсолютному минимуму этого огра-
ничения, то такая функция совпадала бы с алгебраической вблизи
соответствующей точки Xc1+ε пространства гиперплоскостей в Cn.

Оказывается, это невозможно: если бы это было верно хотя бы
для одной из луночек L j , то сразу было бы верно и для всех осталь-
ных.

Действительно, рассмотрим опять множество всех комплекс-
ных гиперплоскостей в Cn. Для почти всех таких плоскостей X
множество A ∪ X расположено в Cn топологически одним и тем
же способом. В частности, все соответствующие группы контуров
Hn(Cn,A ∪ X) изоморфны друг другу. Более того, при близких поло-
жениях плоскостей X между ними имеется стандартное отождеств-
ление, позволяющее делать такие отождествления и для неблизких
плоскостей X , X ′, если соединить их непрерывным путем в мно-
жестве всех таких «регулярных» (т. е. стандартно расположенных)
плоскостей. Множество остальных — нерегулярных — плоскостей
образует в пространстве всех гиперплоскостей алгебраическое под-
множество положительной комплексной коразмерности, поэтому
любые две регулярные плоскости действительно можно соединить
путем в множестве регулярных плоскостей (хотя и не однозначно,
и соответствующее отождествление групп Hn(Cn,A ∪ X) зависит
от выбора соединяющего пути). В частности, группа всех петель
в пространстве регулярных плоскостей, начинающихся и конча-
ющихся в выбранной плоскости X0, действует монодромиями на
группе Hn(Cn,A ∪ X0). Выше мы рассматривали лишь ограниченное
подмножество в множестве всех таких петель, разрешая плоскостям
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X двигаться только параллельно себе (т.е. задаваясь уравнениями
вида x = c, где x — выбранная координата, а c пробегает комплекс-
ную прямую), и при этом параметру c запрещалось далеко уходить
от вещественной оси, а разрешалось только обегать вещественные
критические значения функции x|A . (Конечно, такие критические
значения соответствуют «нерегулярным» положениям гиперплоско-
сти по отношению к A .)

Так вот, если поверхность A неприводима (т. е. задающее ее
уравнение f (x, y1, ‌, yn−1)=0 нельзя представить в виде f= f1 · f2=0,
где f1, f2 — полиномы положительной степени), то любые две наши
луночки L j , L j ′ переводятся друг в друга движением вдоль некоторо-
го пути в «большом» пространстве всех регулярных положений ги-
перплоскости. Соответственно, и алгебраические свойства функций,
задаваемых интегралами по циклам, полученным продолжением из
этих луночек, полностью совпадают.

Действительно, рассмотрим на (комплексной) поверхности A
множество (комплексно) эллиптических точек, т. е. точек, в которых
эта поверхность «не уплощается» (или, как в этом случае говорят в
дифференциальной геометрии, ее вторая квадратичная форма невы-
рождена). Строго это свойство определяется так. Пусть a ∈ A —
точка, в которой A не имеет особенности (т. е. частные производ-
ные задающего ее полинома f не все равны 0, а следовательно, A
гомеоморфна области пространства Cn−1 вблизи этой точки). Пусть
χ : Cn→C— комплексная линейная функция, такая, что касательная
гиперплоскость к A в точке a задается уравнением χ = 0. Допол-
ним эту функцию до аффинной системы координат (χ, η1, ‌, ηn−1)
с центром в точке a. Тогда поверхностьA локально задается каким-
то уравнением вида

χ = ϕ(η1, ‌, ηn−1), (23)

где функция ϕ бесконечно дифференцируема, причем первый диф-
ференциал функции ϕ в точке a равен 0. Требование неуплощае-
мости состоит в том, что второй дифференциал, т. е. квадратичная
часть разложения Тейлора функции ϕ, должен быть невырожденной
квадратичной формой.

Все наши критические точки функции x|A , в которых поверх-
ность A касается соответствующих плоскостей {x = c j }, принад-
лежат этому множеству (поскольку эта функция — морсовская). Но
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множество неэллиптических точек в A (а также особых, если они
есть) является комплексным алгебраическим подмножеством, оно
задается (комплексным) уравнением. Поэтому его вещественная ко-
размерность не меньше двух — и значит, любые две эллиптические
точки в A можно соединить путем, полностью лежащим в множе-
стве эллиптических точек. Сделаем это с критическими точками
функции x|A , соответствующими луночкам L j , L j ′ . Затем возьмем
путь в пространстве гиперплоскостей, состоящий из всех плоско-
стей, касающихся A в точках этого пути. Конечно, он весь лежит в
множестве нерегулярных плоскостей.

Наконец, сдвинем этот путь в множество регулярных плоскостей,
т. е. возьмем однопараметрическое семейство плоскостей X(t),
t ∈ [0, 1], с такими свойствами:

1) для любого t ∈ [0, 1] плоскость X(t) параллельна плоскости
предыдущего семейства, соответствующей тому же значению
параметра t;

2) X(0) задана условием x=c j +ε, X(1) задана условием x=c j ′+ε.

Если при этом сдвиг достаточно слабый, то при каждом t в
окрестности соответствующей точки касания множество A ∪ X(t)
устроено стандартным образом, в частности имеется относитель-
ный цикл — луночка L(t) ∈ Hn(Cn,A ∪ X(t)), — лежащий в этой
окрестности. Это семейство плоскостей и является почти что иско-
мым семейством, соединяющим луночки L j и L j ′ . «Почти что» здесь
означает следующее. Исчезающие луночки геометрически опре-
делены с точностью до знака (т. е. до выбора ориентации цикла),
поэтому может оказаться, что при перенесении вдоль нашего пути
луночка L j перейдет в луночку L j ′ , взятую с неправильной ориента-
цией. В этом случае достаточно дополнительно применить отраже-
ние из нашей группы, соответствующее самому элементу {L j ′}, т. е.
обнести плоскость Xc j ′+ε вокруг критического значения c j ′ .

Итак, интегралы по продолжениям всех луночек являются неал-
гебраическими функциями. А что можно сказать про продолжения
других элементов решетки ZN , являющихся более сложными линей-
ными комбинациями этих луночек?

Теорема 4. Если контур интегрирования L∈ZN не является ней-
тральным элементом билинейной формы eQ (т. е. найдется элемент
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L′ ∈ ZN такой, что eQ(L, L′) 6= 0), то интегралы по продолжениям
контура L не образуют алгебраическую функцию.

Действительно, в этом случае найдется такая луночка L j , что
eQ(L, L j ) 6= 0. В силу формулы Пикара—Лефшеца, обнос вокруг соот-
ветствующего критического значения c j добавит к контуру L контур
C · L j , где C ∈ Z— ненулевая константа. Пусть {L j } — класс этой
луночки в решетке ZM контуров, профакторизованных по несуще-
ственным. Тогда орбита элемента C ·{L j } в ZM под действием нашей
группы, порожденной отражениями, содержится в множестве всех
разностей между всевозможными элементами орбиты элемента {L}.
Но выше было показано, что орбита элемента {L j } (а следователь-
но, и C · {L j }) бесконечна, следовательно, и орбита элемента {L}
бесконечна, что противоречит алгебраичности интегралов по про-
должениям контура L.

Эту теорему можно немного усилить, не ограничиваясь только
элементами L′ ∈ ZN . А именно, пусть a — произвольная эллиптиче-
ская точка поверхности A , γ— путь в множестве комплексных
гиперплоскостей в Cn, соединяющий X0 с касательной плоско-
стью к A в точке a, причем все точки этого пути, кроме по-
следней, соответствуют гиперплоскостям, находящимся в общем
положении к A . Тогда для точек X(t) этого пути, достаточно
близких к этой последней точке, определен исчезающий цикл∆(t)∈
∈ Hn−2(A ∩ X(t)), лежащий в окрестности точки a и исчезающий
в ней. Пусть ∆′ ∈ Hn−2(A ∩ X0) — контур, полученный из ∆(t)
перенесением вдоль нашего пути.

Теорема 4′. Если для контура интегрирования Λ∈Hn(Cn, X0∪A )
индекс пересечения 〈p(Λ),∆′〉 не равен 0, то интегралы по продол-
жениям контура Λ не задают алгебраическую функцию.

Доказательство — то же, что и раньше, при этом контур Λ надо
обносить вдоль петли, определенной по пути γ.

Теорема 4 — частный случай этой, в котором в качестве точки a
используются только критические точки ограничения координаты
x на A ∩ Rn, а в качестве γ— соответствующие пути γ j .

6.9. Локальная алгебраичность

Здесь мы выполним обещание из п. 3.4 и разберем пример, когда
функция объема, отсекаемого гиперплоскостью от тела в четномер-
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ном пространстве, совпадает с алгебраической функцией вблизи
этой гиперплоскости, не являясь при этом константой (возникаю-
щей в тривиальном случае, когда такая гиперплоскость просто не
пересекает это тело). Итак, пусть тело W ограничено поверхностью
с уравнением

�
Æ

x2 + y2 + z2 − 1
�2
+ u2 = ε2, (24)

где ε < 1; таким образом, это трубчатая окрестность двумерной сфе-
ры, стандартно вложенной в R3 ⊂ R4.

x

u

x

u y

Рис. 32. Тело W в сечении плоскостью {z = 0}

Возьмем какую-нибудь трехмерную плоскость, содержащую ось
u, например плоскость {z=0}. В пересечении с ней тело W является
трубчатой окрестностью окружности {(x, y, u): x2 + y2 = 1, u = 0}.
Обозначим объем этого пересечения через Ω, а объем всего W че-
рез C. (Те, кто умеет интегрировать простые функции, легко посчи-
тают эти числа: Ω= 2π2ε2, C = 2π2(2ε2 + ε4).)

Теорема 5. Для любой аффинной гиперплоскости в R4, заданной
каким-то уравнением

ax + by + cz + du + t = 0 (25)

и достаточно близкой к (какой-нибудь) гиперплоскости, содержа-
щей ось Ou, объемы, отсекаемые ею от тела W, равны

C
2 ±

s

t2

a2 + b2 + c2 Ω. (26)

Замечание 5. Функция (26) не зависит от коэффициента d. Ради-
кал

` :=
s

t2

a2 + b2 + c2
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в формуле (26) — это расстояние от начала координат до ближай-
шей точки пересечения гиперплоскостей R3

x , y,z ≡ {u = 0} и (25).
Лемма 1. Для любой аффинной гиперплоскости T⊂R4, достаточ-

но близкой к какой-нибудь плоскости, содержащей ось Ou, трехмер-
ный объем ее пересечения с телом W равен Ω

cos α , где α— угол между
этой гиперплоскостью и осью Ou.

Доказательство. Для произвольного τ ∈ R рассмотрим сечение
тела W трехмерной плоскостью {u= τ}. Если |τ|> ε, то это сечение
пусто, а при |τ| < ε оно является шаровым слоем в R3, зажатым
между сферами радиуса r и R, где

r = 1 −
p

ε2 − τ2, R = 1 +
p

ε2 − τ2.

Любая плоскость в этом пространстве, отстоящая от начала ко-
ординат на расстояние ρ < r, пересекает этот слой по кольцу одной
и той же (не зависящей от ρ) площади

π
�
Æ

R2 − ρ2
�2 − π

�
Æ

r2 − ρ2
�2
= π(R2 − r2)= 4π

p

ε2 − τ2.

Если наша гиперплоскость T действительно близка к какой-нибудь
плоскости, содержащей ось u, то ее пересечение с плоскостью {u=τ}
удовлетворяет этому условию ρ < r для любого |τ|< ε.

R

r

ρ

{u=τ}
p

r2 −
ρ
2

p

R2−ρ2

Рис. 33. Шаровой слой в плоскости {u=τ} и его пересечение с плоскостью T

Обозначим через T0 гиперплоскость, содержащую ось u и такую,
что пересечения плоскостей T и T0 с пространством R3

x , y,z парал-
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лельны. Спроектируем плоскость T ортогонально на T0. Рассмотрим
прообраз множества T0 ∩W при этой проекции.

R3
x , y,z

u

α

T0 T

R3
x , y,z

u

α

α

T1

T

λ1

`

Рис. 34. Гиперплоскости T и T0; рисунок в плоскости,
перпендикулярной T ∩ R3

x , y,z

Для любого значения τ пересечение этого прообраза с плоско-
стью {u=τ} имеет такую же площадь, как и пересечение множества
T ∩W с этой же плоскостью. Следовательно, по принципу Кавальери
3-мерные объемы этого прообраза и множества T ∩W одинаковы,
в частности, равны Ω. С другой стороны, при ортогональном про-
ектировании гиперплоскостей объемы подмножеств умножаются
на косинус угла между их нормалями, поэтому (см. рис. 34) объем
прообраза множества T ∩W равен Ω

cos α . �

Доказательство теоремы 5. Как и раньше, обозначим нашу плос-
кость, задаваемую уравнением (25), через T . Плоскость T1, заданная
уравнением ax + by + cz + du = 0 (т. е. параллельная нашей плос-
кости T , но проходящая через начало координат), очевидно, делит
объем тела W пополам.

Будем сдвигать ее параллельно себе по направлению к нашей
плоскости на различные расстояния λ ∈ [0, λ1], где

λ1 =
|t|

p
a2 + b2 + c2 + d2

— расстояние между плоскостями T и T1.
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Производная по λ от функций объемов, отсекаемых соответ-
ствующими плоскостями, равна (с точностью до знака) 3-мерному
объему пересечения плоскости с W , т. е. при любом λ она равна
± Ω

cos α . Следовательно, после всего сдвига эта функция возрас-

тет/уменьшится на число Ω
cos α , умноженное на расстояние между

нашими плоскостями.
Теперь рассмотрим прямоугольный треугольник в R4, вершины

которого — это начало координат и его проекции на плоскость T
и на ее пересечение с плоскостью R3

x , y,z . В этом треугольнике (см.
рис. 34) угол при начале координат равен α, прилежащий катет —
расстояние до плоскости T , а гипотенуза равна расстоянию `. Наше

искомое изменение объема равно Ω
cos α , умноженному на длину ка-

тета, т. е. просто числу Ω, умноженному на длину ` гипотенузы.
Как устроена наша (малая) группа монодромии для поверхно-

сти (24)? Ограничение координаты x на эту поверхность имеет че-
тыре критических точки. Все они лежат на оси x, а значения коорди-
наты x в них равны −1− ε, −1+ ε, 1− ε и 1+ ε. Все эти критические
точки функции x|A морсовские, их индексы Морса (т. е. отрицатель-
ные индексы инерции квадратичных частей) равны соответствен-
но 0, 1, 2 и 3. Индексы пересечения соответствующих исчезающих
циклов вычислены в [13]: при подходящем выборе ориентаций они
задаются матрицей

�

�

�

�

�

�

�

�

−2 2 0 0
2 −2 0 0
0 0 −2 2
0 0 2 −2

�

�

�

�

�

�

�

�

.

Очевидно, группа, порожденная отражениями в этих четырех цик-
лах, приводима: пространство ее действия разбивается в сумму двух
двумерных, в каждом из которых действие группы такое же, как для
выпуклой поверхности с ее двумя критическими точками. Сумма же
двух первых исчезающих циклов, равно как и сумма двух последних,
является нейтральным элементом этой формы пересечений.

Замечание 6. В R2 подобные примеры невозможны: контур,
отсеченный прямой, пересекающей нашу область, никогда не будет
нейтральным элементом формы Q. С другой стороны, наше вычис-
ление почти непосредственно переносится на случай трубчатой
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окрестности 2-мерной сферы в любом пространстве Rn, n ¾ 4, т. е.
области, заданной условием

�

q

x2
1 + x2

2 + x2
3 − 1

�2
+ y2

1 +‌ + y2
n−3 ¶ ε

2. (27)

Замечание 7. В этом примере можно ослабить требование ал-
гебраичности нашей поверхности A по координате u. Например, в
уравнении (24) мы могли бы заменить u2 на sin2 u (хотя это, разуме-
ется, привело бы к изменению констант C и Ω). Не противоречит ли
это сказанному в п. 3.3 и в замечании 3, т. е. тому, что у алгебраиче-
ски интегрируемой области граница должна быть алгебраической?
Нет, потому что рассматриваемая там ветвь алгебраической функ-
ции, обращающаяся в 0 на множестве касательных плоскостей к по-
верхностиA , — другая, чем в нашем примере. Она продолжается из
той области множества всех гиперплоскостей в R2k , находящихся в
общем положении кA , которая непосредственно граничит с множе-
ством гиперплоскостей, не пересекающихся с поверхностьюA ∩R2k

(т. е. отделяется от этого множества одной «стенкой», состоящей из
касательных плоскостей). Гиперплоскости же, рассматриваемые в
предыдущем примере, отделены от нее двумя такими стенками.

Теорема 6. Для любых двух соседних областей в множестве веще-
ственных гиперплоскостей, некасательных к A ∩ R2k , ограничение
функции объема хотя бы на одну из них не совпадает с алгебраиче-
ской функцией.

Действительно, граница между такими областями состоит из
плоскостей, касательных к A ∩ R2k . В силу варианта леммы Берти-
ни—Сарда почти все эти касания должны быть невырожденными
(плоскостей, касающихся поверхности в точках ее уплощения,
слишком мало, чтобы разделить пространство вещественных гипер-
плоскостей P на части). Взяв такую невырожденную касательную
плоскость и чуть-чуть сдвинув ее параллельно себе, мы получим
стандартную луночку (быть может, комплексную, если касание
невыпуклое). Две функции — продолжения функций объема из
наших двух областей — отличаются на интеграл формы объема по
продолжению этой луночки, следовательно, их разность неалгебра-
ична, а значит, неалгебраична хотя бы одна из двух продолженных
функций объема.
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6.10. Геометрические признаки неалгебраичности:
условие Давыдовой

Оказывается, про одну из соседствующих областей, обсуждаемых
в теореме 6, сразу можно сказать, что функция объема в ней неалгеб-
раична. Для этого достаточно посмотреть на вторую квадратичную
форму нашей поверхности A ∩ R2k в точке касания ее типичной
плоскостью, принадлежащей «стенке» между этими областями.

Действительно, проверку нейтральности контура интегрирова-
ния L естественно начать с вычисления индексов пересечения цик-
ла p(L) с самыми близкими и наглядными исчезающими циклами:
с теми, которые исчезают, когда плоскость X стремится в P к гра-
нице своей связной компоненты множества типичных (т. е. некаса-
тельных к A ) плоскостей, становясь касательной к A в какой-то
невырожденной точке a ∈A ∩ R2k . Как и раньше, выберем вблизи
этой точки локальные координаты, в которых A ∩ R2k представля-
ется в виде (23) (где на этот раз ϕ— вещественная функция веще-
ственных аргументов), а касательная плоскость задана уравнением
χ = 0. Две параллельные ей плоскости X±ε, заданные условиями
χ = ε и χ = −ε с достаточно маленьким ε > 0, лежат в разных обла-
стях множества типичных гиперплоскостей: эти области локально
разделены множеством плоскостей, касающихся A в точках, близ-
ких к a.

Невырожденность точки a означает, что особенность функции
ϕ— морсовская. Поскольку n= 2k, а функция ϕ зависит от n − 1 пе-
ременной, один из индексов инерции ее квадратичной части четен,
а другой нечетен.

Для каждой из плоскостей X = X±ε рассмотрим два цикла ∇(X) и
∆(X , a) в Hn−2(X ∩A ): первый из них — это множество точек пере-
сечения плоскости X с границей рассматриваемого тела, а второй —
цикл, исчезающий в точке близкого касания a.

Предложение 4 (см., например, [11]). Ровно один из индексов пе-
ресечения 〈∇(X+),∆(X+, a)〉 или 〈∇(X−),∆(X−, a)〉 равен 0, а другой
не равен. А именно, первый из них равен 0, если четен положитель-
ный индекс инерции функции ϕ, а второй — если отрицательный.

В силу теоремы 4, та из плоскостей X±ε, для которой этот индекс
пересечения не равен нулю, заведомо не лежит в области, где функ-
ция объема совпадает с алгебраической.
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Про другую область мы не можем гарантировать, что эта функ-
ция там алгебраична: соответствующий цикл ∇ может иметь нену-
левое пересечение с каким-нибудь другим исчезающим циклом. Но
кое-что хорошее про поведение функции объема в этой области
сказать все-таки можно. А именно, когда мы будем приближаться со
стороны этой области к части «стенки», отделяющей ее от другой об-
ласти вблизи точки X , то эта функция будет вести себя как неособая:
она совпадает там с бесконечно гладкой функцией, определенной в
целой открытой области точки X ∈ P . Когда мы будем подходить к
этой же стенке с другой стороны, то все будет гораздо хуже: опре-
деленная там функция объема будет ветвиться при продолжении по
малой петле, обходящей в комплексной области вокруг этой стенки.

Замечание 8. Предложение 4 имеет аналог и для нечетного n.
В этом случае либо оба индекса инерции четны, либо оба нечетны.
Если они оба нечетны, то функция объема не может совпадать с
алгебраической ни в одной из прилегающих областей множества
типичных гиперплоскостей. Более того, она будет бесконечно вет-
виться уже в сколь угодно маленькой окрестности нашей «стенки».

Описанное выше условие на сигнатуру квадратичной формы
поверхности A называется условием Давыдовой (или Давыдо-
вой—Боровикова), см. [11]. Оно появилось [19] в близкой теории
гиперболических уравнений в частных производных, развитой
И. Г. Петровским [23]: нарушение аналогичного условия для множе-
ства нулей главного символа такого уравнения также гарантирует
плохое поведение его решения.
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§ 7. Случай нечетной размерности

Обобщенная теорема Архимеда говорит, что сферы и эллипсоиды
в R2k+1 алгебраически интегрируемы. Основная проблема для нечет-
ной размерности (см. [4], [5]) состоит в том, есть ли другие при-
меры, т. е. существуют ли в R2k+1 алгебраически интегрируемые
ограниченные тела с гладкой неприводимой границей, кроме эллип-
соидов.

Эта задача в общем виде не решена, однако в самое последнее
время в ней произошел заметный прогресс, о котором мы расска-
жем в п. 7.3. Эта задача очень похожа на четномерную, но решать
ее приходится другими техническими средствами. Это связано с
тем, что группы монодромии, связанные с поверхностями в про-
странствах с размерностью разной четности, имеют совсем разную
структуру. Хотя они управляются одной и той же формулой Пикара—
Лефшеца, но индексы пересечения циклов, входящие в эту формулу,
сильно зависят от размерности пространства: при четном n они
симметричны (т. е. 〈a, b〉 ≡ 〈b, a〉), а при нечетном — антисиммет-
ричны. (Это же различие ответственно и за принципиально разное
поведение решений гиперболических уравнений типа волнового
уравнения, ответственного за акустику, в пространствах разных раз-
мерностей.)

В нечетномерном случае имеются сильные «препятствия» к ал-
гебраической интегрируемости, которые формулируются в терми-
нах некоторых специальных точек у комплексного продолжения по-
верхности, ограничивающей нашу область: если на этой комплекс-
ной поверхности найдутся точки хотя бы одного из «запретных»
типов, наша область заведомо не интегрируема. У поверхностей вто-
рого порядка таких точек нет, что и обеспечивает теорему Архимеда.
В п. 7.3 мы опишем еще один класс поверхностей (порядка 4) без
таких точек: тем самым, эти поверхности являются очень реальным
кандидатом на алгебраическую интегрируемость. Однако в любом
случае поверхности без таких препятствующих точек чрезвычайно
редки.

Первый из этих запретных классов точек называется так:
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7.1. Конечнократные параболические точки

Параболические точки уже неявно появлялись в п. 6.8 — как аль-
тернатива к рассматривавшимся там эллиптическим точкам. Они
являются многомерным аналогом точек перегиба плоской кривой,
с которых мы и начнем.

Пусть на плоскости есть какая-то гладкая кривая. В каждой ее
точке кривизна определяется следующим образом. Рассмотрим все-
возможные окружности, касающиеся кривой в этой точке; центры
их лежат на нормали к кривой. Почти все эти окружности имеют
простое квадратичное касание с кривой: это значит, что функция
на кривой, равная расстоянию до центра соответствующей окружно-
сти, имеет морсовскую особенность в нашей точке. Как правило, во
всем этом семействе есть ровно одна окружность, у которой касание
будет более высокого порядка. Ее центр называется фокальной точ-
кой кривой, а величина, обратная радиусу, — кривизной в нашей
точке.

Но иногда такой окружности нет: этой как бы окружностью ста-
новится прямая, касательная к кривой в нашей точке, ее как бы
радиус оказывается бесконечным, а следовательно, кривизна рав-
на 0. Например, у графика функции y = x3 это происходит в нуле.
Такие точки называются точками перегиба кривой. Как правило,
это отдельные точки нашей кривой, и только у прямой линии все
точки — точки перегиба.

Нечто похожее бывает у поверхностей в трехмерном простран-
стве. Типичная точка типичной поверхности в R3 будет эллипти-
ческой или гиперболической. (По поводу этих предметов горячо
рекомендуется глава IV книги [17].) Вблизи (вещественно) эллип-
тических точек поверхность выпукла (или вогнута, смотря откуда
смотреть), т. е. устроена приблизительно как участок сферы или
эллипсоида. Вблизи гиперболических точек она выглядит прибли-
зительно как график функции y = x2

1 − x2
2 , т. е. как точка горного

перевала. Например, у человека на лбу — эллиптические точки по-
верхности лица, а на переносице — гиперболические.

Во всех этих случаях тоже можно взять семейство всех касатель-
ных сфер, центры которых лежат на нормали к поверхности в нашей
точке. Теперь уже, как правило, будет не одна, а две сферы с нети-
пичным касанием (таких, что расстояние до их центров не является

90



морсовской функцией вблизи этой точки поверхности). В эллипти-
ческом случае эти два центра лежат с одной стороны на нормали (и
иногда могут совпадать: например, это происходит в случае сферы),
а в гиперболическом — по разные.

Помимо этого бывают параболические точки, не принадлежащие
ни к тем, ни к этим. Их можно определить еще с помощью крити-
ческой точки функции (23), строящейся для каждой точки a нашей
поверхности. Если у этой функции морсовский минимум или мак-
симум, то точка a эллиптическая, если сигнатура ее квадратичной
части равна (1, 1), то гиперболическая, а если особенность немор-
совская, то параболическая.

Существуют нетипичные поверхности, например цилиндр или
конус, на которых все точки являются параболическими, но на ти-
пичной поверхности почти все точки либо эллиптические, либо ги-
перболические. Свойства эллиптичности и гиперболичности — от-
крытые: если такое свойство выполнено для какой-то точки поверх-
ности, то оно выполнено и для всех точек из какой-то ее окрестно-
сти. И если на связной неособой поверхности есть и эллиптические,
и гиперболические точки, то любой путь, ведущий из области эл-
липтических точек в область гиперболических, должен пройти через
параболические.

Для комплексных гиперповерхностей вCn нет разницы между ги-
перболическими и эллиптическими точками, а вот параболические
выделяются и там.

Другое важное для нас геометрическое свойство точек поверхно-
сти — конечнократность. В терминах функции (23) оно состоит в
том, что критическая точка 0 этой функции должна быть изолиро-
ванной: в некоторой ее окрестности в Cn−1 не должно быть других
критических точек. Например, функция f ( y, z)= y3 + z5 удовлетво-
ряет этому условию, а g( y, z)= yz2 или h( y, z)= ( y − z2)2 — нет.

Важно понимать, что, например, функция (x2 + y2)2 тоже не удо-
влетворяет этому условию, хотя в вещественной области у нее нет
других критических точек. Это условие можно ввести и не используя
функцию (23): оно просто означает, что комплексная гиперплос-
кость, касательная к поверхности в нашей точке, не имеет других то-
чек касания в некоторой окрестности этой точки в Cn. Всякая эллип-
тическая или гиперболическая точка конечнократна, и на поверхно-
стях общего положения все точки являются конечнократными.

91



Теорема 7 (см. [8, 11]). Если неприводимая (т. е. не распадающая-
ся в объединение двух) поверхностьA имеет параболическую конеч-
нократную точку в C2k+1, то ограниченная поверхностьюA ∩R2k+1

область в R2k+1 не может быть алгебраически интегрируемой.
Для иллюстрации того, как это доказывается, рассмотрим еще

раз двумерную задачу и точку перегиба, вблизи которой кривая A
в первом приближении задана уравнением x = y3. Для небольшой
положительной константы δ рассмотрим семейство параллельных
прямых X(c), заданных условием x=δy + c и запараметризованных
числами c ∈ C, см. рис. 35. В этом семействе есть две нетипичные
точки, соответствующие прямым, касающимся кривой A .

c1

c2

c3

0a
b

X(c)
X(α)

X(β)

L1

L2

0β α

Рис. 35. Монодромия сечений около точки перегиба

Обозначим соответствующие значения параметра c через α и β .
Допустим, что наша область лежит под графиком, так что для изоб-
раженной на рисунке прямой соответствующая функция площади —
это площадь заштрихованной слева и примыкающей к точке a лу-
ночки L1. Через L2 обозначим правую луночку.

Что будет происходить с продолжением функции площади, ко-
гда мы будем двигать параметр c нашей прямой в C1 \ {α, β}? При
обходе вокруг (положительного) значения α, над которым луночка
L1 «исчезает», она умножится на −1. (Это не так в нечетномерном
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случае, который нас на самом деле сейчас интересует, но давайте
уж разберемся с двумерной картинкой.)

Цикл p(L1) ∈ H0(A ∩ Xc) равен c2 − c1, цикл p(L2) равен c3 − c2.
Таблица индексов пересечения наших циклов такова:

Q(L1, L1)= Q(L2, L2)= 2, Q(L1, L2)= Q(L2, L1)= −1.

При обносе параметра c вокруг второго критического значения β
цикл p(L1) перейдет в c3 − c1 ≡ p(L1) + p(L2), а луночка L1 — в
контур L1 + L2. Если последний контур после этого еще обнести во-
круг α, то соответствующая лунка L1 прибавится с коэффициентом
(−1)〈c3 − c1, c2 − c1〉 = −1, и мы получим контур L2. Продолжая,
мы не получим ничего нового, кроме шести контуров ±L1, ±L2 и
±(L1+ L2). Нетрудно понять, что группа отражений, преобразующая
эти контуры друг в друга, — это группа A2 симметрий треугольника,
рассмотренная в п. 6.1. Таким образом, не уходя далеко от прямой,
касательной в точке перегиба, мы получаем шесть разных ветвей
продолжения функции площади.

Конечно, этой шестерки недостаточно для доказательства неал-
гебраичности. Поэтому в § 4—6 при доказательстве теорем неин-
тегрируемости для четномерного случая нам пришлось пользовать-
ся методами глобальной монодромии, гоняя гиперплоскости вдоль
достаточно длинных путей в пространстве всех типичных гипер-
плоскостей. В нечетномерном случае эффективными оказываются
методы локальной монодромии, когда бесконечное ветвление наби-
рается уже вблизи какой-то одной вырожденной плоскости.

Итак, пусть теперь n нечетно, например n = 3. Вблизи простей-
шей параболической точки поверхность A задается уравнением
типа x = y3

1 − y2
2 . Рассмотрим семейство плоскостей вида x =δy1 + c.

Нетипичными (т. е. касательными к нашей поверхности) будут две
плоскости, соответствующие точно тем же значениям c, что в дву-
мерном случае. Из каждого из этих касаний возникает исчезающая
луночка в H3(C3,A ∪ X0), однако теперь одну из них (ту, что соответ-
ствует точке невыпуклого касания) нельзя увидеть в вещественном
пространстве.

Билинейная форма Q на порожденном этими контурами про-
странстве выглядит так:

Q(L1, L1)= Q(L2, L2)= 0, Q(L1, L2)= −Q(L2, L1)= 1.
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Поэтому когда мы обнесем исчезающий контур L1 вокруг «его соб-
ственного» критического значения α, то с ним ничего не произойдет.
Но если обнести его вокруг β , то в силу формулы Пикара—Лефшеца
к нему добавится цикл−L2. Что будет с полученным контуром L1−L2,
если мы еще раз обнесем его вокруг значения β? Преобразование
монодромии — линейное, т. е. для нахождения его действия на сум-
ме двух контуров достаточно вычислить это действие для каждого из
слагаемых, а потом сложить результаты. К слагаемому L1 при этом
обходе добавится еще раз −L2, а к L2 ничего не добавится, потому
что Q(L2, L2) = 0. Обходя значение β снова и снова, мы добавим
контур L2 с любым целым коэффициентом (чтобы добавить его с
положительными коэффициентами, нужно ходить в обратном на-
правлении). Поскольку интеграл по продолжениям этого контура
не является тождественно нулевой функцией, это бесконечное чис-
ло ветвей продолжения является препятствием к алгебраичности
функции объема.

Сильные методы локальной теории Пикара—Лефшеца позволя-
ют провести аналогичное рассуждение в любых нечетных размерно-
стях и для любых конечнократных параболических точек. Существу-
ет огромное количество типов неэквивалентных параболических то-
чек, вблизи которых продолжение функции объема может ветвиться
самыми разными способами; классификация их примерно соответ-
ствует классификации особенностей дифференцируемых функций,
по поводу которых см., например, [6]. Так, для более сложных осо-
бенностей прямая, параметризующая параллельные гиперплоско-
сти, может иметь не две близкие вырожденные точки, соответствую-
щие плоскостям, касающимся нашей поверхности, а больше. (Число
этих точек — это и есть та самая «кратность», подразумеваемая в за-
гадочном доселе слове «конечнократный».) Но во всех этих случаях
удается построить петлю в пространстве плоскостей, вдоль которой
продолжение функции объема накручивает любое количество раз-
ных значений.

Более того, в этом рассуждении можно избавиться от веществен-
ности критической точки. Это делается при помощи примерно тех
же соображений, которыми в п. 6.8 мы устанавливали эквивалент-
ность условия алгебраичности для всех исчезающих циклов. Пусть
даже наша поверхность A выпукла в R2k+1, но имеет параболиче-
скую конечнократную точку где-то далеко в мнимой области. Рас-
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смотрим касательную комплексную гиперплоскость к ней в этой
точке, а также близкую к ней гиперплоскость, касающуюся поверх-
ностиA в эллиптической точке ξ, очень близкой к этой параболиче-
ской. Наконец, уже совсем слабо сдвинем последнюю плоскость па-
раллельно себе, так чтобы полученная плоскость eX перестала быть
касательной, а вблизи этой эллиптической точки касания возникла
исчезающая луночка. Затем рассмотрим путь в пространстве эллип-
тических точек нашей поверхности, соединяющий точку ξ с какой-
то эллиптической точкой ξ′ ∈A ∩R2k+1, такой, что касательная в ξ′

гиперплоскость является опорной для нашего тела в R2k+1. (Такой
путь существует вследствие условия неприводимости поверхности
A , потребованного в теореме 7.) Рассмотрим путь в пространстве
гиперплоскостей, состоящих из касательных к A в точках этого
пути. Сдвинем чуть-чуть весь этот путь в множество плоскостей
общего положения, так чтобы

1) для каждой точки этого сдвинутого пути была определена исче-
зающая луночка, связанная с точкой касания соответствующей
несдвинутой плоскости, и

2) этот путь соединял бы плоскость eX с плоскостью, имеющей ве-
щественные координаты и отсекающей маленькую веществен-
ную луночку вблизи точки ξ′.

Теперь петли, накручивающие любое количество ветвей продол-
жения функции объема последней луночки, строятся из этого пути
и из рассмотренных выше петель, расположенных вблизи точки па-
раболичности.

7.2. Типичные ребра возврата

На невырожденных поверхностях второго порядка параболиче-
ских точек не бывает; в частности, для эллипсоидов наше препят-
ствие пусто. А вот на всех гладких поверхностях более высокой сте-
пени параболические точки обязательно есть, и наука даже умеет
оценивать некоторые геометрические свойства множества таких
точек. Например, если мы рассматриваем гладкую поверхность сте-
пени d в проективном пространстве CP3, то параболические точки
на ней образуют какой-то набор (комплексных же) кривых. Плос-
кость общего положения в CP3 пересекает эти кривые в отдельных
точках; так вот, этих точек будет ровно 4d(d − 2).
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Достаточно ли этого для доказательства основной гипотезы
этого параграфа? Нет, причем по целым трем причинам. Во-первых,
препятствием являются только конечнократные параболические
точки. Во-вторых, эти препятствующие точки должны лежать не
где угодно в CPn, а в его «конечной» области Cn, бесконечно же
удаленные точки не считаются. Наконец, простая теорема из ал-
гебраической геометрии говорит лишь, что параболические точки
обязательно есть на поверхностях, гладких во всем комплексном
пространстве CPn, а у нас в условии задачи требуется гладкость
только вещественной части нашей поверхности A .

С первыми двумя трудностями кое-как можно бороться. Напри-
мер, оказывается, что если на поверхности есть не конечнократные
параболические точки, то есть и точки негладкости, так что первая
проблема как бы является подмножеством третьей. Аналогично, ес-
ли алгебраическая гиперповерхность, степень которой больше двух,
не имеет особых точек во всем CPn, то не может быть, чтобы все
ее параболические точки поместились только в «бесконечно уда-
ленной» плоскости проективного пространства. А нельзя ли обойти
и третью проблему, доказав теорему посложнее: о том, что пара-
болические точки должны быть на всяких поверхностях, даже не
обязательно гладких?

К сожалению, нет. Легко построить алгебраическую поверхность,
у которой нет ни одной параболической точки. Это делается при
помощи проективной двойственности, которая определяется следу-
ющим образом. Множество всех гиперплоскостей в RPn (или, что
то же самое, подпространств коразмерности 1 в Rn+1) само являет-
ся n-мерным проективным пространством. Действительно, каждое
такое подпространство можно задать как множество нулей какой-
то линейной функции в Rn+1. Эти функции определены с точностью
до умножения на константу, следовательно, они образуют прямую
в двойственном пространстве всех линейных функций на Rn+1.

Если в RPn задана гиперповерхность A , то проективная двой-
ственность отображает ее в двойственное проективное простран-
ство, а именно, сопоставляет каждой точке из A касательную плос-
кость в этой точке. Образ этого отображения называется двойствен-
ной гиперповерхностью. Мы уже имели дело с такой поверхностью в
п. 6.9: именно она образует «стенки», разделяющие разные области,
состоящие из типичных гиперплоскостей.
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Слово «двойственность» здесь объясняется тем, что эта опера-
ция инволютивна: за исключением совсем вырожденных примеров,
применив ее дважды, мы получим исходную поверхность.

Рис. 36. Проективно двойственные кривые

При n = 2 эта двойственность переводит выпуклые кривые в вы-
пуклые, а точки перегиба — в каспы, т.е. в точки, вблизи которых
полученная кривая выглядит примерно как полукубическая парабо-
ла {x3 = y2}. Точки самопересечения кривой соответствуют бикаса-
тельным ее двойственной кривой.

Рис. 37. Ребро возврата

При n=3 эллиптические точки переходят в эллиптические, гипер-
болические в гиперболические, а типичным параболическим точкам
исходной поверхности соответствуют ребра возврата двойственной,
см. рис. 37. Вблизи этих ребер двойственная поверхность устроена
примерно как прямое произведение полукубической параболы на
прямую, так что точки негладкости составляют целую кривую.

Эта операция непосредственно переносится на случай комплекс-
ных гиперповерхностей в CPn.

Теперь возьмем в двойственном пространстве CPn произволь-
ную гладкую гиперповерхность и определим A как проективно
двойственную к ней. Тогда на A не будет параболических точек:
ведь при двойственности параболические точки соответствуют
ребрам возврата, которых не было.

97



Итак, для таких поверхностей A наше препятствие не работа-
ет. Значит ли это, что такая поверхность интегрируема? Не обя-
зательно: ведь зато у такой поверхности A есть ребра возврата
или другие похожие особенности (произошедшие из параболиче-
ских точек двойственной поверхности). И есть теорема (см. [11]),
что типичные ребра возврата поверхности A также препятствуют
ее алгебраической интегрируемости. «Типичность» здесь означает
некоторое условие искривленности множества точек заострения:
например, при n=3 оно состоит просто в том, что эти точки не лежат
на одной прямой. Есть и другие препятствия к алгебраической инте-
грируемости, т. е. классы особых точек поверхности, присутствие
которых приводит к слишком сложному ветвлению продолжения
функции объема; см. [11].

Теоремы такого типа доказываются с помощью современного
обобщения теории Пикара—Лефшеца, позволяющего работать с се-
чениями не только гладких поверхностей.

Итак, для того, чтобы гиперповерхность в нечетномерном про-
странстве была алгебраически интегрируема, необходимо (но мо-
жет быть недостаточно), чтобы выполнялись следующие условия:

1) эта гиперповерхность задана уравнением с вещественными
коэффициентами, и ее пересечение с Rn имеет гладкую ком-
поненту;

2) все ее параболические точки (в том числе и невещественные),
если они есть, либо лежат на бесконечно удаленной плоскости,
либо бесконечнократны;

3) все ребра возврата, если они есть, нетипичны;
4) ее особые точки и бесконечнократные параболические точки

не доставляют новых препятствий к интегрируемости.

7.3. Пример

Оказывается, такие поверхности существуют! А именно, это уже
знакомые нам трубчатые окрестности четномерных сфер — но те-
перь уже в нечетномерных пространствах.

Пусть n — нечетное число, большее единицы, m — положитель-
ное четное, а ε— достаточно малое положительное число. Рассмот-
рим в Cn+m поверхность, заданную уравнением

�
q

x2
1 +‌ + x2

n − 1
�2
+ y2

1 +‌ + y2
m = ε

2. (28)
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Ее пересечение с Rn+m ограничивает ε-окрестность (n − 1)-мер-
ной единичной сферы координатного подпространства Rn ⊂ Rn+m.
Множество ее параболических точек задается системой уравнений
x2

1 +‌ + x2
n = 1 и y2

1 +‌ + y2
m = ε

2. Оно разделяет вещественную
поверхность на две части, в которых вторая квадратичная форма
имеет сигнатуры (n + m − 1, 0) и (n − 1, m). Все эти параболиче-
ские точки не являются конечнократными. Действительно, возьмем
произвольную гиперплоскость L в пространстве Rm, касательную к
сфере { y2

1 +‌+ y2
m = ε

2}, тогда гиперплоскость Rn × L в Rn+m будет
касаться поверхности (28) в бесконечном числе точек.

Кроме того, эта поверхность имеет особые точки в комплексной
области.

В качестве типичной линейной функции в Rn+m удобно взять
функцию x1 + y1. Ее ограничение на поверхность (28) имеет четыре
вещественные критические точки индексов 0, m, n − 1 и n + m − 1.
Оказывается (но доказательство этого мы приводить здесь не бу-
дем), что в этом случае верны следующие факты (см. [16]).

1. Группа Hn+m(Cn+m,A ∪ X) изоморфна Z6 для любой гиперплос-
кости X общего положения в Cn+m (например, для гиперплоскости
X0, заданной уравнением x1 + y1 = 0).

2. Подгруппа этой группы, порожденная теми относительными
циклами, граница которых не содержит особых точек поверхности
A , изоморфна Z4; в случае гиперплоскости X0 она порождена че-
тырьмя исчезающими луночками, связанными с вещественными
критическими точками ограничения функции x1+ y1 наA (конечно,
область пространства, отсекаемая плоскостью от тела, принадлежит
этой подгруппе).

3. Фундаментальная группа пространства всех гиперплоскостей
в Cn+m, находящихся в общем положении к поверхностиA , действу-
ет на этой подгруппе Z4 следующим образом: имеется две петли,
одна из которых переставляет четыре базисных элемента этой груп-

пы по правилу
�1234

2143

�

, а другая — по правилу
�1234

4321

�

; действие же

всех остальных петель сводится к этим и их композициям.
Из этого следует, что продолжение функции объема во все точ-

ки множества типичных комплексных гиперплоскостей в каждой
точке этого множества принимает только конечное число значений.
Это само по себе не означает, что это продолжение является ал-
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гебраической функцией (хотя последнее крайне вероятно), но по
крайней мере показывает, что топологическое препятствие, с по-
мощью которого мы выше доказывали неалгебраичность, в этом
случае отсутствует.
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