
ïÇÌÁ×ÌÅÎÉÅðÒÅÄÉÓÌÏ×ÉÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9çÌ Á × Á IðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14x 1. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . . . 141.1. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ . . . . . 141.2. æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151.3. úÁÍÅÞÁÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181.4. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ . . . . . . 191.5. ó×ÑÚØ Ó �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ É ÄÒÕÇÏÊ ×Ù×ÏÄ ÆÏÒ-ÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20x 2. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å . . . . . . 232.1. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å . . . 232.2. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ × ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å . . . . 262.3. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28x 3. ÷ÏÌÎÏ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ É �ÒÉÎ�É� çÀÊÇÅÎÓÁ . . . . . . . . . . . . 293.1. ä×ÕÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 293.2. �ÒÅÈÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31x 4. õÓÌÏ×ÉÑ ëÁ×ÁÌØÅÒÉ É ÔÅÏÒÅÍÙ ðÜÌÉ | ÷ÉÎÅÒÁ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 324.1. õÓÌÏ×ÉÑ ëÁ×ÁÌØÅÒÉ ÄÌÑ ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ . . . 324.2. �ÅÏÒÅÍÁ ðÜÌÉ | ÷ÉÎÅÒÁ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S(R2) . . . . . 344.3. �ÅÏÒÅÍÁ ðÜÌÉ | ÷ÉÎÅÒÁ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á D(R2) ÆÉÎÉÔ-ÎÙÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. . . . . . . . 354.4. ïÂÒÁÝÅÎÉÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ f 2 D(R2)�ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÍÏÍÅÎÔÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 374.5. ÷ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ �Ï ÚÁÄÁÎÎÙÍÚÎÁÞÅÎÉÑÍ Rf . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37x 5. æÏÒÍÕÌÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ É ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39



4 ïÇÌÁ×ÌÅÎÉÅ5.1. æÏÒÍÕÌÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÎÁ �ÌÏÓ-ËÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 395.2. äÉÓËÒÅÔÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ; Ó×ÑÚØ Ó ÒÑÄÁÍÉ æÕÒØÅ 425.3. úÁÄÁÞÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÎÁ ÔÏÒÅ . . . . . . . . . . 43x 6. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ | æÕÎËÁ . . . . . . . . . . . . . 44x 7. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ . . . . . . . 477.1. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ 1-ÆÏÒÍ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ . . . . . . . 477.2. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ 2-ÆÏÒÍ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ . . . . . . . 497.3. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ 2-ÆÏÒÍ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 527.4. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ 3-ÆÏÒÍ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53x 8. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÄÌÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É �ÒÏÅË-ÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 558.1. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P3 É (P3)0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 558.2. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÄÌÑ P3 . . . . . . . . . . . . . . . . 558.3. ó×ÑÚØ Ó ÁÆÆÉÎÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ òÁÄÏÎÁ ÄÌÑ R3 É�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ|æÕÎËÁ ÄÌÑ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊÓÆÅÒÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 578.4. æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ × P3 . . 588.5. ï ÆÏÒÍÕÌÁÈ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑòÁÄÏÎÁ × R3 É �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ | æÕÎËÁÄÌÑ S3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 608.6. ï�ÉÓÁÎÉÅ ÏÂÒÁÚÁ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÄÌÑ P3 . . . . . . 618.7. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÄÌÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ P2 . . 62x 9. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 659.1. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ . . . . . . . . . . . . 669.2. ó×ÑÚØ Ó �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ . . . . . . . . . . . . . . . 669.3. æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ . . . . . 679.4. óÌÕÞÁÊ n = 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67çÌ Á × Á IIìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69x 1. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ × ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔ-ÒÁÎÓÔ×Å . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 711.1. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ × R3 . . . . . . . . . . . . . . . . . 711.2. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ É ÇÉ�ÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ çÁÕÓÓÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 731.3. �ÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÂÒÁÚÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ I . . . . . . . . . . . . . . . . 741.4. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S(H 0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 761.5. ï�ÉÓÁÎÉÅ ÏÂÒÁÚÁ S(R3) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å S(H0) . . . . . . . 78



ïÇÌÁ×ÌÅÎÉÅ 51.6. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1 ÏÂ ÏÂÒÁÚÅ ÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 791.7. æÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 801.8. áÎÁÌÏÇÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ � . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82x 2. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ × R3 . . . . 842.1. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØ-ÎÙÈ ÆÏÒÍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 842.2. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ 3-ÆÏÒÍ ÎÁ R3 . . . . . . . . . . . 852.3. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ 2-ÆÏÒÍ ÎÁ R3 . . . . . . . . . . . 882.4. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ 1-ÆÏÒÍ ÎÁ R3 . . . . . . . . . . . 91x 3. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ �ÒÏÅË-ÔÉ×ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 923.1. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �ÒÑÍÙÈ × P3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 923.2. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ × P3 . . . . . . . . . . . . . . . . . 943.3. ó×ÑÚØ Ó ÌÕÞÅ×ÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ × ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 953.4. ï�ÉÓÁÎÉÅ ÏÂÒÁÚÁ ÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ . . . . . . . . . 963.5. äÒÕÇÏÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ . . . 983.6. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÂÒÁÚÅ ÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÑ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1003.7. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ËÁË Ó�ÌÅÔÁÀÝÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ . . . . 101x 4. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1034.1. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ × C 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . 1034.2. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ �' É ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÂÒÁÚÅ ÌÕÞÅ-×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1054.3. æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1054.4. áÎÁÌÏÇÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ � . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107x 5. úÁÄÁÞÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÄÌÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× �ÒÑÍÙÈ × C 3 1095.1. úÁÄÁÞÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÄÌÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ �ÒÑÍÙÈ× C 3 ; �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ËÒÉ×ÕÀ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1095.2. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× �ÒÑÍÙÈ × C 3 . . . . 1115.3. îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÓÔÉ ËÏÍ-�ÌÅËÓÁ K . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1125.4. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× . . . . 1145.5. ï�ÉÓÁÎÉÅ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× . . . . . . . . . . . . . . 116çÌ Á × Á IIIéÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ É ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119x 1. üÌÅÍÅÎÔÙ �ÌÁÎÉÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ . . . . . . . . . . . . . . 1201.1. íÏÄÅÌÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ . . . . . . . . . . . . . . . 1201.2. ïÒÉ�ÉËÌÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122



6 ïÇÌÁ×ÌÅÎÉÅ1.3. çÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123x 2. ïÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . 1242.1. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ Rh . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1242.2. æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1252.3. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ áÓÇÅÊÒÓÓÏÎÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1272.4. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1282.5. æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÑ × ÄÒÕÇÏÊ ÍÏÄÅÌÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ . . . . . . . 128x 3. áÎÁÌÏÇ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÉÅÇÏ Ó×ÑÚØ Ó ÏÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ . . . . . . . . . . 1293.1. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÎÁ R2. . . . . . . . . . . . . . . . . . 1293.2. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ . . . . 1313.3. ó×ÑÚØ Ó ÏÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ É ÆÏÒÍÕÌÁÏÂÒÁÝÅÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1323.4. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343.5. æÏÒÍÕÌÁ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135x 4. ó×ÑÚØ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÇÒÕ��Ù SL(2;R) . . . . . . . . 136x 5. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÅ Ó �ÒÑÍÙÍÉ (ÇÅÏÄÅ-ÚÉÞÅÓËÉÍÉ) ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ L2 . . . . . . . . . . . . 1395.1. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ × ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ . . 1395.2. ó×ÑÚØ Ó �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ òÁÄÏÎÁ ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓ-ËÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142x 6. ïÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ L3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1436.1. íÏÄÅÌÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ . . . . . . . . . . . . . 1436.2. ïÒÉÓÆÅÒÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1456.3. ïÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ . . . . . . . . . . . . . . . 1466.4. æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1466.5. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1496.6. æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÑ × ÄÒÕÇÏÊ ÍÏÄÅÌÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ . . . . . 1496.7. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÅ Ó ×�ÏÌÎÅ ÇÅÏÄÅ-ÚÉÞÅÓËÉÍÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ × L3 . . . . . . . . . . . . . . . . 150äÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ. ïÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓ-Ô×Á ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ . . . . . . . . 151x 7. áÎÁÌÏÇ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏÉ ÅÇÏ Ó×ÑÚØ Ó ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ . . . . . . . . . 1527.1. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ . . . . . . . . . . . . . 1527.2. æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1537.3. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ É ÆÏÒÍÕÌÁ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ . . . . . 154x 8. ó×ÑÚØ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÇÒÕ��Ù SL(2;C ) . . . . . . . . 155x 9. ÷ÏÌÎÏ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÌÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÏÂÁÞÅ×-ÓËÏÇÏ É �ÒÉÎ�É� çÀÊÇÅÎÓÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157



ïÇÌÁ×ÌÅÎÉÅ 79.1. ä×ÕÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1579.2. �ÒÅÈÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160çÌ Á × Á IVéÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ É ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÎÁ ÇÒÕ��ÅG = SL(2;C ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162x 1. çÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1621.1. çÒÕ��Á G ËÁË ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. . . . . . . . . . . 1621.2. ðÌÏÓËÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁ G . . . . . . . . . . . . . . . 1631.3. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏÒÉÓÆÅÒ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1651.4. ÷ÌÏÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÏÒÉÓÆÅÒ H × �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓ-ÔÒÁÎÓÔ×Ï . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1691.5. ëÏÍ�ÌÅËÓ �ÒÑÍÙÈ × C 3 , ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ Ó ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-ÚÉÅÍ ÏÒÉÓÆÅÒ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1691.6. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . 170x 2. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å G = SL(2;C ) . . . . . . . . 1732.1. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ-×ÏÍ H ÏÒÉÓÆÅÒ É ËÏÍ�ÌÅËÓÏÍ �ÒÑÍÙÈ K . . . . . . . . . . 1732.2. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÄÌÑ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1752.3. æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑR0, Ó×ÑÚÁÎÎÏÇÏ Ó ËÏÍ�ÌÅËÓÏÍ �ÒÑÍÙÈ × C 3 . . . . . . . . . 1762.4. æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ1782.5. æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÑ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ L3 . . . . . . . . . . . . 1802.6. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÅ Ó �ÁÒÁÂÏÌÏÉ-ÄÁÍÉ ÎÁ G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181äÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ. úÁÍÅÞÁÎÉÅ ÏÂ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉÎÁ ÇÒÕ��Å SL(2;R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184x 3. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÎÁ ÇÒÕ��Å G = SL(2;C ) . . . . . . . . . 1853.1. ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ìÁ�ÌÁÓÁ | âÅÌØÔÒÁÍÉ ÎÁ ÇÒÕ��Å G . . . . . . 1853.2. ïÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ G . . . . . . . . . . . . . . . . 1863.3. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÎÁ G . . . . . . . . . . . . . . . . . 1893.4. ó×ÑÚØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÎÁ G Ó ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1913.5. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ . . . 1923.6. æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ . . . . . . 1923.7. áÎÁÌÏÇ ÆÏÒÍÕÌÙ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . 1943.8. ó×ÑÚØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÎÁ G Ó �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍÉÇÒÕ��Ù G � G. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1953.9. ó×ÑÚØ Ó �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ ÇÒÕ��Ù G . . . . . . . . . . . . . 198x 4. äÒÕÇÁÑ ×ÅÒÓÉÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÎÁ G = SL(2;C ) . . . . . 2004.1. æÕÎË�ÉÉ 	�(g;�; �). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201



8 ïÇÌÁ×ÌÅÎÉÅ4.2. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÎÁ G . . . . . . . . . . . . . . . . . 2024.3. ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ×ÁÒÉÁÎÔÁÍÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ . 2034.4. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2044.5. æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ É ÆÏÒÍÕÌÁ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ bF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2044.6. ó×ÑÚØ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . 205ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207



ðÒÅÄÉÓÌÏ×ÉÅéÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔ × �ÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÉÎÔÅÇÒÁÌØ-ÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÓÔÁ×ÑÝÉÅ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÆÕÎË�ÉÑÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-ÚÉÉ X ÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ �Ï �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉÚ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁM .óÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÁÍÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï M ÎÁÄÅÌÅÎÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.�ÁË ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ XÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÅÇÏ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÆÕÎË�ÉÑÍ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å En ÓÔÁ×ÑÔÓÑ ×ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ �Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ �ÒÑÍÙÍ; × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ En× ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ �ÒÑÍÙÈ.ëÒÏÍÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ X �Ï �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍ ÉÚÓÅÍÅÊÓÔ×Á M; ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÄÒÕÇÉÈ ÏÂßÅËÔÏ× (�ÌÏÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ X,ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ É Ô.Ä.). ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏÓÔÏÑÔ × Ï�ÉÓÁÎÉÉÏÂÒÁÚÏ× É ÑÄÅÒ ÜÔÉÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ É × �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ Ñ×ÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌÏÂÒÁÝÅÎÉÑ, ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÝÉÈ ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ �Ï ÉÈ ÏÂÒÁÚÁÍ1).ðÅÒ×ÏÊ ËÎÉÇÏÊ, �ÏÓ×ÑÝÅÎÎÏÊ ÜÔÏÍÕ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, ÓÔÁÌÁÍÏÎÏÇÒÁÆÉÑ é.í.çÅÌØÆÁÎÄÁ, í.é.çÒÁÅ×Á É î.ñ.÷ÉÌÅÎËÉÎÁ2).éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ �ÅÒÅ�ÌÅÔÁÅÔÓÑ Ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅ-ÎÉÅÍ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÞÉÎÁÌÉ ðÌÀËËÅÒ, ëÌÅÊÎ É ìÉ É ËÏÔÏÒÏÅÓÔÁ×ÉÔ ×Ï ÇÌÁ×Õ ÕÇÌÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÉÓ�Å�ÉÆÉÞÅÓËÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ÇÅÏÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÉÒÏÄÏÊ ÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. îÁ ÑÚÙËÅ ÜÔÉÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈÓÔÒÕËÔÕÒ É ÉÓÓÌÅÄÕÀÔÓÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ × ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.éÓÈÏÄÎÙÅ �ÒÉÍÅÒÙ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ| 4-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ×ÓÅÈ1)îÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÏÔ ËÒÕÇ ÚÁÄÁÞ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ �ÒÅÄÌÏÖÉÌé.í. çÅÌØÆÁÎÄ.òÁÎÅÅ âÌÑÛËÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌ ÔÅÒÍÉÎ \ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ" ÄÌÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÏÊ�ÒÏÂÌÅÍÁÔÉËÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ Ó ÉÚÕÞÅÎÉÅÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄ-ÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ.2)çÅÌØÆÁÎÄ é.í., çÒÁÅ× í.é., ÷ÉÌÅÎËÉÎ î.ñ. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ É Ó×ÑÚÁÎ-ÎÙÅ Ó ÎÅÊ ×Ï�ÒÏÓÙ ÔÅÏÒÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ: ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ.| í.: æÉÚÍÁÔÇÉÚ,1962. | ÷Ù�. 5.



10 ðÒÅÄÉÓÌÏ×ÉÅ�ÒÑÍÙÈ × 3-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (Ë×ÁÄÒÉËÁ ðÌÀËËÅÒÁ |ëÌÅÊÎÁ) É ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ çÒÁÓÓÍÁÎÁ k-ÍÅÒÎÙÈ �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ× n-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÓÆÅÒ ìÉ É Ô.Ä.÷ÓÅ ÜÔÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÉÇÒÁÀÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÒÏÌØ × ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.îÁÉÂÏÌÅÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÑ | �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ | �ÏÑ×ÉÌÏÓØ × 1917 Ç. × ÓÔÁÔØÅòÁÄÏÎÁ1), ÓÔÏÑÝÅÊ ÏÓÏÂÎÑËÏÍ × ÅÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÎÁÓÌÅÄÉÉ. òÁÄÏÎÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ �Ï ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÑÍ × Å×ËÌÉ-ÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å É ÓÔÒÏÉÔ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÊÆÏÒÍÅ, ÎÅÏÂÙÞÎÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÏÂßÅÄÉÎÑÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ É ÇÅÏ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ É �ÒÅÄ×ÉÄÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÁÎÁÌÏÇÉ ÜÔÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.÷ �ÅÎÔÒÅ ÅÇÏ ×ÎÉÍÁÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ | ÒÅËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÆÕÎË�ÉÉÞÅÒÅÚ ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ �Ï ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÑÍ. úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑÁÂÓÏÌÀÔÎÏ Ñ×ÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÉÍÅÀÝÁÑ �ÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÏ ÒÁÚÎÙÊ ×ÉÄ ×ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÞÅÔÎÏÊÉÌÉ ÎÅÞÅÔÎÏÊ. ÷ ÎÅÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÁ ÌÏËÁÌØÎÁ: ÕÓÒÅÄÎÑÅÔÓÑ ÎÅ-ËÏÔÏÒÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ×ÄÏÌØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÅÊ (ÄÌÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ × ÔÏÞËÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÚÎÁÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÌÉÛØ �Ï ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÑÍ, ÂÌÉÚËÉÍ Ë ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ).÷ ÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÎÅÌÏËÁÌØÎÁ: ÕÓÒÅÄÎÑÅÔÓÑÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ×ÄÏÌØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÇÉ-�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÅÊ (× ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ × ÎÅÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÍÓÌÕÞÁÅ) É ÍÙ ÎÕÖÄÁÅÍÓÑ × ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÈ �Ï ÄÁÌÅËÉÍ �ÌÏÓËÏÓÔÑÍ. üÔÏÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ �ÒÉÎ�É� çÀÊÇÅÎÓÁ ×ÅÒÅÎ ÄÌÑ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÑ×ÏÌÎ × ÎÅÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÎÏ ÎÅ ×ÅÒÅÎ × ÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÍ.åÝÅ ÄÏ òÁÄÏÎÁ íÉÎËÏ×ÓËÉÊ É æÕÎË ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌÉ ÁÎÁÌÏÇ ÅÇÏ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÄÌÑ ÓÆÅÒÙ, ËÏÇÄÁ ÞÅÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ×ÏÓÓÔÁÎÁ-×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ �Ï ÂÏÌØÛÉÍ ËÒÕÇÁÍ. üÔÕ ÒÅËÏÎÓÔÒÕË-�ÉÀ ÍÏÖÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍÉ �ÏÌÉÎÏÍÁÍÉ. òÁÄÏÎÚÎÁÌ ÏÂ ÜÔÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÈ, ÎÏ ÏÎ, �Ï-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÎÅ ÚÎÁÌ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÜÔÉ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ (ÓÍ. ÇÌ. I).÷ 1938 Ç. êÏÎ 2) ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑòÁÄÏÎÁ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÉ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÀÔÓÑ�Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ �ÒÑÍÙÍ ×ÍÅÓÔÏ �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ. ÷ ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ�ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏ×ÙÊ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ×ÁÖÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ. óÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÒÑÍÙÈÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ 4 �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ êÏÎÁ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÉÚ1)Radon J. �Uber die Bestimmung von Fun
tionen dur
h ihre Integralw�arte l�angsgewisser Mannigfaltigkeiten. | Ber. Verh. S�a
hs. A
ad. Wiss. Leipzig, Math.-Nat. Kl.69 (1917), 262{277.2)John F. The ultrahyperboli
 di�erential equation with four independent variables.Duke Math. J., 1938, 300-322.



ðÒÅÄÉÓÌÏ×ÉÅ 11ÆÕÎË�ÉÊ 3 �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ÆÕÎË�ÉÉ 4 �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Á �ÏÔÏÍÕ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÏÖÉÄÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ ÏÂÒÁÚÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍÕÕÓÌÏ×ÉÀ. ãÅÎÔÒÁÌØÎÏÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ êÏÎÁ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔÕÌØÔÒÁÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÍÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ, ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÌ-ÎÏÓÔØÀ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÏÂÒÁÚ. üÔÏ ×ÁÖÎÅÊÛÅÅ ÄÌÑ ÂÕÄÕÝÅÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ××ÅÌÏ × ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ �ÅÒÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅÚÁÄÁÞÉ, ÎÏ É Ï�ÒÅÄÅÌÉÌÏ ÅÅ Ó×ÑÚÉ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ.îÁÞÉÎÁÑ Ó 40-È ÇÇ. ÏÄÎÏÊ ÉÚ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅÂÙÌÁ ÚÁÄÁÞÁ ÒÁÚ×ÉÔØ ÁÎÁÌÏÇ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ æÕÒØÅ ÄÌÑ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×-ÎÙÈ ÇÒÕ�� ìÉ. ïÄÎÏÊ ÉÚ �ÅÒ×ÙÈ × �ÏÌÅ ÚÒÅÎÉÑ (× �ÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØÉÚ-ÚÁ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÊ) �Ï�ÁÌÁ ÇÒÕ��Á ìÏÒÅÎ�Á SL(2; C ); Ô.Å.ÇÒÕ��Á ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� 2-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ 1. äÌÑ ÜÔÏÊÇÒÕ��Ù é.í.çÅÌØÆÁÎÄÕ É í.á.îÁÊÍÁÒËÕ1) ÕÄÁÌÏÓØ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÅÏÒÉÀ,× ËÏÔÏÒÏÊ ÒÏÌØ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔ ÉÇÒÁÌÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅÕÎÉÔÁÒÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ù ìÏÒÅÎ�Á, É × ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ÓÏÈÒÁÎÑ-ÌÉÓØ ×ÓÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÞÅÒÔÙ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ æÕÒØÅ. åÅ ×ÙÓÛÅÊÔÏÞËÏÊ ÂÙÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ É ÆÏÒÍÕÌÙ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ ÄÌÑÉÎÔÅÇÒÁÌÁ æÕÒØÅ.ëÁË ×ÙÑÓÎÉÌÏÓØ �ÏÚÖÅ, ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÍÏÍÅÎÔ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÜÔÉÈÆÏÒÍÕÌ ÓÏÓÔÏÑÌ × ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÉ ÆÕÎË�ÉÉ × C 3 ÞÅÒÅÚ ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ�Ï �ÒÑÍÙÍ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÕ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÓÑËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ êÏÎÁ, ÎÏ ÄÌÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑÆÕÎË�ÉÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÎÅ �Ï ×ÓÅÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍ �ÒÑÍÙÍ(4-�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï), Á ÌÉÛØ �Ï �ÒÑÍÙÍ ÉÚ 3-�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓ-ËÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÒÑÍÙÈ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÕ. �ÁËÁÑ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÁÚÁÄÁÞÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÌÁÓØ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ 3 �Å-ÒÅÍÅÎÎÙÈ. óÁÍ ÖÅ ÁÎÁÌÏÇ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÎÁ ÇÒÕ��Å ìÏÒÅÎ�ÁÓ×ÑÚÁÎ Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ �ÒÉ�ÏÍÏÝÉ ÏÂÙÞÎÏÇÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ.üÔÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÏÔËÒÙÌÏ ÎÏ×ÙÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ×ÏÚÎÉË ×Ï�ÒÏÓ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÏÂÝÉÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÆÅÎÏÍÅÎ, �ÏÄÍÅÞÅÎÎÙÊ × ÓÌÕÞÁÅ ÇÒÕ��Ù ìÏÒÅÎ�Á. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÄÌÑÛÉÒÏËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ×ËÌÀÞÁÀÝÅÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ�ÏÌÕ�ÒÏÓÔÙÅ ÇÒÕ��Ù ìÉ É ÒÉÍÁÎÏ×Ù ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á,ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ | ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅ-ÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÅ Ó ÁÎÁÌÏÇÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅÄÌÑ ÜÔÉÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÏÂÙÞÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ. üÔÁ Ó×ÑÚØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ Ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍòÁÄÏÎÁ É ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ n-ÍÅÒÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ �ÒÉ �Ï-ÍÏÝÉ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÏÎ-ÔÅËÓÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÏËÁÚÁÌÓÑ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÉÍ1)çÅÌØÆÁÎÄ é.í., îÁÊÍÁÒË í.á. õÎÉÔÁÒÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ù ìÏÒÅÎ�Á. |éÚ×ÅÓÔÉÑ áî óóóò. |1947. | � 11. | ó. 411{504. | (óÅÒ. ÍÁÔÅÍ.).



12 ðÒÅÄÉÓÌÏ×ÉÅ�Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ×ÍÅÓÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á�ÒÑÍÙÈ × C 3 ; �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÕ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÅÍÅÊ-ÓÔ×Ï �ÒÑÍÙÈ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ËÒÉ×ÕÀ,É �ÏÌÕÞÉÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ Ñ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ, ÈÏÔÑ ÎÉËÁËÉÈÓ×ÑÚÅÊ Ó ÇÒÕ��ÁÍÉ ÉÌÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ ÚÄÅÓØ ÕÖÅ ÎÅÂÕÄÅÔ. üÔÏ ÎÁ×ÏÄÉÔ ÎÁ ÍÙÓÌØ, ÞÔÏ �Ï-×ÉÄÉÍÏÍÕ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔØÄÌÑ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÇÏ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÜÔÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÇÒÕ��Ù ÉÌÉÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÎÏ É ËÁËÉÅ-ÔÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅÓÔÒÕËÔÕÒÙ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, \ÈÏÒÏÛÉÅ" ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ Ñ×ÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ.óÔÁÌÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÒÁÚ×É×ÁÔØ ÍÅÔÏÄÙ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ,ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÎÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ É �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÅ, × ÞÁÓÔ-ÎÏÓÔÉ, �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÎÁ ÛÉÒÏËÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÏÄÎÏÒÏÄ-ÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ×ËÌÀÞÁÀÝÅÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. üÔÏÔÏÒÉÅÎÔÉÒ ÓÔÁÌ ÇÌÁ×ÎÙÍ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÇÅÏ-ÍÅÔÒÉÉ. úÁ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÇÏÄÙ ÍÎÏÇÏÅ × ÜÔÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÕÖÅ ÕÄÁÌÏÓØÓÄÅÌÁÔØ, ÎÏ ÍÎÏÇÏÅ ÅÝÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÅÑÓÎÙÍ. äÏ×ÏÌØÎÏ �ÏÌÎÁÑ ËÁÒÔÉÎÁÉÍÅÅÔÓÑ × ÚÁÄÁÞÅ Ï \ÈÏÒÏÛÉÈ" (ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ) ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈËÒÉ×ÙÈ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ñ×ÎÁÑ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ.ïÄÎÁËÏ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÎÅÅ �ÏÌÎÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÈ ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ Â�oÌØÛÅÊ 1 (ÈÏÔÑ É ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÚ-×ÅÓÔÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÙÈ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÙÈ ÇÒÕ��ÁÈ ìÉ ÓÒÅÄÓÔ×ÁÍÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ).íÎÏÇÏ ÎÅÒÅÛÅÎÎÙÈ �ÒÏÂÌÅÍ ÏÓÔÁÅÔÓÑ × ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ; ÜÔÏ ×ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÎÅÌÏËÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ É ×ÙÑÓÎÅÎÉÅÓ×ÑÚÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÓÅÒÉÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ Ó ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÂÎÁÒÕÖÉÌÉÓØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ É ÇÌÕÂÏËÉÅ Ó×ÑÚÉÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ Ó ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍ ÁÎÁÌÉÚÏÍ, ÓÉÍ-�ÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ, ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍÉ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÑÍÉ, ÔÏÞÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ. úÁÍÅÔÉÍÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÉÍÅÀÔÓÑ É �ÒÉËÌÁÄÎÙÅ ÁÓ�ÅËÔÙ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.ïÂÒÁÝÅÎÉÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÌÅÖÉÔ × ÏÓÎÏ×Å ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÏÊÔÏÍÏÇÒÁÆÉÉ. éÍÅÀÔÓÑ É ÄÒÕÇÉÅ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (× ÁÓÔÒÏÆÉÚÉËÅ,ÇÅÏÆÉÚÉËÅ, ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÊ ÍÉËÒÏÓËÏ�ÉÉ É Ô.Ä.), × ËÏÔÏÒÙÈ ÄÁÎÎÙÅ ÍÏÇÕÔÂÙÔØ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÎÙ ËÁË �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ.üÔÁ ËÎÉÇÁ �ÒÅÓÌÅÄÕÅÔ ÏÞÅÎØ ÓËÒÏÍÎÙÅ �ÅÌÉ. íÙ ÈÏÔÉÍ ÎÁ �ÒÉÍÅÒÅÓÁÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÚÁÄÁÞ �ÏËÁÚÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÄÅÉ É ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ× ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. íÙ ÎÁÄÅÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÍÁÔÅ-ÒÉÁÌÁ ÂÕÄÅÔ ÄÏÓÔÕ�ÎÁ ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÍÏÇÕÔ Õ×ÉÄÅÔØ ÎÁ ÜÔÉÈ�ÒÉÍÅÒÁÈ, ËÁË ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ�ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ËÒÁÓÉ×ÙÍ É ×ÁÖÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ. þÅÔÙÒÅ ÇÌÁ×Ù ÜÔÏÊËÎÉÇÉ �ÏÓ×ÑÝÅÎÙ ÞÅÔÙÒÅÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍ. íÙ ÎÁÞÉÎÁÅÍ Ó �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ (ÇÌÁ×Á I). óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÞÁÓÔÏÉÇÎÏÒÉÒÕÅÔÓÑ, ÚÄÅÓØ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÉÍÅÅÔ



ðÒÅÄÉÓÌÏ×ÉÅ 13�ÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ �ÒÉÒÏÄÕ É ÞÔÏ × �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ×ÅÒÓÉÉ ÏÎÏ ×ËÌÀÞÁÅÔ ×ÓÅÂÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ, ÎÏ É �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅíÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ|æÕÎËÁ ÎÁ ÓÆÅÒÅ. ÷ ÇÌÁ×Å II ÉÓÓÌÅÄÕÅÔÓÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅêÏÎÁ (ÌÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ). ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÉ, ÚÁÄÁÞÁ ÏÂÒÁÝÅ-ÎÉÑ ÄÌÑ ÎÅÇÏ �ÅÒÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÁ, �ÏÜÔÏÍÕ ×ÁÖÎÏ �ÏÎÑÔØ, ËÁË ÅÅ �ÏÓÔÁ×ÉÔØÉ ËÁË Ï�ÉÓÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÌÁÓÓ ÆÏÒÍÕÌ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÈÔÒÅÈ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× �ÒÑÍÙÈ. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÚÄÅÓØ ×ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. ÷ ÇÌÁ×Å III ÉÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ2-ÍÅÒÎÏÍ É 3-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ. îÅÎÕÌÅ×ÁÑ ËÒÉ×ÉÚÎÁÜÔÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÂÏÌØÛÅÍÕ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÉÀ ÚÁÄÁÞ. ÷ ÞÁÓÔ-ÎÏÓÔÉ, ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Å ×ÅÒÓÉÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ: ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ ÉÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÁÑ. ïÄÎÁËÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ �ÏÈÏÖÉ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÓËÉÅ,É ÉÈ ×Ù×ÏÄ ÌÉÛØ ÎÅÎÁÍÎÏÇÏ ÓÌÏÖÎÅÅ. ÷ÏÏÂÝÅ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÇÅÏ-ÍÅÔÒÉÉ ÔÉ�ÉÞÎÏ, ÞÔÏ Ñ×ÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ É ÍÁÌÏ ÍÅÎÑÀÔÓÑ �ÒÉ ÕÓÌÏÖÎÅÎÉÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ(× ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÆÏÒÍÕÌ × ÔÅÏÒÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÇÒÕ��). îÁ ÜÔÏ ÅÓÔØÓÅÒØÅÚÎÙÅ �ÒÉÞÉÎÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ×Ï ÍÎÏÇÏÍ �ÏÎÑÔÙ, ÎÏ ÉÈ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ×ÙÈÏÄÉÔ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÎÁÛÅÊ ËÎÉÇÉ. íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÔÁËÖÅ ÁÎÁÌÏÇ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ; ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÌÑÎÅÇÏ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ.îÁËÏÎÅ� × ÇÌÁ×Å IV ÒÁÚ×É×ÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��ÅSL(2;C ); ËÏÔÏÒÁÑ, ËÁË ÍÙ Õ�ÏÍÉÎÁÌÉ ×ÙÛÅ, ÂÙÌÁ ÓÔÁÒÔÏ×ÙÍ �ÒÉÍÅÒÏÍÄÌÑ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.÷×ÉÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ �ÒÉÒÏÄÙ ËÎÉÇÉ ÍÙ ÎÅ �ÒÉ×ÏÄÉÍ �ÏÄÒÏÂÎÕÀÂÉÂÌÉÏÇÒÁÆÉÀ �Ï ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÍÓÑ �ÏÄ-ÓÔÒÏÞÎÙÍÉ ÓÓÙÌËÁÍÉ ÎÁ �ÕÂÌÉËÁ�ÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ Õ�ÏÍÉÎÁÀÔÓÑ �Ï ÈÏÄÕÉÚÌÏÖÅÎÉÑ.á×ÔÏÒÙ ×ÙÒÁÖÁÀÔ ÇÌÕÂÏËÕÀ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ í. í. çÒÁÅ×Õ (ÍÌÁÄ-ÛÅÍÕ) ÚÁ �ÏÍÏÝØ �ÒÉ ÏÆÏÒÍÌÅÎÉÉ ÒÕËÏ�ÉÓÉ É ÒÑÄ �ÏÌÅÚÎÙÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ.



çìá÷á IðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁx 1. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ1.1. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÅÍ òÁÄÏÎÁ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÏÔÎÏÓÑÝÅÅ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ �Ï×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ �ÒÑÍÙÍ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ).úÁ�ÉÛÅÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ Ñ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ. âÕÄÅÍ ÚÁÄÁ×ÁÔØ�ÒÑÍÙÅ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉx1 
os' + x2 sin' � p = 0ÉÌÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉx1 = �t sin' + p 
os';x2 = t 
os' + p sin';Å×ËÌÉÄÏ×Á ÍÅÒÁ ÎÁ ÔÁËÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÒÁ×ÎÁ dt: �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ××ÅÌÉ�ÁÒÁÍÅÔÒÙ (';p) ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ �ÒÑÍÙÈ, �ÒÉÞÅÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ�ÁÒÁÍÅÔÒÁÍ (';p) É ('0; p0) ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ �ÒÑÍÁÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ '0 = ' + �k, p0 = (�1)k p, k 2 Z: üÔÁ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ�ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �ÒÑÍÙÈ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÏ×ÏÇÏ �ÉÌÉÎÄÒÁ Ó �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ(';p) ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÅÍ ÔÏÞÅË (';p) É (' + �;�p):ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ f(x1;x2) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×ÏÍ:Rf(';p) = +1Z�1 f(�t sin' + p 
os'; t 
os' + p sin')dt: (1.1)



x 1. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ 15éÎÔÅÇÒÁÌ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× ' É p; ÏÄÎÁËÏ, ÔÁË ËÁËRf('+�;�p)== Rf(';p); ÆÕÎË�ÉÑ Rf Ï�ÕÓËÁÅÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �ÒÑÍÙÈ.ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ. óÎÁÞÁÌÁ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å D(R2) ×ÓÅÈ ÆÉÎÉÔÎÙÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈÆÕÎË�ÉÊ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ Rf ÅÓÔØ ÆÉÎÉÔÎÁÑÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ �ÒÑÍÙÈ, Ô.Å.ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ ' É p; ÆÉÎÉÔÎÁÑ �Ï p: ÷ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ É ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å û×ÁÒ�Á S(R2)×ÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ R2; ÕÂÙ×ÁÀÝÉÈ �ÒÉr ! 1 ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ ×ÓÅÍÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ ÂÙÓÔÒÅÅ ÌÀÂÏÊ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊÓÔÅ�ÅÎÉ r:úÁÍÅÞÁÎÉÅ. þÁÓÔÏ (1.1) ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔ × ×ÉÄÅRf(';p) = ZR2 f(x1;x2)Æ(x1 
os' + x2 sin' � p)dx1dx2 == hÆ(x1 
os' + x2 sin' � p); f(x1;x2)i ;ÇÄÅ Æ(�) | ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ äÉÒÁËÁ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ. úÄÅÓØÓÌÅÄÕÅÔ �ÒÉÄÁÔØ ÓÍÙÓÌ Æ(x1 
os'+x2 sin'�p) ËÁË ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉÄ×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1 É x2: äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ �ÅÒÅÈÏÄÉÍ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ËÎÏ×ÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ u; v; ÇÄÅ u = x1 
os' + x2 sin' � p; É �ÒÉÍÅÎÑÅÍÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ Æ(u) �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ v: îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ�ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ×ÔÏÒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ v:1.2. æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ. ðÏÓÔÁ×ÉÍ ÚÁÄÁÞÕ: ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀf 2 D(R2) �Ï ÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ òÁÄÏÎÁ Rf . æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ×�ÅÒ×ÙÅ ÂÙÌÁ �ÏÌÕÞÅÎÁ òÁÄÏÎÏÍ (ÓÍ. ÓÎÏÓËÕ × ðÒÅÄÉÓÌÏ×ÉÉ), É ÍÙ �ÏÓÕÝÅÓÔ×Õ ×ÏÓ�ÒÏÉÚ×ÏÄÉÍ ÅÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ. ïÎÏ ÏÓÎÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÏÍ,ÞÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏ Ó Ä×ÉÖÅÎÉÑÍÉ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ�ÌÏÓËÏÓÔÉ. ïÔÓÀÄÁ, ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ×ÏÓ-ÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØ ÆÕÎË�ÉÀ f × ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÔÏÞËÅ(0;0), É, ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÒÁÄÉÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉÆÕÎË�ÉÑÍÉ.ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍ. éÔÁË, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ f(x1;x2)=F (r);ÚÁ×ÉÓÑÝÕÀ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ r = (x12 + x22)1=2 ÄÏ ÔÏÞËÉ (0;0):îÕÖÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ f(0;0) = F (0) �Ï Rf('; p): éÚ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÓÔÉ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ Ó �Ï×ÏÒÏÔÁÍÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Rf ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏÏÔ p : Rf('; p) = bF (p): ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÄÕ�ÉÒÕÅÔÓÑ Ë ÚÁÄÁÞÅÏÂ ÏÂÒÁÝÅÎÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ F 7! bF ÄÌÑÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ.



16 çì. I. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁéÚ (1.1) ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ:bF (p) = +1Z�1 F (pt2 + p2)dt ;Ô.Å. bF (p) = 2 1Zjpj F (r)pr2 � p2 rdr = 1Zp2 F (pt)pt � p2 dt: (1.2)�ÅÍ ÓÁÍÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÏÔ F Ë bF Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ áÂÅÌÑ(ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÏÒÑÄËÁ 1=2). ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ (ÜÔÏ ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ), ÉÚ (1.2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏF (r) = � 1� 1Zr bF 0(p)pp2 � r2 dp: (1.3)÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, F (0) = � 1� 1Z0 bF 0(p)p dp : (1.4)úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ bF (p) | ÞÅÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ, ××ÉÄÕ ÇÌÁÄËÏÓÔÉbF (p); �ÏÄ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÓÔÏÉÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ É, ÚÎÁÞÉÔ, ÉÎÔÅÇÒÁÌÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.ðÅÒÅÊÄÅÍ ÏÔ ÆÏÒÍÕÌÙ (1.4) Ë ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ f: õÓÒÅÄÎÉ× f �Ï ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ 0; ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍÆÕÎË�ÉÀ, ÚÁ×ÉÓÑÝÕÀ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ r ÄÏ ÔÏÞËÉ (0;0):F (r) = 12� 2�Z0 f(r 
os'; r sin')d':úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ F (0) = f(0;0): ðÕÓÔØ bF | �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÆÕÎË-�ÉÉ F: ÷×ÉÄÕ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÓÔÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ Ó ×ÒÁÝÅÎÉÑÍÉÉÍÅÅÍ: bF (p) = 12� 2�Z0 Rf('; p)d';



x 1. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ 17Ô.Å. bF | ÓÒÅÄÎÅÅ ÆÕÎË�ÉÉ Rf �Ï �ÒÑÍÙÍ, ÒÁ×ÎÏÏÔÓÔÏÑÝÉÍ ÏÔ ÔÏÞËÉ(0;0): îÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (1.4) �ÏÌÕÞÁÅÍ:f(0;0) = � 1� 1Z0 bF 0(p)p dp :ïÔÓÀÄÁ, �ÏÌØÚÕÑÓØ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÓÔØÀ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÓÏÓÄ×ÉÇÁÍÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍ:�ÅÏÒÅÍÁ 1.1. åÓÌÉ Rf | �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ f 2 D(R2);ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ:f(x1; x2) = � 1� 1Z0 bF 0p(x1; x2; p)p dp ; (1.5)ÇÄÅ bF (x1; x2; p) = 12� 2�Z0 Rf('; p + x1 
os' + x2 sin')d'; (1.6)Ô.Å. bF | ÓÒÅÄÎÅÅ ÆÕÎË�ÉÉ Rf �Ï �ÒÑÍÙÍ, ÒÁ×ÎÏÏÔÓÔÏÑÝÉÍ ÏÔ ÔÏÞËÉx = (x1; x2):éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �Ï ÞÁÓÔÑÍ ÆÏÒÍÕÌÁ (1.5) �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÅÄÕÀ-ÝÅÍÕ ×ÉÄÕ: f(x1; x2) = � 1� 1Z0 bFp(x1; x2; p) � bFp(x1; x2; 0)p2 dp: (1.7)îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ bF | ÞÅÔÎÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑÏÔ p.äÌÑ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÆÏÒÍÕ-ÌÏÊ (1.3) ÌÉÛØ �ÒÉ r= 0: ðÒÉ r > 0 ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØ-ÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ Ï Ó×ÑÚÉ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ f É ÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑòÁÄÏÎÁ Rf; Á ÉÍÅÎÎÏ:�ÅÏÒÅÍÁ 1.2. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ áÓ-ÇÅÊÒÓÓÏÎÁ): F (x1; x2; r) = � 1� 1Zr bF 0p(x1; x2; p)pp2 � r2 dp; (1.8)



18 çì. I. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁÇÄÅ F | ÓÒÅÄÎÅÅ ÆÕÎË�ÉÉ f �Ï ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ(x1; x2); Ô.Å.F (x1; x2; r) = 12� 2�Z0 f(x1 + r 
os'; x2 + r sin')d'; (1.9)Á bF | ÓÒÅÄÎÅÅ ÆÕÎË�ÉÉ Rf �Ï �ÒÑÍÙÍ, ÒÁ×ÎÏÏÔÓÔÏÑÝÉÍ ÏÔ ÔÏÞËÉ(x1;x2) (ÆÏÒÍÕÌÁ(1.6)). éÍÅÅÍ ÔÁËÖÅ:bF (x1; x2; p) = 2 1Zjpj F (x1; x2; r)pr2 � p2 rdr : (1.10)æÏÒÍÕÌÙ (1.10) É (1.8) �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ (1.2) É (1.3)�ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÓÄ×ÉÇÁ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ x = (x1; x2) É a > 0 ÕÓÌÏ×ÉÑ F (x;r) = 0 �ÒÉ r > aÉ bF (x;p) = 0 �ÒÉ jpj > a ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.1.3. úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 10: ÷ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ f ÍÏÖÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÓÌÁÂÉÔØ. ïÞÅ-×ÉÄÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎË�ÉÑ Rf ÂÙÌÁ Ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕ-ÅÍÏÊ �Ï p; Á ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎË�ÉÑf ÂÙÌÁ Ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙÆÕÎË�ÉÑ f �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÌÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ C1 ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎ-Ë�ÉÊ Ó ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ �ÅÒ×ÙÍÉ ÞÁÓÔÎÙÍÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ, �ÏÓËÏÌØËÕ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÒÁÄÉÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÓÇÌÁÖÉ×ÁÀÝÉÍ × ÎÕÌÅ: ÅÓÌÉ F 2 C1; ÔÏ bF 0(p) = O(p) �ÒÉ p ! 0: üÔÏÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:bF 0(p) = 2p 1Zp F 0(r)pr2 � p2 dr = p 1Z0 F 0(ps + p2)psps + p2 ds :÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ �ÒÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒÅÓ Ë �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ òÁÄÏÎÁ× Ó×ÑÚÉ Ó ÚÁÄÁÞÁÍÉ ÔÏÍÏÇÒÁÆÉÉ. äÌÑ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ ×ÁÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ, ÎÏ É ÎÁ ËÕÓÏÞÎÏÇÌÁÄËÉÈ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÉÎÉÉ ÒÁÚÒÙ×Á | ËÕÓÏÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÅ ËÒÉ×ÙÅ (ÎÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, ÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ ÏÂÌÁÓÔÉ). äÌÑ ÔÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÈÏÒÏÛÏ ÒÁÂÏÔÁÅÔ × ÔÏÞËÁÈ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ, �ÏÓËÏÌØËÕ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ�ÒÑÍÙÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ. ÷ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÖÅ ÔÏÞÅË ÒÁÚ-ÒÙ×Á ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ �ÌÏÈÏ �ÒÉÓ�ÏÓÏÂÌÅÎÁ ÄÌÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ



x 1. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ 19ÆÕÎË�ÉÉ. äÌÑ �ÒÅÏÄÏÌÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÔÒÕÄÎÏÓÔÅÊ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÅÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÏÎÎÙÅ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ. òÁÚÒÁÂÏÔËÁ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ×,Ï�ÉÒÁÀÝÁÑÓÑ ÎÁ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ, ÔÒÅÂÕÅÔ �ÒÅÏÄÏÌÅÎÉÑ ÒÑÄÁ ÄÏ�ÏÌ-ÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÔÒÕÄÎÏÓÔÅÊ.20: äÌÑ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÎÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÆÉÎÉÔÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ f: äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÙÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ fÉ ÄÁÖÅ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ: f = O((1 + x21 + x22)�1): ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ f ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Áû×ÁÒ�Á S(R2): îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ S(R2) | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ R2; ÕÂÙ×ÁÀÝÉÈ �ÒÉ r ! 1 ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ×ÓÅÍÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ ÂÙÓÔÒÅÅ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ r:30: äÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ C1 ÍÏÖÎÏ × ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ �ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØÕÓÒÅÄÎÅÎÉÅ Rf = bF (x1;x2;p) É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï p É �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÅ:f(x1;x2) = � 14�2 2�Z0 +1Z�1 (Rf)0p('; p + x1 
os' + x2 sin')p�1dpd':(1.11)úÄÅÓØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ �Ï p ÎÕÖÎÏ �ÏÎÉÍÁÔØ × ÓÍÙÓÌÅ ÇÌÁ×ÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.1.4. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. äÌÑ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÅ ÔÒÅÂÕ-ÅÔÓÑ Å×ËÌÉÄÏ×Á ÓÔÒÕËÔÕÒÁ, Á ×�ÏÌÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ.âÕÄÅÍ ÚÁÄÁ×ÁÔØ �ÒÑÍÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ�1x1 + �2x2 � p = 0É ÚÁÄÁÄÉÍ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ �ÒÑÍÏÊ �1x1 + �2x2 � p = 0 ÍÅÒÕ d�� ÔÁËÕÀ, ÞÔÏdx1dx2 = d(�1x1 + �2x2 � p)d��: üÔÁ ÍÅÒÁ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ x1; x2 ÉÍÅÅÔ×ÉÄ: d�� = dx1j�2j = dx2j�1j :ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ:Rf(�1; �2;p) = Z�1 x1+�2 x2=pf(x1;x2)d�� = +1Z�1 f(x1; p � �1x1�2 ) dx1j�2j : (1.12)ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Rf ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ:Rf(��1; ��2; �p) = j�j�1Rf(�1; �2;p): (1.13)



20 çì. I. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÎÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ �ÒÑÍÏÊ �1x1 + �2x2 � p = 0;ÎÏ É ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× �1; �2; p:ðÒÉ (�1; �2) = (
os'; sin') ÆÕÎË�ÉÑ Rf ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ×Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎË�ÉÅÊ Rf(';p):÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ Rf ÞÁÓÔÏ �ÉÛÕÔ × ×ÉÄÅ:Rf(�1; �2; p) = ZR2 f(x1;x2)Æ(�1x1 + �2x2 � p)dx1dx2;ÇÄÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Æ(�1x1 + �2x2 � p) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÍÕ × �. 1.1.�ÅÏÒÅÍÁ 1.3. æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ (1.12)ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ:f(x1;x2) == � 14�2 Z� � +1Z�1 (Rf)0p(�1; �2; p + �1x1 + �2x2)p�1dp�(�1 d�2 � �2 d�1);(1.14)ÇÄÅ � | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ËÏÎÔÕÒ × R2 n 0; �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÊ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ�ÏÞÔÉ ËÁÖÄÙÊ ÌÕÞ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÊ ÉÚ ÔÏÞËÉ 0:ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ä×ÕÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÆÁËÔÏ×.1) äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÓÔÏÑÝÁÑ �ÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ, Ï�ÕÓ-ËÁÅÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ S ÌÕÞÅÊ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÔÏÞËÉ 0; Ô.Å. ÎÁ ÂÁÚÕÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ R2 n 0 ! S: üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ 0 �Ï � É ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÁÈ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ÓÌÏÑÍÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ �(d�1; d�2) = (�1; �2)d��:2) åÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å � ×ÚÑÔÁ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó �ÅÎÔÒÏÍ ×ÔÏÞËÅ 0, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (1.14) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (1.11).1.5. ó×ÑÚØ Ó �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ É ÄÒÕÇÏÊ ×Ù×ÏÄ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁ-ÝÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ F(�1; �2) | �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÉ f(x1;x2);Ô.Å. F(�1; �2) = (2�)�1 ZR2 f(x1;x2)ei (�1x1+�2 x2) dx1dx2: (1.15)þÔÏÂÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ F(�1; �2) É�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ òÁÄÏÎÁ Rf(�1; �2;p) ÆÕÎË�ÉÉ f; �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ



x 1. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ 21(1.15) �ÒÉ (�1; �2) 6= 0 ËÁË �Ï×ÔÏÒÎÙÊ, ÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÅÄÅÔÓÑÓÎÁÞÁÌÁ �Ï �ÒÑÍÙÍ �1x1 + �2x2 = p; Á ÚÁÔÅÍ �Ï p:F(�1; �2) = (2�)�1 +1Z�1 � Z�1 x1+�2 x2=pf(x1;x2)d���eip dp:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÍ:�ÅÏÒÅÍÁ 1.4. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ Rf É �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ FÆÕÎË�ÉÉ f Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ:F(�1; �2) = (2�)�1 +1Z�1 Rf(�1; �2;p)eipdp �(�1; �2) 6= 0�: (1.16)ðÏÌØÚÕÑÓØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØÀ ÆÕÎË�ÉÉ Rf; ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ÜÔÕÆÏÒÍÕÌÕ ÔÁË:F(��1; ��2) = (2�)�1 +1Z�1 Rf(�1; �2;p)ei�pdp: (1.17)éÔÁË, Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕ-ÒØÅ.ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÄÒÕÇÏÊ ×Ù×ÏÄ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑæÕÒØÅ:f(x1; x2) = (2�)�1 ZR2 F f(�1; �2)e�i (�1x1+�2 x2) d�1 d�2 == (4�)�1 +1Z�1 2�Z0 F f(� 
os'; � sin')e�i� (x1 
os'+x2 sin') j�j d' d�:



22 çì. I. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁðÏÄÓÔÁ×É× × ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (1.17) ÆÕÎË�ÉÉF f(� 
os'; � sin')ÞÅÒÅÚ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ Rf(
os'; sin'; p) = Rf(';p); �ÏÌÕÞÁÅÍ:f(x1; x2) = 18�2 +1Z�1 2�Z0 +1Z�1 Rf('; p)ei� (p�x1 
os'�x2 sin') j�jdp d' d� == 14� +1Z�1 +1Z�1 bF (x1; x2; p)ei�p j�jdp d� == 14� i +1Z�1 +1Z�1 bF 0p(x1; x2; p)ei�p sign�dp d� == � 12� +1Z�1 bF 0p(x1; x2; p)p�1dp:úÄÅÓØ bF ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (1.6). îÁ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÛÁÇÅ ÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á-ÌÉÓØ ÆÁËÔÏÍ: �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ sign�2S0(R)ÅÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ 2ip�1; Ô.Å. ÅÓÌÉ  2S(R) É e (�)= +1R�1  (p)ei�p dp,ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:+1Z�1 e sign�d� = 2ip� +1Z�1  (p) p�1dp:1), éÎÔÅÇÒÁÌ Ó�ÒÁ×Á, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÇÌÁ×ÎÏÇÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÎÏ, ÅÓÌÉ  | ÇÌÁÄËÁÑ ÎÅÞÅÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÔÏ ÏÎ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ×ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (1.5).úÁÍÅÞÁÎÉÅ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ òÁÄÏÎÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ìÁ-�ÌÁÓÁ � = �2�x2 + �2�y2 ÎÁ ÆÕÎË�ÉÑÈ f(x1; x2) �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × Ï�ÅÒÁÔÏÒ �2�p2ÎÁ ÆÕÎË�ÉÑÈ Rf(';p): âÏÌÅÅ ÏÂÝÏ, ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑK(r2); ÇÄÅ r2 = x21 + x22; ÔÏ K(�)fdef=K(�r2) � f �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × Ó×ÅÒÔËÕK(�p2) � Rf (Ó×ÅÒÔËÁ �Ï p). üÔÉÍÉ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ-×ÁÔØÓÑ ÄÌÑ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÎÅÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.åÓÌÉ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÆÉÎÉÔÎÕÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅÇÌÁÄËÕÀÆÕÎË�ÉÀ f; ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÅÅ × ×ÉÄÅ f = (1 � �)k'; ÇÄÅ1)çÅÌØÆÁÎÄ é.í., ûÉÌÏ× ç.å. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ É ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÁÄ ÎÉÍÉ:ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. | í.: æÉÚÍÁÔÇÉÚ. 1959.



x2. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 23' | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, Á k | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅòÁÄÏÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ f ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË Ó×ÅÒÔËÕ: K(1 + p2)k � R':îÁ ÆÉÎÉÔÎÙÈ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ ÓÕÖÅ ÉÍÅÀÝÉÍÓÑ. åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØ f | ÎÅÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÔÏ, ÂÅÒÑ Ó×ÅÒÔËÕRf Ó (1 + p2)�k; ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÇÌÁÄËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ R': ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë R'ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ, ÎÁÈÏÄÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ': ðÒÉÍÅÎÑÑ, ÎÁËÏÎÅ�, Ë ' ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ (1 � �)k;�ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f:x 2. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å2.1. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ðÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÅÍ òÁÄÏÎÁ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÏÔÎÏÓÑÝÅÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÜÔÏÍ �ÒÏÓÔ-ÒÁÎÓÔ×Å ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ �Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ �ÌÏÓËÏÓÔÑÍ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÅ×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÝÁÄÉ). ÷ÓÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ �ÒÏ×ÏÄÑÔÓÑ ÚÄÅÓØ �Ï ÔÏÊ ÖÅÓÈÅÍÅ, ÞÔÏ É ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.úÁÄÁÄÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ Ñ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ. âÕÄÅÍ ËÁÖÄÕÀ�ÌÏÓËÏÓÔØ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍh!; xi � p = 0; ÇÄÅ j!j = 1( h!; xi = !1x1 + !2x2 + !3x3), ÉÌÉ, �Ï-ÄÒÕÇÏÍÕ, �ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ x = t1�1 + t2�2 + p! ;ÇÄÅ �1; �2 | �ÁÒÁ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, Ô.Å.h�1; �2i = h!; �1i = h!; �2i = 0; Å×ËÌÉÄÏ×Á ÍÅÒÁ ÎÁ ÔÁËÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉÒÁ×ÎÁ dt1dt2: �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ËÁÖÄÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÚÁÄÁÅÔÓÑ �ÁÒÏÊ (!;p); ÇÄÅ! | ÔÏÞËÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ, Á p | ÞÉÓÌÏ, �ÒÉÞÅÍ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, Ä×ÕÍÒÁÚÌÉÞÎÙÍ �ÁÒÁÍ (!;p); (!0; p0) ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (!0; p0) = �(!;p):ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ f(x) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×ÏÍ: Rf(!;p) = ZR2 f(t1�1 + t2�2 + p!)dt1dt2 ; (2.1)ÇÄÅ �1; �2 | ÌÀÂÙÅ ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ h�1; �2i == h!; �1i = h!; �2i = 0 (ÏÔ ÉÈ ×ÙÂÏÒÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ). �ÁËËÁË Rf(�!;�p) = Rf(!;p); ÆÕÎË�ÉÑ Rf Ï�ÕÓËÁÅÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ�ÌÏÓËÏÓÔÅÊ.



24 çì. I. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁëÁË É × Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, (2.1) ÞÁÓÔÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔ × ×ÉÄÅRf(!;p) = ZR3 f(x)Æ( h!; xi � p)dx (dx = dx1dx2dx3);ÇÄÅ Æ(�)-ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ R:äÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁÎÁ ÆÕÎË�ÉÑÈ f 2 D(R3): ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎË�ÉÉ Rf | ÆÉÎÉÔÎÙÅÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ,Ô.Å. ÏÎÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙ ËÁË ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ ! É p É ÆÉÎÉÔÎÙ�Ï p:îÁÊÄÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ × ÔÒÅÈÍÅÒ-ÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. óÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ f(x) ==F (r); ÚÁ×ÉÓÑÝÕÀ ÔÏÌØËÏ ÏÔ r=(x12+x22+x32)1=2: åÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅòÁÄÏÎÁ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ! : Rf(!;p) = bF (p): îÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ (2.1) ÉÍÅÅÍ:bF (p) = ZR2 F (qt12 + t22 + p2)dt1dt2 = 2� 1Zjpj F (r)rdr : (2.2)éÔÁË, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ÇÄÅ ÍÙ ÉÍÅÌÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌ �Ï-ÒÑÄËÁ 1=2; ÚÄÅÓØ �ÏÌÕÞÉÌÓÑ �ÒÏÓÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕÏÂÒÁÔÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÅÓÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ, É ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ:F (r) = � 12� bF 0(r)r : (2.3)÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, f(0) = F (0) = � 12� bF 00(0): (2.4)þÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉf; ÍÙ, ËÁË É × Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÓÔØ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ Ó Ä×ÉÖÅÎÉÑÍÉ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ÷×ÅÄÅÍÓÒÅÄÎÅÅ ÆÕÎË�ÉÉ f �Ï ÓÆÅÒÁÍ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ x:F (x;r) = 14� Zj!j=1 f(x + r!)d! ; (2.5)ÇÄÅ d! | ÜÌÅÍÅÎÔ �ÌÏÝÁÄÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ. ðÕÓÔØ ÄÁÌÅÅbF (x;p) | ÓÒÅÄÎÅÅ ÆÕÎË�ÉÉ Rf �Ï �ÌÏÓËÏÓÔÑÍ, ÒÁ×ÎÏÏÔÓÔÏÑÝÉÍ ÏÔÔÏÞËÉ x; Ô.Å. bF (x;p) = 14�2 Zj!j=1 Rf(!; p + h!; xi )d!: (2.6)



x2. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 25�ÏÇÄÁ ÉÚ (2.4) É ÉÚ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÓÔÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÓÄ×ÉÖÅÎÉÑÍÉ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �ÏÌÕÞÁÅÍ:f(x) = F (x;0) = � 12� bF 00p (!; 0) :éÔÁË, ÄÏËÁÚÁÎÏ:�ÅÏÒÅÍÁ 2.1. æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ × ÔÒÅÈ-ÍÅÒÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ:f(x) = � 18�3 Zj!j=1 (Rf)00p (!; h!; xi )d! : (2.7)íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ �ÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔÄ×ÕÍÅÒÎÏÇÏ. úÄÅÓØ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅ-ÎÉÑ ÌÏËÁÌØÎÁ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ f × ÔÏÞËÅx ÎÕÖÎÏ ÚÎÁÔØ ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÔÏÌØËÏ �Ï �ÌÏÓËÏÓÔÑÍ ÂÌÉÚËÉÍ Ë x (ÆÁË-ÔÉÞÅÓËÉ ÉÚ ÉÎÆÉÎÉÔÅÚÉÍÁÌØÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ,�ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ x).ïÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÕÓÒÅÄ-ÎÅÎÉÑÍÉ F É bF ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÆÕÎË�ÉÊ f É Rf :bF (x;p) = 2� 1Zjpj F (x; r)rdr ; (2.8)F (r) = � 12� bF 0r(x;r)r : (2.9)(üÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ (2.2) É (2.3) ÓÄ×ÉÇÏÍ.)ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ f Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍæÕÒØÅ F f ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ:F f(�!) = (2�)�3=2 +1Z�1 Rf(!; p)ei��dp (j!j = 1): (2.10)éÓÈÏÄÑ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÄÒÕÇÏÊ ×Ù×ÏÄ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ



26 çì. I. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ:f(x) = (2�)�3=2ZR3 Ff(�)e�i h�;xi d� == 12 (2�)�3=2 Zj!j=1 +1Z�1 F f(�!)e�i� h!;xi �2 d! d� == 12 (2�)�3=2 +1Z�1 Zj!j=1 +1Z�1 Rf(!; p)ei� (p�h!;xi )�2 dp d! d� == 14�2 +1Z�1 +1Z�1 bF (x; p)ei�p�2 dp d� = � 12� bF 00p (x; 0) :óÒÁ×ÎÉ× ÜÔÏÔ ×Ù×ÏÄ Ó ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ×Ù×ÏÄÏÍ ÄÌÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ (�. 1.5),ÚÁÍÅÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÉÞÉÅ ÍÅÖÄÕ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÉÚ-ÚÁ ÒÁÚÌÉÞÉÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×ÏÂßÅÍÁ × �ÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ: j�j d� d! ÄÌÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É �2 d� d!ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎË�ÉÑ f ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ �Ï RfÓ �ÏÍÏÝØÀ ÎÅÌÏËÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ. ïÄÎÁËÏ ÆÕÎË�ÉÑ p�f; ÇÄÅ � |Ï�ÅÒÁÔÏÒ ìÁ�ÌÁÓÁ, ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ �Ï Rf ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊÏÂÒÁÝÅÎÉÑ:p�f(x1; x2) = 14� 2�Z0 (Rf)00p ('; x1 
os' + x2 sin')d':ðÏÓËÏÌØËÕ p� | ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÊ �ÓÅ×ÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒ, ÆÕÎË�ÉÑp�f ÉÍÅÅÔ ÔÅ ÖÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ É f: üÔÉÍ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØ-ÓÔ×ÏÍ �ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÉÎÏÇÄÁ × ÔÏÍÏÇÒÁÆÉÉ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊÆÕÎË�ÉÉ Rf; ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ Rf:2.2. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ × ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ëÁË É ×Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ × ÔÒÅÈÍÅÒ-ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ Å×ËÌÉÄÏ×Á ÓÔÒÕËÔÕÒÁ,Á ×�ÏÌÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ. âÕÄÅÍ ÚÁÄÁ×ÁÔØ �ÌÏÓËÏÓÔÉÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ �1x1 + �2x2 + �3x3 � p = 0



x2. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 27É ÚÁÄÁÄÉÍ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �1x1 + �2x2 + �3x3 � p = 0 ÍÅÒÕ d��ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ dx1dx2= d(�1x1+�2x2+�3x3�p)d��: åÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÏÒ-ÄÉÎÁÔ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ×ÚÑÔÁ ÌÀÂÁÑ �ÁÒÁ xi; xj; ÔÏ ÜÔÁ ÍÅÒÁ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈxi; xj ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ: d�� = dxidxjj�kj (k 6= i; j);Ô.Å. ÏÎÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÚÁÄÁÀÝÅÇÏ �ÌÏÓËÏÓÔØ.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔ-ÒÁÎÓÔ×Å ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ:Rf(�;p) = Rf(�1; �2; �3;p) = Z�1 x1+�2 x2+�3 x3=pf(x)d�� = (2.11)= Z f(x1; x2; p � �1x1 � �2x2�3 ) dx1dx2j�3j : (2.12)ëÁË É × Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÆÕÎË�ÉÑ Rf ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ:Rf(��; �p) = j�j�1Rf(�;p):�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÎÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �1x1+�2x2+�3x3��p = 0; ÎÏ É ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× �1; �2; �3; p:ðÒÉ j�j = 1 ÆÕÎË�ÉÑ Rf ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎË�ÉÅÊ Rf(!;p):÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ Rf ÞÁÓÔÏ �ÉÛÕÔ × ×ÉÄÅ:Rf(�1; �2; �3; p) = ZR3 f(x1;x2;x3)Æ(�1x1 + �2x2 + �3x3 � p)dx1dx2dx3;ÇÄÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Æ(�1x1 + �2x2 + �3x3 � p) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÍÕ ×Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 2.2. æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁ-ÄÏÎÁ (2.12) ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ:f(x) = � 18�3 Z� (Rf)00p (�;p)jp= h�;xi !(�); (2.13)ÇÄÅ !(�) = �1d�2 ^ d�3 + �2 d�3 ^ d�1 + �3d�1d�2;Á �| �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ × R3n0; �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ�ÏÞÔÉ ËÁÖÄÙÊ ÌÕÞ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÊ ÉÚ ÔÏÞËÉ 0:



28 çì. I. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁðÏÄÏÂÎÏ Ä×ÕÍÅÒÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ, ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (2.13) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚÄ×ÕÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÆÁËÔÏ×: 1) ÉÎÔÅÇÒÁÌ (2.13) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ � É2) × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ � | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÓÆÅÒÁ, (2.13) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (2.7) ÄÌÑ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.2.3. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒ-ÎÏÓÔÉ. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÄÌÑ R2 É R3 ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ-ÎÅÓÔÉ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. éÍÅÎÎÏ, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅòÁÄÏÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ f 2 S(Rn) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:Rf(�; p) = ZRn f(x)Æ( h�; xi � p)dx; � 2 (Rn)0 n 0; p 2 R; (2.14)ÇÄÅ h�; xi = P�ixi; dx = dx1 : : :dxn É Æ(p) | ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ ÏÄÎÏÇÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Æ( h�; xi � p) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅÄÌÑ ÓÌÕÞÁÅ× n = 2 É n = 3:ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ. åÓÌÉ ' = Rf; ÔÏf(x) = (�1)n�122(2�)n�1 Zj!j=1 �n�1'(!;s)�sn�1 ���s= h!;xi d� (2.15)�ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ n; ÇÄÅ d� | ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂßÅÍÁ ÓÆÅÒÙ j!j = 1 × Rn;f(x) = (�1)n=2(2�)n Zj!j=1 +1Z�1 �n�1'(!;s)�sn�1 ���s= h!;xi+p p�1dpd� (2.16)�ÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n; ÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ �Ï p �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÇÌÁ×ÎÏÇÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÄÏÂÎÏ ÓÌÕÞÁÑÍ n = 2 É n = 3; ÆÏÒÍÕÌÁÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÌÏËÁÌØÎÁ �ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ n É ÎÅÌÏËÁÌØÎÁ �ÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n:æÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (2.15) É (2.16) ÍÏÖÎÏ ÏÂßÅÄÉÎÉÔØ, ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ-×Á×ÛÉÓØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ (p � i0)�1: ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÏÎÁ ÅÓÔØ�ÒÅÄÅÌ �ÒÉ s!+0 ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ us(p)=(p�is)�1:éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏÆÕÎË�ÉÑ (p� i0)�1 �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ p�1 É Æ(p) : (p � i0)�1 = p�1 + i� Æ(p): (2.17)íÙ ÉÍÅÅÍ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ n ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ:f(x) = � i2��n Zj!j=1 +1Z�1 �n�1'(!;s)�sn�1 (s � h!; xi � i0)�1 dsd�: (2.18)



x 3. ÷ÏÌÎÏ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ É �ÒÉÎ�É� çÀÊÇÅÎÓÁ 29÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÚ (2.17) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ n ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2.18)ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó (2.15), Á �ÒÉ ÞÅÔÎÏÍ | Ó (2.16).ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ × ÄÒÕÇÏÊ, ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, �Å-ÒÅÊÄÑ ÏÔ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ R Ë \ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍÕ" �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀòÁÄÏÎÁ eR: éÍÅÎÎÏ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ eR ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:eRf(�;p) = ZRn f(x) ( h�; xi � p � i0)�1 dx: (2.19)ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ eRf É Rf Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ:eRf(�;p) = +1Z�1 Rf(�;s) (s � p � i0)�1ds:ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ (2.18) ÓÌÅÄÕÅÔ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ \ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ"�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ eR : ÅÓÌÉ  = eRf; ÔÏf(x) = � i2��n Zj!j=1 �n�1 (!;s)�sn�1 ���s= h!;xi d�: (2.20)ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÌÏËÁÌØÎÁ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ n:x 3. ÷ÏÌÎÏ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ É �ÒÉÎ�É� çÀÊÇÅÎÓÁúÄÅÓØ ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ËÁË �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ �ÏÌÕÞÁ-ÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÊ ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. ÷Ù×ÏÄÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ ÍÅÔÏÄÅ �ÌÏÓËÉÈ ×ÏÌÎ.3.1. ä×ÕÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. ðÕÓÔØ ÍÙ ÉÍÅÅÍ Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ ×ÏÌÎÏ×ÏÅ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÅ �2u�t2 = �2u�x12 + �2u�x22 :òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ëÏÛÉ:u(0; x) = 0; u0t(0; x) = f(x); (3.1)ÇÄÅ, ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ, f 2 D(R2):íÅÔÏÄ �ÌÏÓËÉÈ ×ÏÌÎ Ï�ÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï, ÞÔÏ ÅÓÌÉ'(s) | ÌÀÂÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÄÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ�!(t; x) = '(t + h!; xi ); ÇÄÅ j!j = 1; Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ! ÒÅÛÅÎÉÅÍ



30 çì. I. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (�ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ). �ÁËÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÌÏÓËÉÍÉ ×ÏÌÎÁÍÉ. íÅÔÏÄ �ÌÏÓËÉÈ ×ÏÌÎ ÓÏÓÔÏÉÔ × �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ×ÉÄÅ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ�ÌÏÓËÉÈ ×ÏÌÎ.ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (3.1). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ:u(t; x) = 14�2 +1Z�1 2�Z0 Rf('; p � t + x1 
os' + x2 sin')p�1 d'dp; (3.2)ÇÄÅ Rf('; p) | �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ f: ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎË�ÉÑu �ÏÌÕÞÅÎÁ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �ÌÏÓËÉÈ ×ÏÌÎ, ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ×ÏÌÎÏ-×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. õÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ u Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (3.1).÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÒÉ t = 0 �ÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ × (3.2) ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË�ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ('; p) 7! ('+�;�p); ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, u((0;x)=0:äÁÌÅÅ, ÉÍÅÅÍ:u0t(0; x) = � 14�2 +1Z�1 2�Z0 (Rf)0p('; p + x1 
os' + x2 sin')p�1 d'dp = f(x);ÇÄÅ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (1.11) ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑòÁÄÏÎÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.íÙ ÈÏÔÉÍ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ × (3.2) ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ Rf Ë ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉf: äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ (1.10) ÍÅÖÄÕ ÓÒÅÄÎÉÍÉÆÕÎË�ÉÊ f É Rf :2�Z0 Rf('; p + x1 
os' + x2 sin')d' == 2 1Zjpj 2�Z0 f(x1 + r 
os'; x2 + r sin')pr2 � p2 rd'dr == 2 Zjyj2>p2 f(x + y)pjyj2 � p2 dy (dy = dy1 dy2);ÇÄÅ jyj2 = y12 + y22: íÙ �ÏÌÕÞÉÍ:u(t; x) = 12�2 ZR2 K(t; y)f(x + y)dy ;



x 3. ÷ÏÌÎÏ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ É �ÒÉÎ�É� çÀÊÇÅÎÓÁ 31ÇÄÅ K(t; y) = t+jyjZt�jyj dpppjyj2 � (p � t)2(�ÒÉ t < jyj �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÎÕÖÎÏ �ÏÎÉÍÁÔØ × ÓÍÙÓÌÅ ÇÌÁ×ÎÏÇÏÚÎÁÞÅÎÉÑ). üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÄÁÅÔ: K(t; y) = 0 �ÒÉ t < jyj;K(t; y) = �pt2�jyj2 �ÒÉ t > jyj: ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ:u(t; x) = 12�2 Zjyj<t f(x + y)pt2 � jyj2 dy (3.3)(ÆÏÒÍÕÌÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ).íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ÔÏÞËÅ x × ÍÏÍÅÎÔ×ÒÅÍÅÎÉ t ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ × ËÒÕÇÅ ÒÁÄÉÕÓÁ t Ó�ÅÎÔÒÏÍ × x: üÔÏÔ ÜÆÆÅËÔ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ �ÅÒÅÄÎÅÇÏ ÆÒÏÎÔÁ ×ÏÌÎÙ: ÓÉÇÎÁÌ Ä×É-ÖÅÔÓÑ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 1, É ÚÁ ×ÒÅÍÑ t ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÄÏÊÔÉ ÄÏ x ÔÏÌØËÏ ÉÚÔÏÞÅË, ÎÁÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÏÔ x ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅÍ, ÞÅÍ 1:3.2. �ÒÅÈÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. �Å�ÅÒØ ÎÁÊÄÅÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (3.1)ÄÌÑ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ:�2u�t2 = �2u�x12 + �2u�x22 + �2u�x32 ; u(0; x) = 0; u0t(0; x) = f(x): (3.4)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ:u(t; x) = � 18�2 Zj!j=1 (Rf)0p(!; t + h!; xi )d! ; (3.5)ÇÄÅ Rf(!; p) | �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ f(x) = f(x1; x2; x3):üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ, ÂÕÄÕÞÉ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �ÌÏÓËÉÈ ×ÏÌÎ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ×ÏÌ-ÎÏ×ÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ. õÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ(3.4). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÒÉ t=0 �ÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ × (3.5) Ñ×ÌÑÅÔÓÑÎÅÞÅÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÎÁ ÓÆÅÒÅ j!j = 1; ÚÎÁÞÉÔ, u(0;x) = 0: äÁÌÅÅ, ÉÍÅÅÍ:u0t(0; x) = � 18�2 Zj!j=1 (Rf)00p (!; h!; xi )d! = f(x);ÇÄÅ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.



32 çì. I. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ÷ÅÒÎÅÍÓÑ × (3.5) ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ Rf Ë ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f: äÌÑ ÜÔÏÇÏ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ (2.9) ÍÅÖÄÕ ÓÒÅÄÎÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÊ f É Rf :Zj!j=1 f(x + t!)d! = � 12� t Zj!j=1 (Rf)0p(!; t + h!; xi )d! :íÙ �ÏÌÕÞÉÍ: u(t; x) = t4� Zj!j=1 f(x + t!)d! (3.6)(ÆÏÒÍÕÌÁ ëÉÒÈÇÏÆÁ).íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ÔÏÞËÅx × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ × ÔÏÞËÁÈ,ÎÁÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ t ÏÔ x (�ÒÉÎ�É� çÀÊÇÅÎÓÁ). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÜÆÆÅËÔ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ, ÎÏ ÉÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÊ ÜÆÆÅËÔ | ×ÙÒÁÖÅÎ ÚÁÄÎÉÊ ÆÒÏÎÔ ×ÏÌÎÙ: Ë ÍÏÍÅÎÔÕ×ÒÅÍÅÎÉ t ÓÉÇÎÁÌ ÏÔ ÔÏÞÅË, ÎÁÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÏÔ x ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ, ÍÅÎØÛÅÍÞÅÍ t; ÕÖÅ �ÒÏÛÅÌ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ x × �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ×ÒÅÍÅÎÉ ÉÎÅ ÓÏÈÒÁÎÉÌÓÑ × ÎÅÊ. üÔÏ ÒÁÚÌÉÞÉÅ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÅÒÎÙÍ É ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÍÓÌÕÞÁÑÍÉ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÔÏÍÕ ÆÁËÔÕ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÏËÁÌØÎÁ, Á × Ä×ÕÍÅÒÎÏÍÎÅÌÏËÁÌØÎÁ.x 4. õÓÌÏ×ÉÑ ëÁ×ÁÌØÅÒÉ É ÔÅÏÒÅÍÙ ðÜÌÉ | ÷ÉÎÅÒÁÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ4.1. õÓÌÏ×ÉÑ ëÁ×ÁÌØÅÒÉ ÄÌÑ ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ. òÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ Rf(�1; �2; p) (× ÁÆÆÉÎÎÏÍ ×ÁÒÉÁÎÔÅ) ÎÁÆÕÎË�ÉÑÈ f 2 S(R2); ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (1.12). îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ, ËÁËÏÊ ÚÁ�ÁÓÆÕÎË�ÉÊ Rf �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ Rf ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ:Rf(��; �p) = j�j�1Rf(�; p): (4.1)äÁÌÅÅ, ÏÎÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙ ÎÁ (R2 n 0) � R É ÂÙÓÔÒÏÕÂÙ×ÁÀÔ �Ï p �ÒÉ p ! 1 ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï �; j�j = 1; ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ ×ÓÅÍÉ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ. ÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ: ÉÍÅÀÔÓÑ ÌÉ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÄÒÕÇÉÅÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ Rf ÉÚ ÏÂÒÁÚÁ S(R2)?úÁÍÅÔÉÍ �ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÞÔÏ+1Z�1 Rf(�; p)dp = ZR2 f(x)dx; (4.2)



x4. õÓÌÏ×ÉÑ ëÁ×ÁÌØÅÒÉ É ÔÅÏÒÅÍÙ ðÜÌÉ{÷ÉÎÅÒÁ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ R 33Ô.Å. ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �: üÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÏ ÓËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ �ÒÉÎ�É�ÏÍ ëÁ×ÁÌØÅÒÉ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÍ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ �ÌÏÝÁÄØ�ÌÏÓËÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ÞÅÒÅÚ ÄÌÉÎÙ ÅÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ Ó �ÕÞËÏÍ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ�ÒÑÍÙÈ ÌÀÂÏÇÏ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ. éÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ f | ÈÁÒÁËÔÅ-ÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �ÌÏÓËÏÊ ÆÉÇÕÒÙ, ÔÏ Rf(�; p) �ÒÉ j�j = 1 ÒÁ×ÎÏÄÌÉÎÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÆÉÇÕÒÙ Ó �ÒÑÍÏÊ �1x1 + �2x2 � p = 0; É ÔÅÍÓÁÍÙÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (4.2) ×ÙÒÁÖÁÅÔ �ÌÏÝÁÄØ �ÌÏÓËÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ÞÅÒÅÚ ÄÌÉÎÙÅÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ Ó �ÕÞËÏÍ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÅ×ÁÑÞÁÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ �ÕÞËÁ. ðÏ ÜÔÏÊ �ÒÉÞÉÎÅ ÍÙÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ � ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ R +1�1 Rf(�; p)dp;Á ÔÁËÖÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ ëÁ×ÁÌØÅÒÉ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÍÅÎÔÙ ÆÕÎË�ÉÉ Rf(�; p) �Ï p :Ik(�) = +1Z�1 Rf(�; p)pk dp; k = 0;1;2; : : : (4.3)ðÏÄÓÔÁ×É× ÓÀÄÁ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ Rf ÞÅÒÅÚ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f(x); �ÏÌÕ-ÞÁÅÍ: +1Z�1 Rf(�; p)pk dp = ZR2 f(x) h�; xikdx: (4.4)éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (4.4) ÓÌÅÄÕÀÔõÓÌÏ×ÉÑ ëÁ×ÁÌØÅÒÉ. éÎÔÅÇÒÁÌ Ik(�) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ k ÏÔ �1; �2 (k = 0;1;2; : : :) 1).äÁÄÉÍ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× Ik(�) ÎÁ ÑÚÙËÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑæÕÒØÅ F f ÆÕÎË�ÉÉ f: ëÁË ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ × x 1, ÆÕÎË�ÉÉ F f(�) ÉRf(�;p) Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ:F f(��) = (2�)�1 +1Z�1 Rf(�; p)ei�� dp (� 6= 0) :ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ: Ik(�) = 2� i�k �kF f(��)��k ����=0 : (4.5)1)üÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ (ÄÌÑ ÁÆÆÉÎÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ) ×�ÅÒ×ÙÅÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÙ × ÓÔÁÔØÅ: çÅÌØÆÁÎÄ é.í. É çÒÁÅ× í.é., éÎÔÅÇÒÁÌÙ �Ï ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓ-ËÏÓÔÑÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ É ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ // äÏËÌÁÄÙ áî óóóò. | 1960. | � 6.| C. 1307{1310.



34 çì. I. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ ÆÕÎË�ÉÑ F f ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅ-ÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ 0 �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ, Ô.Å. ÆÕÎË�ÉÑ F f(��)ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ �Ï � × ÔÏÞËÅ � = 0 �ÒÉ ÌÀÂÏÍ � 6= 0:ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ëÁ×ÁÌØÅÒÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÓÔÉ F f(�) × ÔÏÞËÅ � = 0:÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ F f(�) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ� = 0: �ÏÇÄÁ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ × (4.5) ÒÁ×ÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÓÔÅ-�ÅÎÉ k × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ F f �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ �ÅÊÌÏÒÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ �=0;ÚÎÁÞÉÔ, ÉÚ (4.5) ÓÌÅÄÕÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑ ëÁ×ÁÌØÅÒÉ. ïÂÒÁÔÎÏ, �ÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑF f ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ 0 �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ É×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ ëÁ×ÁÌØÅÒÉ. �ÏÇÄÁ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ �ÅÊÌÏÒÁ ÄÌÑ F f(��)ËÁË ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ � ÉÍÅÅÍ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ n É �ÒÉ j�j = 1 :F f(��) = nXk=0 �kF f(��)��k ����=0 + o(j�jn) == (2�)�1 nXk=0 ik�kk! Ik(�) + o(j�jn) :�ÁË ËÁË Ik(�) | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ k ÏÔ �1; �2; ÜÔÏÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ:F f(�) = (2�)�1 nXk=0 ikk! Ik(�) + o(j�jn) : (4.6)÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÄÌÑ F f(�) ÆÏÒÍÕÌÕ �ÅÊÌÏÒÁ �ÏÒÑÄËÁ k ×ÔÏÞËÅ 0: ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ F f(�) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ �Ï�1; �2 × ÔÏÞËÅ 0:4.2. �ÅÏÒÅÍÁ ðÜÌÉ | ÷ÉÎÅÒÁ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S(R2). õÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÑ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÏÂÒÁÚÏ× ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ× �ÒÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ òÁÄÏÎÁ, ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÅÏÒÅÍÁÍÉ ðÜÌÉ| ÷ÉÎÅÒÁ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.�ÅÏÒÅÍÁ 4.1. æÕÎË�ÉÑ '(�1; �2; p) ÎÁ (R2 n 0) � R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÅÍ òÁÄÏÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ f 2 S(R2), ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ:1) ' ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ (4.1);2) ' ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ;3) ÌÀÂÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÉ ' ÕÂÙ×ÁÅÔ �ÒÉ j�j = 1 É p ! 1ÂÙÓÔÒÅÅ ÌÀÂÏÊ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ jpj;4) ' ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ëÁ×ÁÌØÅÒÉ.



x4. õÓÌÏ×ÉÑ ëÁ×ÁÌØÅÒÉ É ÔÅÏÒÅÍÙ ðÜÌÉ{÷ÉÎÅÒÁ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ R 35äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÊ.ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ '(�; p) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍÆÕÎË�ÉÀ F (�) ÎÁ R2 n 0 ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ:F (�) = (2�)�1 +1Z�1 '(�; p)eip dp:÷×ÉÄÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ 1), ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÅÍÕ: F (��) = (2�)�1 +1Z�1 '(�; p)ei�p dp:éÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ 2) É 3) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ F ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕ-ÅÍÁ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ � 6=0; Á �ÒÉ �=0 ÏÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ �Ï×ÓÅÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÍ; ÚÎÁÞÉÔ, × ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÊ ëÁ×ÁÌØÅÒÉ, ÏÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ É × ÔÏÞËÅ � = 0: äÁÌÅÅ, ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ 2) É 3) ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ F ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ ×ÓÅÍÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, F 2 S(R2); Á �ÏÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÑ f 2 S(R2) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏF = F f: �ÏÇÄÁ '(�; p) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ òÁÄÏÎÁ Rf(�; p)ÆÕÎË�ÉÉ f; �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ �Ï p ÒÁ×ÎÙ ÏÄÎÏÊ ÉÔÏÊ ÖÅ ÆÕÎË�ÉÉ F f(��):4.3. �ÅÏÒÅÍÁ ðÜÌÉ | ÷ÉÎÅÒÁ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á D(R2) ÆÉÎÉÔÎÙÈÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ..�ÅÏÒÅÍÁ 4.2. æÕÎË�ÉÑ '(�1; �2; p) ÎÁ (R2 n 0) � R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÅÍ òÁÄÏÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ f 2 D(R2) × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ,ËÏÇÄÁ:1) ' ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ (4.1);2) ' ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ (R2 n 0) � R É ÆÉÎÉÔÎÁ �Ï p;3) ' ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ëÁ×ÁÌØÅÒÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ f 2 D(R2); ÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅòÁÄÏÎÁ Rf ÆÕÎË�ÉÉ f ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ 1) É 2). õÓÌÏ×ÉÑëÁ×ÁÌØÅÒÉ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ D(R2) � S(R2):ïÂÒÁÔÎÏ, �ÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ ' ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ. �ÏÇÄÁ' ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ É ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.1, Á �ÏÔÏÍÕ ' Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ òÁÄÏÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f 2S(R2): ïÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØÔÏÌØËÏ ÆÉÎÉÔÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ f: ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÆÉÎÉÔÎÏÓÔÉf; �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ èÅÌÇÁÓÏÎÕ 1).1)èÅÌÇÁÓÏÎ ó. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ. | í.: íÉÒ, 1983.



36 çì. I. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁéÔÁË, �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ, '| ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, Ô.Å. ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ a> 0Rf(�; p) = Rf(
os �; sin�; p) = 0 �ÒÉ jpj > a: (4.7)äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏF (x; r) � 2�Z0 Rf(x1 + r 
os�; x2 + r sin�; p)d� = 0 �ÒÉ r > jxj+ a:(4.8)÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ bF (x; p) | ÓÒÅÄÎÅÅ ÆÕÎË�ÉÉ ' ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å�ÒÑÍÙÈ, ÏÔÓÔÏÑÝÉÈ ÏÔ ÔÏÞËÉ x ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ jpj: éÚ (4.7) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏbF (x; p) = 0 �ÒÉ jpj> jxj+a: îÏ ÔÏÇÄÁ, × ÓÉÌÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ áÊÓÇÅÊÒÓÓÏÎÁ(�. 1.2), F (x; r) = 0 �ÒÉ r > jxj+ a:äÏËÁÖÅÍ ÄÁÌÅÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (4.8), ÔÏÜÔÏÍÕ ÖÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÆÕÎË�ÉÉ xif , i = 1;2:÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÚ (4.8) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏZjyj>r f(x + y)dy = 0 �ÒÉ r > jxj + a;ÏÔËÕÄÁ Zjyj>r f 0xi (x + y)dy = 0 �ÒÉ r > jxj+ a; i = 1;2:óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ óÔÏËÓÁ ÉÍÅÅÍ:Zjyj>r f 0xi(x + y)dy = r 2�Z0 f(x + r!)!id� ;ÇÄÅ ! = (
os�; sin�): úÎÁÞÉÔ,2�Z0 f(x + r!) (x+ r!)id� � xi 2�Z0 f(x + r!)d� ++ r 2�Z0 f(x + r!)!id� = 0 �ÒÉ r > jxj + a;ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.÷ ÓÉÌÕ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ, ÓÒÅÄÎÅÅ ÆÕÎË�ÉÉ P (x)f(x) �Ï ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉÒÁÄÉÕÓÁ r > a Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ 0 ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁP (x): óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, f = 0 ÎÁ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ×Ï ×ÓÅÊÏÂÌÁÓÔÉ jxj > a:



x4. õÓÌÏ×ÉÑ ëÁ×ÁÌØÅÒÉ É ÔÅÏÒÅÍÙ ðÜÌÉ{÷ÉÎÅÒÁ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ R 374.4. ïÂÒÁÝÅÎÉÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ f 2 D(R2) �ÒÉ�ÏÍÏÝÉ ÍÏÍÅÎÔÏ×. ðÕÓÔØ f | ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. �ÏÇÄÁ ÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ F f { �ÅÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, É, × ÓÉÌÕ (4.6), ÒÑÄ �ÜÊÌÏÒÁ ÆÕÎË�ÉÉF f ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:F f(�) = (2�)�1 1Xk=0 ikk! Ik(�) ; (4.9)ÇÄÅ Ik(�) | k-Ê ÍÏÍÅÎÔ ÆÕÎË�ÉÉ Rf(�; p) �Ï p; Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÏÍ k-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ. âÅÒÑ ÏÔ F f ÏÂÒÁÔÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ, �ÏÌÕÞÁÅÍÓ�ÏÓÏÂ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀ f �Ï ÍÏÍÅÎÔÁÍ Ik:éÔÁË, ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ f 2D(R2) �ÏÌÕÞÅÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ, ÉÓ�ÏÌØ-ÚÕÀÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÍÏÍÅÎÔÙ Ik: üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ × x 1.�ÁË ËÁË ÍÏÍÅÎÔÙ Ik Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ, ÔÏ ÄÌÑ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ f ÉÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ ÎÁ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ÄÕÇÅÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ j�j= 1 ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅË(ÏÂÝÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ).úÁÍÅÞÁÎÉÅ. úÁÓÌÕÖÉ×ÁÅÔ ×ÎÉÍÁÎÉÑ ×Ï�ÒÏÓ, ÞÅÍ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞ-ÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ. ÷ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÍÙ ÉÍÅÅÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ,Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏÍ, ÞÅÍÏÂÒÁÚ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ) É ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ (×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ,ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍ) ÑÄÒÏÍ. òÁÚÎÏÓÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÏÂÒÁ-ÝÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ÎÁ ÏÂÒÁÚÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÜÌÉ| ÷ÉÎÅÒÁ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S(R2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ,ÒÁ×ÎÙÊ ÎÕÌÀ ÎÁ ÏÂÒÁÚÅ S(R2); �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ ëÁ×ÁÌØÅÒÉ É× ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ S(R2) ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ. ïÂÒÁÚÖÅ D(R2) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÆÉÎÉÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, É ÚÁ�ÁÓ ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÝÉÈÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× ÚÄÅÓØ ÂÏÌÅÅ ÂÏÇÁÔ. ðÏÜÔÏÍÕ × ÓÌÕÞÁÅ D(R2) ÕÄÁÅÔÓÑÓÔÒÏÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ, ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÉÚ x 1.ïÄÉÎ ×ÁÒÉÁÎÔ ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÉÊ ÍÏÍÅÎÔÙ, �ÏÌÕÞÅÎ × ÜÔÏÍ�ÕÎËÔÅ, ÄÒÕÇÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÓÍ. × �. 5.1.4.5. ÷ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ �Ï ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑÍ Rf . úÄÅÓØ ÍÙ ÉÚÌÏÖÉÍ ÅÝÅ ÏÄÉÎ �ÒÉÍÅÒ ÎÁ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÊëÁ×ÁÌØÅÒÉ �ÒÉ ÏÂÒÁÝÅÎÉÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ. åÓÌÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÅ òÁÄÏÎÁ Rf('; p) ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏÎÁÂÏÒÁ ÕÇÌÏ× 'i; i= 1;2; : : : ;n; ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØÆÕÎË�ÉÀ f:÷ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÊ ÍÉËÒÏÓËÏ�ÉÉ ÄÌÑ ÒÉÂÏÓÏÍ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÓÉ-ÔÕÁ�ÉÑ: ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Rf('; p) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÕÇÌÏ× '1; '2; : : : ; 'nÉ ×ÓÅÈ p; Ô.Å. ÚÁÄÁÎÏ n ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ p; ÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÁÍÉÈ ÕÇÌÏ× 'i ÎÅÉÚ-×ÅÓÔÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ f ÎÁÄÏ �ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ



38 çì. I. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÕÇÌÙ, ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÉÈ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÂÝÅÇÏ�Ï×ÏÒÏÔÁ.á.â. çÏÎÞÁÒÏ× 1) �ÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÆÉÎÉÔÎÏÓÔØÀ É Ï�ÉÒÁÑÓØÎÁ ÕÓÌÏ×ÉÑ ëÁ×ÁÌØÅÒÉ, ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ | × ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÝÅÇÏ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ | �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ n:ðÕÓÔØ f | ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, Rf | ÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ,Ik(') | ÍÏÍÅÎÔÙ ÆÕÎË�ÉÉ Rf (k = 1;2; : : :): ÷ ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÊ ëÁ×Á-ÌØÅÒÉ, Ik Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ k ÏÔ 
os', sin';× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, I1(') = �1 
os' + �2 sin';I2(') = �1 
os2' + �2 
os' sin' + �3 sin2': (4.10)úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ I1 É I2 ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ:I1(') = a 
os(' � �) ;I2(') = b 
os2(' � �) + 
: (4.11)÷ÓÅ ×ÈÏÄÑÝÉÅ × (4.10) É (4.11) �ÁÒÁÍÅÔÒÙ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ f:ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ I1(') 6� 0 É I2(') 6� 0, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ(y1; y2) ËÒÉ×ÕÀ �f ; ÚÁÄÁÎÎÕÀ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ:y1 = I1('); y2 = I2('):ìÅÍÍÁ. �f | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ 4.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÔÅ�ÅÎØ ËÒÉ×ÏÊ �f Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÞÉÓÌÏ ÅÅ ÔÏÞÅË ×�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ Ó �ÒÑÍÏÊ ÏÂÝÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ Ay1 +By2 +C = 0; Ô.Å. ÞÉÓÌÏÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:(A (�1 t1 + �2 t2) + B (�1 t21 + �2t1t2 + �3t22) + C = 0t21 + t22 = 1:ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ f ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ.ëÒÉ×ÁÑ 4 ÓÔÅ�ÅÎÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ 15 Ó×ÏÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÏÂÝÅÇÏ �ÏÌÏ-ÖÅÎÉÑ (ÞÉÓÌÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �ÏÌÉÎÏÍÁ P (y1; y2) ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ).ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÉ Rf('; p) ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÄÌÑ 15 ÚÎÁÞÅÎÉÊ '; ÔÏÉÚ×ÅÓÔÎÙ 15 ÔÏÞÅË ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ �f ; É ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÜÔÕ ËÒÉ×ÕÀ. åÓÌÉ ÖÅ1)çÏÎÞÁÒÏ×á.â. �ÒÅÈÍÅÒÎÁÑÒÅËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÏÂÒÁÚÏÍÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÉÄÅÎÔÉÞÎÙÈ ÞÁÓÔÉ� �Ï ÉÈ �ÒÏÅË�ÉÑÍ: ÷ ÓÂ. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ�ÒÏÂÌÅÍÙ ÔÏÍÏÇÒÁÆÉÉ / ðÏÄ ÒÅÄ. é.í. çÅÌØÆÁÎÄÁ É ó.ç. çÉÎÄÉËÉÎÁ. // ÷Ï�ÒÏÓÙËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. | í., 1990. | C.99{132.



x 5. æÏÒÍÕÌÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ É ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ 39ËÒÉ×ÁÑ �f ÉÚ×ÅÓÔÎÁ, ÔÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ a; b; 
 × (4.11) Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ:a = (y1)max ; b = 12((y2)max � (y2)min) ; 
 = 12((y2)max + (y2)min) :�ÁË ËÁË ÓÄ×ÉÇ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ ' ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ËÒÉ×ÏÊ �f ; ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,ÞÔÏ '1=0: ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ ÚÎÁÅÍ 
os�; 
os2� É 
os('i��); 
os2('i��)�ÒÉ i = 2;3; : : : ;15: óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ,ÅÓÌÉ �; � É 'i ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÏÂÝÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÔÏÕÇÌÙ '2; '3; : : : ; '15 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. þÉÓÌÏ ÕÇÌÏ× n = 15 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÂÙÔÏÞÎÙÍ ÏÔÔÏÇÏ, ÞÔÏ�ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ×ÓÅ ËÒÉ×ÙÅ � 4 ÓÔÅ�ÅÎÉ, Á ÌÉÛØ ËÒÉ×ÙÅ �f Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ×ÉÄÁ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ È×ÁÔÁÅÔ 5 ÕÇÌÏ×'1; '2; : : : ; '5 ('1=0) �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ�ÒÉÞÉÎÅ. �ÁË ËÁË ÕÇÏÌ '1 ÒÁ×ÅÎ 0; × ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÈ (4.10) ÎÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÙËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �1; �1: ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÅÒÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÓÉ-ÓÔÅÍÕ ÉÚ 2 � 4 = 8 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó 7 ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ �2; �2; �3 É '2; '3; '4; '5:íÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÝÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÜÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.ðÒÉÍÅÞÁÎÉÅ. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ �ÅÒÅÎÏ-ÓÑÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ.x 5. æÏÒÍÕÌÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÉÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ5.1. æÏÒÍÕÌÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.îÁÒÑÄÕ Ó ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ æÕÒØÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÇÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ | ÒÑÄæÕÒØÅ. íÙ Õ×ÉÄÉÍ × ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÄÉÓËÒÅÔÎÙÊÁÎÁÌÏÇ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÔÁË ÖÅ Ó×ÑÚÁÎ Ó ÒÑÄÏÍ æÕÒØÅ,ËÁË �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ Ó �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÒÑÄ æÕÒØÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ðÕÁÓÓÏÎÁÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ æÕÒØÅ. éÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØ f |ÇÌÁÄËÁÑ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁR2; F | ÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ. �ÏÇÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ðÕÁÓÓÏÎÁ,+1Xk1;k2=�1f(x1 + k1; x2 + k2) = 2� +1Xk1;k2=�1Ff(2�k1; 2�k2)e�2� i (k1x1+k2 x2)(5.1)(ÏÂÁ ÒÑÄÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ). åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ ×Ë×ÁÄÒÁÔÅ 0 < x1; x2 < 1; ; ÔÏ ÄÌÑ ÔÏÞÅË (x1; x2) ÜÔÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ × ÌÅ×ÏÊ



40 çì. I. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁÞÁÓÔÉ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ ÞÌÅÎ Ó (k1; k2) = (0; 0) É ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ f ÒÑÄÏÍ æÕÒØÅ:f(x1; x2) = 2� +1Xk1;k2=�1Ff(2�k1; 2�k2)e�2� i (k1x1+k2 x2): (5.2)éÔÁË, ÆÕÎË�ÉÀ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÕÀ × Ë×ÁÄÒÁÔÅ, ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÔÁË É ÒÑÄÏÍ æÕÒØÅ.ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÁÎÁÌÏÇ ÆÏÒÍÕÌÙ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ.÷×ÅÄÅÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÔÏÞÅË (k1; k2) 2 Z2 ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ k1 > 0 ÉÞÉÓÌÁ k1; k2 ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ, ÌÉÂÏ (k1; k2) = (0; 1):�ÅÏÒÅÍÁ 5.1. ðÕÓÔØ f | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ R2É Rf(�1; �2;p) | ÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ. �ÏÇÄÁ+1Xk1;k2=�1f(x1 + k1; x2 + k2) = I(Rf) ++ X((k1;k2)2A� +1Xm=�1Rf(k1; k2;k1x1 + k2x2 + m) � I(Rf)�; (5.3)ÇÄÅ I(Rf) = +1Z�1 Rf(�1; �2;p)dp: (5.4)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ É ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ æÕÒØÅ, ÁÉÍÅÎÎÏ Rf(�1; �2;p) = +1Z�1 Ff(��)e�i�p d�; (5.5)ÇÄÅ Ff | �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÉ f: ðÏÜÔÏÍÕ (5.3) ÍÏÖÎÏ�ÏÌÕÞÉÔØ, ËÏÍÂÉÎÉÒÕÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÄÌÑ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ É ÏÄÎÏ-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ. ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀÎÅÎÕÌÅ×ÕÀ ÔÏÞËÕ ÉÚ Z2 ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ m(k1; k2); ÇÄÅm 2Zn 0; (k1; k2) 2 A: �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÆÏÒÍÕÌÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ (5.1) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ



x 5. æÏÒÍÕÌÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ É ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ 41ÚÁ�ÉÓÁÎÁ ÔÁË:+1Xk1;k2=�1f(x1 + k1; x2 + k2) = 2�nFf(0) ++ X((k1;k2)2A� +1Xm=�1Ff(2�mk1; 2�mk2)e�2� im (k1x1+k2 x2) � Ff(0)�o:(5.6)éÚ (5.5) ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÄÌÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ:+1Xm=�1Rf(�; p +m) = +1Xm=�1Ff(2�m�)e�2� imp:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,2� +1Xm=�1Ff(2�mk1; 2�mk2)e�2� im (k1x1+k2 x2) == +1Xm=�1Rf(k1; k2;k1x1 + k2x2 + m): (5.7)�ÁË ËÁË, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,Ff(0) = (2�)�1 +1Z�1 Rf(�;p)dpÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �; ÔÏ ÉÚ (5.6) É (5.7) ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (5.3).óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ × Ë×ÁÄÒÁÔÅ 0 < x1; x2 < 1;ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ (x1; x2) ÜÔÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÉÍÅÅÍ:f(x1; x2) = I(Rf) +X(k1;k2)2A� +1Xm=�1Rf(k1; k2;k1x1 + k2x2 + m) � I(Rf)�;(5.8)ÇÄÅ ÒÑÄ Ó�ÒÁ×Á ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ.



42 çì. I. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÄÌÑ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f; ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ-ÎÏÊ × Ë×ÁÄÒÁÔÅ, ÅÝÅ ÏÄÎÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ × ÓÌÕÞÁÅ,ËÏÇÄÁ I(Rf) = 0; ÆÕÎË�ÉÑ f ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ × ÔÏÞËÅ x, ÅÓÌÉ ÉÚ-×ÅÓÔÎÙ ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÔÏÌØËÏ �Ï �ÒÑÍÙÍ Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÍ ÞÅÒÅÚ x; É ÉÈ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÓÄ×ÉÇÁÍ,ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÍ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍ �p: úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ �ÒÑÍÙÅk1x1+ k2x2 = p É k1x1+ k2x2 = p+1 ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÙÞÎÏÊÅ×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ) ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ (k12+k22)�1=2:îÁÌÉÞÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×�Ï ÓÄ×ÉÎÕÔÙÍ �ÒÑÍÙÍ ÏÔÒÁÖÁÅÔ ÎÅÌÏËÁÌØÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ.ðÒÉÍÅÞÁÎÉÅ. æÏÒÍÕÌÁ (5.8) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÁ ÄÌÑ ÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏÏÂÒÁÝÅÎÉÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ.5.2. äÉÓËÒÅÔÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ; Ó×ÑÚØ Ó ÒÑÄÁÍÉ æÕÒØÅ1).ðÕÓÔØ f | ÆÕÎË�ÉÑ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÁÑ × Ë×ÁÄÒÁÔÅ 0 < x1; x2 < 1; Rf |ÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ. ïÔ�ÒÁ×ÌÑÑÓØ ÏÔ ÆÏÒÍÕÌÙ (5.8), ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ,�Ï ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÒÑÄÁÍÉ æÕÒØÅ , ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÆÕÎË�ÉÀ F ÎÁ A�R; ÚÁÄÁÎÎÕÀÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ F (k1k2; p) = +1Xm=�1Rf(k1; k2 ;p +m) � I(Rf); (5.9)ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ òÁÄÏÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ f: üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ �ÅÒÉÏ-ÄÉÞÎÁ �Ï p Ó �ÅÒÉÏÄÏÍ 1:÷ ÓÉÌÕ (5.8) ÆÕÎË�ÉÑ f ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Ó×ÏÅÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ:f(x1; x2) = I(Rf) + X(k1;k2)2AF (k1; k2;k1x1 + k2x2); 0 < x1; x2 < 1:(5.10)æÕÎË�ÉÑ F ÔÁË ÖÅ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÒÑÄÏÍ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÉ f; ËÁË �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ Rf Ó �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ F ÆÕÎË�ÉÉ f: éÍÅÎÎÏ,�ÕÓÔØ f(x1; x2) = +1Xn1;n2=�1a(n1; n2)e2� i (n1x1+n2 x2)1)çÉÎÄÉËÉÎ ó.ç. äÉÓËÒÅÔÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ // óÉÂ. ÍÁÔ. ÖÕÒÎÁÌ. |1966. | � 3. | ó. 708{712. óÍ. ÔÁËÖÅ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ × ÓÔÁ-ÔØÅ: î.ä.÷×ÅÄÅÎÓËÁÑ, ó.ç.çÉÎÄÉËÉÎ. äÉÓËÒÅÔÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ É ÒÅËÏÎ-ÓÔÒÕË�ÉÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ: ÷ ÓÂ. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÔÏÍÏÇÒÁÆÉÉ / ðÏÄ ÒÅÄ.é.í.çÅÌØÆÁÎÄÁ É ó.ç.çÉÎÄÉËÉÎÁ. // ÷Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ.| í., 1990, | ó. 57{99.



x 5. æÏÒÍÕÌÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ É ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ 43| ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ f × ÒÑÄ æÕÒØÅ ÎÁ 0 < x1; x2 < 1;F (k1; k2; p) = +1Xm=�1bm(k1; k2)e2� imp| ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ F × ÒÑÄ æÕÒØÅ �Ï p ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ 0 < p < 1: úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏb0(k1; k2) = 0: ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÉ ÒÑÄÙ × (5.10), �ÏÌÕÞÁÅÍ:+1Xn1;n2=�1a(n1; n2)e2� i (n1x1+n2 x2) == I(Rf) + Xm 6=0 X(k1;k2)2Abm(k1; k2)e2� im (k1 x1+k2 x2):ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ:a(mk1; mk2) = bm(k1; k2) �ÒÉ m 6= 0; (k1; k2) 2 A; (5.11)a(0;0) = I(Rf): (5.12)òÁ×ÅÎÓÔ×Ï (5.11) | ÄÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÆÏÒÍÕÌÙ (5.5).5.3. úÁÄÁÞÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÎÁ ÔÏÒÅ. ä×ÕÍÅÒÎÙÅ ÒÑÄÙ æÕ-ÒØÅ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ Ä×ÏÑËÏ | ËÁË �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÅ0 < x1; x2 < 1 ÆÕÎË�ÉÉ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÊ × ÜÔÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ, É ËÁË�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÁ ×ÓÅÍ R2 �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f; Ô.Å. ÔÁËÏÊ, ÞÔÏf(x + n) = f(x) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n 2 Z2: ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÑÄ æÕÒØÅÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ ÔÏÒÅT = R2=Z2: óÄÅÌÁÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ ÄÌÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ.éÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÕÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔ 0 < x1;x2 < 1 ËÁË ÒÁÚ×ÅÒÔËÕ ÔÏÒÁT =R2=Z2:�ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ k=(k1;k2)2A É p2RÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÏ×�ÒÑÍÙÈ k1x1 + k2x2 = p + m; m 2Z;ÚÁËÌÀÞÅÎÎÙÈ × ÜÔÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ, ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ
(k;p) ÎÁ ÔÏÒÅ T: ïÂÒÁÔÎÏ, ÌÀÂÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ ÎÁ ÔÏÒÅT �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ×. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ F (k1; k2; p) ÄÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ �ÅÒÉÏ-ÄÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔ 0<x1; x2< 1 ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØÔÁË: F (k1; k2; p) = (k12 + k22)�1=2 bf (k1; k2; p) � I( bf );



44 çì. I. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁÇÄÅ bf (k1; k2; p) | ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ ÔÏÒÅ T �Ï ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÇÅÏÄÅ-ÚÉÞÅÓËÏÊ 
(k;p) (×ÚÑÔÙÊ �Ï Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÄÌÉÎÅ ÎÁ T ), I( bf ) | ÉÎÔÅÇÒÁÌÆÕÎË�ÉÉ bf �Ï ÓÅÍÅÊÓÔ×Õ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ. éÚ(5.10) ÓÌÅÄÕÅÔ:�ÅÏÒÅÍÁ 5.2. ìÀÂÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÁ ÔÏÒÅ T = R2=Z2 ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ bf (k1; k2; p) �Ï ÚÁÍËÎÕ-ÔÙÍ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍ 
(k;p):f(x) = I( bf ) + X(k1;k2)2A�(k12 + k22)�1=2 bf (k1; k2; k1x1 + k2x2) � I( bf )�:(5.13)úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1o: äÌÉÎÁ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ 
(k;p) ÒÁ×ÎÁ (k12 + k22)�1=2:ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ �ÅÒÅÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÔØ ÍÅÒÙ ÎÁ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ ÔÁË, ÞÔÏÂÙÉÈ ÄÌÉÎÙ ÒÁ×ÎÑÌÉÓØ 1 É ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ bf 0(k1; k2; p) ÉÎÔÅÇÒÁÌ �ÏÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ 
(k;p) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÏ×ÏÊ ÍÅÒÙ, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (5.13)�ÒÉÍÅÔ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÊ ×ÉÄ:f(x) = I( bf ) + X(k1;k2)2A� bf 0(k1; k2; k1x1 + k2x2) � I( bf 0)�: (5.14)2o: åÝÅ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÊ ×ÉÄ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÆÏÒÍÕÌÁ (5.13) ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊf ÓÏ ÓÒÅÄÎÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ 0 ÎÁ ÔÏÒÅ:f(x) = X(k1 ;k2)2Abf 0(k1; k2; k1x1 + k2x2):÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÌÏËÁÌØÎÁ: ÄÌÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÆÕÎ-Ë�ÉÉ f × ÔÏÞËÅ ÔÏÒÁ x ÎÕÖÎÏ ÚÎÁÔØ ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÔÏÌØËÏ �Ï ÚÁÍËÎÕÔÙÍÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÍ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ x:x 6. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ | æÕÎËÁüÔÏÔ �ÁÒÁÇÒÁÆ �ÏÓ×ÑÝÅÎ ÁÎÁÌÏÇÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÄÌÑ �ÌÏÓ-ËÏÓÔÉ, ÇÄÅ �ÌÏÓËÏÓÔØ R2 ÚÁÍÅÎÅÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÏÊ S2 �R3; Á �ÒÑÍÙÅ× R2 | ÂÏÌØÛÉÍÉ ËÒÕÇÁÍÉ ÎÁ S2:ðÕÓÔØ f | ÞÅÔÎÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ S � R3:îÁÚÏ×ÅÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ | æÕÎËÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÏÔÎÏÓÑÝÅÅ ÆÕÎË�ÉÉ f ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ �Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÂÏÌØÛÉÍ ËÒÕÇÁÍ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S: ÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÚÁÄÁÞÁ: ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀf �Ï ÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ | æÕÎËÁ. ÷�ÅÒ×ÙÅ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁÅÝÅ ÄÏ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÓÔÁÔØÉ òÁÄÏÎÁ ÂÙÌÁ ÒÅÛÅÎÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ íÉÎËÏ×ÓËÉÍÉ æÕÎËÏÍ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ É ÄÌÑÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ S3 � R4:



x6. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ | æÕÎËÁ 45úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÔÏÌØËÏ ÞÅÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÓÆÅÒÅ,�ÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ �Ï ÌÀÂÏÍÕ ÂÏÌØÛÏÍÕËÒÕÇÕ ÒÁ×ÅÎ 0:úÁ�ÉÛÅÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ | æÕÎËÁ Ñ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ.ëÁÖÄÙÊ ÂÏÌØÛÏÊ ËÒÕÇ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÁË �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊÓÆÅÒÙ Ó �ÌÏÓËÏÓÔØÀ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ 0 :h�; xi = 0; j�j = 1: (6.1)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÂÏÌØÛÉÈ ËÒÕÇÏ× �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÅÔÓÑ ÔÏÞ-ËÁÍÉ � ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ S0 � (R3)0; �ÒÉÞÅÍ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�Ï-ÌÏÖÎÙÍ ÔÏÞËÁÍ � É �� ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÂÏÌØÛÏÊ ËÒÕÇ. þÔÏÂÙÚÁ�ÉÓÁÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ �Ï ËÒÕÇÕ (6.1), ÚÁÄÁÄÉÍ ÜÔÏÔ ËÒÕÇ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ:x = 
os' � � + sin' � �; 0 6 ' < 2�; (6.2)ÇÄÅ �; � | ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏh�; �i = h�; �i = 0: ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ | æÕÎËÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ:Mf(�) = 2�Z0 f(
os' � � + sin' � �) d'; j�j = 1: (6.3)ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ×ÅËÔÏÒÏ× �; � ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ. éÍÅÅÍ:Mf(��) =Mf(�):éÔÁË, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ|æÕÎËÁ ÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÞÅÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S �R3 ÞÅÔÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S0 � (R3)0:þÔÏÂÙ ÉÍÅÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÔØ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ S É S0; ;ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ ÓÆÅÒÙ S É S0: äÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ �ÏÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÉÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x 2 S ÔÏÞËÕ � 2 S0; ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÜË×ÁÔÏÒÉÁÌØ-ÎÙÊ ÂÏÌØÛÏÊ ËÒÕÇ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ �ÏÌÀÓÕ x:éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ|æÕÎËÁ�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏ Ó ×ÒÁÝÅÎÉÑÍÉ ÓÆÅÒÙ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ×ÒÁÝÅÎÉÑ g : ! 7! !g ÓÆÅÒÙ S �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ | æÕÎËÁMfg(�) ÆÕÎË�ÉÉ fg(�) = f(�g) ÅÓÔØ Mf(�g): üÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ ÚÄÅÓØÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ ÄÌÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÓÆÅÒÅ �Ï ÅÅ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ | æÕÎËÁ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï H ÞÅÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÓÆÅÒÅS Ó ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ÍÏÄÕÌÑ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊÍÅÒÙ ÎÁ S). ðÏÓÔÒÏÉÍ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁM ÎÁ H:÷×ÅÄÅÍ × H ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÀ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ×ÒÁÝÅÎÉÊ. éÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØ H2n�H|�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ�ÏÌÉÎÏÍÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ 2n; Ô.Å. �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ S; Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ



46 çì. I. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ S � R3 ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ 2n: íÙÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÍ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÀH0 � H2 � : : : � H2n � : : : (6.4)�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á H; ÔÁË ËÁË ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ S ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁP (x) ÓÔÅ�ÅÎÉ 2n ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ S �ÏÌÉÎÏÍÁ (x12 ++x22 + x32)P (x) ÓÔÅ�ÅÎÉ 2n+ 2: éÚ×ÅÓÔÎÏ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á SH2n ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó H: ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁH2n ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ É ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÒÁÝÅÎÉÊ, É Ï�ÅÒÁÔÏÒM Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ H2n: úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁS ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ 2n ÎÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÑÄÒÁ.ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ, ÞÔÏdimH2n = (n + 1)(2n + 1): (6.5)ðÏÓÔÒÏÉÍ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÕ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × H ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÉ (6.4): H = 1Mn=0H2n ; (6.6)ÇÄÅ H0 = H0 | �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏÎÓÔÁÎÔ, Á H2n �ÒÉ n > 0 |ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ × H2n Ë H2n�2; Ô.Å.H2n = H2n�2 � H2n :éÚ (6.5) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ dimH2n = 4n + 1:ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï H2n (n = 0;1;2; : : :) ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÅÏ�ÉÓÁÎÉÅ. ïÎÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S; Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅ-ÎÉÅÍ ÎÁ S ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ 2n (Ô.Å. �ÏÌÉ-ÎÏÍÏ× P; ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ìÁ�ÌÁÓÁ �2P�x12 + �2P�x22 + �2P�x32 = 0).ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÁËÔ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ H2n Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-ÎÙÍÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ M íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ | æÕÎËÁ. üÔÏÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ M �ÅÒÅ-ÓÔÁÎÏ×ÏÞÅÎ Ó ×ÒÁÝÅÎÉÑÍÉ ÓÆÅÒÙ S; Á �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á H2n ÎÅ�ÒÉ×Ï-ÄÉÍÙ (Ô.Å. ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×) É�Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.äÌÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑ M ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÏÓÞÉÔÁÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �nÏ�ÅÒÁÔÏÒÁ M ÎÁ ËÁÖÄÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å H2n: äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ f 2 H2n; Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ S �ÏÌÉÎÏÍÁ(x2+ ix3)2n: �ÁË ËÁË, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, (x2+ ix3)2n | ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ �ÏÌÉÎÏÍ,ÔÏ f 2 H2n; ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Mf = �n f:



x 7. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ 47úÁ�ÉÛÅÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ f × ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ �; ' :!1 = 
os�; !2 = sin� 
os'; !3 = sin� sin' (0 < � < �; 0 < ' < 2�):éÍÅÅÍ: f(�; ') = e2 in' sin2n � :÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, f(�2 ; 0) = 1; Á �ÏÔÏÍÕMf(�2 ; 0) = �n: ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,Mf(�2 ; 0) ÅÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÆÕÎË�ÉÉ f �Ï ÂÏÌØÛÏÍÕ ËÒÕÇÕ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ' = ��2 ; Ô.Å.Mf(�2 ; 0) = 2(�1)n �Z0 sin2n �d� = 2p�(�1)n�(n + 12)�(n + 1) :óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �n = 2p�(�1)n�(n + 12)�(n + 1) : (6.7)éÚ Ï�ÉÓÁÎÉÑ M ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁS �Ï ÅÅ ÏÂÒÁÚÕ ' = Mf ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ' �Ï ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ M: ' = P1n=0'n; ÇÄÅ 'n 2 H2n: �ÏÇÄÁf =P1n=0��1n 'n:÷ x 8 ÂÕÄÅÔ �ÏÌÕÞÅÎÁ ÄÒÕÇÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÑ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ | æÕÎËÁ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÁÑ ÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ �ÒÏÓÔÏÊÓ×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ É �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ òÁÄÏÎÁ ÄÌÑ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.x 7. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑÆÕÎË�ÉÊ, ÎÏ É ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÏÂßÅËÔÏ×. ÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É ×ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÂÕÄÅÔ Ï�É-ÓÁÎÉÅ ÏÂÒÁÚÁ É ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÆÏÒÍÙ �Ï ÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀòÁÄÏÎÁ.7.1. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ 1-ÆÏÒÍ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÕÀ 1-ÆÏÒÍÕ ÎÁ R2! = f1(x1;x2)dx1 + f2(x1;x2)dx2



48 çì. I. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁÓ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á û×ÁÒ�Á S(R2): üÔÕ ÆÏÒÍÕ ÍÏÖÎÏ�ÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ �Ï ÌÀÂÏÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉR2: ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ H ×ÓÅÈ ÏÒÉ-ÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ òÁÄÏÎÁÉÓÈÏÄÎÏÊ 1-ÆÏÒÍÙ ! É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R!: éÔÁË, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,R!(l) = Zl ! ; l 2 H: (7.1)îÁ�ÉÛÅÍ Ñ×ÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ R! × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÎÁ H:ëÁË É × x 1, ÂÕÄÅÍ ÚÁÄÁ×ÁÔØ �ÒÑÍÙÅ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ: x1 = �t sin' + p
os';x2 = t
os' + p sin': (7.2)úÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ �ÒÑÍÏÊ (7.2) �ÒÉÍÅÍ ÔÏ, × ËÏÔÏÒÏÍ t×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ (';p) ÚÁÄÁÀÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ �ÒÑÍÕÀ, ÎÏÉ ÅÅ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ, Á �ÏÔÏÍÕ ÉÈ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÎÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ H ×ÓÅÈ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁ ÖÅ�ÒÑÍÁÑ Ó �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÅÊ ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ('+�; �p):÷ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (';p) ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ R! ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ:R!(';p) = +1Z�1 �� sin' f1(�t sin' + p
os'; t
os' + p sin') ++
os' f2(�t sin' + p
os'; t
os' + p sin')�dt: (7.3)íÙ ÈÏÔÉÍ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ! �Ï ÅÅ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ òÁÄÏÎÁ R!: ïÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÌÕÞÉÔØÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ××ÉÄÕ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:ìÅÍÍÁ. åÓÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ ! ÚÁÍËÎÕÔÁ, Ô.Å. d! = 0; ÔÏR! = 0:÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÌÀÂÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÆÏÒÍÁ ! = f1dx1 + f2 dx2; ÇÄÅf1; f2 2 S(R2); ÔÏÞÎÁ, Ô.Å. �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ × ×ÉÄÅ ! = du; ÇÄÅ u 2 S(R2):óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÆÏÒÍÙ ! �Ï ÌÀÂÏÊ �ÒÑÍÏÊÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ.òÅÛÉÍ ÄÒÕÇÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ: ÚÎÁÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ 1-ÆÏÒÍÙ! = f1 dx1+ f2dx2 �Ï ×ÓÅÍ �ÒÑÍÙÍ × R2; Ô.Å. ee �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ,ÎÁÊÔÉ ÅÅ ×ÎÅÛÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ d!, Ô.Å. 2-ÆÏÒÍÕd! = ��f2�x1 � �f1�x2�dx1 ^ dx2 = F (x1;x2)dx1 ^ dx2; ;ÉÌÉ, ËÏÒÏÞÅ, ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀ F �Ï R!:



x 7. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ 49ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.1. äÌÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ F ÎÕÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ë ÆÕÎË�ÉÉ��pR!(';p):ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ:ìÅÍÍÁ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ R! ÆÏÒÍÙ ! = f1 dx1 + f2dx2 Ó×ÑÚÁÎÏÓ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ òÁÄÏÎÁ RF ÆÕÎË�ÉÉ F = �f2�x1 � �f1�x2 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍRF ('; p) = ��p R! ('; p): (7.4)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ' = '0 ÉÎÔÅ-ÇÒÁÌ ÆÕÎË�ÉÉ RF �Ï p ÏÔ p1 ÄÏ p2 ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ 2-ÆÏÒÍÙ d!�Ï �ÏÌÏÓÅ � � R2 ÍÅÖÄÕ �ÒÑÍÙÍÉ l1 = ('0; p1) É l2 = ('0; p2); ÚÎÁÞÉÔ,�Ï ÆÏÒÍÕÌÅ óÔÏËÓÁp2Zp1 RF ('0; p)dp = Z� d! = Zl2 ! � Zl1 ! = R! ('0; p2) � R! ('0; p1):ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ (7.4).óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ìÀÂÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ ! Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S(R2) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÑÄÒÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ × ÔÏÍÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÁ.7.2. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ 2-ÆÏÒÍ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. ïÂÙÞÎÏ × ÁÎÁ-ÌÉÚÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÀÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ k-ÆÏÒÍÙ �Ï k-ÍÅÒÎÙÍ �ÏÄÍÎÏ-ÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍ.üÔÏ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÀ �. 7.1, ÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÌÉÓØ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ 1-ÆÏÒÍÙ �Ï �ÒÑÍÙÍ ÎÁ R2: ïÄÎÁËÏ ÅÓÌÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k; ÔÏ �Ï ÎÉÍ ÍÏÖÎÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ m-ÆÏÒÍÙ, ÇÄÅ m > k: åÓÌÉ m > k; ÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍÂÕÄÅÔ ÎÅ ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, Á ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ (m � k)-ÆÏÒÍÁ ÎÁÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. úÄÅÓØ �ÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ m > kÎÅÌØÚÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ m-ÆÏÒÍÕ �Ï ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÍÕ k-ÍÅÒÎÏÍÕ �ÏÄ-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ.÷ ÜÔÏÍ �ÕÎËÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ 2-ÆÏÒÍÙ ! �Ï�ÒÑÍÙÍ ÎÁ R2; ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 1-ÆÏÒÍÁ R!ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ �ÒÑÍÙÈ. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÉÄÅÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ R! ÔÁËÏ×Á.þÔÏÂÙ ÓÏÓÞÉÔÁÔØ R!(l; � ); ÇÄÅ l | �ÒÑÍÁÑ, Á � | ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ×ÅËÔÏÒ Ë ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ �ÒÑÍÙÈ, ÎÕÖÎÏ ÉÎÆÉÎÉÔÅÚÉÍÁÌØÎÏ ÓÄ×ÉÎÕÔØl × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ � É �ÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ ! �Ï ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ 2-ÍÅÒÎÏÊÏÂÌÁÓÔÉ. �Á ÖÅ ÉÄÅÑ ÒÁÂÏÔÁÅÔ É × ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ.



50 çì. I. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ×ÙËÌÁÄËÁÍ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ 2-ÆÏÒÍÙ! = f(x1;x2)dx1 ^ dx2; f 2 S(R2):ó ÜÔÏÊ �ÅÌØÀ ××ÅÄÅÍ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ A ÆÌÁÇÏ×, ÜÌÅÍÅÎÔÙËÏÔÏÒÏÇÏ | �ÁÒÙ: ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É ÔÏÞËÁ ÎÁÜÔÏÊ �ÒÑÍÏÊ.ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÉ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x1;x2); ÁÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (';p); ÔÏ ÎÁ A ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉÄ×Å ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ïÄÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x1;x2;'); ÇÄÅ(x1;x2) ÚÁÄÁÀÔ ÔÏÞËÕ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, Á ' | ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ �ÒÑÍÏÊ; ÄÒÕÇÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ | (';p; t); ÇÄÅ (';p) ÚÁÄÁÀÔÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ �ÒÑÍÕÀ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, Á t | ÔÏÞËÕ ÎÁ ÜÔÏÊ �ÒÑÍÏÊ.ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x1;x2;') ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (';p; t) ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÑÍÉ (7.2). ïÂÒÁÔÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ:t = x2 
os' � x1 sin'; p = x1 
os' + x2 sin':âÕÄÅÍ ÔÒÁËÔÏ×ÁÔØ 2-ÆÏÒÍÕ ! = f dx1 ^ dx2 ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÕÀÆÏÒÍÕ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ A; ÚÁÄÁÎÎÕÀ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x1;x2;'). þÔÏÂÙÏ�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÆÏÒÍÙ !; �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÅÅ ÓÎÁÞÁÌÁ ×ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (';p; t); ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÍÉ (7.2) ÄÌÑ x1; x2 É×ÙÔÅËÁÀÝÉÍÉ ÉÚ ÎÉÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÄÌÑ dx1; dx2:dx1 = � sin'dt� t 
os'd' � p sin'd' + 
os'dp;dx2 = 
os'dt � t sin'd' + p 
os'd' + sin'dp:íÙ �ÏÌÕÞÉÍ:! = f(�t sin' + p 
os'; t 
os' + p sin')dp ^ dt �� tf(�t sin' + p 
os'; t 
os' + p sin')d' ^ dt + : : : ;ÇÄÅ ÍÎÏÇÏÔÏÞÉÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ dt:ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ !0 ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ, �ÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÉÚ !ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÅÍ ×ÓÅÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ dt:ðÒÉ ÌÀÂÙÈ ÆÉËÓÉÒÏ-×ÁÎÎÙÈ '; p; d' É dp ÆÏÒÍÁ !0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ 1-ÆÏÒÍÏÊ ÎÁÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (';p): éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÅÅ �Ï ÜÔÏÊ�ÒÑÍÏÊ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÕÀ 1-ÆÏÒÍÕ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ, ËÏÔÏÒÕÀ ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ òÁÄÏÎÁÉÓÈÏÄÎÏÊ 2-ÆÏÒÍÙ ! É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R!: éÔÁË,ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ R! ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ 2-ÆÏÒ-ÍÙ !=f(x1;x2)dx1 ^dx2 ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÅÓÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ 1-ÆÏÒÍÁÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ H ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉR! = a(';p)dp+ b(';p)d'; (7.5)



x 7. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ 51ÇÄÅ a(';p) = +1Z�1 f(�t sin' + p
os'; t
os' + p sin')dt;b(';p) = � +1Z�1 tf(�t sin' + p
os'; t
os' + p sin')dt: (7.6)õÓÔÁÎÏ×ÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ 1-ÆÏÒÍÙ R!: éÚ Ñ×ÎÙÈ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ a É b ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÅ ÏÎÉ | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÅ, ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÉÅ ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ ×ÓÅÍÉ Ó×ÏÉÍÉ �ÒÏÉÚ-×ÏÄÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ H ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ, Ô.Å.ÏÎÉ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ û×ÁÒ�Á S(H): äÁÌÅÅ, ÆÕÎË�ÉÑ a(';p)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ òÁÄÏÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ f , a = Rf É, ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎÁÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ëÁ×ÁÌØÅÒÉ (ÓÍ. x 4). îÁËÏÎÅ�,ÌÅÇËÏ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ�a�' = �b�p ;Á �ÏÔÏÍÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ R! ÚÁÍËÎÕÔÁ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.2. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ 
= adp+ bd' Ó ÂÙÓÔÒÏ-ÕÂÙ×ÁÀÝÉÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ a;b2S(H); ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ HÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ × R2; ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÏÂÒÁÚÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑòÁÄÏÎÁ 2-ÆÏÒÍ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÁ ÉÆÕÎË�ÉÑ a ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ëÁ×ÁÌØÅÒÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. ïÂÒÁÔÎÏ,�ÕÓÔØ 
 = adp + bd' | ÌÀÂÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ H = S1 � R1: �ÏÇÄÁ a = Rf ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÉf 2S(R2):ðÏÌÁÇÁÑ !=f dx1^dx2; ÉÍÅÅÍ 
�R!=
(';p)d':�ÁË ËÁË ÜÔÁ1-ÆÏÒÍÁ ÚÁÍËÎÕÔÁ, ÆÕÎË�ÉÑ 
 ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ p; Á ÉÚ ÂÙÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÎÉÑÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ 
 = 0: úÎÁÞÉÔ, 
 = R!:úÁÍÅÞÁÎÉÅ. úÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÆÏÒÍÙ R! ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÖÅ ÉÚ ÏÂÝÅÇÏ ÆÁËÔÁÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÓÔÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ R Ó Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ d ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÄÉÆÆÅ-ÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÅÓÌÉ ÕÞÅÓÔØ, ÞÔÏ ÓÁÍÁ ÆÏÒÍÁ ! ÚÁÍËÎÕÔÁ ËÁË ÆÏÒÍÁÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ.þÔÏÂÙ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ !=f dx1^dx2 �Ï ÅÅ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ òÁÄÏÎÁ R! = adp+ bd'; ÉÌÉ, ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ, ÞÔÏÂÙ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀ f; ÎÕÖÎÏ Ë ÆÕÎË�ÉÉ a(';p) �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ (ÓÍ. x 1).



52 çì. I. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁíÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ 2-ÆÏÒÍ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ1-ÆÏÒÍ, ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÑÄÒÏ. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ Ï ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅ-ÎÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ 2-ÆÏÒÍÙ ! �Ï ÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ òÁÄÏÎÁ R!Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ: ÄÌÑ ÜÔÏÊ �ÅÌÉ ÎÕÖÎÏ ÚÎÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÆÏÒÍÙ R!:7.3. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ 2-ÆÏÒÍ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÕÀ 2-ÆÏÒÍÕ × R3! = f1(x)dx2 ^ dx3 + f2(x)dx3 ^ dx1 + f3(x)dx1 ^ dx2; (7.7)x = (x1;x2;x3) Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á û×ÁÒ�Á S(R3):éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ! �Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÍ �ÌÏÓËÏÓÔÑÍ × R3; ÍÙ�ÏÌÕÞÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ. üÔÕ ÆÕÎË�ÉÀ ÎÁÚÏ×ÅÍ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ òÁÄÏÎÁ ÆÏÒÍÙ ! É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R!:ðÒÉ×ÅÄÅÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ R! × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ�ÌÏÓËÏÓÔÅÊ × R3: õÓÌÏ×ÉÍÓÑ ÚÁÄÁ×ÁÔØ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ ×ÉÄÁx3 = �1x1 + �2x2 + �: (7.8)ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �1;�2;� ÜÔÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ �ÒÉÍÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÌÏËÁÌØ-ÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ. ðÒÉÍÅÍ ÄÁÌÅÅ (x1;x2) ×ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ (7.8), ÚÁÄÁ× ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ ÜÔÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. �ÏÇÄÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ! ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ(7.8) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ × (7.7) ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ x3 = �1x1 + �2x2 + �É dx3 = �1dx1 + �2dx2: ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ:R! (�1;�2;�) == +1Z�1 +1Z�1 �(f3 � �1f1 � �2f2)(x1; x2; �1x1 + �2x2 + �)�dx1dx2:ëÁË É × ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÄÌÑ 1-ÆÏÒÍ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ (ÓÍ. �. 1),ÆÏÒÍÕ ! ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ �Ï ÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ òÁÄÏÎÁ R! ÔÏÌØËÏÓ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ, Ñ×ÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØ-ÎÏÊ 2-ÆÏÒÍÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ �ÏÓÔÁ×ÉÍ ÄÒÕÇÕÀ ÚÁÄÁÞÕ: ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ �ÏÆÕÎË�ÉÉ R! ×ÎÅÛÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ ÆÏÒÍÙ !:d! = � �f1�x1 + �f2�x2 + �f3�x3 �dx1 ^ dx2 ^ dx3ÉÌÉ, ÞÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ, ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀ F = �f1�x1 + �f2�x2 + �f3�x3 :



x 7. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ 53ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.3. äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀ F �Ï ÆÕÎ-Ë�ÉÉ R!; ÎÕÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ��� R!(�1;�2;�) ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÆÕÎË�ÉÊ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.ñÄÒÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ 2-ÆÏÒÍ × R3 Ó ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÉÍÉËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍ ! É ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÎÉÈ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ:ìÅÍÍÁ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ 2-ÆÏÒÍÙ !=f1 dx2^dx3+f2 dx3^dx1++f3 dx1^dx2 Ó×ÑÚÁÎÏ Ó �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ òÁÄÏÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ F = �f1�x1 + �f2�x2 ++ �f3�x3 ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ:RF (�1;�2;�) = ��� R!(�1;�2;�): (7.9)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÆÏÒÍÕÌÙ (7.9) × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×ÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ (7.4); �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÌÏÓÁ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ�ÒÑÍÙÍÉ × R2 ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔØÀ × R3; ÚÁËÌÀÞÅÎÎÏÊ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ �ÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ��. 7.1 É 7.3 ÌÅÇËÏ ÏÂÏÂÝÁÀÔÓÑ ÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÁÌØÎÙÅ n�1-ÆÏÒÍÙ × Rn:7.4. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ 3-ÆÏÒÍ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ 3-ÆÏÒÍÙ × R3! = f(x1;x2;x3)dx1 ^ dx2 ^ dx3; f 2 S(R3)Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ òÁÄÏÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ2-ÆÏÒÍÙ × R2; ÓÍ. �. 7.2. éÍÅÎÎÏ, ××ÅÄÅÍ 5-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÆÌÁÇÏ×A; ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ | �ÁÒÙ: �ÌÏÓËÏÓÔØ × R3 É ÔÏÞËÁ ÎÁ ÜÔÏÊ �ÌÏÓËÏ-ÓÔÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÉ ×R3 ÚÁÄÁÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x1;x2;x3); Á �ÌÏÓËÏ-ÓÔÉ | ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (�1;�2;�); ÔÏ ÎÁ A ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ Ä×ÅÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÅÒ×ÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x1;x2;x3;�1;�2);ÇÄÅ (x1;x2;x3) ÚÁÄÁÀÔ ÔÏÞËÕ × R3; Á (�1;�2) | �ÌÏÓËÏÓÔØ, �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ. ÷ÔÏÒÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (�1;�2;�;x1;x2); ÇÄÅ(�1;�2;�) ÚÁÄÁÀÔ �ÌÏÓËÏÓÔØ × R3; Á (x1;x2) | ÔÏÞËÕ ÎÁ ÜÔÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.üÔÉ Ä×Å ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ó×ÑÚÁÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ (7.8).âÕÄÅÍ ÔÒÁËÔÏ×ÁÔØ ! = f dx1 ^ dx2 ^ dx3 ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÕÀÆÏÒÍÕ ÎÁ A; ÚÁÄÁÎÎÕÀ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x1;x2;x3;�1;�2): þÔÏÂÙ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÔØ ÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ, ÚÁ�ÉÛÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÆÏÒÍÕ ! × ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔÁÈ (�1;�2;�;x1;x2): äÌÑ ÜÔÏÇÏ × ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ ÄÌÑ ! ÎÕÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØx3 ÎÁ �1x1 + �2x2 + � É dx3 | ÎÁ �1dx1 +�2dx2 + x1d�1 + x2d�2 + d�:íÙ �ÏÌÕÞÉÍ:! = f(x1; x2; �1x1 + �2x2 + �)(d� + x1d�1 + x2d�2) ^ dx1 ^ dx2:



54 çì. I. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁüÔÁ 3-ÆÏÒÍÁ �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �1;�2;�;d� É �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ-×ÁÎÉÑ x1;x2 ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ 2-ÆÏÒÍÁ,ÚÁÄÁÎÎÁÑ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ �1;�2;�: éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ 2-ÆÏÒÍÕ �ÏÜÔÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ 1-ÆÏÒÍÕ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ (�1;�2;�)ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ × R3: íÙ ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÏÌÕÞÅÎÎÕÀ 1-ÆÏÒÍÕ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ òÁÄÏÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ 3-ÆÏÒÍÙ ! ÉÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ ÞÅÒÅÚ R!: éÔÁË,ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ òÁÄÏÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ 3-ÆÏÒÍÙ! = f dx1 ^ dx2 ^ dx3 R3 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ1-ÆÏÒÍÁ R! ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ × R3:R! = a1 (�1;�2;�)d�1 + a2 (�1;�2;�)d�2 + b (�1;�2;�)d�; (7.10)ÇÄÅai (�1;�2;�) = +1Z�1 +1Z�1 xif(x1;x2;�1x1 + �2x2 + �)dx1dx2; i = 1;2;b (�1;�2;�) = +1Z�1 +1Z�1 f(x1;x2;�1x1 + �2x2 + �)dx1dx2: (7.11)éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 1-ÆÏÒÍÙ R! ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ:1) ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÆÏÒÍÙ R! Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ�a1��2 = �a2��1 ; �b��i = �ai�� ; i = 1;2:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÆÏÒÍÁ R! ÚÁÍËÎÕÔÁ.2) ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ a1; a2; b ÆÏÒÍÙ R! Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ, ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÉÍÉ ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ ×ÓÅÍÉ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ �ÒÉ j�j ! 1:3) æÕÎË�ÉÑ b Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ òÁÄÏÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ f 2 S(R3);Ô.Å. b = Rf:îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ É ÏÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ 1-ÆÏÒ-ÍÁ 
 = a1d�1 + a2d�2 + bd� ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ × R3 ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ 1), 2) É 3), ÔÏ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ òÁÄÏÎÁÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ 3-ÆÏÒÍÙ ! = f dx1 ^ dx2 ^ dx3, f 2 S(R3)(ÓÒ. ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ × �. 2 ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ R2).éÚ 3) ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÆÏÒÍÙ ! �Ï ÅÅ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ òÁÄÏÎÁ R! = a1d�1 + a2d�2 + bd� ÎÕÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØË ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÕ b ÆÏÒÍÙ R! ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑòÁÄÏÎÁ ÆÕÎË�ÉÊ × R3:



x 8. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÄÌÑ RP2 É RP3 55x 8. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÄÌÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁíÙ ÎÁÞÉÎÁÌÉ Ó Å×ËÌÉÄÏ×ÓËÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ,ÎÏ �ÏÚÄÎÅÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ, ÞÔÏ ÜÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ.÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÏÂßÅËÔÏÍ. üÔÉÍ, ËÓÔÁÔÉ,ÏÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ×ÅÒÓÉÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÄÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÒÏ-ÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ P2 É ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁP3: ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ òÁÄÏÎÁ ÄÌÑ P2 É P3 ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ, ÎÏ,ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ÁÆÆÉÎÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÎÉÈÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ: × ÓÌÕÞÁÅ P3 ÆÏÒÍÕÌÁ ÌÏËÁÌØÎÁ, Á × ÓÌÕÞÁÅP2 | ÎÅÌÏËÁÌØÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÞÎÅÍ ÓÏ ÓÌÕÞÁÑ P3 ËÁË ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÇÏ.8.1. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P3 É (P3)0. ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÂÕÄÅÍ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÔÏÞËÉ ×P3 ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x1;x2;x3;x4; Ô.Å. ×ÅËÔÏÒÁÍÉ x 2 R4 n 0;Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, P3ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÁË ÂÁÚÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑR4 n 0 ! P3; �x � x; � 2 Rn 0:ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÏÏÂÒÁÚÙ ÔÏÞÅË ÉÚ P3 | ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á× R4; ÔÏ P3 ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × R4:ìÀÂÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ × P3 ÚÁÄÁÅÔÓÑ × ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ x1, x2,x3, x4 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ:h�; xi � �1x1 + �2x2 + �3x3 + �4x4 = 0;ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �i Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÂÝÅÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ × P3 ÓÁÍÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÅÈ-ÍÅÒÎÙÍ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ�1; �2; �3; �4: ïÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, ÄÕÁÌØÎÙÍ Ë P3, É ÏÂÏÚÎÁ-ÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ (P3)0:8.2. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÄÌÑ P3. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ F(m) �ÒÏÓÔ-ÒÁÎÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ R4 n 0; ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ:f(�x) = j�jmf(x) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � 6= 0: (8.1)ðÅÒ×ÙÊ ×Ï�ÒÏÓ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ Ë �ÒÏÅË-ÔÉ×ÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ, | ÎÁ ËÁËÏÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÄÏÌÖÎÏ



56 çì. I. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁÓÔÒÏÉÔØÓÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ. �ÁËÉÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ F(�3):ðÒÉÞÉÎÁ, �Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÂÅÒÅÔÓÑ F(�3) ×ÍÅÓÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÊÎÁ ÓÁÍÏÍ P3, Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ P3 ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÏÂßÅÍÁ, Ô.Å. ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ 3-ÆÏÒÍÙ, ÉÎ×Á-ÒÉÁÎÔÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÁ P3 ÇÒÕ��Ù SL(4;R) �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ. íÅÖÄÕ ÔÅÍ, ÎÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ R4 n 0 ÎÁÄ P3ÔÁËÁÑ 3-ÆÏÒÍÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. üÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ìÅÒÅ:!(x) = x1dx2 ^ dx3 ^ dx4 + (�ÉËÌ. �ÅÒÅÓÔ. ÉÎÄÅËÓÏ× 1;2;3;4); (8.2)ËÏÔÏÒÕÀ ÕÄÏÂÎÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ × ×ÉÄÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ Ó ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÍÉ ÉÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ:!(x) = 16 �������x1 dx1 dx1 dx1x2 dx2 dx2 dx2x3 dx3 dx3 dx3x4 dx4 dx4 dx4������� :÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏ:!(x) = [x; dx; dx; dx℄:ðÕÓÔØ � 2 (R4)0 n 0 É h� : h�; xi = 0| �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × R4; ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÅ �: ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ��(x) ×ÎÕ-ÔÒÅÎÎÅÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ìÅÒÅ !(x) É ÆÏÒÍÙ d( h�; xi ) ÎÁ R4��(x) = d( h�; xi )�!(x):ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ��(x) ÅÓÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ 2-ÆÏÒÍÁ ÎÁ R4; ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÝÁÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ:d( h�; xi ) ^ ��(x) = !(x): (8.3)éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R4 ÔÁËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ,ÏÄÎÁËÏ ÅÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï h� Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.íÏÖÎÏ �ÒÉÎÑÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,��(x) = [x; u; dx; dx℄h�; ui ;ÇÄÅ u2R4|�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ h�; ui 6=0:



x 8. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÄÌÑ RP2 É RP3 57ðÕÓÔØ f 2 F(�3): �ÏÇÄÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ 2-ÆÏÒÍÁ ÎÁ h�f(x)��(x)ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ 0 É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁ ÓÌÏÑÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑh�!Ph�; ÇÄÅ Ph� | �ÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁ�ÉÑ h�:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÁ Ï�ÕÓËÁÅÔÓÑÓ h� ÎÁ Ph�; Ô.Å. ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ × P3:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. îÁÚÏ×ÅÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ òÁÄÏÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ f 2 F(�3)ÆÕÎË�ÉÀ Rf ÎÁ (R4)0 n 0; ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ:Rf(�) = Zh�;xi=0 f(x)��(x): (8.4)éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ' = Rf | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ (R4)0 n 0; ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ-ÓÔÉ: '(��) = j�j�1'(�): óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ' 2 F(�1): �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÚÁÄÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ:R : F(�3) ! F(�1):÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ Rf ÕÄÏÂÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÅ:Rf(�) = ZP3 f(x)Æ( h�; xi )!(x); (8.5)ÇÄÅ Æ(t) | ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ R: éÎÔÅÇÒÁÌ ÓÌÅÄÕÅÔ �ÏÎÉÍÁÔØ ÔÁË.óÎÁÞÁÌÁ �ÏÄÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÎÁÄÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊÓÉÓÔÅÍÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ×ËÌÀÞÁÀÝÅÊ t = h�; xi × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, É ÚÁÔÅÍ �ÒÉÍÅÎÉÔØ Æ(t) Ë �ÅÒÅÍÅÎÎÏÍÕ t (Ô.Å. × �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊÆÏÒÍÅ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ dt É �ÏÌÏÖÉÔØ t= 0). úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÍÁÑ ×ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ h�; xi=0 ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÉÓÈÏÄÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.8.3. ó×ÑÚØ Ó ÁÆÆÉÎÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ òÁÄÏÎÁ ÄÌÑ R3 É �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ | æÕÎËÁ ÄÌÑ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÙ. ðÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÄÌÑ R3 É �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ | æÕÎËÁÄÌÑ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÙ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ËÁË Ó�Å�ÉÁÌÉÚÁ�ÉÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ. éÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏÄÎÏÒÏÄ-ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ f 2 F(�3) ÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ R4 n 0 ! P3:þÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ, ×ÏÚØÍÅÍ × ËÁ-ÞÅÓÔ×Å ÔÁËÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ x4 = 1 É �ÏÌÏÖÉÍf0(x1;x2;x3) = f(x1;x2;x3;1):



58 çì. I. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁðÏÓËÏÌØËÕ !(x)���x4=1= �dx1 ^ dx2 ^ dx3; ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (8.5) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ×ÉÄ:Rf(�1; �2; �3; �4) == �ZR3 f0(x1;x2;x3) Æ(�1x1 + �2x2 + �3x3 + �4) dx1dx2dx3;Ô.Å. Rf ÅÓÔØ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ f0 ÎÁ R3:þÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ | æÕÎËÁ, ÎÕÖÎÏÚÁÍÅÎÉÔØ ÆÕÎË�ÉÉ f É ' = Rf ÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÓÆÅÒÕ jxj = 1 × R4 É ÓÆÅÒÕ j�j = 1 × (R4)0: �ÏÇÄÁ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ (8.5)ÓÏ×�ÁÄÅÔ Ó �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ | æÕÎËÁ M ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊÎÁ ÓÆÅÒÅ jxj = 1 × R4:Mf(�) = Rf(�) �ÒÉ j�j = 1:8.4. æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ × P3. îÁÛÁÚÁÄÁÞÁ | ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀ f 2 F(�3) �Ï ÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀòÁÄÏÎÁ Rf: ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÓÒÁÚÕ ÏÔ×ÅÔ.f(x) = �(2�)�2Z� Rf(�) Æ00( h�; xi ) !(�); (8.6)ÇÄÅ Æ00(t) | ×ÔÏÒÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁR; ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÂÅÒÅÔÓÑ�Ï �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ ÓÅÞÅÎÉÀ � ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ R4 n 0! P3:æÏÒÍÁÌØÎÏ, ÓÔÏÑÝÁÑ �ÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ3-ÆÏÒÍÁ 
x = Rf(�) Æ00( h�; xi ) !(�)ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ 0 É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁ Ë ÓÌÏÑÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑR4 n 0 ! P3: ðÏÜÔÏÍÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÓÅÞÅÎÉÑ �:íÙ ÄÏÌÖÎÙ �ÒÉÄÁÔØ ÓÍÙÓÌ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ (8.6). ó ÜÔÏÊ �ÅÌØÀ �ÏÌÏÖÉÍ� = � + p�;ÇÄÅ �2 (R4)0 n0 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ h�; xi = 0; p2R; Á � 2 (R4)0 n0 |�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ h�; xi 6= 0:ðÅÒÅÊÄÅÍ × ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ ÄÌÑ 
x ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ � 2R4 Ë �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ� 2 R4 É p 2 R É ÏÔÂÒÏÓÉÍ ÚÁÔÅÍ ÞÌÅÎÙ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ dp: �ÁË ËÁË ×ÎÏ×ÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ!(�) = [� + p�; d� + � dp; d� + � dp; d� + � dp℄;Æ00( h�; xi ) = j h�; xi j�3Æ00(p);



x 8. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÄÌÑ RP2 É RP3 59ÔÏ �ÏÓÌÅ ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÑ ÜÔÉÈ ÞÌÅÎÏ× ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ:
0x = j h�; xi j�3Rf(� + p�)Æ00(p) [�;�;d�;d�℄^ dp:ðÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×Á× ÆÏÒÍÕ 
0x �Ï p; �ÏÌÕÞÁÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÕÀ 2-ÆÏÒÍÕ ÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å h� : h�; xi = 0 × (R4)0:j h�; xi j�3(L2') (�) [�;�;d�;d�℄;ÇÄÅ L = � ��� =X�i ���i :üÔÁ ÆÏÒÍÁ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ 0 É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁ Ë ÓÌÏÑÍÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ h�!P (h�); ÇÄÅ P (h�) | �ÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁ�ÉÑ h� :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÆÏÒÍÕ ÎÁ P (h�):éÔÁË, ÍÙ Ó×ÅÌÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (8.6) Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ:�ÅÏÒÅÍÁ 8.1. åÓÌÉ ' = Rf; ÇÄÅ f 2 F(�3); ÔÏ ÉÍÅÅÍ:f(x) = �(2�)�2j h�; xi j�3 Zh�;xi=0 � X16i;j64�i�j �2'(�)��i ��j � [�;�;d�;d�℄; (8.7)ÇÄÅ � 2 R4 | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏh�; xi 6= 0:úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ (8.5), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ × (8.7) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ 
x = Rf(�) Æ00( h�; xi ) !(�) ÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ïh�; xi = 0 ÎÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ×ÅËÔÏÒÁ �:ïÄÎÁËÏ ×ÓÅ �ÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÔÁË ÆÏÒÍÙ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÎÁÔÏÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (8.7). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Fi; i == 1;2;3;4; �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ f 2 F(�3); ÒÁ×ÎÙÈ ÎÕÌÀ ×ÍÅÓÔÅÓÏ ×ÓÅÍÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ ÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å xi = 0: ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÕÍÍÁ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Fi ÅÓÔØ ×ÓÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï F(�3); ÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (8.7)ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÜÔÉÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÁÍ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ f 2 F4: �ÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ R3f0(x1;x2;x3) = f(x1;x2;x3;1)�ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ û×ÁÒ�Á S(R3); Á ÉÚ �. 8.3 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ' = Rf Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ òÁÄÏÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ f0:



60 çì. I. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁúÎÁÞÉÔ, �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁÉÍÅÅÍ:f0(x1;x2;x3) = �(2�)�2Z
 ��2'��24 ����4=��1x1��2x2��3x3�!0(�);ÇÄÅ !0(�) = �1d�2^ d�3� �2d�1^ d�3+ �3d�1 ^ d�2: ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏf(x1;x2;x3;x4) = jx4j�3f0�x1x4 ; x2x4 ; x3x4 � = �(2�)�2jx4j�3 Zh�;xi=0 �2'��4 !0(�):ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó (8.7) ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ � = (0;0;0;1):�ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ � = (0;0;0;1) ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÎÁ. óÌÕÞÁÊ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ �; ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ h�; xi 6= 0; Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÜÔÏÍÕÓÌÕÞÁÀ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × R4 É (R4)0:úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ � = 
onst. �ÏÇÄÁ�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÁÑ, ÞÅÍ (8.7), × ËÏÔÏÒÏÊÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÅÄÅÔÓÑ �Ï Ä×ÕÍÅÒÎÏÍÕ �ÉËÌÕ × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ �ÁÒ �; �:8.5. ï ÆÏÒÍÕÌÁÈ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁ-ÄÏÎÁ × R3 É �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ | æÕÎËÁ ÄÌÑ S3. íÙÕÖÅ ÕÂÅÄÉÌÉÓØ × �. 8.4, ÞÔÏ ÉÚ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (8.7)�ÒÉ � = (0;0;0;1) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÉÚ x 2. åÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å � ×ÚÑÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ × R4; ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ�1x1 + �2x2 + �3x3 + �4 = 
 > 0;ÔÏ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ (8.7) ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÏ×ÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÁÆ-ÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ R; ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑÉÚ x 2. éÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØ �x � (R4)0 | �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ Ë(x1;x2;x3;1) 2 R4; P (�x) | ÅÇÏ �ÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁ�ÉÑ É 
x | ÌÀÂÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ �x ! P (�x): �ÏÇÄÁ ÅÓÌÉ f 2 S(R3) É ' = Rf | ÁÆÆÉÎÎÏÅ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ f 2 S(R3); ÔÏf(x) = �(2�)�2 
�3Z
x 4Xi;j=1�i�j �2'(�)��i��j [�;�;d�;d�℄:ðÒÉÍÅÞÁÎÉÅ. åÝÅ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ËÌÁÓÓ ÆÏÒÍÕÌ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÁÆÆÉÎ-ÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ, ÚÁÄÁ×ÁÑ × ÔÏÞËÁÈ �2�xn0ÇÌÁÄËÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ � 7! � 2 (R4)0 n 0; ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ Ë �x n 0; Ô.Å.hx; �(�)i > 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � 2 �x n 0: ëÁÖÄÏÍÕ ÔÁËÏÍÕ �ÏÌÀ ÏÔ×ÅÞÁÅÔÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ.



x 8. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÄÌÑ RP2 É RP3 61ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ Ë �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ | æÕÎËÁ ÄÌÑÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÙ. åÓÌÉ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ F(�3) ËÁËÞÅÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÓÆÅÒÅ jxj= 1 × R4; ÔÏ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅòÁÄÏÎÁ Rf É �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ | æÕÎËÁ Mf ÆÕÎË�ÉÉf 2 F(�3) Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ:Rf(�) = j�j�1Mf� �j�j�:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ íÉÎËÏ×-ÓËÏÇÏ | æÕÎËÁ M �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (8.7) ÄÌÑ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ R ÚÁÍÅÎÏÊ Rf(�) ÎÁ j�j�1Mf( �j�j ):8.6. ï�ÉÓÁÎÉÅ ÏÂÒÁÚÁ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÄÌÑ P3.�ÅÏÒÅÍÁ 8.2. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×:R : F(�3) ! F(�1):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷×ÅÄÅÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ eR ÎÁ F(�1) �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ:(eR') (x) = �(2�)�2 Z(P3)0 '(�)Æ00( h�; xi )!(�):éÚ ÜÔÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ eR' 2 F(�3) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ' 2 F(�1):÷ ÓÉÌÕ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ × �. 8.4 Ï�ÅÒÁÔÏÒ R ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ É ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑeRR ÅÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁ F(�3): ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ eR ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÅÑÄÒÏ.éÔÁË, �ÕÓÔØ ' 2 F(�1) É eR' = 0: úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ�2'��i��j ÆÕÎË�ÉÉ ' �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ F(�3); Á �ÏÔÏÍÕ ÄÌÑ ÎÉÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ.�ÁË ËÁË �2��i��j Æ( h�; xi ) = xixj Æ00( h�; xi ); ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �ÏÞÁÓÔÑÍ �ÏÌÕÞÁÅÍ:ZP3 �2'(�)��i��j Æ( h�; xi )!(�) = xixj ZP3 '(�)Æ00( h�; xi )!(�) = 0:ïÔÓÀÄÁ, ××ÉÄÕ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ�2'(�)��i��j =0, i; j=1;2;3;4; Ô.Å. '| �ÏÌÉÎÏÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,' ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ �1; ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ �ÒÉ ' = 0:



62 çì. I. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ8.7. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÄÌÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ P2. ï�É-ÓÁÎÉÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÄÌÑ P2 ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÍÕ ÕÖÅÓÌÕÞÁÀ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P3; Á �ÏÔÏÍÕ ÍÙ ÉÚÌÏÖÉÍ ÅÇÏÂÏÌÅÅ ËÒÁÔËÏ. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÁÚÌÉÞÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓÌÕÞÁÅÍ P3É ÓÌÕÞÁÅÍ P2 × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ P3 ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÌÏËÁÌØÎÁ, Á ÄÌÑ P2ÏÎÁ ÎÅÌÏËÁÌØÎÁ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �Ï ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ P3 ÞÅÒÅÚF(m) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C1 ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ R3 n 0; ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ (8.1).ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÄÌÑ P2 ÚÁÄÁÅÔÓÑ × ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÍ �ÒÏÓÔ-ÒÁÎÓÔ×Å F(�2):ðÕÓÔØ !(x) | ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ìÅÒÅ ÎÁ R3:!(x) = x1dx2 ^ dx3 � x2dx1 ^ dx3 + x3dx1 ^ dx2;ÉÌÉ, ËÏÒÏÞÅ, !(x) = [x;dx;dx℄: úÁÄÁÄÉÍ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Åh� : h�; xi � �1x1 + �2x2 + �3x3 = 0× R3 ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÕÀ 1-ÆÏÒÍÕ ��(x); Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ:��(x) = d( h�; xi )�!(x);Ô.Å. d( h�; xi ) ^ ��(x) = !(x):åÓÌÉ f 2 F(�2); ÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ f(x)��(x) ÉÍÅÅÔÓÔÅ�ÅÎØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ 0 É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁ ÓÌÏÑÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ h� ! Ph�;ÇÄÅ Ph� | �ÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁ�ÉÑ h�: óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÁ Ï�ÕÓËÁÅÔÓÑ ÎÁ Ph�;Ô.Å. ÎÁ �ÒÑÍÕÀ × P2:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. îÁÚÏ×ÅÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ òÁÄÏÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ f 2 F(�2)ÆÕÎË�ÉÀ Rf ÎÁ R3 n 0; ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ:Rf(�) = Zh�;xi=0 f(x)��(x): (8.8)éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ' = Rf �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ F(�1); ÔÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÚÁÄÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ:R : F(�2) ! F(�1):



x 8. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÄÌÑ RP2 É RP3 63ðÏÄÏÂÎÏ ÓÌÕÞÁÀ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P3; ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ RfÕÄÏÂÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ × ×ÉÄÅ:Rf(�) = ZP2 f(x)Æ( h�; xi )!(x); (8.9)ÇÄÅ Æ(t) | ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ R:ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ R :óÎÁÞÁÌÁ, ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P3; �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊÏÔ×ÅÔ: f(x) = (2�)�1 Z� Rf(�) h�; xi�2!(�); (8.10)ÇÄÅ � | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ R3 n 0 ! P2:þÔÏÂÙ �ÒÉÄÁÔØ ÓÍÙÓÌ ÜÔÏÍÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ, �Ï×ÔÏÒÉÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ,�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ × �. 8.4 ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ P3: éÍÅÎÎÏ, �ÏÌÏÖÉÍ � = � + p� , ÇÄÅ� 2 (R3)0 n 0 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ h�; xi = 0; p 2 R; Á � 2 (R3)0 n 0 |�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ h�; xi 6= 0:ðÅÒÅÊÄÅÍ × ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ
x = Rf(�)h�;xi�2!(�)ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ � 2 R3 Ë �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ � 2 R3 É p 2 R É ÏÔÂÒÏÓÉÍ ÚÁÔÅÍÞÌÅÎÙ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ dp: íÙ �ÏÌÕÞÉÍ:
0x = h�; xi�2Rf(� + p�)p�2 [�;�;d�℄^ dp:éÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ ÔÁË. óÎÁÞÁÌÁ ÂÅÒÅÔÓÑ ÉÎÔÅ-ÇÒÁÌ �Ï p × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ p�2:+1Z�1 F (p)p�2dp = +1Z�1 F 0(p)p�1dp;ÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Ó�ÒÁ×Á ÎÕÖÎÏ �ÏÎÉÍÁÔØ × ÓÍÙÓÌÅ ÇÌÁ×ÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. ÷ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑÚÁÔÅÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÔÓÑ �Ï ÜÔÏÊ �ÒÑÍÏÊ.éÔÁË, × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (8.10) Ó×ÅÄÅÎÁ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ:�ÅÏÒÅÍÁ 8.3. åÓÌÉ ' = Rf; ÇÄÅ f 2 F(�2); ÔÏf(x) = (2�)�1 h�; xi�2 Zh�;xi=0  (�;�) [�;�;d�℄; (8.11)



64 çì. I. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁÇÄÅ  (�;�) = +1Z�1 � 3Xi=1 �i �'��i ����=�+p��p�1dp; (8.12)� 2 R3 n 0 �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊÕÓÌÏ×ÉÀ h�; xi 6=0; ÉÎÔÅÇÒÁÌ (8.12) ÎÕÖÎÏ �ÏÎÉÍÁÔØ × ÓÍÙÓÌÅ ÇÌÁ×ÎÏÇÏÚÎÁÞÅÎÉÑ.ðÏÄÏÂÎÏ ÓÌÕÞÁÀ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (ÓÍ. �. 8.4, ÓÔÒ. 59),ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (8.11), (8.12) Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÏÒÍÕÌÅÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÏÌÕ-ÞÅÎÎÏÊ × x 1.�ÅÏÒÅÍÁ 8.4. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ R ÄÌÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ P2ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×:R : F(�2) ! F(�1):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ eR : F(�1) ! F(�2)| Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (8.10). ÷ ÓÉÌÕ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ, ËÏÍ�Ï-ÚÉ�ÉÑ eRR Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ÎÁ F(�2): ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ eRÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ.÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ eR'���x3=1 ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ:eR'(x1;x2;1) = (2�)�1 Z�  (�)Æ0(�1x1 + �2x2 + �3)!(�); (8.13)ÇÄÅ  (�) = +1Z�1 '(�1; �2; p) (p� �3)�1 dp: (8.14)÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÏÄÓÔÁ×É× (8.14) × (8.13) É �ÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×Á× �Ï �3; ÍÙ�ÏÌÕÞÉÍ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ eR'���x3=1:òÁ×ÅÎÓÔ×Ï (8.14) ÚÁÄÁÅÔ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÆÕÎË�ÉÉ'(�1; �2; �3) �Ï �3: éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ. äÁÌÅÅ,



x 9. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 65ÅÓÌÉ ' 2 F(�1); ÔÏ  | ÎÅÞÅÔÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ C1-ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ (R3)0 n 0;ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ �1, ÞÔÏ É ÆÕÎË�ÉÑ ': ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ ÅÅ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ � ��i �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ F(�2):ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ eR' = 0: �ÏÇÄÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �Ï ÞÁÓÔÑÍ�ÏÌÕÞÁÅÍ:Z� � ��i Æ(�1x1 + �2x2 + �3x3)!(�) == ��iZ�  (�)Æ0(�1x1 + �2x2 + �3x3)!(�) = 0;i=1;2;3; Ô.Å. �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ � ��i ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ. ïÔÓÀÄÁ,××ÉÄÕ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ � ��i = 0,i = 1;2;3; É, ÚÎÁÞÉÔ,  = 
onst. ðÏÓËÏÌØËÕ, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÆÕÎ-Ë�ÉÑ  ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ �1, ÔÏ  = 0: ïÔÓÀÄÁ, ××ÉÄÕÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ (8.14), ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ' = 0:ðÏÄÏÂÎÏ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ, ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (8.11), (8.12)ÄÌÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ËÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÎÏ×ÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÇÏ ÓÁÆÆÉÎÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔØÀ, É ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ | æÕÎËÁ,Ó×ÑÚÁÎÎÏÇÏ Ó Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÏÊ.þÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ íÉÎËÏ×-ÓËÏÇÏ | æÕÎËÁ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ F(�2) ÉF(�1) ËÁË ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ S2: �ÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ' = Mf |�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ | æÕÎËÁ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ S2; ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ f �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ (8.11), (8.12) ÚÁÍÅÎÏÊ '(�) ÎÁ j�j�1'( �j�j ):x 9. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Åï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Ù ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÎÅÓÔÉ Ó ×Å-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. ÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ËÒÁÔËÏÉÚÌÁÇÁÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÄÌÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÁÆ-ÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÅÇÏ Ó×ÑÚØ Ó �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ É ÆÏÒÍÕÌÕÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ.ðÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÁÚÌÉÞÉÅ ÍÅÖÄÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ òÁ-ÄÏÎÁ × ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ É ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ×ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ×ÓÅÇÄÁ ÌÏËÁÌØÎÁ É ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÌÀÂÏÊ



66 çì. I. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÉÚÌÁÇÁÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÒÁÚÕ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓ-Ô×Á �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n>1: ðÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉÔÅÏÒÅÍ.9.1. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ. âÕÄÅÍ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÇÉ�ÅÒ-�ÌÏÓËÏÓÔÉ × Cn ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉh�; xi � p = 0;ÇÄÅ h�; xi = �1x1 + �2x2 + : : :+ �nxn :ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ Cn ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ: Rf(�; p) = � i2�n�1 Zh�;xi=p f(x)�(x) ^ �(x) ; (9.1)ÇÄÅ � | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ (n � 1)-ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓ-ËÏÓÔÉ h�; xi = p; Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑdx = d h�; xi ^ � (dx = dx1 ^ dx2 ^ : : :^ dxn):÷ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ x1; : : : ;xn ÆÏÒÍÁ � ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÁË:� = (�1)k�1 ��1k dx1 ^ : : :^ddxk ^ : : :^ dxn (k = 1;2; : : : ;n):÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ Rf ÕÄÏÂÎÏ ÔÁËÖÅ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ × ×ÉÄÅ:Rf(�;p) = � i2�nZCn f(x)Æ( h�; xi � p)dxdx; (9.2)ÇÄÅ Æ(�) | ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ Cn :æÕÎË�ÉÑ Rf ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ:Rf(��; �p) = j�j�2Rf(�; p); � 2 C n 0: (9.3)9.2. ó×ÑÚØ Ó �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ FfÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ Cn Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË:Ff(�) = (2�)�n� i2�n ZCn f(x)eiRe h�;xi dxdx:ïÎÏ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ òÁÄÏÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ:Ff(�) = (2�)�n i2 Z Rf(�; p)eiRepdpdp: (9.4)



x 9. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 67éÓ�ÏÌØÚÕÑ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ (9.3) ÆÕÎË�ÉÉ Rf; ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍÅÖÄÕ Rf É Ff ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ:Ff(��) = (2�)�n i2 Z Rf(�; p)eiRe�p dpdp: (9.5)ïÔÓÀÄÁ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ�ÏÌÕÞÁÅÍ: Rf(�; p) = (2�)n�2 i2 Z Ff(��)e�iRe�p d� d�:9.3.æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏÏ�ÅÒÁÔÏÒ F�1; ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë F ; ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:F�1'(x) = (2�)�nZCn '(�)e�iRe h�;xi d� d� : (9.6)îÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ× (9.6) É (9.4) �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ R:f(x) = (�1)n�1��2n+2� i2�n�1Z� �2n�2�pn�1�pn�1 Rf(�; h�; xi )!(�) ^ !(�);(9.7)ÇÄÅ !(�) =Pnk=1(�1)k�1�k d�1 ^ : : : ^dd�k ^ : : : ^ d�n; ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÂÅÒÅÔÓÑ�Ï �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ �� Cn n 0; �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ�ÏÞÔÉ ËÁÖÄÕÀ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÕÀ �ÒÑÍÕÀ, �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ 0:úÁÍÅÞÁÎÉÅ. çÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ × Cn ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË �ÌÏÓ-ËÏÓÔÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2(n � 1) × ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R2n: üÔÉ�ÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ 2n-ÍÅÒÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ K × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉH ×ÓÅÈ 2(n � 1)-ÍÅÒÎÙÈ �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ × R2n (dimH = 2(2n � 1)): �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (9.7) ÄÁÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ××ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R2n: ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀ f ÎÁ R2n; ÅÓÌÉÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ �Ï 2(n � 1)-ÍÅÒÎÙÍ �ÌÏÓËÏÓÔÑÍ, ×ÈÏÄÑÝÉÍ ×2n-ÍÅÒÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï K:9.4. óÌÕÞÁÊ n = 2. ðÒÉ n = 2 ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:f(x1; x2) = ���2 i2 Z� (Rf)00p;�p(�1; �2 ; �1x1 + �2x2) �� (�1 d�2 � �2 d�1) ^ (�1 d�2 � �2 d�1): (9.8)



68 çì. I. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁúÁ�ÉÛÅÍ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ × ÄÒÕÇÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ�ÒÑÍÙÈ. ðÕÓÔØ �ÒÑÍÙÅ × C 2 ÚÁÄÁÎÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉx2 = �x1 + � (9.9)É ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �; � ÜÔÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÚÑÔÙ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÌÏËÁÌØÎÙÈËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ �ÒÑÍÙÈ.úÁÄÁÄÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ C 2 �Ï �ÒÑÍÏÊ (9.9) ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍbRf(�; �) = i2 Z f(t; �t + �)dtdt: (9.10)ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ bRf(�; �) É Rf(�1; �2; p) Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ:Rf(�1; �2; p) = j�j�2 bRf(��1�2 ; p�2 ):åÓÌÉ �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ × (9.8) ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ Rf É �ÒÉÎÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ��ÒÑÍÕÀ �2 = 1; ÔÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÅ:f(x1; x2) = ���2 i2 ZC (bRf)00�;��(�; x2 � �x1)d�d�: (9.11)



çìá÷á IIìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ÷ ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Å ÉÚÕÞÁÅÔÓÑ ÌÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÉÌÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅêÏÎÁ I ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ R3 É ÅÇÏ ÁÎÁÌÏÇÉ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å P3 É ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å C 3 :ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔ ËÁÖÄÏÊ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÉÌÉ ÂÙÓÔÒÏÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ R3 ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ �Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ �ÒÑÍÙÍ ×R3: ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ '= If ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ �ÒÑÍÙÈ.÷�ÅÒ×ÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ I ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌ æ. êÏÎ (ÓÍ. ÓÎÏÓËÕ ÎÁ Ó. 10),ÕÓÔÁÎÏ×É×ÛÉÊ ÅÇÏ ÔÅÓÎÕÀ Ó×ÑÚØ Ó ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÕÌØÔÒÁÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.úÄÅÓØ, ËÁË É ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ R, ÓÔÁ×ÑÔÓÑ Ä×Å ÏÓÎÏ×ÎÙÅÚÁÄÁÞÉ: Ï�ÉÓÁÔØ ÏÂÒÁÚ I É ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀ f �Ï ÅÅ ÏÂÒÁÚÕ If .ïÄÎÁËÏ ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÎÏÅ. çÌÁ×ÎÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ I ÏÔR (Á ÔÁËÖÅÉ ÏÔ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ × �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÇÌÁ×ÁÈ) × ÔÏÍ,ÞÔÏ ÌÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ ÔÒÅÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ× ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ ÞÅÔÙÒÅÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (�ÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �ÒÑÍÙÈ× R3 ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ 4). ïÔÓÀÄÁ, ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉÉÚ ÏÂÒÁÚÁ ÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍÕÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ (ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ êÏÎÁ). ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ,ÚÁÄÁÞÁ Ï ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÉ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ R3 �Ï ÅÅ ÌÕÞÅ×ÏÍÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÀ If Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ: ÄÌÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ f ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ,×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÚÁÄÁ×ÁÔØ If ÎÅ ÎÁ ×ÓÅÍ ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ�ÒÑÍÙÈ H; Á ÌÉÛØ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ K � H:òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ É ÅÅ Ñ×ÎÙÊ ×ÉÄ ÍÏÇÕÔÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ K:éÚÌÏÖÉÍ ËÒÁÔËÏ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Ù. ÷ x 1 ÄÁÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ R3: ðÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÏÓÎÏ×-ÎÙÈ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÁÎÁÌÉÚÁ | ÇÉ�ÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑçÁÕÓÓÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ËÁË ÌÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ



70 çì. II. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ R3: ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ | Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÏÂÒÁÚÁ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á û×ÁÒ�Á S(R3) �ÒÉ ÌÕÞÅ×ÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ; ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÀ�ÏÓ×ÑÝÅÎÙ �.�. 3 | 6. äÁÌÅÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅ-ÎÉÉ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ R3 ÞÅÒÅÚ ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ �Ï �ÒÑÍÙÍ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ËÒÉ×ÕÀ � � R3: óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÏÓÔÏÅÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ � (ÕÓÌÏ×ÉÅ ëÉÒÉÌÌÏ×Á), �ÒÉËÏÔÏÒÏÍ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ: ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ËÒÉ×ÁÑ� �ÅÒÅÓÅËÁÌÁ �ÏÞÔÉ ËÁÖÄÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ × R3: äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÕÓÌÏ×ÉÅëÉÒÉÌÌÏ×Á ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ, × x 1 ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ Ñ×ÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ.óÌÅÄÕÑ �ÌÁÎÕ ÇÌÁ×Ù I, ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÚÁÔÅÍ × x 2 ÌÕÞÅ×ÏÅ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ R3: üÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ 1-ÆÏÒÍ, ÎÏ ÔÁËÖÅ É ÄÌÑ ÆÏÒÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ 2 É 3(ÓÒ. ÓÌÕÞÁÊ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ). ÷ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÄÁÎÏÏ�ÉÓÁÎÉÅ ÏÂÒÁÚÁ ÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É �ÏÌÕÞÅÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ, ×ÏÓ-ÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÝÁÑ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ �Ï ÅÅ ÌÕÞÅ×ÏÍÕ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ.÷ x 3 ÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ x 1 �ÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P3: ðÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ë�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍÕ ÉÍÅÅÔ Ä×Á ×ÁÖÎÙÈ �ÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Á. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÏÓÎÏ×ÎÙÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ × �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÀÔ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÕÀÉ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÕÀ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕ. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ,�ÏÓËÏÌØËÕ ÓÁÍÏ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï P3 É ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �ÒÑÍÙÈ ×P3 ËÏÍ�ÁËÔÎÙ, ÔÏ Ó ÜÔÉÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ Ó×ÑÚÁÎÙ ÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ�Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÊ. ÷ x 3Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÏÂÒÁÚÁ ÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÄÁÎÏ × ËÒÁÓÉ×ÏÊ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÅ. ðÒÉ×ÅÄÅÎÏ ÔÁËÖÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÇÒÕ��Ï×ÏÅÉÓÔÏÌËÏ×ÁÎÉÅ ÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.ä×Á �ÏÓÌÅÄÎÉÈ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ ÇÌÁ×Ù II �ÏÓ×ÑÝÅÎÙ ÁÎÁÌÏÇÕ ÌÕÞÅ×ÏÇÏ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÄÌÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á C 3 : ðÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×ÏËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ×ÁÒÉÁÎÔÁ × ÔÏÍ, ÞÔÏ × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔÌÏËÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ: ÄÌÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ f × ÔÏÞËÅx 2 C 3 �Ï ÅÅ ÌÕÞÅ×ÏÍÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ ' = If ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØÆÕÎË�ÉÀ ' ÌÉÛØ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å �ÒÑÍÙÈ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÈ Ë x:æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÒÏÌØ ÚÄÅÓØ ÉÇÒÁÅÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ �; ××ÅÄÅÎÎÙÊé.í. çÅÌØÆÁÎÄÏÍ, í.é. çÒÁÅ×ÙÍ É ú.ñ. ûÁ�ÉÒÏ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÂÏÌÅÅÏÂÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ1), ËÏÔÏÒÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ' ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ�ÒÑÍÙÈ H ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÕÀ (1,1)-ÆÏÒÍÕ �' ÎÁ H: ÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÁ � × x 4 ÄÁÅÔÓÑ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÏÂÒÁÚÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S(C 3) �ÒÉ ÌÕÞÅ×ÏÍ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ É ÓÔÒÏÉÔÓÑ Ñ×ÎÁÑ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ1)çÅÌØÆÁÎÄé.í., çÒÁÅ× í.é., ûÁ�ÉÒÏ ú.ñ. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ k-ÍÅÒÎÙÈ�ÌÏÓËÏÓÔÑÈ // æÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÅÇÏ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ. | 1967. | � 1. |ó. 15{31 .



x1. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ × ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 71ÜÔÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ' = If; ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉx 2 C 3 ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ �' ÚÁÍËÎÕÔÁ ÎÁ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉHx � H ×ÓÅÈ �ÒÑÍÙÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ x; É ÆÕÎË�ÉÀ f ÍÏÖÎÏ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ:Z
x �' = 
(
x)f(x);ÇÄÅ 
x � Hx | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ �ÉËÌ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2, ÁÍÎÏÖÉÔÅÌØ 
(
x) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ËÌÁÓÓÁ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ �ÉËÌÁ 
x:ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÏÇ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ � ÂÙÌ ××ÅÄÅÎ × x 1 É ÄÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-ÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ÎÏ ÔÁÍ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÉÍÅÎÅÎ ÌÉÛØ ÄÌÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÏÂÒÁÚÁÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.÷ x 5 ÓÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ K �ÒÑÍÙÈ × C 3 ,�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ËÒÉ×ÕÀ � � C 3 : äÌÑÎÉÈ ÓÔÒÏÉÔÓÑ Ñ×ÎÁÑ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ, ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÝÁÑÆÕÎË�ÉÀ ÎÁ C 3 ÞÅÒÅÚ ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ �Ï �ÒÑÍÙÍ ÉÚ K: üÔÏÔ �ÒÉÍÅÒÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë �ÏÓÔÁÎÏ×ËÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ: Ï�ÉÓÁÔØ ×ÓÅ\ÈÏÒÏÛÉÅ" ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑK (ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÙ) ×ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉH ×ÓÅÈ �ÒÑÍÙÈ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ñ×ÎÁÑ ÌÏËÁÌØÎÁÑÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ, ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÀ ÎÁ C 3 ÞÅÒÅÚ ÅÅÉÎÔÅÇÒÁÌÙ �Ï �ÒÑÍÙÍ ÉÚ K: éÚÕÞÁÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ×; �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÅÓÔØ ÌÉÂÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �ÒÑÍÙÈ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÕÀ ËÒÉ×ÕÀ,ÌÉÂÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �ÒÑÍÙÈ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ.x 1. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ × ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å1.1. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ × R3. âÕÄÅÍ ÚÁÄÁ×ÁÔØ �ÒÑÍÙÅ × R3�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉx = �t + �; t 2 R;ÇÄÅ � = (�1;�2;�3) | ÔÏÞËÁ �ÒÑÍÏÊ, Á � = (�1;�2;�3), � 6= 0 | ÅÅÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ ×ÅËÔÏÒ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÆÕÎË�ÉÉ f 2S(R3) �Ï �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ�ÒÑÍÏÊ x = �t + � ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ'(�;�) = +1Z�1 f(�t + �)dt; (1.1)



72 çì. II. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÎÁÚÏ×ÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÔÁË ÆÕÎË�ÉÀ '(�;�) ÌÕÞÅ×ÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍÆÕÎË�ÉÉ f É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ If:÷ ÓÉÌÕ ÜÔÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ' Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ E×ÓÅÈ �ÁÒ (�;�) 2 (R3 n 0)�R3: ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁÔÏÞËÉ � ÎÁ �ÒÑÍÏÊ, Ô.Å.'(�;� + �t0) = '(�;�) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t0 2 R: (1.2)�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ � ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÎÁÆÁËÔÏÒ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R3=f�g; ÇÄÅ f�g | �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÎÁÔÑÎÕÔÏÅÎÁ ×ÅËÔÏÒ �:ïÞÅ×ÉÄÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ ' ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ-ÓÔÉ: '(��;�) = j�j�1'(�;�); � 6= 0: (1.3)ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ ' ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÓÁÍÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÉÏÔ ÍÅÒÙ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ×ÅËÔÏÒÏÍ �; Ô.Å. Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ× ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ ÎÁÄ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ �ÒÑÍÙÈ. åÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ×R3 ××ÅÄÅÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×Á ÍÅÔÒÉËÁ, ÔÏ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ (1.1) ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÁ-ÇÁÔØ, ÞÔÏ j�j = 1; ÔÏÇÄÁ ' Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ�ÒÑÍÙÈ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. õÓÌÏ×ÉÑ (1.2) É (1.3) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÅÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ:3Xi=1�i �'��i = 0; 3Xi=1�i �'��i = �'; '(��;�) = '(�;�): (1.4)éÎÏÇÄÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÄÁ×ÁÔØ �ÒÑÍÙÅ × R3 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉx1 = �1x3 + �1; x2 = �2x3 + �2;Á ÌÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ | ÆÏÒÍÕÌÏÊ (�1;�2;�1;�2) = +1Z�1 f(�1x3 + �1; �2x3 + �2; x3)dx3: (1.5)ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ  É ÆÕÎË�ÉÑ '; Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (1.1),Ó×ÑÚÁÎÙ �ÒÏÓÔÙÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ: (�1;�2;�1;�2) = '(�1;�2;1;�1;�2;0);'(�1;�2;�3;�1;�2;�3) = j�3j�1 ��1�3 ; �2�3 ; �1 � �1�3 �3; �2 � �2�3 �3� :



x1. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ × ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 731.2. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ É ÇÉ�ÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ çÁÕÓ-ÓÁ. éÎÔÅÇÒÁÌÙ (1.1) É (1.5) ÚÁÄÁÀÔ ÌÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÎÅ ÔÏÌØËÏÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ f 2 S(R3); ÎÏ É ÌÀÂÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ f ÎÁR3; ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÉ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÉÌÉ ÉÍ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÄÁÔØ ÔÏÔ ÉÌÉ ÉÎÏÊÓÍÙÓÌ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÌÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ  � ÓÌÅÄÕÀÝÅÊÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ R3:f�(x1;x2;x3) = (x1)+�1�1 (x2)+�2�1 (x3)+�3�1;ÇÄÅ t�+ = t� �ÒÉ t > 0 É t�+ = 0 �ÒÉ t < 0; �i | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. õÓÔÁÎÏ×ÉÍ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍ ÌÕÞÅ×ÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÉÇÉ�ÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ çÁÕÓÓÁ F (a;b; 
 ;x).ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÆÕÎË�ÉÑ  � ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ: �(�1;�2;�1;�2) = 1Z0 (�1x3 + �1)+�1�1 (�2x3 + �2)+�2�1x�3�13 dx3:éÎÔÅÇÒÁÌ ÓÈÏÄÉÔÓÑ �ÒÉ Re�i > 0, i = 1;2;3; É Re(�1 + �2 + �3) < 2; É ×ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÏÔ �1;�2;�3: ðÏÜÔÏÍÕÅÇÏ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �i ËÁË ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ�ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ �Ï �i ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ �ÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ 0, ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÚÎÁËÏ× �i É �i, i = 1;2: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÏÂÌÁÓÔØ × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ �ÒÑÍÙÈ H; × ËÏÔÏÒÏÊ�i < 0 < �i, i = 1;2. ÷ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÚÁÍÅÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x3 = � �2�2 tÉÎÔÅÇÒÁÌ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ: �(�1;�2;�1;�2) == ��1�11 ��2+�3�12 j�2j��3 1Z0 (1 � xt)+�1�1 (1 � t)�2�1 t�3�1 dt;ÇÄÅ x = �1�2�2�1 :óÒÁ×ÎÉÍ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ Ó ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÇÉ-�ÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ çÁÕÓÓÁ F (a;b; 
 ;x) �ÒÉ jxj < 1 × ×ÉÄÅÜÊÌÅÒÏ×ÓËÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ:F (a;b; 
 ;x) = �(
)�(b)�(
 � b) 1Z0 tb�1 (1 � t)
�b�1 (1 � xt)�adt;



74 çì. II. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÈÏÄÉÔÓÑ �ÒÉ Re
 > Reb > 0; Á �ÒÉ ÄÒÕÇÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ b É 
 ÅÇÏÎÕÖÎÏ �ÏÎÉÍÁÔØ × ÓÍÙÓÌÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ �Ï b É 
.íÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉ �i < 0 < �i, i = 1;2, É �1�2�2�1 < 1 ÆÕÎË�ÉÑ  �×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÆÕÎË�ÉÀ çÁÕÓÓÁ: �(�1;�2;�1;�2) == �(�2)�(�3)�(�2 + �3) ��1�11 ��2+�3�12 j�2j��3 F (��1 + 1;�3;�2 + �3; �1�2�2�1 ):ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏF (a;b; 
 ;x) = �(
)�(b)�(
 � b)  �(�x � 1;1;1) �ÒÉ 0 < x < 1;ÇÄÅ � = (1 � a; 
 � b; b).áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ  � ÞÅÒÅÚ ÆÕÎË�ÉÀ çÁÕÓÓÁ �ÏÌÕ-ÞÁÀÔÓÑ �ÒÉ ÄÒÕÇÉÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑÈ ÚÎÁËÏ× �i É �i; i = 1;2.1.3. �ÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÂÒÁÚÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ I. üÔÏÔ É �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ�ÕÎËÔÁ �ÏÓ×ÑÝÅÎÙ Ï�ÉÓÁÎÉÀ ÏÂÒÁÚÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S(R3) ÆÕÎË�ÉÊû×ÁÒ�Á �ÒÉ ÌÕÞÅ×ÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ I:ñÓÎÏ, �ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ ÏÂÒÁÚÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S(R3)ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ É ÂÙÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ. äÁÌÅÅ, �Ï-ÓËÏÌØËÕ ÌÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÊÏÔ 3 �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ 4 �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÔÏ ÅÓ-ÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ ÏÂÒÁÚÁ ÄÏÌÖÎÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÉÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ.õÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ' ÉÚ ÏÂÒÁÚÁ ÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:�2'��i��j = �2'��j ��i ; i; j = 1;2;3: (1.6)÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ' = If; ÔÏ ÉÚ (1.1) ÓÌÅÄÕÅÔ:�2'(�;�)��i ��j = +1Z�1 tf 00xi;xj (�t + �)dt:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎË�ÉÑ �2'��i��j ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÅÒÅÓÔÁ-ÎÏ×ËÉ ÉÎÄÅËÓÏ× i É j:âÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (1.5) ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ, ÎÏÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙ ÄÌÑ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ ' ÏÂÒÁÚÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁS(R3): ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë �ÏÄÒÏÂÎÙÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ É ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁÍ.



x1. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ × ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 75ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ H ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �ÒÑÍÙÈ × R3 É ÞÅÒÅÚ G ' P 2ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × R3; Ô.Å. �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ�ÒÑÍÙÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ 0. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ H ÓÎÁÂÖÅÎÏ ÓÔÒÕË-ÔÕÒÏÊ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÄ G: éÍÅÎÎÏ, �ÒÏÅË�ÉÑ� : H!G ÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ËÁÖÄÏÊ �ÒÑÍÏÊ h2H �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÅ ÅÊ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï a 2 G: �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÌÏÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ � ÎÁÄ a ÅÓÔØÆÁËÔÏÒ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ha = R3=a:äÌÑ H; ËÁË É ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Ó ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊÂÁÚÏÊ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ �ÏÎÑÔÉÅ ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ: ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁH ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ × ËÁÖÄÏÍÓÌÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ H ! G:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S(H) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ '(�;�) ÎÁE; ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (1.2), (1.3) É ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ '(�;�);j�j = 1; ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ H; Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ, ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ ×ÓÅÍÉ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ.éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ I ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S(R3) �ÒÉ ÌÕÞÅ×ÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ S(H):I : S(R3)! S(H):�ÅÏÒÅÍÁ 1.1. æÕÎË�ÉÑ ' 2 S(H) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÂÒÁÚÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁS(R3) �ÒÉ ÌÕÞÅ×ÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ I; Ô.Å. �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ × ×ÉÄÅ ' = If;ÇÄÅ f 2 S(R3); ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÓÉÓÔÅÍÅ (1.6).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ �ÒÏ×ÅÄÅÎÏ × ��. 4 | 6.ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÄÒÕÇÕÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÂÒÁÚÅ.÷×ÅÄÅÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ �; ÏÔÎÏÓÑÝÉÊ ËÁÖÄÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(�;�) ÎÁ EÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÕÀ 1-ÆÏÒÍÕ ÎÁ E:�' = �'��1 d�1 + �'��2 d�2 + �'��3 d�3: (1.7)ìÅÍÍÁ. åÓÌÉ ' 2 S(H); ÔÏ �' Ï�ÕÓËÁÅÔÓÑ Ó E ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ eHÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ × R3:÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÚ (1.2), (1.3) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ �' ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ � 7! � + �t0 É � 7! ��; � > 0:úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ �ÒÑÍÏÊ (� 7! ��) ÆÏÒÍÁ�' ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x 2 R3 ÞÅÒÅÚ Hx �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ�ÒÑÍÙÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ x; É ÞÅÒÅÚ �x' ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ �x' ÎÁ�ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Hx:



76 çì. II. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.1. õÓÌÏ×ÉÅ (1.5) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ �x' ÎÁ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ Hx �ÒÉ ÌÀÂÏÍx 2 R3; Ô.Å. ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÞÔÏ d�x' = 0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÍÅÅÍ:�x' = 3Xi=1 �'(�;�)��i ����=x d�i:úÎÁÞÉÔ, ×ÎÅÛÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ ÆÏÒÍÙ �x' ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:d�x' =Xi;j �2'(�;�)��i��j ����=x d�i ^ d�j ==Xi<j��2'(�;�)��i��j � �2'(�;�)��j ��i � ����=x d�i ^ d�j:ïÔÓÀÄÁ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.÷ ÓÉÌÕ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.1 ÔÅÏÒÅÍÁ 1.1 ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ:�ÅÏÒÅÍÁ 1.2. æÕÎË�ÉÑ ' 2 S(H) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔÏÂÒÁÚÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S(R3) �ÒÉ ÌÕÞÅ×ÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ I; ËÏÇÄÁ ÄÌÑÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x 2R3 ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ �x' ÎÁ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉHx � H ÚÁÍËÎÕÔÁ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÌÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÚÁÄÁÎÏ × ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔÁÈ �1;�2;�1;�2 ÎÁ H ÆÏÒÍÕÌÏÊ (1.5), ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1.6) ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÙ ÏÄÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÀ  �2 ��1��2 = �2 ��2��1 ; (1.8)Á Ï�ÅÒÁÔÏÒ � ÚÁÄÁÅÔÓÑ × ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:� = � ��1 d�1 + � ��2 d�2: (1.9)1.4. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S(H0). üÔÏÔ É Ä×Á ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ �ÕÎËÔÁ �ÏÓ×Ñ-ÝÅÎÙ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÂÒÁÚÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S(R3):ðÒÉ ÖÅÌÁÎÉÉ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÉÈ �ÒÏ�ÕÓÔÉÔØ É �ÅÒÅÊÔÉ Ë ÞÔÅÎÉÀ �. 1.7.äÌÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÏÂÒÁÚÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S(R3) �ÒÉ ÌÕÞÅ×ÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉÓÎÁÞÁÌÁ �ÅÒÅÊÄÅÍ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÊ



x1. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ × ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 77'2S(H) Ë ÆÕÎË�ÉÑÍ ÎÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ H 0!G; Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÍ Ë ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀH ! G:úÁÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ ÓÌÏÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ H0 ! G ÎÁÄ a 2 G; Ô.Å. �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏH0a; Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ë R3=a; ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ×ÌÏÖÅÎ × (R3)0 ËÁË �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ×, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ Ë a: �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉH0 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÁÒÙ (a;�); ÇÄÅ a2G É � | ×ÅËÔÏÒ × (R3)0; ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊË a:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S(H0) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ û×ÁÒ�ÁÎÁ H 0; ÇÄÅ H 0 ! G | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ë ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ H ! G:÷×ÅÄÅÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ F0 ÆÕÎË�ÉÊ '(�;�) 2 S(H) �Ï ÓÌÏÑÍÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ H ! G:(F0')(�;�) = (2�)�1 ZR3=f�g '(�;�)ei h�;�i d��; � 2 (R3=f�g)0;ÇÄÅ f�g | ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÎÁÔÑÎÕÔÏÅ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ �; aÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂßÅÍÁ d�� ÎÁ R3=f�g ×ÙÂÒÁÎ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÏÍÏÂßÅÍÁ dx = dx1dx2dx3 ÎÁ R3 É ×ÅËÔÏÒÏÍ �; Ô.Å.ZR3=f�g +1Z�1 f(�t + �)dtd�� = ZR3 f(x)dxÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f 2 S(R3):éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ F0 É ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ (1.3) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ F0'(��;�) == F0'(�;�) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � 6= 0 É, ÚÎÁÞÉÔ,F0' ÅÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ H0:îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ F ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ R3(Ff)(�) = (2�)�3=2ZR3 f(x)ei h�;xi dxÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×:F : S(R3)! S((R3)0):áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÉÚ Ó×ÏÊÓÔ× ÏÂÙÞÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÌÅÇËÏ ÓÌÅ-ÄÕÅÔðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.2. åÓÌÉ ' 2 S(H); ÔÏ F0' 2 S(H 0); É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ' 7! F0' ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×F0 : S(H) ! S(H0):



78 çì. II. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅóÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ × ×ÉÄÅ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ Ä×Á ×ÁÖÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×Á�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S(H0): ðÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ,×ÔÏÒÏÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÚÄÅÓØ Ï�ÕÓËÁÅÍ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.3. åÓÌÉ F 2 S(R3); ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ ' ÎÁ H0; ÚÁÄÁÎÎÁÑÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ '(a;�) = F (�) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ (a;�) 2 H 0;�ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ S(H 0): �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅS((R3)0) ,! S(H0):ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.4. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ ' 2 S(H 0) ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ'(a;�) = F (�) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � 6= 0;Ô.Å. ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � 6= 0 ÆÕÎË�ÉÑ '(a;�) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Áa; ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÕ �: �ÏÇÄÁ '(a;0) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á a; É ÅÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØ F (0) = '(a;0); ÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÔÁËÎÁ ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (R3)0 ÆÕÎË�ÉÑ F �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ S((R3)0).1.5. ï�ÉÓÁÎÉÅ ÏÂÒÁÚÁ S(R3) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å S(H0). îÁÊÄÅÍ ÏÂÒÁÚS(R3) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å S(H0) �ÒÉ ÓË×ÏÚÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉF0I : S(R3) I�! S(H) F0��! S(H0):ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.5. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f 2 S(R3) ÉÍÅÅÍ:F0If = (2�)1=2Ff; (1.10)ÇÄÅ Ff | �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÉ f 2 S(R3); Ô.Å. Ff |ÜÌÅÍÅÎÔ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S((R3)0) � S(H0):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ (a;�) 2 H0 É � 6= 0 | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ×�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å a 2 G: �ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ:(F0If)(�;�) = (2�)�1 ZR3=a If(�;�)ei h�;�i d�� == (2�)�1 ZR3=f�g +1Z�1 f(�t + �)ei h�;�i dtd�� == (2�)�1 ZR3 f(x)ei hx;�i dx = (2�)1=2(Ff)(�):



x1. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ × ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 79óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ïÂÒÁÚ S(R3) �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ F0I ÅÓÔØ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏS((R3)0) � S(H 0):÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÚ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.5 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ S(R3) �ÒÉÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ F0I ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × S((R3)0): ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ef 2 S((R3)0);ÔÏ ef = Ff; ÇÄÅ f 2 S(R3): îÏ ÔÏÇÄÁ F0If = (2�)1=2Ff = (2�)1=2 ef:ðÒÉÍÅÞÁÎÉÅ. éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (1.10) ÓÌÅÄÕÅÔ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÌÕÞÅ-×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. éÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ f ÎÕÖÎÏ Ë ÆÕÎË�ÉÉF0If �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÎÁ R3; Ô.Å.f = (F�1F0)If:1.6. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1 ÏÂ ÏÂÒÁÚÅ ÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÑ. ðÕÓÔØ ' 2 S(H) É ~' = F0': äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.6. åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ ' ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ (1.6),ÔÏ ~'(a;�) = F (�) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ � 6= 0; Ô.Å. �ÒÉ � 6= 0 ÆÕÎË�ÉÑ~'(a;�) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á a; ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ �:÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, × ÓÉÌÕ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.4, ÆÕÎË�ÉÑ~' = I0' �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ S((R3)0) � S(H 0): îÏ ÔÏÇÄÁ,× ÓÉÌÕ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.5 (óÌÅÄÓÔ×ÉÅ), ~' = F0If ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÉf 2 S(R3): úÎÁÞÉÔ, ' = If:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.6. ðÕÓÔØ a | ÌÀÂÏÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï É �= (�1;�2;�3) | ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ × a: ïÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Vi, i = 1;2;3; ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× a; ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ�i 6=0: ðÏÓËÏÌØËÕ Vi ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÏËÒÙÔÉÅ G; ÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ Vi × ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÏÂÌÁÓÔØ V3:úÁÄÁÄÉÍ ËÁÖÄÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï a 2 V3 ×ÅËÔÏÒÏÍ � = (�1;�2;1)É �ÒÉÍÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ �1; �2 ÜÔÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁV3: ïÞÅ×ÉÄÎÏ ÄÁÌÅÅ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ �ÒÑÍÏÊ × R3; �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ a,ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ �=(�1;�2;�3); Õ ËÏÔÏÒÏÊ �3=0: ðÒÉÍÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ�1; �2 ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × R3=a: ÷ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÍÅÒÁ ÎÁ R3=a ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ d�� = d�1d�2; Á �ÏÔÏÍÕ~'(a;�) = +1Z�1 +1Z�1  (�1;�2;�1;�2)ei(�1�1+�2�2) d�1d�2;ÇÄÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ:  (�1;�2;�1;�2) = '(�1;�2;1;�1;�2;0);



80 çì. II. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ�ÒÉÞÅÍ �1; �2 É � = (�1; �2; �3) Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ:�1�1 + �2�2 + �3 = 0: (1.11)÷ ÓÉÌÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (1.11), ÍÏÖÎÏ �ÒÉÎÑÔØ �1; �2 × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁ H 0a = (R3=a)0: ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ � 6= 0; ÔÏ (�1; �2) 6= 0:÷ ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÆÕÎË�ÉÑ  ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ�2 ��1��2 = �2 ��2��1 :ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ �Ï �1; �2 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ �2 � ~'��1 = �1 � ~'��2 :ðÒÉ (�1; �2) 6= 0 ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:~'(�1;�2; �1; �2) = F (�1; �2;�(�1�1 + �2�2));Ô.Å. × ÓÉÌÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (1.11)~'(�1;�2; �) = F (�1; �2; �3):�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ � 6= 0 ÆÕÎË�ÉÑ ~'(a;�) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔÏÔ a:1.7. æÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ Ï ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÉÆÕÎË�ÉÉ f 2 S(R3) ÞÅÒÅÚ ÅÅ ÌÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ' = If: ëÁË ÕÖÅÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ × ÎÁÞÁÌÅ ÇÌÁ×Ù II, ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ �ÅÒÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÁ. îÁ�ÒÉÍÅÒ,ÞÔÏÂÙ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ f × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ x 2 Rx; ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ�ÒÏ×ÅÓÔÉ ÞÅÒÅÚ x �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ É ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÇÏ Ó ÜÔÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔØÀ.åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÄÒÕÇÕÀ ÚÁÄÁÞÕ | ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀ fÞÅÒÅÚ ÅÅ ÌÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ�ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ K × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ H ×ÓÅÈ �ÒÑÍÙÈ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ,ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ É ÅÅ Ñ×ÎÙÊ ×ÉÄ ÍÏÇÕÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ K:ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ �ÒÉÍÅÒ: K | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ×ÓÅÈ �ÒÑÍÙÈ, �ÅÒÅÓÅËÁÀ-ÝÉÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ �ÒÑÍÕÀ l × R3: ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÞÔÏÂÙ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØf × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ x; ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ �ÌÏÓËÏÓÔØ �; ÎÁÔÑÎÕÔÕÀÎÁ x É l (ÅÓÌÉ x2 l; ÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ l). �ÁË ËÁË�Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ �Ï ×ÓÅÍ �ÒÑÍÙÍ × ÜÔÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÍ ÚÁÄÁÎÙ, ÔÏf(x) ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑòÁÄÏÎÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ × x 1 ÇÌÁ×Ù 1.



x1. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ × ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 81÷ ÜÔÏÍ �ÕÎËÔÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ �ÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ K |ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ×ÓÅÈ �ÒÑÍÙÈ × R3; �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÁÌÇÅ-ÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ËÒÉ×ÕÀ ��R3:�ÒÅÂÕÅÔÓÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀ f 2S(R3)�Ï ÆÕÎË�ÉÉ If jK; Ô.Å. �Ï ÆÕÎË�ÉÉ'(�;�) = +1Z�1 f(�t + �)dt; (�;�) 2 (R3 n 0) � �: (1.12)á.á. ëÉÒÉÌÌÏ× 1) ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÏÄ-ÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ �Ï ÆÕÎË�ÉÉ '; ËÏÇÄÁ ËÒÉ×ÁÑ � �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ�ÏÞÔÉ ËÁÖÄÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ × R3: ðÏÓÔÒÏÉÍ Ñ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ,×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÝÕÀ f �Ï ÆÕÎË�ÉÉ ' × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÕÓÌÏ×ÉÅ ëÉÒÉÌÌÏ×Á×Ù�ÏÌÎÅÎÏ.ðÅÒÅÊÄÅÍ ÏÔ ' Ë ÎÏ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ  ; Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ: (�;�) = Zj!j=1 '(!;�) h�; !i�2d�; � 2 (R3)0 n 0: (1.13)éÎÔÅÇÒÁÌ ÎÕÖÎÏ �ÏÎÉÍÁÔØ × ÓÍÙÓÌÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÁËÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÒÉ s = �2 ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ �ÒÉ Res > 0ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ: Zj!j=1 '(!;�) h�; !i sd�:úÁÍÅÞÁÎÉÅ. æÕÎË�ÉÑ  ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ �Ï �ÆÕÎË�ÉÉ '; ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ËÁË ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑÏÔ �:úÁÄÁÞÁ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ Ó×ÅÌÁÓØ Ë ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÀ f �Ï ÆÕÎË�ÉÉ  :ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �(�;p) �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉh�; xi � p = 0 Ó ËÒÉ×ÏÊ �: ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ(�;p) ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.7. æÕÎË�ÉÑ  (�; �(�;p)) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÔÏÞËÉ�(�;p); Ô. Å.  (�; �(�;p)) = 	(�;p); É Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁÏÂÒÁÝÅÎÉÑ: f(x) = 
 Zj�j=1 +1Z�1 	(�;p) ( h�; xi � p)�2dpd�; (1.14)1)ëÉÒÉÌÌÏ× á.á. ïÂ ÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ é.í.çÅÌØÆÁÎÄÁ // äÏËÌ. áî óóóò. | 1961. |� 2. | ó. 276{277.



82 çì. II. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, �ÏÄÏÂÎÏ (1.13), ÎÁÄÏ �ÏÎÉÍÁÔØ × ÓÍÙÓÌÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎ-ÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.7. ÷ÙÒÁÚÉÍ  ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÞÅÒÅÚ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f; �ÏÄÓÔÁ×É× (1.9) × ÆÏÒÍÕÌÕ(1.13). íÙ �ÏÌÕÞÉÍ: (�;�) = ZR3 f(x) ( h�; x � �i )�2dx:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,  (�;�(�;p)) = ZR3 f(x) ( h�; xi � p)�2dx: (1.15)éÚ (1.15) ÓÌÅÄÕÅÔ �ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÞÔÏ  (�;�(�;p)) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁÔÏÞËÉ �(�;p) �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉ×ÏÊ � Ó �ÌÏÓËÏÓÔØÀ h�; xi � p = 0: äÁÌÅÅ,ÆÕÎË�ÉÑ  (�; �(�;p)) = 	(�;p) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ òÁÄÏÎÁ × R3; ÇÄÅ ÑÄÒÏÆ( h�; xi � p) ÚÁÍÅÎÅÎÏ ÄÒÕÇÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ( h�; xi � p)�2: äÌÑÜÔÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, �ÏÄÏÂÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ òÁÄÏÎÁ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÁÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ, ×ÙÒÁÖÁÀÝÁÑÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (1.14).1.8. áÎÁÌÏÇÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �. ÷ �. 1.3 ÂÙÌ ××ÅÄÅÎ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ� ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S(H) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï 
1(H) ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ1-ÆÏÒÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ �ÒÑÍÙÈ H; ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ×ÁÖÎÙÍÓ×ÏÊÓÔ×ÏÍ:õÓÌÏ×ÉÅ A. åÓÌÉ ' = If; ÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ �' ÚÁÍËÎÕÔÁÎÁ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ Hx �ÒÑÍÙÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ x 2 R3:ðÏÓÔÁ×ÉÍ ÚÁÄÁÞÕ: Ï�ÉÓÁÔØ ×ÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ �; ÏÂÌÁÄÁÀ-ÝÉÅ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. ÷ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.8 ÍÙ ÕÔÏÞÎÉÍ�ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞÉ, ÓÕÚÉ× ËÌÁÓÓ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×.âÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÑÍÙÅ × R3 ÚÁÄÁÎÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉx1 = �1x3 + �1; x2 = �2x3 + �2;Á ÌÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ  = If ÚÁÄÁÎÏ × ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ�1;�2;�1;�2 ÎÁ H ÆÏÒÍÕÌÏÊ (1.5). óÏÇÌÁÓÎÏ �. 1.3 ÆÕÎË�ÉÑ  ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ �2 ��1��2 = �2 ��2��1 ;



x1. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ × ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 83Á Ï�ÅÒÁÔÏÒ � ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:� = � ��1 d�1 + � ��2 d�2: (1.16)ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ, ËÒÏÍÅ �=�1; ÕÓÌÏ×ÉÀA ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÔÁËÖÅÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ:�2 = � ��1 d�1 + � ��2 d�2;�3 = � ��1 d�1 + � ��2 d�2;�4 = � ��1 d�1 + � ��2 d�2:÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÁË ËÁË d�i ��Hx =�x3 d�i, i= 1;2; ÎÁ Hx; ÔÏ ÎÁ Hx ÆÏÒÍÙ�2 É �4 �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ �1 É �3 : äÁÌÅÅ, ÉÍÅÅÍ:�2 + �3 = d : óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁ Hx ×ÓÅ ÆÏÒÍÙ �i Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÙ ÆÏÒÍÅ �1 :òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ � ×ÉÄÁ� = � ��1 !1 + � ��2 !2 + � ��1 !3 + � ��1 !4; (1.17)ÇÄÅ !i | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ 1-ÆÏÒÍÙ ÎÁ H:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.8. ìÀÂÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ � ×ÉÄÁ (1.17), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊÕÓÌÏ×ÉÀ á, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÁÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× �i; i = 1;2;3;4:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ �3; �4 ×ÍÅÓÔÏ �1; �2:�ÏÇÄÁ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (1.17) �ÒÉÍÅÔ ×ÉÄ:� = 4Xi=1 � ��i !i; ÇÄÅ !i = 4Xj=1aij(�)d�j; i = 1;2;3;4:éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á d� ��Hx= 0 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ HxÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ !i ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ:!i ^ d�i = 0; i = 1;2;3;4; (1.18)!1 ^ d�2 + !2 ^ d�1 = 0; !3 ^ d�4 + !4 ^ d�3 = 0; (1.19)d!i = 0; i = 1;2;3;4: (1.20)



84 çì. II. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅéÚ (1.18) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ!1 = a11d�1 + a13d�3; !2 = a22d�2 + a24d�4;!3 = a31d�1 + a33d�3; !4 = a42d�2 + a44d�4:ðÏÄÓÔÁ×É× �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ !i × (1.19), �ÏÌÕÞÉÍ:a11 = a22; a13 = a24; a31 = a42; a33 = a44:ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ� = a11�4 + a33�2 + a31�1 + a13�3:îÁËÏÎÅ�, �ÏÄÓÔÁ×É× ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × (1.20), ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ×ÈÏÄÑ-ÝÉÅ × ÎÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ aij ÓÕÔØ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÅ.x 2. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈÆÏÒÍ × R32.1. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏ-ÒÍ. úÄÅÓØ ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÏÔÎÏÓÑ-ÝÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍ ÆÏÒÍÁÍ ÎÁ R3 ÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ �Ï �ÒÑÍÙÍ ×R3: üÔÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈÆÏÒÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ 1, ÎÏ ÔÁËÖÅ É ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ 2É 3. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ�ÒÑÍÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ÍÅÎØÛÅÊ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ R3; Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó �ÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ × R3; ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉÓØ × x 7 ÇÌÁ×Ù I.èÏÔÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜÔÉÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ × ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊÆÏÒÍÅ, ÎÁÍ ÕÄÏÂÎÅÅ Ó×ÑÚÁÔØ ÅÇÏ ÚÄÅÓØ Ó ×ÙÂÏÒÏÍ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ �ÒÑÍÙÈ × R3:âÕÄÅÍ ÚÁÄÁ×ÁÔØ �ÒÑÍÙÅ × R3 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉxi = �ix3 + �i; i = 1;2; (2.1)É �ÒÉÍÅÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �i; �i ÜÔÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÌÏËÁÌØÎÙÈËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ �ÒÑÍÙÈ.÷×ÅÄÅÍ 4-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÆÌÁÇÏ× A; ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ |�ÁÒÙ (h;x); ÇÄÅ h | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ × R3; Á x | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑÔÏÞËÁ × R3; �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ �ÒÑÍÏÊ h: úÁÄÁÄÉÍ ÎÁ A Ä×Å ÓÉÓÔÅÍÙËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÅÒ×ÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ | (x1;x2;x3;�1;�2); ÇÄÅ (x1;x2;x3) | ËÏÏÒ-ÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ × R3; Á (�1;�2) ÚÁÄÁÀÔ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ �ÒÑÍÏÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ. ÷ÔÏÒÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ | (�1;�2;�1;�2;x3); ÇÄÅ (�1;�2;�1;�2)



x2. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ × R3 85ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ �ÒÑÍÏÊ, Á x3 | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÜÔÏÊ�ÒÑÍÏÊ. üÔÉ Ä×Å ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ (2.1).ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÌÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ! ÎÁR3 ÓÔÅ�ÅÎÉ r>1:âÕÄÅÍ ÔÒÁËÔÏ×ÁÔØ ! ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÎÁA; ÚÁÄÁÎÎÕÀ × ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (x1;x2;x3;�1;�2): ðÅÒÅÊÄÅÍ × ×ÙÒÁ-ÖÅÎÉÉ ÄÌÑ ! ËÏ ×ÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (�1;�2;�1;�2;x3) É ÏÔÂÒÏÓÉÍÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ dx3: ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÉÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �i; �i; d�i; d�i ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ 1-ÆÏÒÍÏÊ ÎÁ �ÒÑÍÏÊÓ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ �i;�i, i = 1;2: éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÅÅ �Ï ÜÔÏÊ �ÒÑÍÏÊ, ÍÙ�ÏÌÕÞÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÕÀ (r � 1)-ÆÏÒÍÕ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ �ÒÑÍÙÈ.îÁÚÏ×ÅÍ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕ ÌÕÞÅ×ÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ! É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ I!:ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÕÄÏÂÎÏ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ÎÏ ÏÎÏ �ÒÉ×ÑÚÁÎÏË ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × R3 É × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ �ÒÑÍÙÈ H:óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ �ÏÄÎÑÔÉÑ É Ï�ÕÓËÁÎÉÑ.éÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ � : A ! B Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ Ä×ÅÏ�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÁÄ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ | Ï�ÅÒÁ�ÉÑ �? �ÏÄÎÑÔÉÑÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ �? Ï�ÕÓËÁÎÉÑ. ðÅÒ×ÁÑ ÉÚ ÎÉÈ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅÆÏÒÍÙ ÎÁ B × ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÁ A; ×ÔÏÒÁÑ(ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï ÓÌÏÑÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ) �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅÆÏÒÍÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ r ÎÁ A × ÆÏÒÍÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ r� l ÎÁ B; ÇÄÅ l { ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÓÌÏÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ A ! B (�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ r > l).åÓÌÉ ÚÁÄÁÎÁ �ÁÒÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ A!B É A!C; ÔÏ Ó ÎÅÀ ÍÏÖÎÏ Ó×ÑÚÁÔØÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅI : 
(B) ! 
(C)ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ B × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ C: ïÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ I = �?�?Ï�ÅÒÁ�ÉÉ �? �ÏÄÎÑÔÉÑ ÆÏÒÍÙ Ó B ÎÁ A É Ï�ÅÒÁ�ÉÉ �? Ï�ÕÓËÁÎÉÑÆÏÒÍÙ Ó A ÎÁ C: ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÁË Ï�ÅÒÁÔÏÒ I�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÅÎ Ó Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ d:dI = Id:ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ I : 
(R3) ! 
(H) ÅÓÔØ �ÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÊÏ�ÅÒÁ�ÉÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÊ Ó ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÍÉ A ! R3 É A ! H; ÇÄÅ A | �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÌÁÇÏ×. ó×ÏÊÓÔ×Ï dI = I d ÜÔÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ.2.2. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ 3-ÆÏÒÍ ÎÁ R3. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÄÉÆÆÅ-ÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ 3-ÆÏÒÍÁ! = f(x)dx1 ^ dx2 ^ dx3; f 2 S(R3):



86 çì. II. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅþÔÏÂÙ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÅÅ ÌÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÎÁÄÏ ÓÎÁÞÁÌÁ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÉÔØ ! × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (�1;�2;�1;�2;x3) ÎÁ A:! = f(�1x3 + �1; �2x3 + �2; x3) (x3d�1 + d�1) ^ (x3d�2 + d�2) ^ dx3:÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÉÚ �. 2.1, ÌÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÆÏÒÍÙ ! ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ:I! = '2(�;�)d�1 ^ d�2 + '1(�;�) (d�1 ^ d�2 � d�2 ^ d�1) ++ '0(�;�)d�1 ^ d�2; (2.2)ÇÄÅ'i(�;�) = +1Z�1 f(�1x3 + �1; �2x3 + �2; x3) (x3)i dx3; i = 0;1;2: (2.3)éÓÓÌÅÄÕÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×Á �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÙ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, �ÏÓËÏÌØËÕf 2 S(R3); ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ 'i ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÂÙÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ ×ÓÅÍÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.1. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ I! ÚÁÍËÎÕÔÁ.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÚ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ (2.3) ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× 'i ÆÏÒÍÙ I!ÓÌÅÄÕÅÔ: �'2��i = �'1��i ; �'1��i = �'0��i ; i = 1;2: (2.4)üÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ÆÏÒÍÙ I!:úÁÍÅÞÁÎÉÅ. úÁÍËÎÕÔÏÓÔØ I! ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÁËÖÅ ÉÚ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ! ËÁËÆÏÒÍÙ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÁ R3 É �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÓÔÉ I Ó Ï�ÅÒÁÔÏ-ÒÏÍ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.2. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ I! ÎÁ �ÏÄ-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �ÒÑÍÙÈ, ÌÅÖÁÝÉÈ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ �ÌÏÓ-ËÏÓÔÉ, ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ P �ÒÑÍÙÈ, ÌÅÖÁÝÉÈ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÏÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÚÁÄÁÅÔÓÑ × ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (�;�)ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:�1 (�1 � �01) + �2 (�2 � �02) = 0; �1 (�1 � �01 ) + �2 (�2 � �02) = 0:úÄÅÓØ (�0;�0) | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÎÁÜÔÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, Á �1;�2 | �ÏÓÔÏÑÎÎÙÅ. úÎÁÞÉÔ, ÎÁ ÜÔÏÍ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-ÚÉÉ P ÍÙ ÉÍÅÅÍ: d�2 = �d�1; d�2 = �d�1; ÇÄÅ � = ��1=�2; Á �ÏÔÏÍÕÉÚ (2.2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ I! jP= 0:



x2. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ × R3 87�ÅÏÒÅÍÁ 2.1. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ 2-ÆÏÒÍÁ 
 Ó ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÉÍÉ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ �ÒÑÍÙÈ H Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÕÞÅ×ÙÍ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ 3-ÆÏÒÍÙ !=f(x)dx1^dx2^dx3; f 2S(R3) ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ 2:1É 2:2:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÕÖÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ. äÏËÁÖÅÍÉÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ 2-ÆÏÒÍÁ 
 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÕÓÌÏ×ÉÑÍ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ 2.1 É 2.2. äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ(2.2), Ô.Å. ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÞÌÅÎÏ× Ó d�i^d�i; i= 1;2; Á ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉd�1 ^ d�2 É d�2 ^ d�1 ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÚÎÁËÏÍ.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ
 = a1d�1 ^ d�1 + a2 d�2 ^ d�2 + b1d�1 ^ d�2 + b2d�2 ^ d�1 + : : : ;ÇÄÅ ÍÎÏÇÏÔÏÞÉÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÌÅÎÙ. �ÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ h0 |�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ É P | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �ÒÑÍÙÈ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ h0; ÔÏ (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ2.2) ÉÍÅÅÍ: 
 jP= (a1 + �2 a2 + �(b1 + b2))d�1 ^ d�1:�ÁË ËÁË, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, 
 jP=0 , ÔÏ, ××ÉÄÕ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÓÔÉ �; ÏÔÓÀÄÁÓÌÅÄÕÅÔ: a1 = a2 = 0 É b1 = �b2:éÔÁË, ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ 
 ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:
 =  2(�;�)d�1 ^ d�2 +  1(�;�) (d�1 ^ d�2 � d�2 ^ d�1) ++  0(�;�)d�1 ^ d�2:éÚ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ 
 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ  i Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ� 2��i = � 1��i ; � 1��i = � 0��i ; i = 1;2: (2.5)ðÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎË�ÉÑ  0 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ�2 0��1�2 = �2 0��2��1 :úÎÁÞÉÔ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÂÒÁÚÅ ÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ (ÓÍ. x 1), ÏÎÁÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÕÞÅ×ÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f 2 S(R3): 0(�;�) = +1Z�1 f(�1x3 + �1; �2x3 + �2; x3)dx3:



88 çì. II. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅõÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ 
 = I!; ÇÄÅ ! = f(x)dx1 ^ dx2 ^ dx3: ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÚÆÏÒÍÕÌ (2.3), ËÏÔÏÒÙÍÉ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ 'i ÆÏÒÍÙ I!; ÓÌÅÄÕÅÔ�ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÞÔÏ  0 = '0: äÁÌÅÅ, ÏÔÓÀÄÁ É ÉÚ (2.4), (2.5) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ� 1��i = �'1��i , i = 1;2: óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ××ÉÄÕ ÂÙÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ  1 É '1; 1 = '1: áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ  2 = '2 É, ÚÎÁÞÉÔ, 
 = I!:úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ ! = f(x)dx1 ^ dx2 ^ dx3 ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑÔÏÌØËÏ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÕ '0 ÆÏÒÍÙ I!; �ÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎË�ÉÑ '0Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÕÞÅ×ÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÆÕÎË�ÉÉ f:2.3. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ 2-ÆÏÒÍ ÎÁ R3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÕÀ 2-ÆÏÒÍÕ! = f1(x)dx2 ^ dx3 + f2(x)dx3 ^ dx1 + f3(x)dx1 ^ dx2Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ S(R3): ÷ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ �1;�2;�1;�2;x3 ÎÁ �ÒÏÓÔ-ÒÁÎÓÔ×Å ÆÌÁÇÏ× ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ:! = f1 (x3d�2 + d�2) ^ dx3 + f2 dx3 ^ (x3d�1 + d�1) ++ f3 (�1dx3 + x3d�1 + d�1) ^ (�2dx3 + x3d�2 + d�2):÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÉÚ �. 2.1, ÌÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ2-ÆÏÒÍÙ ! ÅÓÔØ 1-ÆÏÒÍÁI! = a1d�1 + a2d�2 + b1d�1 + b2d�2 (2.6)Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉa1 = �2 3 �  2; a2 = ��1 3 +  1;b1 = �2'3 � '2; b2 = ��1'3 + '1; (2.7)ÇÄÅ 'i(�;�) = +1Z�1 fi(�1x3 + �1 ; �2x3 + �2; x3)dx3; i = 1;2;3; (2.8) i(�;�) = +1Z�1 x3fi(�1x3 + �1 ; �2x3 + �2; x3)dx3: i = 1;2;3: (2.9)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÚÁÄÁÞÕ Ï ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÉ ÆÏÒÍÙ ! �Ï ÅÅ ÌÕ-ÞÅ×ÏÍÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ I!: üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊÚÁÄÁÞÅ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:



x2. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ × R3 89ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.3. æÕÎË�ÉÉ 'i ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÆÏÒÍÙ I!:'3 = �b1��2 � �a1��2 ; '1 = �1'3 + b2; '2 = �2'3 � b1: (2.10)òÁ×ÅÎÓÔ×Á (2.10) ÓÌÅÄÕÀÔ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ (2.7) | (2.9).ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎË�ÉÉ 'i Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÕÞÅ×ÙÍÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× fi ÆÏÒÍÙ !; ÔÏ ÄÌÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ Ë 'i ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ.ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ Ë Ï�ÉÓÁÎÉÀ ÏÂÒÁÚÁ ÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ I:äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ I!:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.4. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ai; bi ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ I!ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ:�a1��1 = �b1��1 ; �a2��2 = �b2��2 ; �a1��2 � �b1��2 = ���a2��1 � �b2��1� (2.11)É ���a1��2 � �b1��2� = 0; ÇÄÅ � = �2��1��2 � �2��2��1 : (2.12)÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, (2.11) ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ (2.7), (2.8), (2.9). óÏ-ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (2.12) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á '3= �b1��2 � �a1��2 ;�ÏÓËÏÌØËÕ �'3 = 0:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.5. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (2.11) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÞÔÏÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ I! jP ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ I! ÎÁ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ�ÒÑÍÙÈ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ P; Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕ-ÔÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÎÁ P; Ô.Å. dI! jP= 0:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÍÅÅÍ:dI! = � �b1��1 � �a1��1�d�1 ^ d�1 + � �b2��1 � �a1��2�d�1 ^ d�2 ++ � �b1��2 � �a2��1�d�2 ^ d�1 + � �b2��2 � �a2��2�d�2 ^ d�2 + : : : :ðÏÜÔÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (2.11) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ dI! ÎÅÓÏÄÅÒÖÉÔ ÞÌÅÎÏ× Ó d�i ^ d�i; i = 1;2; Á ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ d�1 ^ d�2 Éd�2 ^ d�1 ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÚÎÁËÏÍ. ÷ Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ �. 2.2,ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ × ðÒÅÄÌÏÖÅ-ÎÉÉ.



90 çì. II. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ�ÅÏÒÅÍÁ 2.2. ðÕÓÔØ 
 | ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ�ÒÑÍÙÈ × R3 Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÍÉ ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÉÍÉËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ
 = a1d�1 + a2d�2 + b1d�1 + b2d�2:äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÆÏÒÍÁ 
 ÂÙÌÁ ÌÕÞÅ×ÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ 2-ÆÏÒÍÙ ! ÎÁ R3 Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ S(R3); ÎÅÏÂ-ÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÅÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ 
 jP ÎÁ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑP �ÒÑÍÙÈ, ÌÅÖÁÝÉÈ × ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÂÙÌÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉÆÏÒÍÁÍÉ, É ÞÔÏÂÙ ÅÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÌÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍÕÕÓÌÏ×ÉÀ (2.12).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ. äÏ-ËÁÖÅÍ ÉÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ. éÔÁË, �ÕÓÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ 
 ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ. �ÏÇÄÁ ÅÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ (2.11) É (2.12).ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÉ 'i, i = 1;2;3; ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ (2.10). éÚ (2.12)ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �'3 = 0: õÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÔÁËÖÅ �'1 = 0 É �'2 = 0: ÷ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÍÅÅÍ: �'2 = �2�'3 � �'3��1 � �b1 = � ���1 � �b1��2 � �a1��2� �� �2b1��1��2 + �2b1��2��1 = ���2 ��a1��1 � �b1��1� = 0: áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ,ÞÔÏ �'1 = 0:ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ (ÓÍ. x 1), ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ 'i Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÕÞÅ×ÙÍÉ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÆÕÎË�ÉÊ fi 2 S(R3); Ô.Å. ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ (2.8).÷×ÅÄÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ! = f1(x)dx2 ^ dx3 + f2(x)dx3 ^ dx1 + f3(x)dx1 ^ dx2É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ 
 = I!:÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,I! = ~a1d�1 + ~a2d�2 + ~b1d�1 + ~b2d�2;ÇÄÅ ~a1 = �2 3 �  2; ~a2 = ��1 3 +  1;~b1 = �2'3 � '2; ~b2 = ��1'3 + '1;Á 'i É  i ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÆÏÒÍÙ ! ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ(2.8),(2.9).÷ ÓÉÌÕ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.3'3 = �~b1��2 � �~a1��2 ; '1 = �1'3 + ~b2; '2 = �2'3 � ~b1: (2.13)



x2. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ × R3 91óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ (2.8) É (2.13), ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ~bi = bi, i = 1;2: ïÔÓÀÄÁ,ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (2.11) ÄÌÑ ai; bi Ó ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉÄÌÑ ~ai; ~bi; �ÏÌÕÞÁÅÍ: �~ai��j = �ai��j ; i; j = 1;2: úÎÁÞÉÔ, ××ÉÄÕ ÂÙÓÔÒÏÇÏÕÂÙ×ÁÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ ai; ~ai; ÉÍÅÅÍ: ~ai = ai, i = 1;2, Á �ÏÔÏÍÕ 
 = I!:2.4. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ 1-ÆÏÒÍ ÎÁ R3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÁÌØÎÕÀ 1-ÆÏÒÍÕ ÎÁ R3:! = f1(x)dx1 + f2(x)dx2 + f3(x)dx3; fi 2 S(R3):ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÅÅ ÌÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ' = I! Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ �ÒÑÍÙÈ × R3'(�;�) = +1Z�1 [f1(�1x3 + �1; �2x3 + �2; x3)�1 ++ f2(�1x3 + �1; �2x3 + �2; x3)�2 ++ f3(�1x3 + �1; �2x3 + �2; x3)℄dx3:îÁÊÄÅÍ ÑÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ I:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.6. ñÄÒÏ KerI ÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ÔÏÞÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ 1-ÆÏÒÍ ÎÁ R3 
ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ S(R3):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÌÀÂÁÑ ÔÏÞÎÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ ! ÎÁ R3 �ÒÉÎÁÄÌÅ-ÖÉÔ KerI: ïÂÒÁÔÎÏ, �ÕÓÔØ ! 2 KerI; Ô.Å. I! = 0: �ÏÇÄÁ I d! = dI! = 0:�ÁË ËÁË ÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ 2-ÆÏÒÍÁÈ ÌÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ IÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÑÄÒÏ, ÔÏ ÉÚ I d! = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ d! = 0; Ô.Å. ÆÏÒÍÁ! ÚÁÍËÎÕÔÁ. éÚ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ÆÏÒÍÙ ! ÓÌÅÄÕÅÔ ÅÅ ÔÏÞÎÏÓÔØ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.7. æÕÎË�ÉÑ ' ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á û×ÁÒ�Á ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-ÚÉÉ �ÒÑÍÙÈ H �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÂÒÁÚÕ ImI ÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ d' �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÂÒÁÚÕÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ 2-ÆÏÒÍ ÎÁ H:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ! 2 ImI; Ô.Å. ' = I!1; ÇÄÅ !1 | 1-ÆÏÒÍÁ ÓËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ S(R3): �ÏÇÄÁ d' = dI!1 = Id!1; Ô.Å. d' 2 ImI:ïÂÒÁÔÎÏ, �ÕÓÔØ d' 2 ImI; Ô.Å. d' = I!2; ÇÄÅ !2 | 2-ÆÏÒÍÁ ÎÁ R3 ÓËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ S(R3): �ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ: Id!2 = dI!2 = 0 É ÔÁË ËÁË ÎÁ3-ÆÏÒÍÁÈ × R3 ÌÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÑÄÒÏ, ÔÏ d!2 = 0;



92 çì. II. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÔ.Å. ÆÏÒÍÁ !2 ÚÁÍËÎÕÔÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ 2-ÆÏÒÍÁ ÎÁ R3Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ S(R3) ÔÏÞÎÁ, ÔÏ !2 = d!1; ÇÄÅ !1 | 1-ÆÏÒÍÁÎÁ R3 Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ S(R3): éÔÁË, d' = Id!1 = dI!1; ÏÔËÕÄÁd (' � I!1) = 0: óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ' = I!1:�ÅÏÒÅÍÁ 2.3. æÕÎË�ÉÑ ' ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á û×ÁÒ�Á ÎÁ H Ñ×ÌÑÅÔÓÑÌÕÞÅ×ÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ 1-ÆÏÒÍÙ ÎÁ R3 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÏÎÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ�2' = 0; ÇÄÅ � = �2��1�2 � �2��2�1 : (2.14)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.7 É ÉÚ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÏÂÒÁÚÁ ÌÕÞÅ-×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ 2-ÆÏÒÍ (�. 2.3) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ' 2 ImI ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ai = �'��i É bi = �'��i ,i = 1;2, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ d' ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ(2.11) É (2.12). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ d'ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (2.11) ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ, Á (2.12) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó(2.14).x 3. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ x 1 ÂÕÄÕÔ �Å-ÒÅÎÅÓÅÎÙ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P3: ðÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÁÆÆÉÎ-ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ë �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍÕ ÉÍÅÅÔ Ä×Á ×ÁÖÎÙÈ �ÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Á.÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ × �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅÉÍÅÀÔ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÕÀ É ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÕÀ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÁÆÆÉÎÎÙÍÓÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕ. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÓÁÍÏ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏP3 É ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �ÒÑÍÙÈ × P3 ËÏÍ�ÁËÔÎÙ, ÔÏ Ó ÜÔÉÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉ-ÑÍÉ Ó×ÑÚÁÎÙ ÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÊ.íÙ ÄÁÄÉÍ ÔÁËÖÅ ÇÒÕ��Ï×ÏÅ ÉÓÔÏÌËÏ×ÁÎÉÅ ÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.3.1. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �ÒÑÍÙÈ × P3. âÕÄÅÍ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÔÏÞËÉ × P3 ÏÄÎÏ-ÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x1;x2;x3;x4; Ô.Å. ×ÅËÔÏÒÁÍÉ x 2 R4 n 0; Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÙÍÉ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÔÏÞËÉ �ÒÏÓÔ-ÒÁÎÓÔ×Á P3 ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÕÀÔÓÑ ËÁË ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × R4:íÎÏÖÅÓÔ×Õ ÔÏÞÅË ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × R4; �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ Ä×ÕÍÅÒÎÏÍÕ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÑÍÙÅ ×P3 ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÕÀÔÓÑ ËÁË Ä×ÕÍÅÒÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á × R4 É, ÚÎÁÞÉÔ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �ÒÑÍÙÈ × P3 ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑÓ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÏÍ G2;4 Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × R4:



x 3. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ × RP3 93÷×ÅÄÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÅ G2;4: ðÕÓÔØ h 2 G2;4 Éx = (x1;x2;x3;x4), y = (y1; y2; y3; y4) | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å h:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÌÀËËÅÒÏ×ÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á h × R4 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÂÉ×ÅËÔÏÒÁ x ^ y; Ô.Å. ÓÌÅÄÕÀÝÉÊÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ: pij = xi yj � xj yi; i; j = 1;2;3;4; i 6= j:ðÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÉÓÁ × h; Ô.Å. �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ×ÅËÔÏÒÏ× x; y ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑÍÉ, ×ÓÅ �ÌÀËËÅÒÏ×Ù ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÕÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÏ É ÔÏÖÅ ÞÉÓÌÏ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÌÀËËÅÒÏ×Ù ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Áh Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ�ÌÀËËÅÒÏ×Ù ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Ä×ÕÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ, ÔÏÜÔÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÏÅ Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × R4 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍÉ �ÌÀËËÅÒÏ×ÙÍÉËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ, Á �ÏÔÏÍÕ ÉÈ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÎÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÅ G2;4:ðÏÓËÏÌØËÕ pij = �pji; ÔÏ, ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÔØÓÑ 6ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ pij, i < j:íÅÖÄÕ �ÌÀËËÅÒÏ×ÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ pij ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ: p12p34 � p13p24 + p14p23 = 0: (3.1)åÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÑ �Ï ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ �ÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈÓÔÒÏË ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ 4-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ:�������x1 x2 x3 x4y1 y2 y3 y4x1 x2 x3 x4y1 y2 y3 y4������� = 0:äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÁ pij ; i 6=j ÎÅ ÒÁ×ÎÙ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÕÌÀÉ Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ (3.1), ÔÏ ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÌÀËËÅÒÏ×ÙÍÉ ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔÁÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á h 2 G2;4: ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ ÄÌÑÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ p12 6= 0; ÔÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ p12 = 1: òÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÎÁÔÑÎÕÔÏÅ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÙ x = (1;0;�p23;�p24)É y = (0;1; p13; p14): éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (3.1), ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ�ÌÀËËÅÒÏ×Ù ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÜÔÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÒÁ×ÎÙ pij:óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÌÏÖÅÎÉÅ G2;4 ,! P5;ÏÔÎÏÓÑÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ Ä×ÕÍÅÒÎÏÍÕ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ Ó �ÌÀËËÅÒÏ×ÙÍÉËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ pij ÔÏÞËÕ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P5 Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ pij; i < j: ïÂÒÁÚÏÍ G2;4 �ÒÉ ÜÔÏÍ ×ÌÏÖÅÎÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑË×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ (3.1) × P5:



94 çì. II. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ3.2. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ × P3. ðÅÒ×ÙÊ ×Ï�ÒÏÓ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ�ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ë �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍÕ, | ÎÁ ËÁËÏÍÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÄÏÌÖÎÏ ÓÔÒÏÉÔØÓÑ ÌÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÅ I: ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊÎÁ ÓÁÍÏÍ P3 ÄÌÑ ÜÔÏÊ �ÅÌÉ ÎÅÕÄÏÂÎÏ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂßÅËÔÏÍ, ÎÁËÏÔÏÒÏÍ ÂÕÄÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÌÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï F(�2) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ R4 n 0; Ô.Å. ÎÁÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ ÎÁÄ P3; ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ: f(�x) = ��2f(x) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � 6= 0: (3.2)ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÌÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f2F(�2):ðÕÓÔØ h 2 G2;4: æÉËÓÉÒÕÅÍ × h �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ u; v É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ s É t ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË ÎÁ h × ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ:x = su + tv:ðÏÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ f 2 F(�2) ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÁÌØÎÕÀ 1-ÆÏÒÍÕ ÎÁ h: f(su + tv) (sdt � tds):÷ ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ (3.2) ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ 0 É ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ �Ï ËÏÎÔÕÒÕ S × h; ÏÈ×ÁÔÙ×ÁÀÝÅÍÕ ÔÏÞËÕO; ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÜÔÏÇÏ ËÏÎÔÕÒÁ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. îÁÚÏ×ÅÍ ÌÕÞÅ×ÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÆÕÎË�ÉÉ f 2 F ÓÌÅ-ÄÕÀÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÏÔ �ÁÒÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× u; v 2 R4:(If) (u; v) = 1=2ZS f(su + tv) (sdt � tds); (3.3)ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ ËÏÎÔÕÒÕ S × �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å h;ÎÁÔÑÎÕÔÏÍ ÎÁ u É v; ÏÈ×ÁÔÙ×ÁÀÝÅÍÕ ÔÏÞËÕ O:ëÁË ÂÙÌÏ ÕÖÅ ÓËÁÚÁÎÏ, ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ËÏÎÔÕÒÁ S ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÔÁË ÆÕÎË�ÉÑ ' = If ÚÁ×ÉÓÉÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á h 2 G2;4; ÎÏ É ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ × h: éÚ (3.3) ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ u; v Ë ÌÀÂÏÍÕ ÄÒÕÇÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕu0 = �u+ � v; v0 = 
 u + Æ v ÆÕÎË�ÉÑ ' �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕÚÁËÏÎÕ: '(�u + � v; 
 u + Æ v) = j�Æ � �
j�1'(u; v):



x 3. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ × RP3 95÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÌÏÝÁÄÉ × ÂÁÚÉÓÁÈ u; v É u0; v0 ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ,Ô.Å. j�Æ � �
j = 1; ÔÏ '(�u + � v; 
 u + Æ v) = '(u; v):�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ '(u;v) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ�ÌÀËËÅÒÏ×ÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ pij = uivj � ujvi; Ô.Å. Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÎÁË×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÍ ËÏÎÕÓÅ K � R6; ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (3.1). ïÞÅ×ÉÄÎÏ,ÞÔÏ K n 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÎÁÄ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÏÍ G2;4:÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÞÁÓÔÏ ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ '(p) ×ÍÅÓÔÏ '(u;v); �ÏÄÒÁÚÕ-ÍÅ×ÁÑ �ÏÄ p ÔÏÞËÕ ËÏÎÕÓÁ K; Ô.Å. ÔÏÞËÕ × R6 Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ pij; i < j;ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (3.1).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ H(�1) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C1-ÆÕÎË�ÉÊ ' ÎÁK n 0; ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ:'(�p) = j�j�1'(p): (3.4)éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ I ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ' 2 F(�2); ÔÏ I' 2 H(�1): �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÅÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ I : F(�2) ! H(�1):ðÒÉÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ (3.2) ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÙÍ,�ÏÔÒÅÂÏ×Á×, ÞÔÏÂÙ ÏÎÏ ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ � > 0; ÔÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ,ÞÔÏ If = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f: ðÏÜÔÏÍÕ ÌÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÞÅÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ f:3.3. ó×ÑÚØ Ó ÌÕÞÅ×ÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ × ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.÷ ÜÔÏÍ �ÕÎËÔÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÌÕÞÅ×ÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÑ × ÁÆÆÉÎÎÏÍ É �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÞÅÒÅÚIa É Ip: îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÌÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Ia ÆÕÎË�ÉÉ F ÎÁR3 ÚÁÄÁÅÔÓÑ × ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (�1;�2;�1;�2) ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ�ÒÑÍÙÈ × R3 ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ:(IaF )(�1;�2;�1;�2) = +1Z�1 F (�1x3 + �1; �2x3 + �2; x3)dx3: (3.5)÷ÌÏÖÉÍ R3 × R4 ËÁË ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ x4 = 1 É ÏÔÎÅÓÅÍ ËÁÖÄÏÊÆÕÎË�ÉÉ f 2 F(�2) ÅÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ F ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ, Ô.Å.�ÏÌÏÖÉÍ F (x1;x2;x3) = f(x1;x2;x3;1):÷ ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ (3.2) ÆÕÎË�ÉÑ f ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÁ-×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ �Ï ÆÕÎË�ÉÉ F É ÏÂÒÁÔÎÏ, ÌÀÂÁÑ C1-ÆÕÎË�ÉÑ F ÎÁ R3;



96 çì. II. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ,Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ R3 ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f 2 F(�2):éÚ (3.5) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ(IaF )(�1;�2;�1;�2) = +1Z�1 f(�1 + �1 t; �2 + �2 t; t; 1)dt = (Ipf)(u;v);ÇÄÅ u=(�1;�2;0;1); v=(�1;�2;1;0): ( ÷ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ (3.3) ÆÕÎË�ÉÉ Ipf× ËÁÞÅÓÔ×Å S ×ÚÑÔÁ �ÁÒÁ �ÒÑÍÙÈ s = �1:) ïÔÓÀÄÁ, �ÅÒÅÊÄÑ ÏÔ ×ÅËÔÏÒÏ×u; v Ë �ÌÀËËÅÒÏ×ÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ, �ÏÌÕÞÁÅÍ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.1. íÅÖÄÕ ÌÕÞÅ×ÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ Ipf ÆÕÎË�ÉÉf 2 F(�2) É ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÌÕÞÅ×ÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ IaF; ÇÄÅ F |ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ f ÎÁ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ x4 = 1; ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ: (IaF )(�1;�2;�1;�2) = (Ipf)(p); (3.6)ÇÄÅ p12=�1�2��2�1; p13=�1; p14=��1; p23=�2; p24=��2; p34=�1:÷ Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÉÚ (3.6) É ÕÓÌÏ×ÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ (3.2) ÓÌÅÄÕÅÔ:(Ipf)(p) = jp34j�1 (IaF )(p14=p34; p24=p34;�p13=p34;�p23=p34):3.4. ï�ÉÓÁÎÉÅ ÏÂÒÁÚÁ ÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. ëÁË É × ÁÆÆÉÎÎÏÍÓÌÕÞÁÅ, ÆÕÎË�ÉÉ '(u;v) ÉÚ ÏÂÒÁÚÁ ÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ I ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÔ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ. éÍÅÎÎÏ, ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (3.3)ÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ:�2'�ui�vj = �2'�uj�vi ; i; j = 1;2;3;4 (i 6= j); (3.7)ÇÄÅ ui; vi | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÏ× u É v:ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÜÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ ' = If × ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊÆÏÒÍÅ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ' ËÁË ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ �ÌÀËËÅÒÏ×ÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ pij;Ô.Å. ËÁË ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ËÏÎÕÓÅ K : p12p34� p13p24+ p14p23 = 0× R6:ðÕÓÔØ H(�1) | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C1-ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ R6 n 0; ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ (3.4). ÷×ÅÄÅÍ ÎÁ H(�1) ÓÌÅÄÕÀÝÉÊÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ:� = �2�p12�p34 � �2�p13�p24 + �2�p14�p23 : (3.8)



x 3. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ × RP3 97ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.2. ï�ÅÒÁÔÏÒ � Ï�ÕÓËÁÅÔÓÑ Ó H(�1) ÎÁ H(�1) �ÒÉÏ�ÅÒÁ�ÉÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ H(�1)!H(�1): äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÅÓÌÉ ' jK= 0;ÔÏ �' jK= 0:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÏÖÉÍ:r = p12p34 � p13p24 + p14p23É �ÅÒÅÊÄÅÍ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ p0 2K Ë ÎÏ×ÙÍ ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔÁÍ ÎÁ R6; ÚÁÍÅÎÉ× ÏÄÎÕ ÉÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ pij (i < j); ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, p34; ÎÁr (ÜÔÁ ÚÁÍÅÎÁ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÁ, ÅÓÌÉ p12 6= 0). îÕÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ × ÎÏ×ÙÈËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ �' jK� �' jr=0 ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ �Ï r:ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ  ÆÕÎË�ÉÀ ' × ÎÏ×ÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ, Ô.Å.'(p) =  (p12; p13; p14; p23; p24; r):îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ �ÏÌÕÞÁÅÍ:�' = � �2 �p13�p24 + �2 �p14�p23 +X0pij �2 �pij�r + 3 � �r + r �2 �r2 ; (3.9)ÇÄÅ ÛÔÒÉÈ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ i; j (i < j); ËÒÏÍÅ(i; j) = (3;4): äÁÌÅÅ, ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ' ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏP0pij � �pij + 2r � �r = � ; ÏÔËÕÄÁX0pij �2 �pij�r = �3 � �r � 2r �2 �r2 :ðÏÄÓÔÁ×É× ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × (3.9), �ÏÌÕÞÁÅÍ:�' = � �2 �p13�p24 + �2 �p14�p23 � r �2 �r2 : (3.10)éÚ (3.10) ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ï�ÅÒÁÔÏÒ � Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅH(�1):ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.3. ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (3.7) ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ ' 2 H(�1)ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ�' � �2'�p12�p34 � �2'�p13�p24 + �2'�p14�p23 = 0: (3.11)



98 çì. II. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �2'�u1�v2= �2'�u2�v1ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ (3.11).ðÒÉÍÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ËÏÎÕÓÅ K �ÌÀËËÅÒÏ×ÙËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ pij, i < j, (i; j) 6= (1;2). ÷ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ (3.10),ÉÍÅÅÍ: �' = � �2'�p13�p24 + �2'�p14�p23 :ðÏÓËÏÌØËÕ pij = uivj � ujvi; ÔÏ�2'�u1�v2 = � Xi;j=3;4viuj �2'�p1i�p2j ; �2'�u2�v1 = � Xi;j=3;4viuj �2'�p2i�p1j :ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ: �2'�u1�v2 � �2'�u2�v1 = (v3u4 � v4u3)�';ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁÛÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 3.1. æÕÎË�ÉÑ ' 2 H(�1) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ× ×ÉÄÅ ' = If; ÇÄÅ f 2 F(�2); ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ�' = 0.îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÂÕÄÅÔ �ÒÏ×ÅÄÅÎÏ × �. 3.6.3.5. äÒÕÇÏÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. âÕÄÅÍÚÁÄÁ×ÁÔØ Ä×ÕÍÅÒÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × R4 ÎÅ �ÁÒÁÍÉ u; v ÌÉÎÅÊÎÏÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× × R4; Á ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:h�; xi = 0; h�; xi = 0; (3.12)Ô.Å. �ÁÒÁÍÉ �; � ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÄÕÁÌØÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á(R4)0:ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ h�� �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × R4; ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ(3.12), É ÞÅÒÅÚ Ph�� ÅÇÏ �ÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁ�ÉÀ. úÁÄÁÄÉÍ ÎÁ h�� ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÁÌØÎÕÀ 1-ÆÏÒÍÕ ���(x); Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ:h�;dxi ^ h�;dxi ^ ���(x) = !(x); (3.13)ÇÄÅ !(x) = x1dx2 ^ dx3 ^ dx4 : : : (�ÉËÌÉÞÅÓËÉÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ).åÓÌÉ f 2 F(�2); ÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ ÎÁ h��f(x)���(x);ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ 0 É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁ ÓÌÏÑÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑh�;� n 0! Ph�;�:



x 3. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ × RP3 99ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. îÁÚÏ×ÅÍ ÌÕÞÅ×ÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÆÕÎË�ÉÉ f 2 F ÓÌÅ-ÄÕÀÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÏÔ �ÁÒÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× �; � 2 (R4)0:(I 0f)(�; �) = Z
�� f(x)���(x); (3.14)ÇÄÅ 
�� | ÌÀÂÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ h�;� n 0 ! Ph�;�; ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ 
��ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ.éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÓÉÍ×ÏÌÉËÕ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÊ, ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ(3.14) × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÅ:(I0f)(�; �) = Z� f(x)Æ( h�; xi )Æ( h�; xi )!(x); (3.15)ÇÄÅ � | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ R4 n 0 ! P3:ðÏÄÏÂÎÏ ' = If; ÆÕÎË�ÉÑ  = I 0f ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ-×ÉÑÍ.10: ïÎÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÂÉ×ÅËÔÏÒÁ q = � ^ �; Ô.Å. ÏÔ ÍÉÎÏÒÏ×qij = �i�j � �j�i:20: ëÁË ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ q; ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ C1-ÆÕÎË�ÉÅÊ ÎÁ ËÏÎÕÓÅq12q34 � q13q24 + q14q23 = 0 × (R6)0; ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÏÄÎÏÒÏÄ-ÎÏÓÔÉ:  (�q) = j�j�1 (q): (3.16)30: ÷Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:�2 ��i��j = �2 ��j��i ; i; j = 1;2;3;4 (i 6= j); (3.17)ÇÄÅ �i; �i | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÏ× � É �:ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎË�ÉÊ ' = If; ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (3.17) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ:� � �2 �q12�q34 � �2 �q13�q24 + �2 �q14�q23 = 0: (3.18)õÓÔÁÎÏ×ÉÍ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ I É I0: îÁÚÏ×ÅÍ ÂÉ×ÅËÔÏÒÙp = fpijg × R4 É q = fqijg × (R4)0 Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ É ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ p � q;ÅÓÌÉ pij = sign(i; j;k; l)qkl



100 çì. II. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ (i; j;k; l) ÉÎÄÅËÓÏ× (1;2;3;4):îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÂÉ×ÅËÔÏÒÁÍ p É q ÏÔ×ÅÞÁÅÔÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï h � R4 É ÞÔÏ Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÜÔÉÍÉÂÉ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ 1-ÆÏÒÍÙ ÎÁ h ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. ïÔÓÀÄÁÓÌÅÄÕÅÔðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.4. åÓÌÉ q � p; ÔÏ If(p) = I 0f(q):ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ H0(�1) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C1-ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ K0n0; ÇÄÅK 0 |ËÏÎÕÓ q12q34 � q13q24 + q14q23 = 0 × (R6)0; ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ (3.16). ÷ ÓÉÌÕ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.4 ÔÅÏÒÅÍÁ 3.1 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ�ÅÒÅÆÒÁÚÉÒÏ×ÁÎÁ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ H0(�1):�ÅÏÒÅÍÁ 3.2. æÕÎË�ÉÑ  2H0(�1) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ× ×ÉÄÅ  = I 0f; ÇÄÅ f 2 F(�2); ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ� = 0:3.6. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÂÒÁÚÅ ÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ..îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÔÅÏÒÅÍ 3:1 É 3:2 ÂÙÌÁ ÕÖÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ. äÏËÁ-ÖÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÔÅÏÒÅÍÙ 3:2:éÔÁË, �ÕÓÔØ  (�;�) | C1-ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ ÂÉ×ÅËÔÏÒÁ � ^ �; ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ (3.16) É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ (3.17). äÏËÁÖÅÍ,ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ  = I0f; ÇÄÅ f 2 F(�2):÷×ÅÄÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ A �ÁÒ (x;�); ÇÄÅ x 2 R4 n 0; � 2 (R4)0 n 0 Éh�; xi = 0: ðÕÓÔØ (x;�) 2 A: ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L� � R4 �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ Ë �: úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ x 2 L� : ðÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ� 2 (R4)0 n f�g; ÇÄÅ f�g | �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÎÁÔÑÎÕÔÏÅ ÎÁ � �(�) =  (�;�):ðÏÓËÏÌØËÕ  ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ � ^ �; ÔÏ  �(� + ��) =  �(�) ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ � 2 R; Ô.Å.  � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÎÁ ((R4)0=f�g) n 0: ïÞÅ×ÉÄÎÏ,ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ((R4)0=f�g) n 0 ÉÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ:  �(��) = j�j�1 �(�): úÎÁÞÉÔ, �ÏÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÂÒÁÚÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÄÌÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ òÁÄÏÎÁC1- ÆÕÎË�ÉÉ f�(x); Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å L� �R4; Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÍ Ë (R4)0=f�g; É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ-ÀÝÅÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ: f�(�x) = ��2f�(x):�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ A Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÕÎË�ÉÑF (x;�) = f�(x):ìÅÍÍÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ x 2 R4 n 0 ÆÕÎË�ÉÑ F ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔÏÔ �:



x 3. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ × RP3 101äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ x; ÎÁ�ÒÉÍÅÒ ÄÌÑ x = x0 = (1;0;0;0): ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÓÌÏ×ÉÅÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ � É x ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ �1 = 0; Ô.Å. � = (0; �2; �3; �4): îÁÍÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �F (x0;�)��i = 0, i = 2;3;4: äÏËÁÖÅÍ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ�F (x0;�)��2 = 0:îÁ�ÉÛÅÍ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁ-ÄÏÎÁ ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, Ñ×ÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ F (x;�) ÞÅÒÅÚ f�(x):ðÕÓÔØ L|ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �4=0 × (R4)0: åÓÌÉ �4 6=0;ÔÏ L ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ Ë ×ÅËÔÏÒÕ �; É ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ  � | ÆÕÎË�ÉÑÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å L:�ÁË ËÁË h�; x0i = �1; ÔÏ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑòÁÄÏÎÁ ÉÍÅÅÍ:F (x0; �) = 
Z  �(�) ����3=1 (�1)�2 d�1 ^ d�2 == 
Z � (�;�)��1 ����3=1 (�1)�1 d�1 ^ d�2:ðÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×Á× �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �Ï �2 É �ÒÉÍÅÎÉ× ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÅ �2 ��1��2 = �2 ��2��1 ; �ÏÌÕÞÁÅÍ:�F (x0; �)��2 = 
Z �2 (�;�)��2��1 ����3=1 (�1)�1d�1 ^ d�2 = 0:÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÄÏËÁÚÁÎ-ÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ÆÕÎË�ÉÀ f(x) ÎÁ R4 �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ:f(x) = f�(x);ÇÄÅ � | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ × (R4)0, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ Ë x: ïÎÁÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ L� n 0; ÇÄÅ L� | ÌÀÂÏÅ 3-ÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × R4; ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎÁ C1-ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ R4n 0: äÁÌÅÅ,×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ: f(�x) = ��2 f(x): óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,f 2 F(�2): ðÒÉ ÜÔÏÍ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ I0f =  ; ÔÁË ËÁË ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ó�ÒÁ×ÅÄ-ÌÉ×Ï ÄÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ  ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ.3.7. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ËÁË Ó�ÌÅÔÁÀÝÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ. ìÕÞÅ×ÏÅ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÉÍÅÅÔ �ÒÏÓÔÏÅ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÇÒÕ��Ï×ÏÅ ÉÓÔÏÌËÏ×ÁÎÉÅ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÕ��Õ G=GL(4;R) ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� 4-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ.ëÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ g 2 G ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ x 7! xg ×



102 çì. II. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R4; ËÏÔÏÒÏÅ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÔÏÞËÕ x = (x1;x2;x3;x4) × ÔÏÞËÕx0 Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x0j =P4i=1xigij:ðÏÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ g 2 G ÌÉÎÅÊÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙT (1)g ; T (2)g ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ F(�2) É H(�1):(T (1)g f) (x) = f(xg); (T (2)g ') (u;v) = '(ug;vg):ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ T (i)g1 T (i)g2 = T (i)g1g2 ; i = 1;2ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g1; g2 2 G; Ô.Å. Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ T (1)g ; T (2)g ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÅ ÇÒÕ��Ù G × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ.éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ I ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.5. ï�ÅÒÁÔÏÒ ÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ I ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ:T (2)g I = I T (1)g ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g 2 G: (3.19)÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÔÅÏÒÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÇÒÕ�� ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (3.19) ÏÚÎÁ-ÞÁÅÔ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ I :F(�2)!H(�1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó�ÌÅÔÁÀÝÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍÄÌÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ T (1) É T (2) ÇÒÕ��Ù G:íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ó�ÌÅÔÁÀÝÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F(�2) ! H(�1): �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÕÓÌÏ×ÉÅÍ, ÞÔÏ I ÅÓÔØ Ó�ÌÅÔÁÀÝÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÌÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ.õÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÇÒÕ��Ï×ÏÊ ÓÍÙÓÌ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÏ-ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (3.7) ÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ ' = If:ðÕÓÔØ g | ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÇÒÕ��Ù G É feijg | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ×g (Ô.Å. eij | ÍÁÔÒÉ�Á, Õ ËÏÔÏÒÏÊ (ij)-ÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÒÁ×ÅÎ 1, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ).ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ T (1) É T (2) ÇÒÕ��Ù G ÉÎÄÕ�ÉÒÕÀÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÅÅÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ g × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ E(1)ijÉ E(2)ij Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÜÔÉÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ eij 2 g: éÚ ÆÏÒÍÕÌÄÌÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× T (1)g É T (2)g ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑE(1)ij É E(2)ij : E(1)ij f = xi �f�xj ; (3.20)E(2)ij ' = ui �'�uj + vi �'�vj : (3.21)éÚ (3.20) ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ



x4. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 103ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.6. ìÀÂÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f 2 F(�2) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ:(E(1)ij E(1)kl � ÆjkE(1)il )f = (E(1)il E(1)kj � ÆlkE(1)ij )f; (3.22)i; j;k; l = 1;2;3;4; ÇÄÅ Æij | ÓÉÍ×ÏÌ ëÒÏÎÅËÅÒÁ.ðÏÓËÏÌØËÕ I ÅÓÔØ Ó�ÌÅÔÁÀÝÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. æÕÎË�ÉÉ ' = If ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ(E(2)ij E(2)kl � ÆjkE(2)il )' = (E(2)il E(2)kj � ÆlkE(2)ij )'; (3.23)ÇÄÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ E(2)ij ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ (3.21).ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÇÒÕ��Ï×ÙÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ(3.23) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ (3.7). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ× (3.23) Ñ×ÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×E(2)ij ; ÔÏ (3.23) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ:uivk �2'�uj�vl + viuk �2'�vj�ul = uivk �2'�ul�vj + viuk �2'�vl�uj ;Ô.Å. (uivk � uk vi) ( �2'�uj�vl � �2'�ul�vj ) = 0:x 4. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Åï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÄÌÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍ × x 1ÄÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ. íÙ ÉÚÌÏÖÉÍ ÜÔÏ ËÒÁÔËÏ × ��. 4.1 É 4.2.çÌÁ×ÎÏÅ ÖÅ, ÞÔÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÌÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÏÔ ×Å-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ, | ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ.ðÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÂÕÄÕÔ �ÏÓ×ÑÝÅÎÙ ��. 4.3 É 4.4.4.1. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ × C 3 . ðÏÄÏÂÎÏ ÓÌÕÞÁÀ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ × C 3 ÂÕÄÅÍ ÚÁÄÁ×ÁÔØÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ x = �t + �; � 2 C 3 n 0; � 2 C 3 ;



104 çì. II. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ C 3 �Ï �ÒÑÍÏÊ x = �t + � | ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ'(�;�) = i2 ZC f(�t + �)dt ^ d�t: (4.1)ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÔÁË ÆÕÎË�ÉÑ '(�;�) ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ E �ÁÒ (�;�)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÕÞÅ×ÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÆÕÎË�ÉÉ f É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚIf: ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ×ÓÀÄÕ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ f �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ û×ÁÒ�Á S(C 3 ) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ÂÙÓÔÒÏÕÂÙ×ÁÀÝÉÈ ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ ×ÓÅÍÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ C 3 :ðÏÄÏÂÎÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ, ÆÕÎË�ÉÉ ' = If ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ:'(�;� + �t0) = '(�;�) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t0 2 C ; (4.2)Ô.Å. ' ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÔÏÞËÉ � ÎÁ �ÒÑÍÏÊ;'(��;�) = j�j�2'(�;�) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � 6= 0: (4.3)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ' ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÓÁÍÏÊ �ÒÑÍÏÊ É ÏÔ ×ÙÂÏÒÁÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ �:åÓÌÉ × C 3 ××ÅÄÅÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×Á ÍÅÔÒÉËÁ, ÔÏ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ (4.1) ÌÕÞÅ-×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ j�j = 1: �ÏÇÄÁ ÕÓÌÏ×ÉÅ(4.3) Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÍÕ: '(��;�) = '(�;�) �ÒÉ j�j = 1: ÷ ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ ' ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÆÕÎË�ÉÀ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉH ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �Ï ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ S(H) �ÒÏÓÔ-ÒÁÎÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ '(�;�); ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (4.2), (4.3) É ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ �ÒÉ j�j = 1 ÜÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ,ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ËÁË ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ H; ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙ×ÁÀÔ ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ ×ÓÅÍÉ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ. ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÙ ÆÕÎË�ÉÊ f 2 S(C 3) �ÒÉÌÕÞÅ×ÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ I �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ S(H):éÎÏÇÄÁ ÕÄÏÂÎÏ ÚÁÄÁ×ÁÔØ �ÒÑÍÙÅ ÎÁ C 3 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉx1 = �1x3 + �1; x2 = �2x3 + �2;Á ÌÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ  = If × ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ �1�2;�1;�2ÎÁ H | ÆÏÒÍÕÌÏÊ (�1�2;�1;�2) = i2 ZC f(�1x3 + �1; �2x3 + �2; x3)dx3 ^ d�x3: (4.4)



x4. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 1054.2. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ �' É ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÂÒÁÚÅ ÌÕÞÅ×ÏÇÏ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ�'; ××ÅÄÅÎÎÏÊ × x 1, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ (1,1)-ÆÏÒÍÁÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ E �ÁÒ (�;�):�' = 3Xi;j=1 �2'��i � ��j d�i ^ d��j: (4.5)úÄÅÓØ '| �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ E: åÓÌÉ ' ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ(4.2), (4.3), ÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ �' Ï�ÕÓËÁÅÔÓÑ Ó ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑE ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �ÒÑÍÙÈ H: óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ × ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁ-ÔÁÈ �1�2;�1;�2 ÆÏÒÍÁ � ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:� = 2Xi;j=1 �2 ��i � ��j d�i ^ d��j: (4.6)ðÏÄÏÂÎÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ, Ó �ÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÙ �' ÍÏÖÎÏ Ï�É-ÓÁÔØ ÏÂÒÁÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S(C 3 ) �ÒÉ ÌÕÞÅ×ÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ. éÍÅÎÎÏ,ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Hx �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �ÒÑÍÙÈ × C 3 ; �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ x2 C 3 ; É ÞÅÒÅÚ �x' ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ �' ÎÁ Hx:�ÅÏÒÅÍÁ 4.1. æÕÎË�ÉÑ ' 2 S(H) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÂÒÁÚÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Áû×ÁÒ�Á S(C 3 ) �ÒÉ ÌÕÞÅ×ÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ I ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x 2 C 3 ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ �x' ÎÁ�ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ Hx ÚÁÍËÎÕÔÁ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ �x'ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x 2 C 3 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÎÁ ÆÕÎË-�ÉÀ ': �2'��i��j = �2'��j ��i ; �2'���i � ��j = �2'���j � ��i :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 4.1 ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË É × ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.4.3. æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ. ÷ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, Ï�ÅÒÁÔÏÒ � ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÉÍÅÎÅÎ ÎÅ ÔÏÌØËÏÄÌÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÏÂÒÁÚÁ ÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ I; ÎÏ É ÄÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ, ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÀ f 2 S(C 3 ) �Ï ÅÅÌÕÞÅ×ÏÍÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ ' = If:�ÅÏÒÅÍÁ 4.2. åÓÌÉ ' = If; f 2 S(C 3 ); É �x' | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ (1;1)-ÆÏÒÍÙ �' ÎÁ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Hx � H �ÒÑÍÙÈ,



106 çì. II. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ�ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ x 2 C 3 ; ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÉËÌÁ
 � Hx ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2 ÉÍÅÅÍ:Z
 �x' = 
(
)f(x); (4.7)ÇÄÅ 
(
) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ËÌÁÓÓÁ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ �ÉËÌÁ 
: ðÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÌÉ�ÉËÌ 
 ÎÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÎ ÎÕÌÀ, ÔÏ 
(
) 6= 0:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ �x' ÚÁÍËÎÕÔÁ,ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (4.7) ÚÁ×ÉÓÉÔ �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ f ÔÏÌØËÏ ÏÔ ËÌÁÓÓÁÇÏÍÏÌÏÇÉÊ �ÉËÌÁ 
: éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÍÎÏ-ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Hx ÅÓÔØ ÇÒÕ��Á Ó ÏÄÎÉÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍ ~
; É �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÍËÌÁÓÓÁ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ~
 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÊÌÅÒÏ×ÓËÉÊ �ÉËÌ | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �ÒÑ-ÍÙÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ x É ÌÅÖÁÝÉÈ × ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÆÉËÓÉÒÏ-×ÁÎÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (4.7) �ÏËÁËÏÍÕ-ÌÉÂÏ ÜÊÌÅÒÏ×ÓËÏÍÕ �ÉËÌÕ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ 
 | ÜÊÌÅÒÏ×ÓËÉÊ�ÉËÌ, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (4.7) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ × C 2 ; �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ × ÇÌÁ×Å 1.âÕÄÅÍ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÌÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ × ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈÆÏÒÍÕÌÏÊ (4.4).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÊÌÅÒÏ×ÓËÉÊ �ÉËÌ 
 �ÒÑÍÙÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕx0=(x01;x02;x03) É ÌÅÖÁÝÉÈ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ h :x1=x01:ðÕÔØ f0 |ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ h É  0 | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ  = If ÎÁ�ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �ÒÑÍÙÈ, ÌÅÖÁÝÉÈ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ h; Ô.Å.f0(x2;x3) = f(x01;x2;x3); 0(�;�) =  (0;�;x01;�) = ZC f0(�x3 + �;x3)dx3 ^ d�x3:íÙ ÉÍÅÅÍ: Z
 �x = ZC �2 0(�;�)�� � �� ����=x02��x03 d� ^ d��:ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÆÕÎË�ÉÑ  0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ òÁÄÏÎÁÆÕÎË�ÉÉ f0 ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ h0. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ (ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (9.11)ÉÚ x 9 ÇÌÁ×Ù I) �ÏÌÕÞÁÅÍ:ZC �2 0(�;�)�� � �� ����=x02��x03 d� ^ d�� = 2�2 if0(x02;x03):



x4. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 107�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÜÊÌÅÒÏ×ÓËÏÇÏ �ÉËÌÁ 
 � Hx0 ÍÙÉÍÅÅÍ: Z
 �x0' = 2�2 if(x0):ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (4.7) ÌÏËÁÌØÎÁ: ÄÌÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅ-ÎÉÑ �Ï ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÆÕÎË�ÉÉ f × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ x2C3 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÚÎÁÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÆÕÎË�ÉÉ f ÔÏÌØËÏ �Ï �ÒÑÍÙÍ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÍ Ë x:ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÏÇÁ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÌÕÞÅ×ÏÇÏ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ × ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ: ÔÁÍ ÍÙÉÍÅÅÍ R
 �x' = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÉËÌÁ 
 � Hx:4.4. áÎÁÌÏÇÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �. ÷ ÜÔÏÍ �ÕÎËÔÅ ÂÕÄÅÔ �ÏÓÔÒÏÅÎÏ ÓÅÍÅÊ-ÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× � ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S(H) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï
(1;1)(H) ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ (1,1)-ÆÏÒÍ ÎÁ H; ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ, �Ï-ÄÏÂÎÏ ××ÅÄÅÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ �, ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ:õÓÌÏ×ÉÅ A. åÓÌÉ ' = If; f 2 S(C 3); ÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ�' ÚÁÍËÎÕÔÁ ÎÁ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ �ÒÑÍÙÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÕÀ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ x 2 C 3 :ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎ, �ÏÄÏÂÎÏÉÓÈÏÄÎÏÍÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ � ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ.äÌÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÔÁËÉÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× � ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÌÕÞÅ×ÏÅ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÚÁÄÁÎÏ × ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (4.4). ÷ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÕÓÌÏ×ÉÑ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ  ÏÂÒÁÚÕÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ:�2 ��1��2 = �2 ��2��1 ; �2 ���1� ��2 = �2 ���2 � ��1 : (4.8)÷×ÅÄÅÍ ÞÅÔ×ÅÒËÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ 
(p;q) ! 
(p+1;q); ÇÄÅ
(p;q) | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ (p;q)-ÆÏÒÍ ÎÁ H:�1 = ���1 d�1 + ���2 d�2;�2 = ���1 d�1 + ���2 d�2;�3 = ���1 d�1 + ���2 d�2;�4 = ���1 d�1 + ���2 d�2:



108 çì. II. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅäÁÌÅÅ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ��i, i = 1;2;3;4, ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
(p;q) ! 
(p;q+1); �ÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ÉÚ �i ÚÁÍÅÎÏÊ ���j ; ���j ; d�j; d�j ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ ����j ; �� ��j ; d��j; d��j : ðÏÌÏÖÉÍ:�ij = �i ��j; i; j = 1;2;3;4:÷ ÓÉÌÕ ÜÔÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ  | ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ H; ÔÏ �ij ÅÓÔØÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ (1,1)-ÆÏÒÍÁ ÎÁ H: ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �11 ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ×ÙÛÅ ÆÏÒÍÏÊ � : ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �ijx  ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÆÏÒÍÙ �ij ÎÁ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Hx � H �ÒÑÍÙÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚÔÏÞËÕ x 2 C 3 :ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.1. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ  = If É ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x 2 C 3ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ �ijx  Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ:�11x  = �x�13 �21x  = ��x�13 �12x  = jx3j�2�22x  ;�13x  = �x�13 �23x  = ��x�13 �14x  = jx3j�2�24x  ;�31x  = �x�13 �41x  = ��x�13 �32x  = jx3j�2�42x  ;�33x  = �x�13 �43x  = ��x�13 �34x  = jx3j�2�44x  ; (4.9)�2ix  + �3ix  = d(��i ); �i2x  + �i3x  = �d(��i ); i = 1;2;3;4: (4.10)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (4.9) ÓÌÅÄÕÀÔ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÔÏÇÏÆÁËÔÁ, ÞÔÏ d�i = �x3d�i; d��i = ��x3 d��i; i = 1;2 ÎÁ Hx:òÁ×ÅÎÓÔ×Á (4.10) ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (4.8).óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. 1. ÷ÓÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ �ijx '; Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, �Ï�ÁÒÎÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÙ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. 2. åÓÌÉ  = If; ÔÏ ×ÓÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ �ij'ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ A.÷ ÓÉÌÕ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.1 ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ-×ÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÉÓÈÏÄÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ � = �11; ÎÏ É ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÉÚ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÏ× �ij (Á ÔÁËÖÅ ÌÀÂÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÀ ÜÔÉÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×).îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× �44 É �33 ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ: Z
 �44x  = 
(
) jx3j4f(x);Z
 �33x  = 
(
) jx3j2f(x): (4.11)



x 5. úÁÄÁÞÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÄÌÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× �ÒÑÍÙÈ × C 3 109x 5. úÁÄÁÞÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÄÌÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ×�ÒÑÍÙÈ × C 3õÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ Ï ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÉ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ R3ÉÌÉ C 3 �Ï ÅÅ ÌÕÞÅ×ÏÍÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ ' = If Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÅÏ�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÏÊ; ÄÌÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ f ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ ÆÕÎË�ÉÀ ' ÎÅ ÎÁ×ÓÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ �ÒÑÍÙÈ H; Á ÌÉÛØ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÅÇÏ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ�ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ K: õÓÌÏ×ÉÍÓÑ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ�ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ �ÒÑÍÙÈ K � H ËÏÍ�ÌÅËÓÁÍÉ �ÒÑÍÙÈ.ðÒÉ×ÅÄÅÍ �ÒÉÍÅÒ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ×, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÞÁ Ï ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÉÆÕÎË�ÉÉ f ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ. üÔÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÙ �ÒÑÍÙÈ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x 2 C 3 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÅÅ �ÌÏÓËÏÓÔØ hx ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ �ÏÞÔÉ ×ÓÅ �ÒÑÍÙÅ ÎÁ ÜÔÏÊ�ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ËÏÍ�ÌÅËÓÕ. üÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÂÌÁÄÁÀÔ, × ÞÁÓÔ-ÎÏÓÔÉ, ËÏÍ�ÌÅËÓ �ÒÑÍÙÈ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ �ÒÑÍÕÀ, ÉËÏÍ�ÌÅËÓ �ÒÑÍÙÈ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ (�ÏÓÌÅÄÎÉÊÍÏÖÎÏ ÔÒÁËÔÏ×ÁÔØ ËÁË ËÏÍ�ÌÅËÓ �ÒÑÍÙÈ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÕÄÁÌÅÎÎÕÀ �ÒÑÍÕÀ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ Ï ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÉ ÆÕÎË�ÉÉ ×ÔÏÞËÅ x ÞÅÒÅÚ ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ �Ï �ÒÑÍÙÍ ÔÁËÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ ËÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ hx:÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÚÁÄÁÞÁ Ï ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÉ ÆÕÎË�ÉÉ f ÂÕÄÅÔ ÒÅ-ÛÁÔØÓÑ ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× �ÒÑÍÙÈ × C 3 : óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÏÓÏÂÅÎ-ÎÏÓÔØ �ÏÌÕÞÁÅÍÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ | ÉÈ ÌÏËÁÌØÎÏÓÔØ, Ô.Å. ÆÕÎË�ÉÑ× ÔÏÞËÅ x2C3 ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÔÏÌØËÏ �Ï �ÒÑÍÙÍËÏÍ�ÌÅËÓÁ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÍ Ë x:îÁÞÎÅÍ Ó ËÏÍ�ÌÅËÓÁ �ÒÑÍÙÈ × C 3 ; �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ËÒÉ×ÕÀ. âÕÄÅÔ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑÜÔÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ ÅÓÔØ �ÒÏÓÔÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ × x 4. úÁÔÅÍ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÉÊ ËÌÁÓÓ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× �ÒÑÍÙÈ (ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÙ), ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ñ×ÎÁÑ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ.5.1. úÁÄÁÞÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÄÌÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ �ÒÑÍÙÈ × C 3 ;�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ËÒÉ×ÕÀ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍ�ÌÅËÓ K �ÒÑÍÙÈ × C 3 ; �ÅÒÅ-ÓÅËÁÀÝÉÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ËÒÉ×ÕÀ � � C 3 : ðÏÓÔÁ×ÉÍÚÁÄÁÞÕ: ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀ f 2S(C 3) ÞÅÒÅÚ ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ �Ï �ÒÑÍÙÍËÏÍ�ÌÅËÓÁ, Ô.Å. �Ï ÆÕÎË�ÉÉ�(�;�) = i2 ZC f(�t + �)dtd�t; (�;�) 2 (C 3 n 0) � �: (5.1)áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R3 ÕÖÅ ÒÅÛÁÌÁÓØ× x 1, É ÔÁÍ ÂÙÌÁ �ÏÌÕÞÅÎÁ Ñ×ÎÁÑ, ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÎÅÌÏËÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁ-ÝÅÎÉÑ. �Ï ÖÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ �Ï×ÔÏÒÉÔØ É × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ



110 çì. II. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÓÌÕÞÁÅ. ïÄÎÁËÏ × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔÓÑ É ÄÒÕÇÏÊ, ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÊ �ÕÔØ. éÍÅÎÎÏ, ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑÜÔÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÒÏÓÔÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (4.2) ÄÌÑ ÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ × x 4.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �� É ��� ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (1,0) É (0,1) ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅÏ�ÅÒÁÔÏÒÁ d ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ �:ðÕÓÔØ �(�;�) | ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ f 2 S(C 3 );ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (5.1). ðÏÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅx0 2 C 3 ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÕÀ (1,1)-ÆÏÒÍÕ ÎÁ � :�� ^ ��� �(�;�) j�=x0�� :�ÅÏÒÅÍÁ 5.1. äÌÑ �ÏÞÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x0 2 C 3 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ (5.1):f(x0) = (2k�2 i)�1 Z� �� ^ ��� �(�;�) j�=x0��; (5.2)ÇÄÅ k | ÓÔÅ�ÅÎØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ �:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (4.2) ÄÌÑ ÌÕÞÅ-×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ' = If ÉÚ x 4, ÇÄÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å 
x0 ×ÚÑÔÏ �ÏÄÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÅ �ÒÑÍÙÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ x0 É �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ËÒÉ×ÕÀ�; Ô.Å. ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �ÒÑÍÙÈx = (x0 � �) t + �; � 2 �:éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ � ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ�' ��
x0= 3Xi;j=1 �2'(�;�)��i � ��j ��� �=x0���=� d�i ^ d��j: (5.3)ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ '(�;�) ���=� ÒÁ×ÎÏ �(�;�); ÔÏ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ× (5.3) ÒÁ×ÎÁ �� ^ ��� �(�;�) j�=x0�� : óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �Ï ÆÏÒÍÕÌÅÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (4.2) ÄÌÑ ÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÉÍÅÅÍ:Z� �� ^ ��� �(�;�) ���=x0�� = 
(
x0 )f(x0):îÁÊÄÅÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ 
(
x0 ): åÓÌÉ �ÏÒÑÄÏË ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ �ÒÁ×ÅÎ k; ÔÏ �ÉËÌ 
x0 ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÎ k
; ÇÄÅ 
 | ÜÊÌÅÒÏ×ÓËÉÊ �ÉËÌ. �ÁËËÁË, ÓÏÇÌÁÓÎÏ x 4, 
(
) = 2�2 i; ÔÏ ÉÍÅÅÍ: 
(
x0 ) = 2k�2 i:



x 5. úÁÄÁÞÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÄÌÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× �ÒÑÍÙÈ × C 3 111úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ËÒÉ×ÁÑ � ÚÁÄÁÎÁ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ �=u(s); ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ	(�;s) = �(�;u(s)):�ÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÅ:f(x) = (2k�2 i)�1 ZC 	00s;�s(x � u(s); s)ds ^ d�s:5.2. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× �ÒÑÍÙÈ × C 3 . òÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ K �ÒÑÍÙÈ × C 3 : úÁÄÁÞÁ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀ f 2 S(C 3 ) ÞÅÒÅÚ ÅÅ ÉÎÔÅ-ÇÒÁÌÙ �Ï �ÒÑÍÙÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ. ó�ÒÁÛÉ×ÁÅÔÓÑ, �ÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÎÁ KÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ, �ÏÄÏÂÎÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÕ �ÒÑÍÙÈ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈËÒÉ×ÕÀ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ,�ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ × x 4.ðÕÓÔØ Hx � H | �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �ÒÑÍÙÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ x 2 C 3 É 
x = K \ Hx: äÌÑ�ÏÞÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ 
x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉËÌÏÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ I ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ: ÅÓÌÉ ' = If; ÔÏZ
x �' = 
f(x); (5.4)ÇÄÅ � | Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ××ÅÄÅÎÎÙÊ × x 4.ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁÍ ÚÁÄÁÎÏ ÔÏÌØËÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ �=' jK ÆÕÎË�ÉÉ' ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �ÒÑÍÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ K: �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÏÒÍÕÌÁ (5.4)ÄÁÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÄÌÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ K ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ �' ��
x ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ×ÙÒÁÖÅÎÁ ÔÏÌØËÏ ÞÅÒÅÚ ÆÕÎË�ÉÀ � É ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ3-ÍÅÒÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ �ÒÑÍÙÈ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ×Ù�ÏÌ-ÎÑÅÔÓÑ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÍÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÁÍÉ �ÒÑÍÙÈ. íÏÖÎÏÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁÆÏÒÍÙ �': ðÒÉÍÅÒ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ | ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÊ × �. 5.1ËÏÍ�ÌÅËÓ �ÒÑÍÙÈ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ËÒÉ×ÕÀ × C 3 :åÓÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓ K ÄÏ�ÕÓÔÉÍ, ÔÏ, �ÏÄÓÔÁ×É× × (5.4) Ñ×ÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅ-ÎÉÅ � ��
x ÞÅÒÅÚ ÆÕÎË�ÉÀ �; ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÇÏ Ó ÜÔÉÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÏÍ.óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ �ÕÎËÔÁ ÍÙ �ÏÓ×ÑÔÉÍ ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ×. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÔÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ ÅÓÔØ ÌÉÂÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ�ÒÑÍÙÈ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ËÒÉ×ÕÀ × C 3 ; ÌÉÂÏ ËÏÍ�ÌÅËÓ�ÒÑÍÙÈ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ × C 3 :



112 çì. II. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ5.3. îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÓÔÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÁK. âÕÄÅÍ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÌÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ I × ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁ-ÔÁÈ �1;�2;�1;�2 ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ �ÒÑÍÙÈ H; ÓÍ. �. 4.1.åÓÌÉ  = If | ÌÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ f 2 S(C 3); ÔÏ,ÓÏÇÌÁÓÎÏ x 4, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ:Z
x Xi;j=1;2 �2 ��i��j d�i ^ d��j = 
 jx3j2f(x); (5.5)ÇÄÅ 
x � Hx | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ �ÉËÌ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2.ðÕÓÔØ K | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ. ðÒÉÍÅÍ 
x = Hx \ K ÉÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ h 2 
x ÞÅÒÅÚ ThH, ThK, Th
x ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × ÔÏÞËÅ h ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Ë ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ �ÒÑÍÙÈ H;ËÏÍ�ÌÅËÓÕ K � H É �ÉËÌÕ 
x:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ÷×ÅÄÅÍ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ Ah : ThH ! ThH; �ÏÌÏÖÉ×Ah(d�1;d�2;d�1;d�2) = (d�1;d�2;0;0):ìÅÍÍÁ. ëÏÍ�ÌÅËÓ K ÄÏ�ÕÓÔÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ�ÏÞÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x 2 C 3 É �ÏÞÔÉ ËÁÖÄÏÊ �ÒÑÍÏÊ h 2 
x ÉÍÅÅÍ:Ah�Th
x� � ThK:÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, × (5.5) ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÉ  ; ×ÚÑÔÁÑÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ h 2 
x × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ Ah�Th
x� . óÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, �ÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ × (5.5) ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ � =  jKÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÌÅÖÉÔ × �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅThK:ðÕÓÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓ K; ÚÁÄÁÎ × ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (�;�) ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÅÍ F (�;�) = 0:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.1. ëÏÍ�ÌÅËÓ K ÄÏ�ÕÓÔÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ× ÌÀÂÏÊ ÅÇÏ ÔÏÞËÅ h = (�;�) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ:�F��1 �F��2 � �F��2 �F��1 = 0: (5.6)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ �=(d�1;d�2;d�1;d�2) | ×ÅËÔÏÒ ÉÚ ThH:�ÏÇÄÁÕÓÌÏ×ÉÅ, ÞÔÏ � 2 ThK; ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:�F��1 d�1 + �F��2 d�2 + �F��1 d�1 + �F��2 d�2 = 0;



x 5. úÁÄÁÞÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÄÌÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× �ÒÑÍÙÈ × C 3 113Á ÕÓÌÏ×ÉÅ, ÞÔÏ � 2 ThHx; ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:x3d�1 + d�1 = 0; x3d�2 + d�2 = 0:ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ � 2 Th
x = Th(Hx \K) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ� = (a1;a2;�x3a1;�x3a2);ÇÄÅ a1= �F��2 �x3 �F��2 ; a2=�� �F��1 �x3 �F��1 �: úÎÁÞÉÔ, Ah(�)=(a1;a2;0;0):÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÓÔÉ ËÏÍ-�ÌÅËÓÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ a1 �F��1 + a2 �F��2 = 0; ÞÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ(5.6).ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.1, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÅ ÎÁÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÌÅËÓK ÚÁÄÁÎ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ, ÒÁÚÒÅÛÅÎÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �2:�2 = u(�1;�2;�1):÷×ÅÄÅÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ �ÒÑÍÙÈ H ×ÍÅÓÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �1;�2;�1;�2ÎÏ×ÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ �1;�2;�1 É s = �2 � u(�1;�2;�1) É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ�(�1;�2;�1; s) ÆÕÎË�ÉÀ  × ÜÔÉÈ ÎÏ×ÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ, Ô.Å.�(�1;�2; �1; �2 � u(�1;�2;�1) =  (�1;�2;�1;�2):ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÎÏ×ÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ËÏÍ�ÌÅËÓ K ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍs = 0:ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÆÏÒÍÕ � × ÎÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. éÍÅÅÍ: � ��i == ����i � ���s ����i ; i = 1;2: óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, X � ��i d�i = X ����i d�i �� ���s X �u��i d�i: äÌÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÓÔÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ K ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁ 
x ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÌÏ ÞÌÅÎÁ Ó��=�s; Ô.Å. ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÏ�u��1 d�1 + �u��2 d�2 ���
x= 0: (5.7)ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÎÁ 
x ÍÙ ÉÍÅÅÍ: x3d�1+ d�1 = 0; x3d�2+ d�2 = 0;ÏÔËÕÄÁ ��x3 �u��1 + �u��1� d�1 + �x3 + �u��2� d�2 = 0: (5.8)



114 çì. II. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅéÚ (5.7) É (5.8) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ u(�1;�2;�1) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÀ: �u��1 + �u��2 �u��1 = 0: (5.9)åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØ ËÏÍ�ÌÅËÓ K ÚÁÄÁÎ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ F (�;�) = 0; ÔÏ ÉÍÅÅÍ:�u=��i = �F 0�i=F 0�2 , i = 1;2; �u=��1 = �F 0�1=F 0�2 : ðÏÄÓÔÁ×É× ÜÔÉ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ × (5.9), �ÏÌÕÞÁÅÍ (5.6).5.4. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ×. ðÏÌÕÞÅÎ-ÎÏÅ × �. 5.4 ÕÓÌÏ×ÉÅ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÓÔÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ �ÒÑÍÙÈ × C 3 ÉÍÅÅÔËÒÁÓÉ×ÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÀ. ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÉÚÌÏÖÉÍÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÏÎÑÔÉÑ É ÆÁËÔÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-ÚÉÅÍ �ÒÑÍÙÈ H:ó×ÑÖÅÍ Ó ËÁÖÄÏÊ �ÒÑÍÏÊ h 2 H ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Hh ×ÓÅÈ�ÒÑÍÙÈ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ h: óÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×× ThH; ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë Hh; �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÊ ËÏÎÕÓ �h � ThH:îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ × ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (�;�) ÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÅ Hh; ÇÄÅ h = (�0;�0); ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ:(�1 � �01) (�2 � �02 ) � (�2 � �02) (�1 � �01) = 0:ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÎÕÓÁ �h ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:d�1d�2 � d�2d�1 = 0:ðÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ËÏÎÕÓÁ �h ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØËÁË ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÉds2 = d�1d�2 � d�2d�1:ðÏ ÜÔÏÊ �ÒÉÞÉÎÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �h � ThH ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÍ ËÏÎÕÓÏÍ× ÔÏÞËÅ h:óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÆÁËÔÏ× ÏÂ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÍ ËÏÎÕÓÅ�h:úÁÍÅÔÉÍ, �ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÞÔÏ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ËÏÎÕÓÕ �h;ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉa1d�1 + a2d�2 + b1d�1 + b2 d�2 = 0;ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ a1 b2 � a2 b1 = 0:äÁÌÅÅ, ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ËÏÎÕÓÁ �h ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ ÎÅÍ ÉÍÅÅÔÓÑ Ä×ÁÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �1;�2 Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ:�1 : d�1 = �d�1; d�2 = �d�2;�2 : d�2 = �d�1; d�2 = � d�1:



x 5. úÁÄÁÞÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÄÌÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× �ÒÑÍÙÈ × C 3 115ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ ËÏÎÕÓÁ, ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ, �ÒÏÈÏÄÉÔ× ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÄÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á. îÁÚÏ×ÅÍ ÜÔÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ �-�ÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ É �-�ÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ.üÔÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ × ThH ÉÍÅÀÔ �ÒÏÓÔÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊÓÍÙÓÌ: �-�ÌÏÓËÏÓÔÉ ËÁÓÁÀÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ �ÒÑÍÙÈ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈh × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, Á �-�ÌÏÓËÏÓÔÉ ËÁÓÁÀÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ �ÒÑÍÙÈ,ÌÅÖÁÝÉÈ × ÏÄÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R3; �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ h:ìÀÂÙÅ Ä×Å �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÄÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÉÍÅÀÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ,Á ÌÀÂÙÅ Ä×Å �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ �Ï �ÒÑÍÏÊ.ïÂÒÁÔÎÏ, ËÁÖÄÁÑ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ ÉÚÏÔÏ�ÎÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ �h�ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÄÎÏÊ ÉÚ �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔ×.åÓÌÉ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × ThH ËÁÓÁÅÔÓÑ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏËÏÎÕÓÁ �h; ÔÏ ÅÇÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó �h Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ�-�ÌÏÓËÏÓÔÉ É ÏÄÎÏÊ �-�ÌÏÓËÏÓÔÉ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × ThH ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏËÏÎÕÓÁ �h; ÔÏ ÏÎÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÜÔÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.2. äÏ�ÕÓÔÉÍÙÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÙ �ÒÑÍÙÈ × C3 ÓÕÔØ ÔÅ ÉÔÏÌØËÏ ÔÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÙ K, ËÏÔÏÒÙÅ × ËÁÖÄÏÊ Ó×ÏÅÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÔÏÞËÅ h2KËÁÓÁÀÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ �h:÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÕÓÌÏ×ÉÅ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÓÔÉ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ × ðÒÅÄ-ÌÏÖÅÎÉÉ 5.1, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÞÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏThK Ë ËÏÍ�ÌÅËÓÕ K × ÔÏÞËÅ h 2 K ËÁÓÁÅÔÓÑ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ �h:ðÕÓÔØ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, 
x | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �ÒÑÍÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ K;�ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ x; Ô.Å. 
x = Hx \K:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.3. ëÏÍ�ÌÅËÓ �ÒÑÍÙÈ K ÄÏ�ÕÓÔÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ-ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÔÏÞËÉ h 2 K ×ÓÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁTh
x � ThK \ �h; x 2 h �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÊ �-�ÌÏÓËÏÓÔÉ.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓ ÄÏ�ÕÓÔÉÍ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÅÇÏ ÇÌÁÄËÏÊÔÏÞËÉ h 2 K �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ThK ËÁÓÁÅÔÓÑ ËÏÎÕÓÁ �h; Á �ÏÔÏÍÕThK \ �h Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ �-�ÌÏÓËÏÓÔÉ É �-�ÌÏÓËÏÓÔÉ. îÏ ÔÏÇÄÁ×ÓÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Th
x; ÇÄÅ x �ÒÏÂÅÇÁÅÔ �ÒÑÍÕÀ h; �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔÏÄÎÏÊ �-�ÌÏÓËÏÓÔÉ.ïÂÒÁÔÎÏ, �ÕÓÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓ K ÔÁËÏ×, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÅÇÏ ÇÌÁÄËÏÊÔÏÞËÉ h 2 K ×ÓÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Th
x; ÇÄÅ x �ÒÏÂÅÇÁÅÔ �ÒÑÍÕÀh; �ÏÒÏÖÄÁÀÔ Ä×ÕÍÅÒÎÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ. �ÏÇÄÁ ThK \ �h ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÜÔÕÄ×ÕÍÅÒÎÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ, Á �ÏÔÏÍÕ ThK ËÁÓÁÅÔÓÑ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ �h:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÓÉÌÕ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.2, ËÏÍ�ÌÅËÓ K ÄÏ�ÕÓÔÉÍ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.3 ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÄÒÕÇÕÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ �ÒÑÍÙÈ K ÞÅÒÅÚ �x � C 3 ËÏÎÕÓ,ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ �ÒÑÍÙÍÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÍÉ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ x 2 C 3 :äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ h 2 K | ÇÌÁÄËÁÑ ÔÏÞËÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ K; ÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÌÑ



116 çì. II. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x �ÒÑÍÏÊ h ÞÅÒÅÚ �h;x �ÌÏÓËÏÓÔØ × C 3 ; ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ Ë �x×ÄÏÌØ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ h:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.4. ëÏÍ�ÌÅËÓ �ÒÑÍÙÈ K ÄÏ�ÕÓÔÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ-ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÅÇÏ ÇÌÁÄËÏÊ ÔÏÞËÉ h 2 K �ÌÏÓËÏÓÔÉ �h;x; ÇÄÅ x�ÒÏÂÅÇÁÅÔ �ÒÑÍÕÀ h; ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ.5.5. ï�ÉÓÁÎÉÅ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ×. éÚ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.4 ÓÌÅ-ÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÒÏÍÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× �ÒÑÍÙÈ × C 3 ; �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ÆÉËÓÉÒÏ-×ÁÎÎÕÀ ËÒÉ×ÕÀ, ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÙ �ÒÑÍÙÈ,ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ (ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ) �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ × C 3 : ÷ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØK |ËÏÍ�ÌÅËÓ �ÒÑÍÙÈ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P:ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÔÏÞËÉ h2K ÞÅÒÅÚ �h �ÌÏÓËÏÓÔØ × C 3 ; ËÁ-ÓÁÔÅÌØÎÕÀ Ë �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P × ÔÏÞËÅ ËÁÓÁÎÉÑ h Ó P: ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x| �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ �ÒÑÍÏÊ h É �x | ËÏÎÕÓ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ �ÒÑÍÙÍÉËÏÍ�ÌÅËÓÁ K; �ÒÏÈÏÄÑÝÉÍÉ ÞÅÒÅÚ x; ÔÏ �ÌÏÓËÏÓÔØ �h;x; ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë�x ×ÄÏÌØ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ h; ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �h: �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÍ�ÌÅËÓK ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.4 É, ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎ ÄÏ�ÕÓÔÉÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 5.2. äÏ�ÕÓÔÉÍÙÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÙ �ÒÑÍÙÈ × C 3 ÜÔÏ ÔÅ É ÔÏÌØËÏÔÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ �ÒÑÍÙÈH; ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÓÔÏÑÔ ÌÉÂÏ ÉÚ �ÒÑÍÙÈ, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÍ-�ÌÅËÓÎÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ × C 3 ; ÌÉÂÏ ÉÚ �ÒÑÍÙÈ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ÎÅËÏÔÏÒÕÀËÏÍ�ÌÅËÓÎÕÀ ËÒÉ×ÕÀ × C 3 ; ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÕÀ.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ××ÅÄÅÍ �ÏÎÑÔÉÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÁ�ÒÑÍÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ �ÒÑÍÙÈ K: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÕÀ ÇÌÁÄËÕÀ ÔÏÞËÕ h ËÏÍ�ÌÅËÓÁ K (Ô.Å. �ÒÑÍÕÀ × C 3 ). îÁÚÏ×ÅÍ ÔÏÞËÕx2h ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ ÅÊ �-�ÌÏÓËÏÓÔØ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ�x �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ThK: áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÎÁÚÏ×ÅÍ Ä×ÕÍÅÒÎÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ � � h× C 3 ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ ÅÊ �-�ÌÏÓËÏÓÔØ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ThK:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.5. åÓÌÉ K | ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ �ÒÑÍÙÈ × C 3 ; ÔÏÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÅÇÏ ÇÌÁÄËÏÊ ÔÏÞËÉ h 2K ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÅ ËÒÉ-ÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ x2h; ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÁÑ, É ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ�ÌÏÓËÏÓÔØ � � h:÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓ K ÄÏ�ÕÓÔÉÍ, ÔÏ ThK \ �h; ÇÄÅ �h |ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÊ ËÏÎÕÓ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ �-�ÌÏÓËÏÓÔÉ É ÏÄÎÏÊ�-�ÌÏÓËÏÓÔÉ. üÔÉÍ �ÌÏÓËÏÓÔÑÍ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑÔÏÞËÁ x 2 h É ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ � � h:óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ K0ÇÌÁÄËÉÈ ÔÏÞÅË ËÏÍ�ÌÅËÓÁ K × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �ÏÌÎÙÈ ÆÌÁÇÏ× ÎÁ CP 3 :



x 5. úÁÄÁÞÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÄÌÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× �ÒÑÍÙÈ × C 3 117éÍÅÎÎÏ, ËÁÖÄÏÍÕ h 2 K0 ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÏÊËÁ | ÆÌÁÇ (x; h; �);ÇÄÅ x ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ, Á � | ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÄÌÑ h:ðÕÓÔØ K | ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ �ÒÑÍÙÈ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍF (�;�)= 0: îÁÊÄÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ x= (x1;x2;x3) �ÒÑ-ÍÏÊ (�;�) 2K × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÕÄÁÌÅÎÎÏÊ.õÒÁ×ÎÅÎÉÑ �-�ÌÏÓËÏÓÔÉ × �h; ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ x; ÔÁËÏ×Ù:x3d�i + d�i = 0; i = 1;2:õÓÌÏ×ÉÑ, ÞÔÏ ÜÔÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ F 0�1 d�1 ++F 0�2 d�2 + F 0�1 d�1 + F 0�2 d�2 = 0; ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë K; ÉÍÅÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ×ÉÄ: F 0�1 � x3F 0�1 = F 0�2 � x3F 0�2 = 0:ïÔÓÀÄÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.6. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÇÏ ËÏÍ-�ÌÅËÓÁ K ÎÁ �ÒÑÍÏÊ (�;�) 2 K ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ:x3 = F 0�1F 0�1 = F 0�2F 0�2 ; x1 = �1x3 + �1; x2 = �2x3 + �2:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.7. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË ÎÁ �ÒÑÍÙÈ ÄÏ�Õ-ÓÔÉÍÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ K ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÅ ×ÙÛÅ ÞÅÍ 2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ K 00�K | �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÌÁÄËÉÈ ÔÏÞÅË h2K;ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ x ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÎÅÞÎÙ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ K00 ! C 3 ; ÏÔÎÏÓÑÝÅÅËÁÖÄÏÊ �ÒÑÍÏÊ (�;�)2K00 ÅÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÏÞËÕ x= (x1;x2;x3); ×ÓÀÄÕ×ÙÒÏÖÄÅÎÏ.éÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ �ÒÑÍÙÈ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏdxi � �idx3 = x3d�i + d�i; i = 1;2:ïÔÓÀÄÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ x3 = F 0�1F 0�1 = F 0�2F 0�2 É F 0�1 d�1 + F 0�2 d�2 + F 0�1 d�1 ++F 0�2 d�2 = 0; �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈÔÏÞÅË Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ:F 0�1 (dx1 � �1dx3) + F 0�2 (dx2 � �2dx3) = 0: (5.10)õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.



118 çì. II. ìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅéÚ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.6 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË× ÓÌÕÞÁÅ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ K Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ�; ÌÉÂÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ S × C 3 : ÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÍ�ÌÅËÓK ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ �ÒÑÍÙÈ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ËÒÉ×ÕÀ �: ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÚ(5.10) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÑÍÙÅ (�;�) ËÏÍ�ÌÅËÓÁ K ËÁÓÁÀÔÓÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ×Ó×ÏÉÈ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞËÁÈ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.ðÒÉÍÅÞÁÎÉÅ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÏÓÔÁÑ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÚÁÄÁÞÅÊ Ï ×ÏÓÓÔÁÎÏ-×ÌÅÎÉÉ ÆÕÎË�ÉÉ f 2 S(C 3) ÞÅÒÅÚ ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ �Ï �ÒÑÍÙÍ ÄÏ�ÕÓÔÉ-ÍÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ K �ÒÑÍÙÈ × C 3 É ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ (�1;�2;�1;�2) ÎÁ C 4 . îÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ  ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ�2 ��1 ��2 = �2 ��2��1 ; �2 ���1� ��2 �2 ���2� ��1 ; (5.11)ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ËÒÁÅ×ÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ  jK= �: úÄÅÓØ K | ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ�ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ × C 4 ; ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ F (�;�) = 0: ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁ-ÅÔÓÑ, ÞÔÏ F ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (5.6), Ô.Å. ÞÔÏ K | ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ-ÞÅÓËÏÅ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (5.6).éÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (5.11) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ  Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÕÞÅ×ÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ C 3 ; Ô. Å.  =If: ðÏÜÔÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÅ ËÒÁÅ×ÏÊÚÁÄÁÞÉ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë �ÒÉÍÅÎÅÎÉÀ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈËÏÍ�ÌÅËÓÏ×. éÍÅÎÎÏ, ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁÆÕÎË�ÉÀ f �Ï ÆÕÎË�ÉÉ �= jK : �ÏÇÄÁ ÉÓËÏÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ  �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑÌÕÞÅ×ÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÆÕÎË�ÉÉ f; Ô.Å.  = If:ïÂÒÁÔÎÏ, ÚÁÄÁÞÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ Ï ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÉ ÆÕÎ-Ë�ÉÉ f �Ï ÆÕÎË�ÉÉ � =  jK Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ËÒÁÅ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.éÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ ÒÅÛÅÎÁ ËÒÁÅ×ÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (5.11), Ô.Å.�Ï ÆÕÎË�ÉÉ � =  jK ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ ÆÕÎË�ÉÑ  ; ÔÏ ÉÓËÏÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ fÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.



çìá÷á IIIéÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ É ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÎÁ�ÌÏÓËÏÓÔÉ É × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏïÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÓÄÒÕÇÉÍÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÞÁÓÔÏ ÄÏ�ÕÓ-ËÁÀÔ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ Ó �ÌÏÓËÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÎÁ ÉÓËÒÉ×ÌÅÎÎÙÊ.íÙ �ÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÍ ÜÔÏ ÚÄÅÓØ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑòÁÄÏÎÁ ÄÌÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ. íÙ Õ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏÏÎÉ ÓÔÒÏÑÔÓÑ �Ï ÔÏÊ ÖÅ ÓÈÅÍÅ, ÞÔÏ É �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÄÌÑÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, É ÄÁÖÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÆÏÒÍÕÌ ÏÞÅÎØ �ÏÈÏÖÉ.÷�ÒÏÞÅÍ, ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ ËÒÉ×ÉÚÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔ ËÂÏÌÅÅ ÂÏÇÁÔÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. éÍÅÎÎÏ, ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÉÍÅÀÔÓÑÄ×Á ÒÁÚÎÙÈ ÁÎÁÌÏÇÁ �ÒÑÍÙÈ: ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÑÍÙÅ, Ô. Å. ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ, ÉÏÒÉ�ÉËÌÙ (ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ). ó ÎÉÍÉ Ó×ÑÚÁÎÙÄ×Á ÒÁÚÎÙÈ ×ÁÒÉÁÎÔÁ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ.äÌÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ (�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á) ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÁÎÁÌÏÇ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÈÇÒÕ��Ù Ä×ÉÖÅÎÉÊ. ÷×ÉÄÕ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÇÒÕ��Ù, ÔÅÏÒÉÑÉÎÔÅÇÒÁÌÁ æÕÒØÅ ÄÌÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ (�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á) ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÓÌÏÖÎÅÅ, ÞÅÍ Õ ÅÇÏ Å×ËÌÉÄÏ×Á ÁÎÁÌÏÇÁ. ÷ÅÒÏÑÔÎÏ, ÓÁÍÙÊ �ÒÏÓÔÏÊ Ó�ÏÓÏÂÓÔÒÏÉÔØ ÎÅÅ×ËÌÉÄÏ×Õ ÔÅÏÒÉÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ æÕÒØÅ (ÔÅÏÒÉÀ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÊ) | ÞÅÒÅÚ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ, ÄÌÑ ÏÒÉ�ÉËÌÏ× (ÏÒÉÓÆÅÒ). äÅÌÏ× ÔÏÍ, ÞÔÏ, ËÁË É × ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, × ÓÌÕÞÁÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÏÂÁÞÅ×-ÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÏÇ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÄÌÑ ÏÒÉ�ÉËÌÏ× (ÏÒÉÓÆÅÒ) É ÁÎÁÌÏÇ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ Ó×ÑÚÁÎÙ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ (ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ)�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ. ÷×ÉÄÕ ÜÔÏÇÏ ÏÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÏÅ (ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ)�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÏ ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏÁÎÁÌÉÚÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ. ïÎÏ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÎÁ ÄÒÕÇÉÅ ×ÁÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. îÁ�ÒÉÍÅÒÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÍÙ ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÍ



120 çì. III. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ × L2 É L3×ÅÓØÍÁ ÏÂÝÉÅ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ. ðÒÉ ÞÔÅÎÉÉ ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Ù ÏÞÅÎØ �ÏÌÅÚÎÏ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ ÄÌÑÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÉÚ x 1 É 2 ÇÌÁ×Ù I.x 1. üÌÅÍÅÎÔÙ �ÌÁÎÉÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ1)1.1. íÏÄÅÌÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ. ðÌÏÓËÏÓÔØ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ L2Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÇÒÕ��Ù SL(2;R) ÓÏ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÏÊ�ÏÄÇÒÕ��ÏÊ SO(2) (�ÏÄÇÒÕ��Á ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�). ÷ ÍÏÄÅÌÉ ðÕ-ÁÎËÁÒÅ ÏÎÁ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ËÁË ×ÅÒÈÎÑÑ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ Imz > 0 �ÌÏÓËÏÓÔÉËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ z = x + iy, ÇÄÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅÍÁÔÒÉ�ÁÍ g = � � �
 Æ � 2 SL(2;R), ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÔÁË:z 7! z Æ g = �z + 
�z + Æ :ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ ÔÏÞËÉ z = i Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄ-ÇÒÕ��Á SO(2)2).òÉÍÁÎÏ×Á ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ L2 ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:ds2 = y�2(dx2 + dy2): (1.1)éÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ d ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ z1 = x1+ iy1 É z2 = x2++iy2 Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ4sh2 d2 = jz1 � z2j2y1y2 : (1.2)üÌÅÍÅÎÔ �ÌÏÝÁÄÉ × ÍÅÔÒÉËÅ (1.1) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:dv = y�2 dxdy: (1.3)äÒÕÇÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÚÁÄÁÎÉÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉ�u = � a bb 
 � ; ÇÄÅ a > 0; detu = 1; (1.4)1)ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÆÁËÔÙ �Ï ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÚÄÅÓØ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Á.2)úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÅÎÔÒ ÇÒÕ��Ù SL(2;R), ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �e, ÄÅÊ-ÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ (ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ). ðÏÜÔÏÍÕ ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ×ËÁÞÅÓÔ×Å ÇÒÕ��Ù Ä×ÉÖÅÎÉÊ ÆÁËÔÏÒ-ÇÒÕ��Õ SL(2;R)=f�eg.



x1. üÌÅÍÅÎÔÙ �ÌÁÎÉÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ 121Ó Ä×ÉÖÅÎÉÑÍÉ: u 7! g0ug; g 2 SL(2;R);ÇÄÅ g0 | ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍÁÔÒÉ� ×ÉÄÁ (1.4) ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË ÏÄÎÕ �ÏÌÕ Ä×Õ�ÏÌÏÓÔÎÏÇÏÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁ × R3: a
 � b2 = 1; a; 
 > 0: (1.5)óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ z ×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ É ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉu=u(z) ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. �ÏÞËÅ z= i ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á e, �ÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÁ i É ÍÁÔÒÉ�Á e ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÕÉ ÔÕ ÖÅ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÕÀ �ÏÄÇÒÕ��Õ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏg=� � �
 Æ �2SL(2;R) ÔÏÞËÅ iÆg= �i+
�i+Æ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÁÔÒÉ�Á u=g0g.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, i Æ g = x + iy �ÒÉ g = � y1=2 0xy1=2 y�1=2 �, É ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ,ÞÔÏ ÔÏÞËÅ z = x + iy ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÁÔÒÉ�Á � y�1(x2 + y2) y�1xy�1x y�1 �;ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÁÔÒÉ�Å � a bb 
 � ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ z = b
 + i
 .çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ �ÅÒÅÈÏÄ ÏÔ �ÏÌÙ Ä×Õ�ÏÌÏÓÔÎÏÇÏ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁ Ë �Ï-ÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁË. óÎÁÞÁÌÁ ÍÙ �ÒÏÅËÔÉÒÕÅÍ ÇÉ�ÅÒÂÏ-ÌÏÉÄ (1.5) ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ (b; 
) �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÏÓÉ a; × �ÒÏÅË�ÉÉ �ÏÌÕÞÁÅÍ�ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ 
>0. úÁÔÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ (b; 
) ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÍ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ (b; 
) 7! ( b
 ; 1
 ), �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ 
 > 0 × ÓÅÂÑ.÷ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ (1.5) ÕÄÏÂÎÏ �ÅÒÅÊÔÉ Ë ÎÏ×ÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ x1 == a+
2 ; x2 = a�
2 ; x3 = b: �ÏÇÄÁ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÀ �ÌÏÓËÏÓÔÉìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ L2 × ×ÉÄÅ ×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÙ Ä×Õ�ÏÌÏÓÔÎÏÇÏ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁ ×R3 : [x;x℄ � x21 � x22 � x23 = 1; x1 > 0: (1.6)÷ ÜÔÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ× R3; ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ×ÅÒÈÎÀÀ �ÏÌÕ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁ, Ô.Å. ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙÇÒÕ��Ù SO0(1;2) �= SL(2;R)=f�eg:òÉÍÁÎÏ×Á ÍÅÔÒÉËÁ × ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:ds2 = �dx21 + dx22 + dx23: (1.7)éÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ d ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ x É y Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×ÏÍ 
hd = [x;y℄: (1.8)



122 çì. III. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ × L2 É L3üÌÅÍÅÎÔ �ÌÏÝÁÄÉ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ x2; x3 ÎÁ L2 ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:dv = dx2dx3x1 : (1.9)1.2. ïÒÉ�ÉËÌÙ. îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÏË-ÒÕÖÎÏÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ (ÏÒÉ�ÉËÌÙ) | �ÒÅÄÅÌÙ ÎÅÅ×-ËÌÉÄÏ×ÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ËÏÇÄÁ ÉÈ �ÅÎÔÒ É ÒÁÄÉÕÓ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏ ÓÔÒÅ-ÍÑÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. ÷ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ ÏÒÉ�ÉËÌÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑÌÉÂÏ ËÁË (Å×ËÌÉÄÏ×Ù) ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ (ÁÂ-ÓÏÌÀÔÁ), ÌÉÂÏ ËÁË �ÒÑÍÙÅ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ. ðÏÓÌÅÄÎÉÅÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏÒÁÄÉÕÓÁ, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ × ÔÏÞËÅ x = 1. éÚ ÜÔÏÇÏÏ�ÉÓÁÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÏÒÉ�ÉËÌ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ:j�2z � �1j2 = y; � = (�1; �2) 2 R2 n 0: (1.10)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏÒÉ�ÉËÌÏ× �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÅÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ(�1; �2) 2 R2 n 0, �ÒÉÞÅÍ ÔÏÞËÁÍ (�1; �2) É (��1;��2) ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÏÄÉÎ ÉÔÏÔ ÖÅ ÏÒÉ�ÉËÌ. ïÒÉ�ÉËÌ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (1.10), ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑÞÅÒÅÚ h(�) = h(�1; �2):úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ �ÌÏÓËÏÓÔØ L2 ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÁ ËÁË ×ÅÒÈÎÑÑ �ÏÌÁ Ä×Õ�Ï-ÌÏÓÔÎÏÇÏ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁ (1.6), ÔÏ ÏÒÉ�ÉËÌÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÌÏÓËÉÅ �ÁÒÁÂÏ-ÌÉÞÅÓËÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÓÅÞÅÎÉÑ �ÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ×ÉÄÁ [�;x℄� �1x1� �2x2 � �3x3 = 1; ÇÄÅ � | ÔÏÞËÁ ×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÙ ËÏÎÕÓÁ[�; �℄ = 0; �1 > 0; � 2 R3:ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ H ÏÒÉ�ÉËÌÏ× ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ, É �ÒÉ-ÔÏÍ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ, ÇÒÕ��Á Ä×ÉÖÅÎÉÊ SL(2;R); Ä×ÉÖÅÎÉÅ, ÏÔ×ÅÞÁÀ-ÝÅÅ ÍÁÔÒÉ�Å g = � � �
 Æ �, �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÏÒÉ�ÉËÌ h(�1; �2) × ÏÒÉ�ÉËÌh(��1 + 
�2;��1 + Æ�2).îÁ ÑÚÙËÅ Ä×ÉÖÅÎÉÊ ÏÒÉ�ÉËÌÙ Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.üÔÏ ÏÒÂÉÔÙ ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù Z ÍÁÔÒÉ� � 1 0t 1 �1) É ×ÓÅ ÉÈÓÄ×ÉÇÉ. îÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÒÉ�ÉËÌÅ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÕ��Á, ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÁÑ ÇÒÕ��Å Z,É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÏÒÉ�ÉËÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÒÑÍÏÊ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ H ÏÒÉ�ÉËÌÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÇÒÕ��Ù SL(2;R) ÓÏ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ �Z. ÷ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ, �ÅÒÅÊÄÑ ÏÔ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ L2 Ë ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀÏÒÉ�ÉËÌÏ× H, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÎÏ×ÏÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÔÏÊ ÖÅ1)÷ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÉ ðÕÁÎËÁÒÅ ÜÔÏ �ÒÑÍÙÅ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ.



x1. üÌÅÍÅÎÔÙ �ÌÁÎÉÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ 123ÇÒÕ��ÏÊ Ä×ÉÖÅÎÉÊ, ÎÏ Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ. �ÁËÏÇÏ ÒÏÄÁËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÉÇÒÁÀÔ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.ëÁÖÄÙÊ ÏÒÉ�ÉËÌ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ Ó ÁÂÓÏÌÀÔÏÍ,ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÇÏ �ÅÎÔÒÏÍ. ÷ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÉ ðÕÁÎËÁÒÅ ÜÔÏÔÏÞËÁ ËÁÓÁÎÉÑ Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ. ïÒÉ�ÉËÌÙ Ó ÏÂÝÉÍ �ÅÎÔÒÏÍÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÒÉ�ÉËÌ h(�1; �2) ËÁÓÁÅÔÓÑ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ × ÔÏÞËÅ x = �1�2 ; ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ �ÕÞÏË�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÏÒÉ�ÉËÌÏ× ÅÓÔØ fh(��1;��2) j 0 < � < 1g, ÇÄÅ (�1; �2)ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ.÷ÓÅ ÔÏÞËÉ ÏÒÉ�ÉËÌÁ h(��1;��2) ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ2j ln�j ÏÔ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÅÍÕ ÏÒÉ�ÉËÌÁ h(�1; �2). íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×Ù-ÒÁÖÅÎÉÅ �(z;�) =�2 ln� ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÔÏÞËÉ z 2 h(��)ÏÔ ÏÒÉ�ÉËÌÁ h(�). ïÎÏ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:�(z;�) = ln(y�1j�2z � �1j2) (z = x + iy; � = (�1; �2)) (1.11)(�ÏÓËÏÌØËÕ � = (y�1j�2z � �1j2)�1=2).ëÁÖÄÙÊ ÏÒÉ�ÉËÌ h(�) ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ �ÌÏÓËÏÓÔØ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ L2 ÎÁ Ä×ÅÞÁÓÔÉ L+(�) É L�(�), ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ L+(�) �ÒÉÍÙËÁÅÔ Ë ÁÂÓÏÌÀÔÕ, ÁÇÒÁÎÉ�Á L�(�) ÉÍÅÅÔ Ó ÁÂÓÏÌÀÔÏÍ ÌÉÛØ ÏÄÎÕ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ | �ÅÎÔÒÏÒÉ�ÉËÌÁ h(�). ïÂÌÁÓÔÉ L+(�) É L�(�) ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÔÏÞÅË z 2 L2, ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ �(z;�) > 0 É �(z;�) < 0.ðÒÉÍÅÞÁÎÉÅ. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L2 = SO(2) n SL(2;R) ÉH = �Z n SL(2;R) ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ. ðÏ �Ï-ÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÔÏÞËÁÍ � 2 H ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ËÒÉ×ÙÅ h(�) × L2 (ÏÒÉ�ÉËÌÙ). ÷ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ÔÏÞËÁÍ z 2 L2 ÍÏÖÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ËÒÉ×ÙÅ l(z) 2 H,ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÏÒÉ�ÉËÌÏ×, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ z. ëÁÖÄÁÑ ÉÚÜÔÉÈ ËÒÉ×ÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÅÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù SO(2) ÉÌÉ �ÏÄÇÒÕ��Ù, ÓÎÅÊ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÊ. ïÎÁ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅH ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ: ÏÂÌÁÓÔØH+(z), ÇÄÅ �(z;�) > 0 É ÏÂÌÁÓÔØ H�(z), ÇÄÅ �(z;�) < 0. ÷ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉH = R2 n 0 ËÒÉ×ÙÅ l(z) | ÜÔÏ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÜÌÌÉ�ÓÙ ÎÁ R2 Ó �ÅÎÔÒÏÍ× ÔÏÞËÅ 0, ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÝÉÅ �ÌÏÝÁÄØ, ÒÁ×ÎÕÀ 1; H+(z) É H�(z) |ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÎÅÛÎÑÑ É ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÞÁÓÔÉ ÜÌÌÉ�ÓÁ l(z). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ×ÓÅÈ ÏÒÂÉÔ �ÏÄÇÒÕ��Ù SO(2) É �ÏÄÇÒÕ��, ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÓÎÅÊ, ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏ; × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÏÎÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈÜÌÌÉ�ÓÏ× ÎÁ R2 Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ 0.1.3. çÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ \�ÒÑÍÙÅ" (ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ)ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏL2. ÷ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ ÜÔÏ �ÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉÎÁ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ Imz > 0 Ó �ÅÎÔÒÁÍÉ ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ É�ÏÌÕ�ÒÑÍÙÅ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ \�ÒÑÍÁÑ" ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ:(x � a)(x � b) + y2 = 0; a; b 2 R[ (1); a 6= b: (1.12)



124 çì. III. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ × L2 É L3÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉ a =1 (ÉÌÉ b =1) �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï (Å×ËÌÉÄÏ×ÙÈ)�ÏÌÕ�ÒÑÍÙÈ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ. éÚ (1.12) ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ \�ÒÑÍÙÈ" �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÅÔÓÑ �ÁÒÁÍÉ (a;b), a 6= b,ÇÄÅ a;b | ÔÏÞËÉ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ P1, �ÒÉÞÅÍ �ÁÒÁÍ (a;b) É (b;a)ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ \�ÒÑÍÁÑ".îÁ ÑÚÙËÅ Ä×ÉÖÅÎÉÊ ËÁÖÄÁÑ \�ÒÑÍÁÑ" Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÒÂÉÔÏÊ �ÏÄ-ÇÒÕ��Ù D ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� ÉÌÉ �ÏÄÇÒÕ��Ù, Ó ÎÅÊ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÊ, É×ÓÅ \�ÒÑÍÙÅ" �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÏÄÎÁ ÉÚ ÄÒÕÇÏÊ Ä×ÉÖÅÎÉÑÍÉ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÍÎÏ-ÇÏÏÂÒÁÚÉÅ \�ÒÑÍÙÈ" Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ D nSL(2;R).÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÔÏÊÖÅ ÇÒÕ��ÏÊ Ä×ÉÖÅÎÉÊ SL(2;R), ÎÏ Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ×ÓÅÈ ÏÒÂÉÔ �ÏÄÇÒÕ�� D É ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈÓ ÎÅÊ �ÏÄÇÒÕ�� ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏ. ÷ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ ÏÎÏ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ×ÓÅÈ �ÏÌÕ�ÒÑÍÙÈ ÎÁ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ Imz > 0 É ÄÕÇÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ÏÂÝÉÅ ÔÏÞËÉ Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ.åÓÌÉ �ÌÏÓËÏÓÔØ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÁ ËÁË ×ÅÒÈÎÑÑ �ÏÌÁ ÇÉ�ÅÒ-ÂÏÌÏÉÄÁ (1.6), ÔÏ × ÜÔÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÉÉ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ (ÏÄÎÁ �ÏÌÁ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ) Ó �ÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ × R3; �ÒÏÈÏÄÑÝÉÍÉÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ O, Ô.Å. Ó �ÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ�1x1 + �2x2 + �3x3 = 0: (1.13)ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 
(�) ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÕÀ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (1.13).ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÌÏÓËÏÓÔØ (1.13) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄ [x;x℄ = 1; ËÏÇÄÁ [�; �℄< 0: �ÁË ËÁË, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, 
(��) = 
(�)ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � 6= 0; ÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÎÑÔØ[�; �℄ = �1:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁ-ÞÅ×ÓËÏÇÏ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÅÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ � Ä×Õ�ÏÌÏÓÔÎÏÇÏ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁ[�; �℄ = �1 × R3; �ÒÉÞÅÍ ÔÏÞËÁÍ � É �� ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ.x 2. ïÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ2.1. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ Rh. ÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÁÎÁÌÏÇ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÊÓ ÏÒÉ�ÉËÌÁÍÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. îÁÚÏ×ÅÍ ÏÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØ-ÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Rh × L2, ÏÔÎÏÓÑÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÉÎÉÔÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ L2 ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ �Ï ÏÒÉ�ÉËÌÁÍ:Rh f(�) = Zh(�) f(z)ds; � = (�1; �2); (2.1)



x2. ïÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ 125ÇÄÅ h(�) | ÏÒÉ�ÉËÌ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (1.10), ds = jdzjy | ÜÌÅÍÅÎÔÄÌÉÎÙ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ.÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ Rh ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ�ÉÓÁÎÏ ÔÁËÖÅ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÅ:Rh f(�) = ZL2 f(z)Æ(�(z;�))dxdyy2 ; (2.2)ÇÄÅ �(z;�) | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ z ÄÏ ÏÒÉ�ÉËÌÁ h(�), ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ(1.11), Á Æ(�) | ÄÅÌØÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ R:éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ Rh �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÅÎ Ó ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕ��Ù SL(2;R). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ �ÁÒÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÇÒÕ��Ù SL(2;R) | �ÌÏÓËÏÓÔØ ìÏÂÁÞÅ×-ÓËÏÇÏ É ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏÒÉ�ÉËÌÏ× É Ï�ÅÒÁÔÏÒ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÊÎÁ ÏÄÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ë ÆÕÎË�ÉÑÍ ÎÁ ÄÒÕÇÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, �ÅÒÅ-ÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÊ Ó Ä×ÉÖÅÎÉÑÍÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÅÄÅÔÓÑ�Ï ÏÒÂÉÔÁÍ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù ×ÔÏÒÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É �Ï ÉÈÓÄ×ÉÇÁÍ.2.2. æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ. îÁÊÄÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÉÎÔÅ-ÇÒÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ Rh, ÓÌÅÄÕÑ ÔÏÊ ÖÅ ÓÈÅÍÅ, ÞÔÏ É × ÓÌÕÞÁÅÅ×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ (ÓÍ. x 1 ÇÌÁ×Ù I).óÎÁÞÁÌÁ ÂÅÒÅÍ ÒÁÄÉÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f , ÚÁ×ÉÓÑÝÕÀÔÏÌØËÏ ÏÔ ÎÅÅ×ËÌÉÄÏ×Á ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÔÏÞËÉ z ÏÔ ÔÏÞËÉ i:f(z) = F (y�1=2jz � ij):éÚ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÓÔÉ Rh Ó Ä×ÉÖÅÎÉÑÍÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ L2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏRh f(�) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÔÏÞËÉ i ÄÏ ÏÒÉ�ÉËÌÁ h(�), Ô. Å.Rh f(�) = bF (r); ÇÄÅ r = �(i;�) = ln(�21 + �22):úÎÁÞÉÔ, bF (r) ÒÁ×ÎÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ÆÕÎË�ÉÉ f �Ï ÏÒÉ�ÉËÌÕ h(er=2;0): y = er ,Ô. Å.bF (r) = +1Z�1 F (e�r=2px2 + (er � 1)2)e�r dx = 2 +1Z2jsh r2 j F (s)sdser=2qs2 � 4sh2 r2(2.3)(ÓÒ. ÆÏÒÍÕÌÕ (1.2) ÉÚ x 1 ÇÌÁ×Ù I). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÏÔF (s) Ë er=2 bF (r) Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ áÂÅÌÑ, É ÉÚ (2.3) ÓÌÅÄÕÅÔ:F (s) = � 1� Z2sh r2>0 (er=2 bF (r))0 drq4sh2 r2 � s2 : (2.4)



126 çì. III. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ × L2 É L3÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, f(i) = F (0) = � 12� 1Z0 (er=2 bF (r))0drsh r2 : (2.5)úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ (2.3) er=2 bF (r) | ÇÌÁÄËÁÑ ÞÅÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. ïÔÓÀÄÁÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (2.5) ÓÈÏÄÉÔÓÑ (�ÏÓËÏÌØËÕ (er=2 bF (r))0r=0 = 0) É×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ f(i) ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ:f(i) = � 14� +1Z�1 (er=2 bF (r))0 drsh r2 : (2.6)ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ f | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ L2;×ÏÚØÍÅÍ ÅÅ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÅ f(z) = F (y�1=2jz � ij) �Ï ÎÅÅ×ËÌÉÄÏ×ÙÍ ÏËÒÕÖ-ÎÏÓÔÑÍ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ i:F (y�1=2jz � ij) = 12� 2�Z0 f� z 
os � + sin��z sin� + 
os�� d�;×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ F ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÔÁËÖÅ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÅ:F (s) = 2� ZL2 f(z)Æ(y�1 jz � ij2 � s2)dxdyy2 :úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ f(i) = F (0). ðÕÓÔØ bF (r) = Rh f (�), r = ln(�21 + �22). éÚ�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÓÔÉ Rh Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕ��Ù SL(2;R) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏbF (r) = 12� 2�Z0 Rh f(er=2 
os�;e�r=2 sin�)d� == 12�e�r Z�(i;�)=r Rh f(�)(�1 d�2 � �2 d�1) == 1�e�r ZR2 Rh f(�)Æ(�(i;�) � r)d�1d�2; (2.7)ÇÄÅ �(i;�) | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ z = i ÄÏ ÏÒÉ�ÉËÌÁ h(�). îÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ(2.5) É (2.6) ÉÍÅÅÍ:f(i) = f (i) = � 12� 1Z0 (er=2 bF (r))0sh r2 dr = � 14� +1Z�1 (er=2 bF (r))0sh r2 dr (2.8)



x2. ïÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ 127(ÓÒ. Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ (1.4) ÉÚ x 1 ÇÌÁ×Ù I). ðÏÄÓÔÁ×É× ÓÀÄÁ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (2.7)ÄÌÑ bF (r), �ÏÌÕÞÉÍ �ÏÓÌÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ Õ�ÒÏÝÅÎÉÊ:f(i) = � 14�2 ZH�(i) e�1=2�(i;�)sh �(i;�)2 ��1 ���1 + �2 ���2 + 1�Rh f(�)d�1 d�2;(2.9)ÇÄÅ H�(i) | ÏÂÌÁÓÔÉ × H2, ÇÄÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ �(i;�) > 0 É �(i;�) < 0.þÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ f × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ z ÎÕÖÎÏ�ÒÉÍÅÎÉÔØ Ë �ÏÌÕÞÅÎÎÙÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ ÇÒÕ��Ï×ÏÊ ÓÄ×ÉÇ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊÔÏÞËÕ i × ÔÏÞËÕ z. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ:�ÅÏÒÅÍÁ 2.1. çÌÁÄËÁÑ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÁ L2 ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚÓ×ÏÅ ÏÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Rh f �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅÏÂÒÁÝÅÎÉÑ:f(z) = � 12� 1Z0 (er=2 bF (z;r))0rsh r2 dr = � 14� +1Z�1 (er=2 bF (z;r))0rsh r2 dr; (2.10)ÇÄÅbF (z;r) = 12�e�r Z�(z;�)=r Rh f(�)(�1 d�2 � �2d�1) == 1�e�r ZR2 Rh f(�)Æ(�(z;�) � r)d�1d�2: (2.11)(ÓÒ. ÆÏÒÍÕÌÙ (1.5) É (1.6) ÉÚ ÇÌÁ×Ù I):éÚ (2.9) ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÖÅf(z) = � 14�2 ZH�(z) e� 12 �(z;�)sh �(r;�)2 ��1 ���1 + �2 ���2 + 1�Rh f(�)d�1d�2; (2.12)H�(z) | ÏÂÌÁÓÔÉ × H, ÇÄÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ �(x;�) > 0 É �(z;�) < 0.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �1 ���1 + �2 ���2 | Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ×ÄÏÌØ�ÕÞËÁ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÏÒÉ�ÉËÌÏ×.2.3. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ áÓÇÅÊÒÓÓÏÎÁ. äÌÑ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ RhÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÆÏÒÍÕÌÕ (2.4) ÔÏÌØËÏ �ÒÉ s=0. ðÒÉ s 6=0 ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ Ï Ó×ÑÚÉ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ fÉ ÅÅ ÏÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ Rh f .



128 çì. III. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ × L2 É L3�ÅÏÒÅÍÁ 2.2. éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ áÓÇÅÊÒÓÓÏÎÁ ÄÌÑ�ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ:F (z;s) = � 1� Z2shr=2>s �er=2 bF (z;r)�0rq4sh2 r2 � s2 dr; (2.13)ÇÄÅ F (r;s) | ÓÒÅÄÎÅÅ ÆÕÎË�ÉÉ f �Ï ÎÅÅ×ËÌÉÄÏ×ÙÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍ Ó�ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ zF (z;s) = 2� ZL2 f(z0)Æ(y�1y0�1jz0 � zj2 � s2) dx0dy0y02 (2.14)É bF (z;r) | ÓÒÅÄÎÅÅ ÆÕÎË�ÉÉ Rh f �Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÏÒÉ�ÉËÌÏ×, ÒÁ×ÎÏÏÔ-ÓÔÏÑÝÉÈ ÏÔ ÔÏÞËÉ z, ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (2.11). éÍÅÅÍ ÔÁËÖÅbF (z;r) = 2 1Z2j sh r2 j F (z;s)sdser=2qs2 � 4sh2 r2 : (2.15)æÏÒÍÕÌÙ (2.13), (2.15) �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ (2.4), (2.3) ÇÒÕ��Ï×ÙÍ ÓÄ×É-ÇÏÍ; ÓÒ. ÉÈ Ó ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ áÓÇÅÊÒÓÓÏÎÁ (1.8), (1.10) ÉÚ x 1 ÇÌÁ×Ù I.2.4. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ. éÚ (2.15) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ er=2 bF (z;r) |ÞÅÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ r, Ô. Å.er=2 bF (z;r) = e�r=2 bF (z;�r)ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ z É r. ðÏÄÓÔÁ×É× ÓÀÄÁ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (2.11) ÄÌÑ bF (z;r), �ÏÌÕÞÁÅÍÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ Rh f :e�r=2 Z Rh f(�)Æ(�(z;�) � r)d�1d�2 = er=2 Z Rh f(�)Æ(�(z;�) + r)d�1d�2:(2.16)2.5. æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ×ÄÒÕÇÏÊ ÍÏÄÅÌÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ. ðÕÓÔØ �ÌÏÓËÏÓÔØ ìÏÂÁÞÅ×-ÓËÏÇÏ L2 ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÁ × ×ÉÄÅ ×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÙ Ä×Õ�ÏÌÏÓÔÎÏÇÏ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁ× R3 [x;x℄ � x21 � x22 � x23 = 1; x1 > 0:÷ ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÏÒÉ�ÉËÌÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÅÞÅÎÉÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁ �ÌÏÓËÏ-ÓÔÑÍÉ [�;x℄ � �1x1 � �2x2 � �3x3 = 1;



x 3. áÎÁÌÏÇ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ 129ÇÄÅ � | ÔÏÞËÁ ×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÙ ËÏÎÕÓÁK : [�; �℄ = 0; �1 > 0:ïÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:Rh f(�) = ZL2 f(x)Æ([�;x℄� 1)dx; � 2 K; (2.17)ÇÄÅ dx = x�11 dx2dx3 | ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ L2:�ÅÏÒÅÍÁ 2.3. çÌÁÄËÁÑ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÁ L2 ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚÓ×ÏÅ ÏÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Rh f �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁ-ÝÅÎÉÑ:f(x) = 1(2�)2 ZK Rh f(�) ([�;x℄� 1)�2d�; ÇÄÅ d� = ��11 d�2 d�3:(2.18)éÎÔÅÇÒÁÌ ÓÌÅÄÕÅÔ �ÏÎÉÍÁÔØ × ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, Á ÉÍÅÎÎÏËÁË ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÒÉ � = �2 ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ �; ÚÁÄÁÎÎÏÊ �ÒÉRe� > 0 ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ: (2�)�2 RKRh f(�) j[�;x℄� 1j�d�:ïÔÍÅÔÉÍ ÓÈÏÄÓÔ×Ï ÆÏÒÍÕÌ (2.17) É (2.18) Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÉÚ ÇÌÁ×Ù I. ðÏÄÏÂÎÏ ÓÌÕÞÁÀ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ, ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (2.18) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁ-ÚÁÔØ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ L2; ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÄÏ ÔÏÞËÉx0 = (1;0;0): ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ f ÆÏÒÍÕÌÁÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (2.18) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÒÁÎÅÅ.x 3. áÎÁÌÏÇ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ É ÅÇÏ Ó×ÑÚØ Ó ÏÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ3.1. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÎÁ R2.. îÁ ÎÁÉ×ÎÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ ËÌÁÓÓÉ-ÞÅÓËÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ æÕÒØÅ ÎÁ R2 ÅÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ L2(R2)�Ï ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÓÄ×ÉÇÁ, Ô. Å. �ÏÜËÓ�ÏÎÅÎÔÁÍ ei(�1x+�2y). ïÄÎÁËÏ ÏÎ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎ É Ó ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏÊÇÒÕ��ÏÊ | ÇÒÕ��ÏÊ ×ÓÅÈ Ä×ÉÖÅÎÉÊ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. õËÁÖÅÍ ÜÔÕÓ×ÑÚØ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ìÁ�ÌÁÓÁ � ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, Ô. Å.ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ 2-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÊ Ó Ä×ÉÖÅ-ÎÉÑÍÉ: � = �2�x2 + �2�y2 . éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÎÁ L2(R2) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ



130 çì. III. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ × L2 É L3ÌÅÂÅÇÏ×ÓËÉÊ Ó�ÅËÔÒ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÊ Ó �ÏÌÕ�ÒÑÍÏÊ (�1;0). �ÒÅÂÕÅÔÓÑ�ÏÓÔÒÏÉÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÚÁ�ÁÓ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÜÔÏÇÏÏ�ÅÒÁÔÏÒÁ, �Ï ËÏÔÏÒÙÍ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f 2 L2(R2). íÙÂÕÄÅÍ ×ÅÓÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÎÁ ÎÁÉ×ÎÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ, ÎÅ ÕÔÏÞÎÑÑ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÏ�ÏÎÉÍÁÔØ �ÏÄ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ × ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ-�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ Ó�ÅËÔÒÁ É �ÏÄ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÆÕÎË�ÉÉ f 2 L2(R2) �Ï ÜÔÉÍÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ.æÉËÓÉÒÕÅÍ × ÇÒÕ��Å Ä×ÉÖÅÎÉÊ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØÏÄÎÏ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ �ÏÄÇÒÕ��Õ ÔÒÁÎÓÌÑ�ÉÊ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÏÄÇÒÕ��ÕÓÄ×ÉÇÏ× �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÏÓÉ y. ÷ ËÁÖÄÏÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÏ�ÅÒÁÔÏÒÁ �, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ��2 (� 2 R n 0)ÉÍÅÅÔÓÑ �ÁÒÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ�ÏÄÇÒÕ��Ù | e�i�x. âÅÒÅÍ ÏÄÎÕ ÉÚ ÎÉÈ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ei�x É �ÒÉÍÅÎÑÅÍË ÎÅÊ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÓÄ×ÉÇÉ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÊ ÔÒÁÎÓÌÑ�ÉÉÆÕÎË�ÉÑ ei�x ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ, Á �ÒÉ �Ï×ÏÒÏÔÅ ÎÁ ÕÇÏÌ � ×ÏËÒÕÇÔÏÞËÉ 0 ÏÎÁ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ei�(x
os�+y sin�). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ��2 Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ � ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÁÂÏÒ ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ei�(x
os�+y sin �), × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, É ÆÕÎË�ÉÀ e�i�x. íÅÖÄÕÜÔÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÎÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, É �Ï ÎÉÍ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚ-ÌÏÖÉÔØ ÌÀÂÕÀ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f�, Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ � Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ��2:f�(x;y) = 12� 1Z0 u�(�)ei�(x
os�+y sin �)d� (� > 0): (3.1)÷×ÅÄÅÍ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �, ÏÔ×ÅÞÁ-ÀÝÉÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ��2, ÎÏÒÍÕkf�k2 = 12� 2�Z0 ju�(�)j2 d� (3.2)É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï H�. ÷ H�Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ T� ÇÒÕ��Ù Ä×ÉÖÅÎÉÊ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ�ÌÏÓËÏÓÔÉ: × ÆÕÎË�ÉÑÈ u� ËÁÖÄÏÊ ÔÒÁÎÓÌÑ�ÉÉ (x;y) 7! (x + x0; y + y0)ÏÔ×ÅÞÁÅÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÀ ei�(x0 
os�+y0 sin �), Á �Ï×ÏÒÏÔÕÎÁ ÕÇÏÌ � ×ÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ 0 | Ï�ÅÒÁÔÏÒ �Ï×ÏÒÏÔÁ u�(�) 7! u�(� + �).îÅÔÒÕÄÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ T� ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙ.ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù Ä×ÉÖÅÎÉÊ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å L2(R2) ÒÁÚÌÁÇÁ-ÅÔÓÑ �Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍ T�; Ï�ÉÛÅÍ ÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. ìÀÂÁÑ ÆÕÎË�ÉÑf 2 L2(R2) ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÉÎÔÅÇÒÁÌf = 1Z0 �f� d�; (3.3)



x 3. áÎÁÌÏÇ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ 131ÇÄÅ f� ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (3.1), × ËÏÔÏÒÏÍ u�(�) = ef (�
os�;� sin�),ef | �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÉ f . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ: kfk2 = 1Z0 �kf�k2d�; (3.4)ÇÄÅ kf�k ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (3.2).3.2. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ. ðÒÏ×ÅÄÅÍÔÅ�ÅÒØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÎÅÓÔÒÏÇÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ ÄÌÑ ÓÌÕ-ÞÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ìÁ�ÌÁÓÁ|âÅÌØÔÒÁ-ÍÉ � ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ L2, Ô. Å. ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ2-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÊ Ó Ä×ÉÖÅÎÉÑÍÉ × L2; ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ×ÉÄ: � = y2� �2�x2 + �2�y2� :ðÕÓÔØ L2(L2) | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ L2 Ó ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÍË×ÁÄÒÁÔÏÍ ÍÏÄÕÌÑ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÍÅÒÙ dv = dxdyy2 ).ï�ÅÒÁÔÏÒ � ÉÍÅÅÔ ÎÁ L2(L2) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÌÅÂÅÇÏ×ÓËÉÊ Ó�ÅËÔÒ,ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÊ Ó ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ (�1;�1=4). ðÕÓÔØ Z | ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÁÑ�ÏÄÇÒÕ��Á ÍÁÔÒÉ� ×ÉÄÁ � 1 0t 1 �. ðÏÄ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ æÕÒØÅ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÊ f 2 L2(L2) �Ï ÎÅ-ËÏÔÏÒÙÍ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �, Á ÉÍÅÎÎÏ,�Ï ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ�ÏÄÇÒÕ��Ù Z, É ÉÈ ÓÄ×ÉÇÁÍ. üÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ É Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÁÍÉÜËÓ�ÏÎÅÎÔ ei(�1x+�2y).÷ ËÁÖÄÏÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÍÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ �1+s24 (s 2 R), ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Å ÆÕÎË�ÉÉ, ÉÎ×ÁÒÉ-ÁÎÔÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏÄÇÒÕ��Ù Z | y 1�is2 . âÅÒÅÍ ÏÄÎÕ ÉÚ ÎÉÈ y 1+is2 ;�ÒÉ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÄ×ÉÇÁÈ ÏÎÁ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÆÕÎË�ÉÉ ×ÉÄÁ�s(z;�) = (yj�2z � �1j�2) 1+is2 = exp��1 + is2 �(z;�)� ; (3.5)ÇÄÅ �(z;�) | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ z = x + iy ÄÏ ÏÒÉ�ÉËÌÁ h(�). âÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ ÆÕÎË�ÉÉ y 1�is2 ÚÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÏÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ, ÁÉÈ ÓÄ×ÉÇÉ (3.5) | �ÒÏÓÔÏ ÏÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ íÙ ×ÉÄÉÍ,ÞÔÏ ÅÓÌÉ � É �0 �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ �s



132 çì. III. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ × L2 É L3ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ. äÒÕÇÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÆÕÎË-�ÉÑÍÉ �s �ÒÉ s > 0 ÎÅÔ, É ÅÓÌÉ ×ÚÑÔØ ÆÕÎË�ÉÉ �s(z;�) ÇÄÅ s > 0,Á � �ÒÏÂÅÇÁÅÔ �Ï ÏÄÎÏÍÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÀ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ �ÒÑÍÏÊ × R2,�ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ 0, ÔÏ ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÏÌÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÆÕÎË�ÉÊ,�Ï ËÏÔÏÒÙÍ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ L2(L2).ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×-ÓËÏÇÏ L2 �Ï ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ ÌÀÂÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÆÕÎ-Ë�ÉÉ f ÎÁ L2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ f É ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊÏÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ (3.5),F f(�;s) = ZL2 f(z)�s(z;�)dxdyy2 : (3.6)ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎË�ÉÉ �s ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ �Ï �, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ F f ÔÁËÖÅ ÏÄÎÏ-ÒÏÄÎÁ �Ï �: F f(��;s) = j�j�is�1F f(�;s): (3.7)3.3. ó×ÑÚØ Ó ÏÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ É ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅ-ÎÉÑ. ðÏÌÎÏÔÁ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÏÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ �s ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏÄÏÌÖÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕ-ÒØÅ F . ðÏÓÔÒÏÉÍ ÅÅ.óÎÁÞÁÌÁ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÍ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ F f ÉÏÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ Rh f . ëÁË É × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, �Å-ÒÅÈÏÄ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ f Ë ÆÕÎË�ÉÉF f ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ Ä×Á ÜÔÁ�Á: ÓÎÁÞÁÌÁÍÙ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ f �Ï ÏÒÉ�ÉËÌÁÍ �(z;e��=2�) � �(z;�)� � = 0,Á ÚÁÔÅÍ �ÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ e� is+12 �, ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ�Ï �.ðÒÉ �ÅÒ×ÏÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÉ �ÏÌÕÞÁÅÍZh(e��=2�) f(z)ds = Rh f(e��=2�):éÔÁË, ÉÍÅÅÍ:�ÅÏÒÅÍÁ 3.1. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÎÁ L2 É ÏÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÅ Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍF f(�;s) = +1Z�1 Rh f(e��=2�)e� is+12 � d�: (3.8)



x 3. áÎÁÌÏÇ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ 133ïÔÓÀÄÁ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑæÕÒØÅ ÓÌÅÄÕÅÔ: Rh f(�) = (2�)�1 +1Z�1 F f(�;s)ds: (3.9)æÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ F ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØÉÚ ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÎÁÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (2.12) ÄÌÑ ÏÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ Rh. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ; ÚÄÅÓØ ÖÅ ÍÙ ÉÄÅÍ × ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ.ðÏÄÓÔÁ×É× × (2.12) ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (3.9) Rh f ÞÅÒÅÚ F f , �ÏÌÕÞÁÅÍf(z) = � 18�3 ZR2 +1Z�1 e� 12�(z;�)sh �(z;�)2 ��1 ���1 + �2 ���2 + 1�F f(�;s)dsd�1d�2:(3.10)ïÓÔÁÅÔÓÑ Õ�ÒÏÓÔÉÔØ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ (3.7) ÄÌÑ F f ÓÌÅÄÕÅÔ��1 ���1 + �2 ���2 + 1�F f(�;s) = �isF f(�;s):ðÅÒÅÊÄÅÍ ÄÁÌÅÅ × (3.10) Ë \�ÏÌÑÒÎÙÍ" ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ � = er�0, ÇÄÅ�1 < r < +1, Á �0 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÏÎÔÕÒÕ � � R2 n 0, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÍÕ�Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ ËÁÖÄÙÊ ÌÕÞ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÊ ÉÚ ÔÏÞËÉ 0. íÙ �ÏÌÕÞÉÍf(z) = i8�3 Z� +1Z�1 +1Z�1 s e� 12�(z;�)sh�r + �(z;�)2 � e�irsF f(�;s)dsdr(�1d�2 � �2d�2):éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ �Ï r (ÉÎÔÅÇÒÁÌ �Ï r ÎÕÖÎÏ �ÏÎÉÍÁÔØ × ÓÍÙÓÌÅ ÇÌÁ×ÎÏÇÏÚÎÁÞÅÎÉÑ), �ÏÌÕÞÁÅÍ:



134 çì. III. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ × L2 É L3�ÅÏÒÅÍÁ 3.2. çÌÁÄËÁÑ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÁ L2 ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚÓ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ F f �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ:1)f(z)= 18�2 +1Z�1s th �s2 �Z� F f(�;s)exp��1 � is2 �(z;�)�(�1 d�2��2d�1)�ds== 18�2 +1Z�1 s th �s2 �Z� F f(�;s)��s(z;�)(�1d�2 � �2d�1)�ds: (3.11)íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØÓÑ ÎÁ ÓÔÒÏÇÏÍ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ �ÅÒÅÍÅÎÙ�ÏÒÑÄËÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÙÌÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ �ÒÉ ×Ù×ÏÄÅ ÆÏÒ-ÍÕÌÙ (3.11).3.4. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ f ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÒÁ-ÖÅÎÁ ÔÏÌØËÏ ÞÅÒÅÚ F f(�;s) �ÒÉ s > 0. üÔÏÔ ÆÁËÔ Ó×ÑÚÁÎ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏÓÄ×ÉÇÉ ÆÕÎË�ÉÊ y 1�is2 , �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �, ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÁ. éÍÅÎÎÏ,y 1�is2 = 
(s) +1Z�1 (yjz � �1j�2) 1+is2 d�1;ÇÄÅ 
(s) = ��1=2��1+is2 �=�� is2 �.ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÄÌÑ F f : ÉÎÔÅÇÒÁÌZ� F f(�;s)��s(z;�)(�1d�2 � �2 d�1)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÅÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÏÔ s. úÎÁÞÉÔ, × ÓÉÌÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÉ, ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ F ÍÏÖÎÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ:f(z) = 14�2 1Z0 s th �s2 �Z� F f(�;s)��s(z;�)(�1d�2 � �2 d�1)�ds: (3.12)ðÒÉÍÅÞÁÎÉÅ. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÄÌÑ F f ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ (2.16) ÄÌÑ ÏÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ1)ðÏÓËÏÌØËÕ ÇÌ. ÚÎ. +1R�1 e�irs drsh(z+ �2 ) = e i2 s�ÇÌ. ÚÎ. +1R�1 e�irsshr dr = ie i2 s� +1R�1 sinrsshr dr = ���ith �s2 e� i2 s�.



x 3. áÎÁÌÏÇ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ 135Rh f . éÍÅÎÎÏ, �ÏÄÓÔÁ×É× × (2.16) ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ Rh f ÞÅÒÅÚ F f É �ÅÒÅÊÄÑË \�ÏÌÑÒÎÙÍ" ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ � = et�0, �0 2 �, �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌe�r=2 Z� +1Z�1 +1Z�1 e(1�is)tF f(�;s)Æ(2t + �(z;�) � r)dsdt(�1d�2 � �2d�1):(3.13)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÅÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÏÔ r. ðÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×Á× �Ï t, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏÉÎÔÅÇÒÁÌ Z� +1Z�1 e�isrF f(�;s)e� 1�is2 �(z;�)ds(�1 d�2 � �2d�1)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÅÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÏÔ r. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÄÌÑ F f .3.5. æÏÒÍÕÌÁ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ. éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅF f É ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (3.12) �ÏÌÕÞÁÅÍ:�ÅÏÒÅÍÁ 3.3. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ L2 Ó�ÒÁ×ÅÄ-ÌÉ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ:ZL2 jf(z)j2 dxdyy2 = 14�2 1Z0 Z� s th �s2 jF f(�;s)j2(�1 d�2 � �2 d�1)ds: (3.14)÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÏÄÓÔÁ×É× × ÉÎÔÅÇÒÁÌ R f(z)f(z) dxdyy2 ×ÍÅÓÔÏ ÆÕÎË�ÉÉf(z) ÅÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ F f , �ÏÌÕÞÁÅÍ:ZL2 jf(z)j2 dxdyy2 = 14�2 ZL2 1Z0 Z� s th �s2 f(z)F f(�;s) �� exp��1 + is2 �(z;�)� (�1d�2 � �2d�1)dsdxdyy2 == 14�2 1Z0 Z� s th �s2 jF f(�;s)j2(�1 d�2 � �2 d�1)ds:îÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ �ÏËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÓÈÅÍÅ �ÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ Ó ÇÌÁÄËÉÈ ÆÉÎÉÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ×ÓÅÆÕÎË�ÉÉ f 2 L2(L2).



136 çì. III. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ × L2 É L3x 4. ó×ÑÚØ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÇÒÕ��Ù SL(2;R)ðÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÍ ÎÁ �ÒÉÍÅÒÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ L2 Ó×ÑÚØÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÇÒÕ�� ìÉ.íÙ ÉÍÅÅÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L2(L2), × ËÏÔÏÒÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔÕÎÉÔÁÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ T ÇÒÕ��Ù SL(2;R) :Tgf(z) = f(z Æ g); g 2 SL(2;R);ÇÄÅ z 7! z Æ g | Ä×ÉÖÅÎÉÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÅ g:úÁÄÁÞÁ ÔÅÏÒÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ (ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÄÌÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ) ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ L2(L2) ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×Ï-ÄÉÍÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ ÚÁÄÁÞÅÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ L2(R2) × ÉÎÔÅÇÒÁÌ æÕÒØÅ, Á ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ÔÒÁËÔÏ×ÁÔØ ËÁË ÁÎÁÌÏÇÉ ÜËÓ�Ï-ÎÅÎÔ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (3.12) É(3.14) ÉÚ x 3.÷ÎÁÞÁÌÅ ÎÕÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ÓÁÍÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ L2(L2): òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ìÁ�ÌÁÓÁ | âÅÌØÔÒÁÍÉ �, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÅ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ �1+s24 . ëÁË ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ,ÏÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ �s(z;�) = (yj�2z � �2j�2) 1+is2 ,ÇÄÅ � �ÒÏÂÅÇÁÅÔ �Ï ÏÄÎÏÍÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÀ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ �ÒÑÍÏÊ × R2,�ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ 0. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ:fs(z) = Z� us(�)�s(z;�)(�1 d�2 � �2d�1); (4.1)ÇÄÅ ÆÕÎË�ÉÑ us ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ:us(��) = j�jis�1us(�); (4.2)ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ÌÀÂÏÍÕ ËÏÎÔÕÒÕ � � R2 n 0, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÍÕ �ÏÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ ËÁÖÄÙÊ ÌÕÞ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÊ ÉÚ ÔÏÞËÉ 0. (ïÔ ×ÙÂÏÒÁ �ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ, ÔÁË ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ËÏÔÏÒÕÀÍÙ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ �ÏÄÏÂÉÑ� 7! ��, ÓÒ. ÆÏÒÍÕÌÕ (1.14) ÉÚ ÇÌÁ×Ù I). ÷×ÅÄÅÍ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÆÕÎË�ÉÊ fs ÎÏÒÍÕ kfsk2 = Z� jus(�)j2(�1d�2 � �2d�1) (4.3)



x4. ó×ÑÚØ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÇÒÕ��Ù SL(2;R) 137É Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Hs ËÁË L2 �Ï ÜÔÏÊ ÎÏÒÍÅ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, × ÓÉÌÕ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ × �. 3.4, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Hs É H�sÓÏ×�ÁÄÁÀÔ.óÄ×ÉÇÉ ÎÁ L2 ÉÎÄÕ�ÉÒÕÀÔ ×Hs ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ts ÇÒÕ��ÙSL(2;R). ÷ ÆÕÎË�ÉÑÈ us(�) ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:(Ts(g)us)(�1; �2) = us(��1 + 
�2;��1 + Æ�2); g = � � �
 Æ � :éÚ×ÅÓÔÎÏ,1) ÞÔÏ ÜÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ.÷×ÅÄÅÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ �ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ps : L2(L2) ! HsPsf = fs;ÇÄÅ fs ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (4.1), × ËÏÔÏÒÏÍ us(�) =F f(�;s): ïÞÅ×ÉÄÎÏ,ÞÔÏ ÜÔÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ Ps �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕ��Ù SL(2;R)× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ L2(L2) É Hs: éÔÁË, ÚÁÄÁÞÁ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ L2(L2)ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÌÏÖÉÔØÆÕÎË�ÉÉ f 2 L2(L2) �Ï ÉÈ �ÒÏÅË�ÉÑÍ fs:òÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (3.12) É (3.14), �ÏÓËÏÌØËÕÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÅ:f = 14�2 +1Z0 s th �s2 fsds; fs = Psf ; (4.4)ZL2 jf(z)j2 dxdyy2 = 14�2 1Z0 s th �s2 kfsk2ds; (4.5)ÇÄÅ kfsk ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (4.3).îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ×Ù×ÏÄ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ (3.12) Ï�ÉÒÁÌÓÑ ÎÁ ÆÏÒ-ÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ Rh ÏÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.òÁÚßÑÓÎÉÍ ÒÏÌØ ÜÔÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ Ó ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÇÒÕ��Ï×ÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ.ï�ÅÒÁÔÏÒ Rh �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÆÕÎË�ÉÉ f(z) ÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅL2 = SO(2) n SL(2;R) × ÆÕÎË�ÉÉ Rh f(�) ÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅH =�Z nSL(2;R), É ÏÎ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÅÎ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕ��Ù SL(2;R) ÎÁÜÔÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ �ÅÒÅÈÏÄÑÔ ×ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ, ÎÏ a priori ÍÏÖÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ1)óÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ: çÅÌØÆÁÎÄ é.í., çÒÁÅ× í.é., ÷ÉÌÅÎËÉÎ î.ñ. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑÇÅÏÍÅÔÒÉÑ É Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÎÅÊ ×Ï�ÒÏÓÙ ÔÅÏÒÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ:ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ.| í.: æÉÚÍÁÔÇÉÚ, 1962. | ÷Ù�. 5.



138 çì. III. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ × L2 É L3ÑÄÒÏ. ÷ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑRh ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁ-ÝÅÎÉÑ, ÑÄÒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ, É ÚÁÄÁÞÁ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ù SL(2;R) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å L2(L2) Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï ÒÁÚ-ÌÏÖÅÎÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ H = �Z n SL(2;R).òÅÛÅÎÉÅ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÏÞÅÎØ �ÒÏÓÔÏ �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ �ÒÉÞÉÎÅ. îÁ ÏÄ-ÎÏÒÏÄÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å H ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÊ �ÏÄÏÂÉÑ � 7!��, �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÈ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕ��Ù SL(2;R).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÇÒÕ��Õ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× A�:(A�f)(�) = f(��):ïÂÝÉÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× A� ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÎÏ-ÒÏÄÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. �ÁË ËÁË Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ A� ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ Ó Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ù SL(2;R), ÉÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÉÎ×Á-ÒÉÁÎÔÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÇÒÕ��Ù. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ×ÜÔÉÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ù SL(2;R) ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙ.òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ H ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀ-ÝÉÅ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ ÎÁ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× A� É, ÔÁË ËÁË ÇÒÕ��Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× A� ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ ÉÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Å R, ÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÏÂÙÞÎÏÍÕÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ æÕÒØÅ. ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÏÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ Rh É ÜÔÏÇÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÅÓÔØ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ F ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ.éÔÁË, ÒÏÌØ ÏÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ Ó×Ï-ÄÉÔ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅL2 = SO(2) n SL(2;R) Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÄÒÕÇÏÍÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �Z nSL(2;R), ÇÄÅ ÏÎÁ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, Ó×ÏÄÑÝÉÅ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÊ ÇÒÕ��, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ, Ë ÚÁÄÁÞÅÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ËÒÏÍÅ L2, É ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. üÔÏÔ �ÒÉÅÍ, �ÏÌÕÞÉ×ÛÉÊ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÍÅÔÏÄÁÏÒÉÓÆÅÒ, ×�ÅÒ×ÙÅ ÂÙÌ Ï�ÉÓÁÎ × ÓÔÁÔØÅ é.í. çÅÌØÆÁÎÄÁ É í.é. çÒÁÅ×Á1).ëÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ, Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÏÊ × ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÂÙÌÉ �ÏÓÔÒÏ-ÅÎÙ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ù SL(2;R); ×ÈÏÄÉÔ × ÏÂÝÕÀÓÈÅÍÕ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ × ÆÕÎË�ÉÑÈ ÎÁ ÏÄ-ÎÏÒÏÄÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ, ×ÏÓÈÏÄÑÝÕÀ Ë æÒÏÂÅÎÉÕÓÕ. ëÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ T ÇÒÕ��Ù G ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ×ÆÕÎË�ÉÑÈ ÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å U n G ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÜÔÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒ, ÉÎ×ÁÒÉ-ÁÎÔÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏÄÇÒÕ��Ù U ; ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÔÁËÉÈ1)çÅÌØÆÁÎÄé.í., çÒÁÅ× í.é. çÅÏÍÅÔÒÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÇÒÕ�� × ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ É Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÎÉÍÉ ×Ï�ÒÏÓÙ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, I: �ÒÕÄÙ ÍÏÓË. ÍÁÔÅÍ. ÏÂ-×Á. | í., 1959. | � 8. | ó. 321{390.



x 5. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ 139×ÅËÔÏÒÏ× ÒÁ×ÎÁ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ T × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L2(U n G).�ÅÏÒÅÍÁ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ Ñ×ÎÏ ÚÁÄÁÅÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ×ÌÏÖÅÎÉÑ T× L2(U n G). ÷ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÁÎÁÌÉ-ÔÉÞÅÓËÉÅ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ.òÁÓÓÍÁÔÒÉ×Á×ÛÉÅÓÑ ÎÁÍÉ ÆÕÎË�ÉÉ y 1+is2 ËÁË ÒÁÚ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉ-ÁÎÔÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏÄÇÒÕ��Ù Z, É ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ �Ï ÎÉÍ ÎÅ�ÒÉ-×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÇÒÕ��Ù G = SL(2;R) ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÈÅÍÅ æÒÏÂÅ-ÎÉÕÓÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ × ËÁÖÄÏÍ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÉÍÅÅÔÓÑ Ä×Á(ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ) ×ÅËÔÏÒÁ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Z, ÏÎÏ Ä×ÁÖÄÙ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × L2(�Z n G). ïÄÎÁËÏ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ L2(L2) ËÁÖÄÏÅÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ×ÈÏÄÉÔ Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ 1; ÜÔÏÔ ÆÁËÔ Ó×ÑÚÁÎÓ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÄÌÑ F f .x 5. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÅ Ó �ÒÑÍÙÍÉ(ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍÉ) ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ L25.1. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ × ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ. òÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÁÎÁÌÏÇ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÄÌÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏ-ÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ | ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÅ Ó \�ÒÑÍÙÍÉ"(ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍÉ) ÎÁ L2:óÏÇÌÁÓÎÏ x 1 ËÁÖÄÁÑ \�ÒÑÍÁÑ" ÎÁ L2 ÚÁÄÁÅÔÓÑ × ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÎÁ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ Imz > 0:(x � a)(x � b) + y2 = 0; (5.1)ÇÄÅ a 6= b, a;b 2 R[ (1); ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ ÞÅÒÅÚ G(a;b). éÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (5.1)ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ z 7! �z+
�z+Æ �ÒÑÍÁÑ G(a;b) �ÅÒÅÈÏÄÉÔ ×�ÒÑÍÕÀ G��a+
�a+Æ ; �b+
�b+Æ �.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Rg ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÏÔ-ÎÏÓÑÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×-ÓËÏÇÏ L2 ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ �Ï �ÒÑÍÙÍ × L2 (Ô.Å. ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÍÅÔÒÉËÉ × L2):Rg f(a;b) = ZG(a;b) f(z)ds; ds = jdzjy : (5.2)ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍÇÒÕ��Ù SL(2;R).îÁÊÄÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ, ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f �ÏÆÕÎË�ÉÉ Rg f . ðÒÉ ÅÅ ×Ù×ÏÄÅ ÂÕÄÅÍ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÔÏÊ ÖÅ ÓÈÅÍÅ, ÞÔÏ ×



140 çì. III. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ × L2 É L3ÓÌÕÞÁÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É ÏÒÉ�ÉËÌÉ-ÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ L2.óÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ f 2 D(L2), �ÏÓÔÏÑÎÎÕÀ ÎÁ ÎÅÅ×ËÌÉ-ÄÏ×ÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ i, Ô. Å. ÎÁ ÏÒÂÉÔÁÈ �ÏÄÇÒÕ��ÙSO(2) ÍÁÔÒÉ� g = � 
os� � sin�sin� 
os� �f(z) = F � jz � ij22y � :éÚ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÓÔÉ Rg Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕ��Ù SL(2;R) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏÆÕÎË�ÉÑ Rg f(a;b) ÔÁËÖÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊÉÚ SO(2). îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ �ÁÒÙ ÔÏÞÅË a;b2P1 ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ SO(2) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 1+aba�b . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Rg f(a;b) = bF �1+aba�b �.éÚ (5.2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏbF (r) = Rg f(1; r) = 1Z0 F �r2 + (y � 1)22y � dyy == 1Z(r2+1)1=2 F (s�1) dsps2 � (r2 + 1) = 1Z(r2+1)1=2 (s�1F (s�1)) sdsps2 � (r2 + 1) :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, bF (r) | ÞÅÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ r, É �Ï ÆÏÒÍÕÌÅÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ áÂÅÌÑ �ÏÌÕÞÁÅÍ:s�1F (s � 1) = � 2� 1Zps2�1 bF 0(r)drpr2 + 1 � s2 ; s > 1:÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉ s = 1 ÉÍÅÅÍ:f(i) = F (0) = � 2� 1Z0 bF 0(r)drr (5.3)(ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, �ÏÓËÏÌØËÕ bF 0(r) = o(r) �ÒÉ r ! 0).ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ f | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ L2,f | ÅÅ ÓÒÅÄÎÅÅ �Ï ÎÅÅ×ËÌÉÄÏ×ÙÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ i,f (z) = F � jz � ij22y � :



x 5. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ 141éÚ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÓÔÉ Rg Ó Ä×ÉÖÅÎÉÑÍÉ L2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏRg f (a;b) = bF�1 + aba � b � = 12� 2�Z0 Rg f� a
os� + sin��a sin� + 
os� ; b
os� + sin��b sin� + 
os��d�;ÏÔËÕÄÁbF (r) = Rg f (1; r) == 12� 2�Z0 Rg f ��
tg �; r 
os� + sin��r sin� + 
os �� d� = 1� +1Z�1 Rg f�t; rt � 1r + t � dt1 + t2 :(5.4)óÏÇÌÁÓÎÏ (5.3) ÉÍÅÅÍ:f(i) = f (i) = � 2� 1Z0 bF 0(r)r dr; (5.5)ÇÄÅ bF (r) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (5.4).þÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ f × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ z, ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÇÒÕ��Ï×ÏÊ ÓÄ×ÉÇ g, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ ÔÏÞËÕ i × ÔÏÞËÕ z,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, g = � y1=2 0xy�1=2 y�1=2 � :ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÄ×ÉÇÅ f(i) �ÅÒÅÊÄÅÔ × f(z), Á Rg f(a;b) × Rg f(x+ ay;x+ by).÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ:�ÅÏÒÅÍÁ 5.1. çÌÁÄËÁÑ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÁ L2 ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚÓ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Rg f , Ó×ÑÚÁÎÎÏÅ Ó �ÒÑÍÙÍÉ ÎÁ L2, �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÊÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ: f(z) = � 2� 1Z0 bF 0s(z;r)r dr;ÇÄÅ bF (z;r) = 1� +1Z�1 Rg f �x + ty;x + rt � 1r + t y� dt1 + t2 :



142 çì. III. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ × L2 É L35.2. ó×ÑÚØ Ó �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ òÁÄÏÎÁ ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏ-ÓÔÉ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ �ÌÏÓËÏÓÔØ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ L2 ÒÅÁÌÉÚÏ-×ÁÎÁ ËÁË ×ÅÒÈÎÑÑ �ÏÌÁ Ä×Õ�ÏÌÏÓÔÎÏÇÏ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁ [x;x℄ = 1; ÇÄÅ[x;x℄ = x21 � x22 � x23: ÷ ÜÔÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ ÎÁ L2 Ñ×ÌÑÀÔÓÑÌÉÎÉÑÍÉ 
(�) �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁ Ó �ÌÏÓËÏÓÔÑÍÉh�; xi � �1x1 + �2x2 + �3x3 = 0; [�; �℄ = �1;Á ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Rg ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:Rg f(�) = Z
(�) f(x)ds; [�; �℄ = �1; (5.6)ÇÄÅ ds | ÜÌÅÍÅÎÔ ÄÌÉÎÙ ÎÁ L2: îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÄÌÑ Rf ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅRg f(�) = ZL2 f(x)Æ( h�; xi ) dx2dx3x1 ; (5.7)ÇÄÅ Æ(�) | ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ R:÷ ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÑ Rg ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ, �ÏÄÏÂÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ |æÕÎËÁ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÍÕ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÏÊ, ËÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ R ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÍ. x 8 ÇÌÁ×Ù 1. éÍÅÎÎÏ, �ÏÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÆÕÎ-Ë�ÉÉ f 2 L2 C1 ÆÕÎË�ÉÀ F ÎÁ R3 n 0, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÕÀ ÕÓÌÏ×ÉÀÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ F (�x) = ��2F (x) É ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ F ��[x;x℄=1= f; F = 0 �ÒÉ[x;x℄ < 0:éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ R ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ RF (�) = Rg f(�) �ÒÉ[�; �℄ = �1 É RF (�) = 0 �ÒÉ [�; �℄ > 0: ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑÇÌÁ×Ù I ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ R (ÓÍ. (8.10) ÎÁ Ó. 63)ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ�ÅÏÒÅÍÁ 5.2. æÕÎË�ÉÑ f ÎÁ L2 ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Ó×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅRg f , Ó×ÑÚÁÎÎÏÅ Ó ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍÉ �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ:f(x) = 14� Z[�;�℄=�1 Rg f(�) h�; xi�2!(�): (5.8)ï ÓÍÙÓÌÅ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÉÄÁÅÔÓÑ ÜÔÏÍÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ, ÓÍ. x 8 ÇÌÁ×Ù I.



x 6. ïÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ 143x 6. ïÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ L3ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ x 1{5 ÄÌÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ �Å-ÒÅÎÏÓÑÔÓÑ É ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÂÏÌØÛÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ,ÏÄÎÁËÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÉÎÁÞÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÄÁÄÉÍ ÚÄÅÓØ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅÄÌÑ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ L3. ïÓÎÏ×ÎÏÊ Õ�ÏÒ ÂÕÄÅÔÓÄÅÌÁÎ ÎÁ Ñ×ÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ.6.1. íÏÄÅÌÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ. óÎÁÞÁÌÁ ÉÚÌÏÖÉÍ ËÒÁÔËÏÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ × L3. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ L3 Ñ×ÌÑÅÔÓÑÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÇÒÕ��Ù SL(2;C ) ÓÏ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ�-�ÏÊ SU (2) (�ÏÄÇÒÕ��Á ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�). õÄÏÂÎÏÊ ÄÌÑ ÎÁÓ ÍÏÄÅÌØÀ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L3 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ: ÔÏÞËÁÍÉ L3 Ñ×ÌÑÀÔÓÑË×ÁÔÅÒÎÉÏÎÙ Ó ÔÒÅÍÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍÉ:w = x + iy + zj; z > 0;ÇÄÅ x;y;z2R, i2= j2=�1, ij=�ji; Ä×ÉÖÅÎÉÅ × L3, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÅ ÍÁÔÒÉ�Å� � �
 Æ � 2 SL(2;R), ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÁË:w 7! w0 = (w� + Æ)�1(w� + 
):ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ ÔÏÞËÉ w = j Ñ×ÌÑÅÔÓÑ SU (2).òÉÍÁÎÏ×Á ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ L3 ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:ds2 = z�2(dx2 + dy2 + dz2): (6.1)òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ d ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ w1 = x1 + y1i + z1j É w2 = x2 + y2i + z2jÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ 4sh2 d2 = �2(w1;w2); (6.2)ÇÄÅ �2(w1;w2) = jw1 � w2j2z1z2 ; (6.3)j j | ÎÏÒÍÁ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÁ. üÌÅÍÅÎÔ ÏÂßÅÍÁ × ÍÅÔÒÉËÅ (6.1) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:dv = z�3 dxdydz: (6.4)



144 çì. III. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ × L2 É L3äÒÕÇÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÚÁÄÁÎÉÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-ÚÉÅ ÜÒÍÉÔÏ×ÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉ�u = � a bb 
 � ; a; 
 > 0; detu = 1 (6.5)Ó Ä×ÉÖÅÎÉÑÍÉ u 7! g�ug; g 2 SL(2;C );ÇÄÅ g� | ÜÒÍÉÔÏ×Ï ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÁÔÒÉ� (6.5) ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØËÁË ÏÄÎÕ �ÏÌÕ Ä×ÕÈ�ÏÌÏÓÔÎÏÇÏ ÇÉ�ÒÅÂÏÌÏÉÄÁ × R4:a
 � b21 � b22 = 1; a; 
 > 0 (b1 + ib2 = b): (6.6)óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÁÍÉ w É ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ u = u(w) ÚÁÄÁÅÔÓÑÔÁË: x + yi + zj 7! � z�1(x2 + y2 + z2) z�1(x + iy)z�1(x � iy) z�1 � ;ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÁÔÒÉ�Å � a bb 
 � ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎ w= b
 ++ 1
 j (ÓÒ. ÓÌÕÞÁÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÏÞËÅ w = jÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á.õÄÏÂÎÏ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁ (6.6) �ÅÒÅÊÔÉ Ë ÎÏ×ÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁ-ÔÁÍ: x1 = a+
2 ; x2 = a�
2 ; x3 = b1; x4 = b2: �ÏÇÄÁ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÒÅÁÌÉ-ÚÁ�ÉÀ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ × ×ÉÄÅ ×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÙ Ä×Õ�ÏÌÏÓÔÎÏÇÏÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁ: [x;x℄ � x21 � x22 � x23 � x24 = 1; x1 > 0: (6.7)÷ ÜÔÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ× R4; ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ×ÅÒÈÎÀÀ �ÏÌÕ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁ, Ô.Å. ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙÇÒÕ��Ù SO0(1;3) �= SL(2;C )=f�eg:òÉÍÁÎÏ×Á ÍÅÔÒÉËÁ × ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:ds2 = �dx21 + dx22 + dx23 + dx24;ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ d ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ x É y Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×ÏÍ 
hd = [x;y℄;ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂßÅÍÁ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ x2; x3 ÎÁ L2 ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:dv = dx2dx3dx4x1 :



x 6. ïÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ 1456.2. ïÒÉÓÆÅÒÙ. ÷ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØÓÆÅÒÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ (ÏÒÉÓÆÅÒÙ) | �ÒÅÄÅÌÙ ÎÅÅ×-ËÌÉÄÏ×ÙÈ ÓÆÅÒ, ËÏÇÄÁ ÉÈ �ÅÎÔÒ É ÒÁÄÉÕÓ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ ËÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. ïÎÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÂÏ ËÁË (Å×ËÌÉÄÏ×Ù) ÓÆÅÒÙ ÎÁ�ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å z > 0 × R3, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ z = 0 (ÁÂÓÏÌÀÔÁ),ÌÉÂÏ ËÁË �ÌÏÓËÏÓÔÉ × ÜÔÏÍ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉz = 0. ðÏÓÌÅÄÎÉÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÓÆÅÒÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÂÏÌØÛÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ z = 0 × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊÔÏÞËÅ. ÷ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÏÒÉÓÆÅÒÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ:jw�2 � �1j2 = z; w = x + ui + zj; (6.8)ÇÄÅ � = (�1; �2) 2 C 2 n 0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏÒÉÓÆÅÒ �Á-ÒÁÍÅÔÒÉÚÕÅÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ � 2 C 2 n 0, �ÒÉÞÅÍ ÔÏÞËÁÍ � É ��, j�j = 1ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÏÒÉÓÆÅÒÁ (ÓÒ. ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÒÉ�ÉËÌÏ× ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ). ïÒÉÓÆÅÒÕ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (6.8), ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚh(�).úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L3 ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÏ ËÁË ×ÅÒÈÎÑÑ �ÏÌÁ Ä×Õ�Ï-ÌÏÓÔÎÏÇÏ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁ (6.7), ÔÏ ÏÒÉÓÆÅÒÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÌÏÓËÉÅ �ÁÒÁÂÏ-ÌÉÞÅÓËÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÓÅÞÅÎÉÑ �ÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ×ÉÄÁ [�;x℄ = �1x1 + �2x2 + �3x3 + �4x4 = 1; ÇÄÅ � | ÔÏÞËÁ ×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÙËÏÎÕÓÁ [�; �℄ = 0; �1 > 0; � 2 R4 n 0:îÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÏÒÉÓÆÅÒ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ, É �ÒÉÔÏÍ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ, ÇÒÕ��ÁÄ×ÉÖÅÎÉÊ SL(2;C ); Ä×ÉÖÅÎÉÅ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÅ ÍÁÔÒÉ�Å g = � � �
 Æ �,�ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÏÒÉÓÆÅÒÕ f(�1; �2) × ÏÒÉÓÆÅÒÕ h(��1 + 
�2;��1 + Æ�2).îÁ ÑÚÙËÅ Ä×ÉÖÅÎÉÊ ÏÒÉÓÆÅÒÙ Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÁË: ÏÎÉ ÌÉÂÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑÏÒÂÉÔÁÍÉ �ÏÄÇÒÕ��Ù Z ÍÁÔÒÉ� ×ÉÄÁ � 1 0t 1 �, t 2 C (ÜÔÏ | �ÌÏÓËÏ-ÓÔÉ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ z = 0), ÌÉÂÏ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÓÄ×ÉÇÁÍÉ ÜÔÉÈÏÒÂÉÔ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏÒÉÓÆÅÒ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÇÒÕ��Ù SL(2;C ) ÓÏ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ �Z.ëÁÖÄÁÑ ÏÒÉÓÆÅÒÁ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ËÁÓÁÎÉÑ Ó ÁÂÓÏÌÀÔÏÍ,ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÅ �ÅÎÔÒÏÍ. ÷ ÎÁÛÅÊ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÉ ÜÔÏ ÔÏÞËÉËÁÓÁÎÉÑ Ó �ÌÏÓËÏÓÔØÀ z = 0. ïÒÉÓÆÅÒÙ Ó ÏÂÝÉÍ �ÅÎÔÒÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÒÉÓÆÅÒÁ h(�) ËÁÓÁÅÔÓÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ z= 0 ×ÔÏÞËÅ �1�2 ; ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ �ÕÞÏË �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÏÒÉÓÆÅÒ ÅÓÔØfh(��) j 0 < � < 1g, ÇÄÅ � ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ.òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ (ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ) �(w;�) ÏÔ ÔÏÞËÉ w 2 L3 ÄÏ ÏÒÉÓÆÅÒÙh(�) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÄÏ ÏÒÉ�ÉËÌÁ ÎÁ�ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, É ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:�(w;�) = ln(z�1jw�2 � �1j2); w = x + yi + zj: (6.9)



146 çì. III. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ × L2 É L36.3. ïÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. îÁÚÏ×ÅÍ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ × L3 ÉÎÔÅ-ÇÒÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Rh, ÏÔÎÏÓÑÝÅÅ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉf ÎÁ L3 ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ �Ï ÏÒÉÓÆÅÒÁÍ:Rh f(�) = Zh(�) f(w)d�; (6.10)ÇÄÅ h(�) | ÏÒÉÓÆÅÒÁ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (6.4), Á d� | (ÎÅÅ×ËÌÉÄÏ×),ÜÌÅÍÅÎÔ �ÌÏÝÁÄÉ ÎÁ h(�).÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ Rh ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ�ÉÓÁÎÏ ÔÁËÖÅ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÅ:Rh f(�) = ZL3 f(w)Æ(�(w;�))dxdydzz3 ; (6.11)ÇÄÅ �(w;�) | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÔÏ ÔÏÞËÉ w = x + yi + zj ÄÏ ÏÒÉÓÆÅÒÙ h(�),ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (6.9).éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ Rh �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÅÎ Ó ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕ��Ù SL(2;C ).6.4. æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ. ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁ-ÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ Rh, �Ï×ÔÏÒÉ× ÔÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕ-ÖÄÅÎÉÑ, ÞÔÏ É × ÓÌÕÞÁÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ. ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ f |ÒÁÄÉÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÔÏÞËÉ w ÄÏÔÏÞËÉ j f(w) = F (z�1=2jw � jj):�ÏÇÄÁ Rh f(�) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÔÏÞËÉ j ÄÏ ÏÒÉÓÆÅÒÙ h(�),Ô. Å. Rh f(�) = bF (r); ÇÄÅ r = ln(j�1j2 + j�2j2):úÎÁÞÉÔ, bF (r) ÒÁ×ÎÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ÆÕÎË�ÉÉ f �Ï ÏÒÉÓÆÅÒÅ h(er=2;0): z = er ,Ô. Å.bF (r) = ZR2 F  px2 + y2 + (er � 1)2er=2 ! dxdye2r == 2� 1Z0 F  pt2 + (er � 1)2er=2 ! tdte2r = 2� 1Z2j sh r2 j F (s)sdser : (6.12)



x 6. ïÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ 147ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ, ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ, er bF (r) | ÞÅÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ r,er bF (r) = e�r bF (�r)É, ×Ï-×ÔÏÒÙÈ,(er bF (r))0 = �2�(
h rF (2sh r2) + shr 
h r2F 0(2sh r2)): (6.13)éÚ (6.13) �ÒÉ r = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ:f(j) = F (0) = � 12� (er bF (r))0jr=0 (6.14)(ÓÒ. Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ (2.5) ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Ù É ÆÏÒÍÕÌÏÊ (2.4) ÉÚ x 2 ÇÌÁ×Ù I). ðÕÓÔØÔÅ�ÅÒØ f | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ L3 Éf (w) = F (z�1=2jw � jj)| ÅÅ ÓÒÅÄÎÅÅ �Ï ÎÅÅ×ËÌÉÄÏ×ÙÍ ÓÆÅÒÁÍ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ j. �ÁË ËÁËÜÔÉ ÓÆÅÒÙ | ÏÒÂÉÔÙ �ÏÄÇÒÕ��Ù ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�g = � � ��� � � ; j�j2 + j�j2 = 1; ÔÏf (w) = F (z�1=2jw � jj) = Z f((w� + �)�1(w� � �))d�(�;�);ÇÄÅ d�(�;�) | ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ ÇÒÕ��Å ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�, Ô. Å.ÎÁ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ j�j2+ j�j2=1, ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÅÍR d�(�;�) = 1. îÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ F ÍÏÖÎÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÕÄÏÂÎÏÊ ÆÏÒÍÅ:F (s) = 1� ZL3 z1=2jw � jj�1f(w)Æ(z�1jw � jj2 � s2)dxdydzz3 : (6.15)ðÕÓÔØ bF (r) =Rh f (�), ÇÄÅ r = �(j;�) = ln(j�ij2+ j�2j2). éÚ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞ-ÎÏÓÔÉ Rh Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕ��Ù SL(2;C ) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏbF (r) = Zj�j2+j�j2=1 Rh f(er=2�;er=2�)d�(�;�) == �2� i2�2 ZC2 Rh f(er=2�1; er=2�2)Æ(�(j;�))d�1d�1d�2d�2; (6.16)



148 çì. III. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ × L2 É L3ÇÄÅ �(j;�) | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ j ÄÏ ÏÒÉÓÆÅÒÙ h(�). ÷ ÓÉÌÕ (6.14) ÉÍÅÅÍ:f(j) = f(j) = � 12� (er bF (r))00jr=0:ðÏÄÓÔÁ×É× ÓÀÄÁ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (6.16) ÄÌÑ bF (r), �ÏÌÕÞÉÍ:f(j) = � 18� Zj�1j2+j�2 j2=1 L2Rh f(�)d�(�) == � 18�3 ZC2 L2Rh f(�)Æ(�(j;�))dv; (6.17)ÇÄÅL = �1 ���1 + �2 ���2 + �1 ���1 + �2 ���2 + 2; dv = � i2�2 d�1d�1d�2d�2:(6.18)éÔÁË, �ÏÌÕÞÅÎÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ f(j) ÞÅÒÅÚ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÅ Rh f . ïÔÓÀÄÁ, �ÒÉÍÅÎÉ× ÓÄ×ÉÇ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ j × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ w, �ÏÌÕÞÁÅÍ:�ÅÏÒÅÍÁ 6.1. æÕÎË�ÉÑ f ÎÁ L3 ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Ó×ÏÅ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Rh f �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ:f(w) = � 12� (er bF (w;r))00jr=0; (6.19)ÇÄÅ bF (w;r) = ��2 ZC2 Rh f(er=2�1; er=2�2)Æ(�(w;�))dv; (6.20)ÏÔÓÀÄÁ f(w) = � 18�3 ZC2 L2Rh f(�)Æ(�(w;�))dv; (6.21)ÇÄÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒ L ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (6.18).úÁÍÅÞÁÎÉÅ. �ÁË ËÁËRh f(ei��1; ei��2)=Rh f(�1; �2), ÔÏ L�Rh f =L�Rh f ,ÇÄÅ L� = �1 ���1 + �2 ���2 + 1, L� = �1 ���1 + �2 ���2 + 1. ðÏÜÔÏÍÕ L2Rh f == 4L2�Rh f = 4L2�Rh f = 4L�L�Rh f .ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÌÕÞÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, ÜÔÁÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÌÏËÁÌØÎÁ: ÄÌÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ × ÔÏÞËÅ w,ÎÕÖÎÏ ÚÎÁÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÆÕÎË�ÉÉ f ÔÏÌØËÏ �Ï ÏÒÉÓÆÅÒÁÍ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÂÌÉÚËÉÍ Ë w.



x 6. ïÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ 1496.5. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ. ðÏ�ÕÔÎÏ, �ÒÉÍÅÎÉ× Ë ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (6.12)ÇÒÕ��Ï×ÏÊ ÓÄ×ÉÇ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.�ÅÏÒÅÍÁ 6.2. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ áÓÇÅÊÒÓÓÏÎÁ ÄÌÑ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ:er bF (w;r) = 2� 1Z2j sh r2 j F (w;s)sds: (6.22)úÄÅÓØ F (w;s) | ÓÒÅÄÎÅÅ ÆÕÎË�ÉÉ f �Ï ÓÆÅÒÁÍ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ w.F (w;s) = ��1ZL3 z 12 z0 12 jw � w0j�1f(w0)Æ(z�1z0�1jw �w0j2� s2)dx0dy0dz0z3 == (2�)�1 ZL3 ����sh d(w;w0)2 �����1 Æ�4sh2 d(w;w0)2 � s2�f(w0)dx0dy0dz0z03 ; (6.23)ÇÄÅ d(w;w0) | ÎÅÅ×ËÌÉÄÏ×Ï ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ w É w0, Á bF (w;r) |ÓÒÅÄÎÅÅ ÆÕÎË�ÉÉ Rh f �Ï ÏÒÉÓÆÅÒÁÍ, ÒÁ×ÎÏÏÔÓÔÏÑÝÉÍ ÏÔ ÔÏÞËÉ w,ÆÏÒÍÕÌÁ (6.20).óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. er bF (w;r) | ÞÅÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ r,er bF (w;r) = e�r bF (w;�r):ðÏÄÓÔÁ×É× ÓÀÄÁ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (6.20) ÄÌÑ bF , �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ Rh f ÕÄÏ×-ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ:er Z Rh f(er=2�1; er=2�2)Æ(�(w;�))dv == e�r Z Rh f(e�r=2�1; e�r=2�2)Æ(�(w;�))dv: (6.24)6.6. æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ×ÄÒÕÇÏÊ ÍÏÄÅÌÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ. òÅÁÌÉÚÕÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ L3 × ×ÉÄÅ ×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÙ Ä×Õ�ÏÌÏÓÔÎÏÇÏ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁ ×R4 [x;x℄ � x21 � x22 � x23 � x24 = 1; x1 > 0:÷ ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÏÒÉÓÆÅÒÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÅÞÅÎÉÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓ-ËÏÓÔÑÍÉ [�;x℄ � �1x1 � �2x2 � �3x3 � �4x4 = 1;



150 çì. III. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ × L2 É L3ÇÄÅ � | ÔÏÞËÁ ×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÙ ËÏÎÕÓÁK : [�; �℄ = 0; �1 > 0:ïÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:Rh f(�) = ZL3 f(x)Æ([�;x℄� 1)dx; � 2 K; (6.25)ÇÄÅ dx = x�11 dx2dx3dx4 | ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ L3:�ÅÏÒÅÍÁ 6.3. çÌÁÄËÁÑ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÁ L3 ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚÓ×ÏÅ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Rh f �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁ-ÝÅÎÉÑ:f(x) = � 18�2 ZK Rh f(�)Æ00([�;x℄� 1)d�; d� = ��11 d�2d�3d�4; (6.26)ÇÄÅ Æ00(�) | ×ÔÏÒÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ R:æÏÒÍÕÌÙ (6.25) É (6.26) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÉÚ ÇÌÁ×Ù I, É, �ÏÄÏÂÎÏ ÓÌÕÞÁÀ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ, ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (6.26) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ L3; ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÄÏ ÔÏÞËÉ x0=(1;0;0;0):ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ f ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ(6.26) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÒÁÎÅÅ.6.7. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÅ Ó ×�ÏÌÎÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅ-ÓËÉÍÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ × L3. úÄÅÓØ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌØ-ÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÎÁ L3; ÏÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔ ÆÕÎË�ÉÑÍ ÎÁ L3 ÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ�Ï ×�ÏÌÎÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÍ × L3: ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ R :òÅÁÌÉÚÕÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ L3 ËÁË ×ÅÒÈÎÀÀ �ÏÌÕ ÇÉ-�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁ (6.7) × R4: ÷ ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ×�ÏÌÎÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑÓÅÞÅÎÉÑÍÉ ÜÔÏÇÏ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁ �ÌÏÓËÏÓÔÑÍÉh�; xi � �1x1 + �2x2 + �3x3 + �4x4 = 0;ÇÄÅ � �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ÏÄÎÏ�ÏÌÏÓÔÎÙÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄ [�; �℄ = �1: éÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Rg ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:Rg f(�) = ZL2 f(x)Æ( h�; xi ) dx2dx3dx4x1 ; (6.27)



x 6. ïÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ 151ÇÄÅ Æ(�) | ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ R; ÓÒ. Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÌÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁ-ÞÅ×ÓËÏÇÏ × x 5.ðÏÄÏÂÎÏ ÓÌÕÞÁÀ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑÜÔÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÁ ËÁË ÓÌÅÄ-ÓÔ×ÉÅ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ R ÎÁ �ÒÏÅË-ÔÉ×ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÓÍ. x 8 ÇÌÁ×Ù I. éÍÅÎÎÏ, �ÏÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÆÕÎË�ÉÉ f 2 L3 C1 ÆÕÎË�ÉÀ F ÎÁ R4 n 0, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÕÀ ÕÓÌÏ×ÉÀÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ F (�x) = j�j�3F (x) É ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ F ��[x;x℄=1= f; F = 0 �ÒÉ[x;x℄ < 0:éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ R ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ RF (�) = Rg f(�) �ÒÉ[�; �℄ = �1 É RF (�) = 0 �ÒÉ [�; �℄ > 0: ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁ-ÝÅÎÉÑ (8.6) ÇÌÁ×Ù I ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ R (ÓÍ. Ó. 58)ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ:�ÅÏÒÅÍÁ 6.4. çÌÁÄËÁÑ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÁ L3 ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚÓ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Rg f , Ó×ÑÚÁÎÎÏÅ Ó ×�ÏÌÎÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍÉ �Ï×ÅÒÈ-ÎÏÓÔÑÍÉ, �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ:f(x) = �(2�)�2 Z[�;�℄=�1 Rg f(�)Æ00( h�; xi )!(�); (6.28)ÇÄÅ Æ00(�) | ×ÔÏÒÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ R.ï ÓÍÙÓÌÅ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÉÄÁÅÔÓÑ ÜÔÏÍÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ, ÓÍ. x 8 ÇÌÁ×Ù I.ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÌÕÞÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ,ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (6.28) ÌÏËÁÌØÎÁ.äÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ. ïÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏLn �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n | ÜÔÏ ×ÅÒÈÎÑÑ �ÏÌÁ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁ ×Rn+1 [x;x℄ � x21 � x22 � : : :� x2n+1 = 1; x1 > 0; (6.29)× ËÏÔÏÒÏÍ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ �ÒÏÓ-ÔÒÁÎÓÔ×Á Rn+1; ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÍÉ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ. ïÒÉÓÆÅÒÁÍÉÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÅÞÅÎÉÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ[�;x℄ � �1x1 � : : :� �n+1xn+1 = 1; (6.30)ÇÄÅ � | ÔÏÞËÁ ×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÙ ËÏÎÕÓÁ K : [�; �℄ = 0; �1 > 0: ïÒÉÓÆÅÒÉ-ÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:Rh f(�) = ZLn f(x)Æ([�;x℄� 1)dx; � 2 K; (6.31)



152 çì. III. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ × L2 É L3ÇÄÅ dx = x�11 dx2 � � �dxn+1 | ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ Ln:óÔÒÕËÔÕÒÁ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÞÅÔÎÏÓÔÉ n: ðÒÉ×ÅÄÅÍÅÅ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. åÓÌÉ n = 2m + 1; ÔÏf(x) = (�1)m2(2�)2m ZK Rh f(�)Æ(2m)([�;x℄� 1)d�; (6.32)ÇÄÅ d�=��11 d�2 � � �d�n+1 | ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ ËÏÎÕÓÅK: åÓÌÉ n=2m;ÔÏ f(x) = (�1)m(2m � 1)!(2�)2m ZK Rh f(�) ([�;x℄� 1)�2md�: (6.33)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ, ÆÏÒÍÕÌÁÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÌÏËÁÌØÎÁ �ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ n É ÎÅÌÏËÁÌØÎÁ �ÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n:x 7. áÎÁÌÏÇ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ É ÅÇÏ Ó×ÑÚØ Ó ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ7.1. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ æÕ-ÒØÅ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏL3, �ÏÄÏÂÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÕÖÅÓÄÅÌÁÎÏ ÄÌÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ìÁ�ÌÁÓÁ |âÅÌØÔÒÁÍÉ � ÎÁ L3; ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ:� = z2� �2�x2 + �2�y2 + �2�y2� � z ��z :éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ � ÉÍÅÅÔ ÎÁ L2(L3) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÌÅÂÅÇÏ×ÓËÉÊÓ�ÅËÔÒ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÊ Ó ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ (�1;�1). ðÕÓÔØ Z |ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÁÑ�ÏÄÇÒÕ��Á ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� ×ÉÄÁ � 1 0t 1 �. ðÏÄ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ æÕÒØÅÎÁ L3 ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÊ f 2 L2(L3) �Ï ÎÅËÏÔÏ-ÒÙÍ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �, Á ÉÍÅÎÎÏ, �Ï ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÆÕÎË�ÉÑÍ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏÄÇÒÕ��Ù Z, É ÉÈ ÓÄ×ÉÇÁÍ.÷ ËÁÖÄÏÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÍÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ �4+s24 (s 2 R), ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Å ÆÕÎË�ÉÉ, ÉÎ×Á-ÒÉÁÎÔÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏÄÇÒÕ��Ù Z, Á ÉÍÅÎÎÏ, z 2�is2 . âÅÒÅÍ ÏÄÎÕ ÉÚÎÉÈ z 2+is2 ; �ÒÉ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÄ×ÉÇÁÈ ÏÎÁ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÆÕÎË�ÉÉ ×ÉÄÁ�s(w;�) = (zjw�2 � �1j�2) 2+is2 = exp��2 + is2 �(w;�)� ; � 2 C 2 ; (7.1)



x 7. áÎÁÌÏÇ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ 153ÇÄÅ �(w;�) | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ w = x + yi + zj ÄÏ ÏÒÉÓÆÅÒÙh(�). âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÆÕÎË�ÉÉ z 2�is2 ÚÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍÉÆÕÎË�ÉÑÍÉ, Á ÉÈ ÓÄ×ÉÇÉ (7.1) | �ÒÏÓÔÏ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË�É-ÑÍÉ. åÓÌÉ �; �0 �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ �sÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍÉ É �ÒÉ s > 0 ÄÒÕÇÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊÍÅÖÄÕ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ �s ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. üÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ, ËÏÇÄÁ s > 0, Á� �ÒÏÂÅÇÁÅÔ �Ï ÏÄÎÏÍÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÀ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ× C 2 n 0, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ 0, ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÏÌÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÆÕÎË�ÉÊ,�Ï ËÏÔÏÒÙÍ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ L2(L3).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ L3 Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍF f(�;s) = ZL3 f(w)��s(w;�)dxdydzz3 (7.2)(ÓÒ. Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ F f ÄÌÑ L2 | ÆÏÒÍÕÌÁ (3.6)).éÚ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ �s �Ï � ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ F f | ÔÁËÖÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ �: F f(��;s) = j�jis�2F f(�;s): (7.3)7.2. æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ. ðÏÌÎÏÔÁ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎ-Ë�ÉÊ �s ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÏÌÖÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ F . ðÏÓÔÒÏÉÍ ÅÅ, �Ï×ÔÏÒÉ× ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑÓÌÕÞÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ.ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, ÍÅÖÄÕ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ F f É ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ Rh fÉÍÅÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ �ÒÏÓÔÁÑ Ó×ÑÚØ:F f(�;s) = +1Z�1 Rh f(e��=2�)e is�22 �d�: (7.4)ïÔÓÀÄÁ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅÓÌÅÄÕÅÔ: Rh f(�) = (2�)�1 +1Z�1 F f(�;s)ds: (7.5)æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ F �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (6.21) ÄÌÑ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ Rh,



154 çì. III. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ × L2 É L3ÅÓÌÉ × �ÏÓÌÅÄÎÀÀ �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (7.5) Rh f ÞÅÒÅÚ F f . éÍÅÅÍ:f(w) = � 116�4 ZC2 +1Z�1 L2F f(�;s)Æ(�(w;�))dsdv; (7.6)ÇÄÅ L = �1 ���1 + �2 ���2 + �1 ���1 + �2 ���2 + 2:õ�ÒÏÓÔÉÍ ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ. úÁÍÅÔÉÍ, �ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÞÔÏ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ (7.3) ÄÌÑ F f ÓÌÅÄÕÅÔL2F f(�;s) = �s2F f(�;s):äÁÌÅÅ, �ÅÒÅÊÄÅÍ × (7.6) ÏÔ � Ë ÎÏ×ÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ � = ��0, ÇÄÅ � 2 C n 0,Á �0 �ÒÏÂÅÇÁÅÔ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ � � C 2 n 0, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÕÀ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ�ÏÞÔÉ ËÁÖÄÕÀ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÕÀ �ÒÑÍÕÀ, �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ 0. íÙ�ÏÌÕÞÉÍ:f(w) = 116�4 � i2�2 +1Z�1 s2�Z� ZC j�jisF f(�;s)Æ(2 ln j�j++ �(w;�))d�d�(�1 d�2 � �2 d�1)(�1 d�2 � �2 d�1)�ds:éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ �Ï �, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ:�ÅÏÒÅÍÁ 7.1. çÌÁÄËÁÑ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÁ L3 ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚÓ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ F f �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ:f(w) = 116�3 i2 +1Z�1 Z� s2F f(�;s)exp��2 + is2 �(w;�)���(�1d�2 � �2d�1)(�1d�2 � �2d�1)ds = (7.7)= 116�3 i2 +1Z�1 Z� s2F f(�;s)�s(w;�)(�1d�2 � � � 2d�1)(�1 d�2 � �2 d�1)ds:7.3. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ É ÆÏÒÍÕÌÁ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ. ðÏÄÏÂÎÏ ÓÌÕ-ÞÁÀ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, ÓÄ×ÉÇÉ ÚÏÎÁÌØÎÙÈ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎ-Ë�ÉÊ z 2+is2 É z 2�is2 ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÁ:z 2�is2 = 
(s) i2 ZC (zjw � �1j�2) 2+is2 d�1d�1;



x8. ó×ÑÚØ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÇÒÕ��Ù SL(2;C ) 155ÇÄÅ 
(s)= is2� . ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÄÌÑF f : Z� F f(�;s)�s(w;�)(�1d�2 � �2d�1)(�1d�2 � �2d�1):éÎÔÅÇÒÁÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÅÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÏÔ s. ÷ ÓÉÌÕ ÜÔÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÆÕÎË�ÉÑ f ÎÁ L3 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÁ ÔÏÌØËÏ ÞÅÒÅÚ F f(�;s) �ÒÉ s > 0:f(w) = 18�3 i2 1Z0 Z� s2F f(�;s)�s(w;�)(�1d�2 � �2d�1)(�1 d�2 � �2d�1)ds:(7.8)ðÒÉÍÅÞÁÎÉÅ. ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÄÌÑ F f ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ (6.24)ÄÌÑ Rh f .éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ F f É ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ(7.5) �ÏÌÕÞÁÅÍ:�ÅÏÒÅÍÁ 7.2. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ L3 Ó�ÒÁ×ÅÄ-ÌÉ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ:ZL3 jf(w)j2 dxdydzz3 = (7.9)= 18�3 i2 1Z0 s20�Z� jF f(�;s)j2(�1d�2 � �2d�1)(�1d�2 � �2d�1)1A ds(ÓÒ. ÆÏÒÍÕÌÕ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ (3.14) ÄÌÑ L2). îÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ðÌÁÎ-ÛÅÒÅÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ F f �Ï ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÓÈÅÍÅ �ÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑÎÁ ×ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ f 2 L2(L2).x 8. ó×ÑÚØ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÇÒÕ��Ù SL(2;C )õÓÔÁÎÏ×ÉÍ �Ï ÁÎÁÌÏÇÉÉ ÓÏ ÓÌÕÞÁÅÍ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, Ó×ÑÚØ�ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ × x 7 ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÇÒÕ��Ù SL(2;C ).íÙ ÉÍÅÅÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L2(L3), × ËÏÔÏÒÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔÕÎÉÔÁÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ T ÇÒÕ��Ù SL(2;C ) :Tgf(w) = f(w Æ g); g 2 SL(2;C );ÇÄÅ w 7! w Æ g | Ä×ÉÖÅÎÉÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÅ g:úÁÄÁÞÁ ÔÅÏÒÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ (ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á



156 çì. III. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ × L2 É L3ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ) ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ L2(L2) ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉ-ÍÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.÷ÎÁÞÁÌÅ ÎÁÄÏ Ï�ÉÓÁÔØ ÓÁÍÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ L2(L2): òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ìÁ�ÌÁÓÁ | âÅÌØÔÒÁÍÉ � ÎÁ L3, ÏÔ×ÅÞÁ-ÀÝÅÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ �4+s24 . ïÎÏ �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉÆÕÎË�ÉÑÍÉ �s(w;�), ÓÍ. (4.1), É ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ××ÉÄÅ: fs(w) = i2 Z� us(�)�s(z;�)(�1d�2 � �2 d�1)(�1 d�2 � �2 d�1); (8.1)ÇÄÅ us ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉus(��) = j�jis�2us(�); � 2 C n 0; (8.2)ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ��C2 n0, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊ�Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ �ÏÞÔÉ ËÁÖÄÕÀ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÕÀ �ÒÑÍÕÀ, �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚÔÏÞËÕ 0. ÷×ÅÄÅÍ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÆÕÎË�ÉÊ fs ÎÏÒÍÕkfsk2 = Z� jus(�)j2(�1 d�2 � �2d�1)(�1 d�2 � �2d�1) (8.3)É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L2 �Ï ÜÔÏÊ ÎÏÒÍÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ Hs. óÄ×ÉÇÉ ÎÁ L3 ÉÎÄÕ�ÉÒÕÀÔ × Hs ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅTs ÇÒÕ��Ù SL(2;C ). ÷ ÆÕÎË�ÉÑÈ us(�) ÜÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:(Ts(g)us)(�1; �2) = us(��1 + 
�2;��1 + Æ�2); g = � � �
 Æ � :éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ. íÙ ÓÔÒÏÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒPs : L2(L3)! Hs Psf = fs;ÇÄÅ fs ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (8.1), × ËÏÔÏÒÏÍ us(�) = F f(�). üÔÏÔÏ�ÅÒÁÔÏÒ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÅÎ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕ��Ù SL(2;C ) × �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÁÈ L2(L3) É Hs. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ (7.8), (7.2) �ÏÌÕÞÁÅÍÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÊ f 2 L2(L3) �Ï ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍ:f = 18�3 1Z0 s2fs ds; fs = Psf (8.4)



x9. ÷ÏÌÎÏ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 157É ÆÏÒÍÕÌÕ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑZL3 jf(w)j2dxdydzz3 = 18�3 +1Z0 s2kfsk2ds; (8.5)ÇÄÅ kfsk ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (8.3).x 9. ÷ÏÌÎÏ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÌÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ É �ÒÉÎ�É� çÀÊÇÅÎÓÁ9.1. ä×ÕÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ìÁ�ÌÁÓÁ|âÅÌØÔ-ÒÁÍÉ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ L2 ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ �2 = y2� �2�x2 + �2�y2� ÉÅÇÏ Ó�ÅËÔÒ × L2(L2) ÅÓÔØ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (�1;�14 ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ×ÏÌÎÏ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁ L2:�2u�t2 = y2��2u�x2 + �2u�y2� + 14u: (9.1)þÌÅÎ 14u ÄÏÂÁ×ÌÅÎ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ Ó�ÅËÔÒ ÓÔÏÑÝÅÇÏ Ó�ÒÁ×Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÓÏ×�ÁÄÁÌ Ó �ÏÌÕ�ÒÑÍÏÊ (�1;0).ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË Ó �ÏÍÏÝØÀ ÏÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÍÏÖÎÏÒÅÛÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (9.1):u(0; z) = 0; u0t(0; z) = f(z); (9.2)ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ f 2 D(L2). ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÊ ÎÉÖÅ×Ù×ÏÄ �ÁÒÁÌÌÅÌÅÎ ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁÅ×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ (ÓÍ. x 3 ÇÌÁ×Ù I). ïÎ ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ ÍÅÔÏÄÅ ÏÒÉ�É-ËÌÉÞÅÓËÉÈ ×ÏÌÎ, Ï�ÉÒÁÀÝÅÍÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÆÁËÔ:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.1. åÓÌÉ '(s)| ÌÀÂÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÄÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÏÇÏ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � 2 R2 ÆÕÎË�ÉÑ��(t; z) = e�t=2'(�(z;e�t=2�)) = e�t=2'(�(z;�) � t); (9.3)ÇÄÅ �(z;�) = ln(y�1j�2z � �1j2) | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ z ÄÏ ÏÒÉ�ÉËÌÁ h(�),Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (9.1).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï | ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÒÏ×ÅÒËÁ.æÕÎË�ÉÉ (9.3) ÎÁÚÏ×ÅÍ ÏÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ×ÏÌÎÁÍÉ.íÅÔÏÄ ÏÒÉ�ÉËÌÉ-ÞÅÓËÉÈ ×ÏÌÎ ÓÏÓÔÏÉÔ × �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (9.1)× ×ÉÄÅ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ ÏÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ×ÏÌÎ.



158 çì. III. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ × L2 É L3ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (9.2). ðÕÓÔØ Rh f |ÏÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ f , bF (z;r) | ÓÒÅÄÎÅÅ ÆÕÎË�ÉÉRh f �Ï ÏÒÉ�ÉËÌÁÍ, ÒÁ×ÎÏÏÔÓÔÏÑÝÉÍ ÏÔ ÔÏÞËÉ z 2 L2, ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ(2.11). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÀu(t; z) = � 14� +1Z�1 e r+t2 bF (z;r + t)sh r2 dr: (9.4)éÚ (2.11) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏe r+t2 bF (z;r + t) = 1�e� r+t2 ZR2 Rh f(�)Æ(�(z;�) � r � t)d�1d�2;ÚÎÁÞÉÔ, u(t; z) ËÁË ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÑ ÏÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ×ÏÌÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅ-ÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (9.1). õÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ u | ÉÓËÏÍÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉëÏÛÉ (9.2). ÷ ÓÉÌÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ (2.16) er=2 bF (z;r) | ÞÅÔÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ r; ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,u(0; z) = � 14� +1Z�1 er=2 bF (z;r)sh r2 dr = 0:äÁÌÅÅ, ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (2.10) ÄÌÑ ÏÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÉÍÅÅÍ:u0t(0; z) = � 14� +1Z�1 (er=2 bF (z;r))0rsh r2 dr = f(z):íÙ ÈÏÔÉÍ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ × (9.4) Ë ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f . äÌÑ ÜÔÏÇÏ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ áÓÇÅÊÒÓÓÏÎÁ (2.15) ÄÌÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁ-ÞÅ×ÓËÏÇÏ. îÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ (2.15) �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÉ t > 0:u(t; z) = � 12� +1Z�1 1Z2jsh r+t2 j F (z;s)sdsdrsh r2qs2 � 4sh2 r+t2 == � 12� 1Z0 Z2jsh r2 j<s F (z;s)sdrdssh r�t2 qs2 � 4sh2 r2 ; (9.5)



x9. ÷ÏÌÎÏ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 159ÇÄÅ F (z;s) | ÓÒÅÄÎÅÅ ÆÕÎË�ÉÉ f �Ï ÎÅÅ×ËÌÉÄÏ×ÙÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍ × L2 Ó�ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ z, ÓÍ. (2.14); ÉÎÔÅÇÒÁÌ �Ï z ÎÕÖÎÏ �ÏÎÉÍÁÔØ × ÓÍÙÓÌÅÇÌÁ×ÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.÷Ù�ÏÌÎÉÍ × (9.5) ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï r, ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ1):J � bZ�b dxsh(x � a)psh2 b � sh2x = (0 ÅÓÌÉ a < b;��psh2 a�sh2 b ÅÓÌÉ a > b:úÄÅÓØ a;b > 0.÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ:u(t; z) = 12 2sh t2Z0 F (z;s)dsqsh2 t2 � s2=4 : (9.6)ðÏÄÓÔÁ×É× ÓÀÄÁ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (2.14) ÆÕÎË�ÉÉ F (z;s) ÞÅÒÅÚ ÆÕÎË�ÉÀ f ,�ÏÌÕÞÁÅÍ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ:�ÅÏÒÅÍÁ 9.1. òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (9.2) ÄÌÑ ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (9.1)ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ: u(t; z) = 14� Zd(z;z0)<t f(z0)qsh2 t2 � sh2 d(z;z0)2 dx0dy0y02 ; (9.7)1)÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ J . ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ J | ÎÅÞÅÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ a. óÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ,J = 12 bZ�b (sh�1(x� a)� sh�1(x+ a))dxpsh2 b � sh2 x = bZ�b sha
hxdx(sh2 x� sh2 a)psh2 b � sh2x :ïÔÓÀÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ �ÏÌÕÞÁÅÍ:J = shbZ� shb shadt(t2 � sh2 a)psh2 b � t2 = 1Z�1 shadt(t2 sh2 b � sh2 a)p1� t2 == sha �=2Z��=2 dtsh2 bsin2 t � sh2 a = � �=2Z��=2 dtshbsin t+ sha :ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ: ÇÌ. ÚÎ. J = 0, ÅÓÌÉ a < b;J=� �psh2 a�sh2 b , ÅÓÌÉ a>b (ÓÍ.: çÒÁÄÛÔÅÊÎé.ó., òÙÖÉËé.í. �ÁÂÌÉ�Ù ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×,ÓÕÍÍ, ÒÑÄÏ× É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ. | í.: æÉÚÍÁÔÇÉÚ, 1962, ÆÏÒÍÕÌÁ 3.613.1.



160 çì. III. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ × L2 É L3ÇÄÅ d(z;z0) | ÎÅÅ×ËÌÉÄÏ×Ï ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ z É z0 (ÓÍ. ÆÏÒ-ÍÕÌÕ (1.2)).ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ ÆÏÒÍÕÌÅ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÄÌÑ ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÍ. x 3 ÇÌÁ×Ù I. ëÁË É ÔÁÍ, ÒÅÛÅÎÉÅÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ÔÏÞËÅ z × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÈÄÁÎÎÙÈ × ÎÅÅ×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ËÒÕÇÅ ÒÁÄÉÕÓÁ t Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ z (ÜÆÆÅËÔÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ �ÅÒÅÄÎÅÇÏ ÆÒÏÎÔÁ ×ÏÌÎÙ).9.2. �ÒÅÈÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ Ë �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ìÏÂÁ-ÞÅ×ÓËÏÇÏ L3. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ìÁ�ÌÁÓÓÁ | âÅÌØÔÒÁÍÉ ÎÁ L3ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ: � = z2� �2�x2 + �2�y2 + �2�z2�� z ��z É ÅÇÏ Ó�ÅËÔÒ ÎÁ L2(L3) ÅÓÔØ(�1;�1). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ L3 ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ×ÏÌÎÏ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ:�2u�t2 = z2��2u�x2 + �2u�y2 + �2u�z2� � z �u�z + u: (9.8)ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ L2, ÞÌÅÎ u ÄÏÂÁ×ÌÅÎ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ Ó�ÅËÔÒ ÓÔÏÑÝÅÇÏÓ�ÒÁ×Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÓÏ×�ÁÄÁÌ Ó �ÏÌÕ�ÒÑÍÏÊ (�1;0). òÅÛÉÍ ÍÅÔÏÄÏÍÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ×ÏÌÎ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (9.8):u(0;w) = 0; u0t(0;w) = f(w) (w = x + ui + zj): (9.9)üÔÏÔ ÍÅÔÏÄ Ï�ÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.2. åÓÌÉ '(s)| ÌÀÂÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÄÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÏÇÏ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � 2 C 2 ÆÕÎË�ÉÑ��(t;w) = e�t'(�(w;�) � t); (9.10)ÇÄÅ �(w;�) = ln(z�1jw�2� �1j2) | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ w ÄÏ ÏÒÉÓÆÅÒÙh(�) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (9.8).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï | ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÒÏ×ÅÒËÁ.òÅÛÅÎÉÑ (9.10) ÎÁÚÏ×ÅÍ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍÉ ×ÏÌÎÁÍÉ.ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (9.9). ðÕÓÔØ Rh f | ÏÒÉÓÆÅÒÉ-ÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ f , bF (w;r) | ÓÒÅÄÎÅÅ ÆÕÎË�ÉÉ Rh f�Ï ÏÒÉÓÆÅÒÁÍ, ÒÁ×ÎÏÏÔÓÔÏÑÝÉÍ ÏÔ ÔÏÞËÉ w 2 L3, ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (6.20).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ:u(t;w) = � 12� ddt(et bF (w;t)): (9.11)



x9. ÷ÏÌÎÏ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 161éÚ (6.20) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏet bF (w;t) = ��2e�t ZC2 Rh f(�)Æ(�(w;�))dv:úÎÁÞÉÔ, u(t;w) ËÁË ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÑ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ×ÏÌÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅ-ÎÉÅÍ ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (9.8). õÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ u | ÉÓËÏÍÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (9.9). ÷ ÓÉÌÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ (6.23) et bF (w;t) |ÞÅÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ t; ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,u(0;w) = ddt (et bF (w;t))jt=0 = 0:äÁÌÅÅ, ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (6.19) ÄÌÑ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÉÍÅÅÍ:u0t(0;w) = � 12� d2dt2 (et bF (w;t))jt=0 = f(w):íÙ ÈÏÔÉÍ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ × (9.11) Ë ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f . äÌÑ ÜÔÏÇÏ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ áÓÇÅÊÒÓÓÏÎÁ (6.22) ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ. îÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ (6.22) �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÉ t > 0:u(t;w) = sh tF (w;2sh t2);ÇÄÅ F (w;s) | ÓÒÅÄÎÅÅ ÆÕÎË�ÉÉ f , �Ï ÓÆÅÒÁÍ × L3 Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ w,ÓÍ. (6.23). ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ, ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ (6.23) �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ:�ÅÏÒÅÍÁ 9.2. òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (9.9) ÄÌÑ ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (9.8)ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:u(t;w) == 18� sh tZL3 sh�1 d(w;w0)2 Æ�4sh2 d(w;w0)2 � 4sh2 t2�f(w0)dx0dy0dz0z03 == 116� th�1 t2 ZL3 f(w0)Æ�sh d(w;w0)2 � sh t2� dx0dy0dz0z03 :ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ ÆÏÒÍÕÌÅ ëÉÒÈÇÏÆÁ ÉÚ x 3 ÇÌÁ×Ù IÄÌÑ ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ëÁË É ÔÁÍ,ÒÅÛÅÎÉÅ ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ÔÏÞËÅ w × ÍÏÍÅÎÔ t ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ × ÔÏÞËÁÈ w0, ÎÁÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÏÔ ÔÏÞËÉ w ÎÁÎÅÅ×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ t (�ÒÉÎ�É� çÀÊÇÅÎÓÁ).



çìá÷á IVéÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ É ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÎÁÇÒÕ��Å G = SL(2;C )÷ ÇÌÁ×Å III ÂÙÌÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ É ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊÁÎÁÌÉÚ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÕ��ÁG = SL(2;C ), Ô. Å. ÇÒÕ��Á ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� g = � � �
 Æ � Ó Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ �Æ � �
 = 1. ÷ ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Å ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ�ÒÏ×ÅÄÅÎÙ ÎÁ ÓÁÍÏÊ ÇÒÕ��Å G. ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÚÄÅÓØ ÔÅÏÒÉÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ×ËÌÀÞÁÅÔ × ÓÅÂÑ É �ÏÓÔÒÏÅÎÎÕÀ × ÇÌÁ×Å III ÔÅÏÒÉÀ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ.íÙ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÇÒÕ��Õ G ËÁË ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ �ÒÏÓ-ÔÒÁÎÓÔ×Ï ÇÒÕ��Ù G�G, É × ÜÔÏÍ �ÌÁÎÅ ÅÅ ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ �ÒÏÓÔÏËÁË ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄ �Æ � �
 = 1 × C 4 , ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ �ÏÄÇÒÕ��ÁÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ C 4 , ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÜÔÏÔ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄ.x 1. çÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å G1.1. çÒÕ��ÁG ËÁË ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.. íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ GËÁË ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÇÒÕ��Ù G�G, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÎÁ G ÌÅ×ÙÍÉÉ �ÒÁ×ÙÍÉ ÓÄ×ÉÇÁÍÉ:g 7! g�11 gg2; (g1; g2) 2 G � G:ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ e 2 GÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÇÒÕ��Á diag(G� G) �= G, ÔÏ ÜÔÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÉÚÏÍÏÒÆÎÏ G � G=G, ÇÄÅ G � G � G ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÏ ËÁË �ÏÄÇÒÕ��ÁÜÌÅÍÅÎÔÏ× (g;g).ðÒÉÍÅÞÁÎÉÅ. ïÄÎÏÒÏÄÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ-ÓËÉÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÅÇÏ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á diag(G � G) ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑËÁË �ÏÄÇÒÕ��Á ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ



x 1. çÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å G 163� : (g1; g2) 7! (g2; g1). ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï G ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÉÍÁÎÏ×ÙÍ, ÎÏ ÏÎÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÓÅ×ÄÏÒÉÍÁÎÏ×ÙÍ, Ô. Å. ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ ÎÅÍ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ, ÎÏ ÎÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ. üÔÏÔ ÆÁËÔ ×ÁÖÅÎ, �ÏÓËÏÌØËÕÄÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ É ÇÁÒ-ÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÍÏÖÎÏ ÓÔÒÏÉÔØ × ÂÏÌÅÅ �ÏÌÎÏÍ ÏÂßÅÍÅ, ÞÅÍ ÄÌÑ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ G � G ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ G ÎÅÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ, �ÒÉÞÅÍ ÑÄÒÏÎÅÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ, Ô. Å. �ÏÄÇÒÕ��Á, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙÉÚ G, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (E;E) É �(E;E). ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁ GÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÆÁËÔÏÒ-ÇÒÕ��Á G � G=f�(E;E)g.ëÁË ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ G, ÏÔ×ÌÅËÁÑÓØ ÏÔÇÒÕ��Ï×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ, ËÁË ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å C 4 Ó ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔÁÍÉ (�;�;
;Æ): �Æ � �
 = 1:îÁ G ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ É ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÕ��Á ÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ × C 3 , ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ �Æ � �
, Ô. Å.ÇÒÕ��Á SO(4;C 4). òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÉÚ G � G, ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÆÏÒÍÕ �Æ � �
, É ÍÙ�ÏÌÕÞÁÅÍ ×ÌÏÖÅÎÉÅ G � G=f�(E;E)g × SO(4;C ): éÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÒÁÚ-ÍÅÒÎÏÓÔÉ (ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÇÒÕ�� ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍÄÅÌÅ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ:SL(2;C ) � SL(2;C )=f�(E;E)g �= SO(4;C ):ðÒÉ ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ SO(4;C ) ÎÁ G ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á ÓÏ×�Á-ÄÁÅÔ Ó SO(3;C ) É ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ:SO(3;C ) �= SL(2;C )=f�Eg:1.2. ðÌÏÓËÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁ G. íÙ ÈÏÔÉÍ Ó×ÑÚÁÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÇÒÕ��Ù G � G ÎÁ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÅ G Ó ÅÇÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÙÉÓÓÌÅÄÕÅÍ ÓÅÞÅÎÉÑ G ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ × C 4 ËÁË ÏÒÂÉÔÙ ÔÅÈ ÉÌÉ ÉÎÙÈ�ÏÄÇÒÕ�� ÇÒÕ��Ù G � G.çÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ × C 4 ÕÄÏÂÎÏ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ ×ÉÄÁhg0; gi = 
; g0 = (�0;�0; 
0; Æ0); (1.1)ÇÄÅ h ; i | �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ �Æ � �
.÷ �ÏÄÏÂÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ12(Æ0� � 
0� � �0
 + �0Æ) = 
:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÁÑ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ ÚÁÄÁÅÔÓÑ �ÁÒÏÊ g0 2 C 4 n 0 É
 2 C , Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÂÝÅÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ. îÁ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Å ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÕ��Á G � G: ÜÌÅÍÅÎÔ



164 çì. IV. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å ìÏÒÅÎ�Á(g1; g2) 2 G � G �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ hg0; gi = 
 × ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØhg�11 g0g2; gi = 
.ï�ÉÛÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÏÒÂÉÔÙ ÇÒÕ��Ù G � G × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓ-ËÏÓÔÅÊ. ÷ ÏÂÝÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ, ËÏÇÄÁ hg0; g0i 6= 0, ÍÏÖÎÏ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÔØg0 ÕÓÌÏ×ÉÅÍ hg0; g0i = 1. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ 
ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ (1.1), ÇÄÅ hg0; g0i = 1, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÂÉÔÕ ÇÒÕ��Ù G � G,ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ G. ïÓÔÁ×ÛÅÅÓÑ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÅÊ (ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ hg0; g0i= 0) ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑÎÁ Ä×Å ÏÒÂÉÔÙ ÇÒÕ��Ù G � G | ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÅÊhg0; gi = 0; hg0; g0i = 0; (1.2)ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÍÕ ËÏÎÕÓÕ K: �Æ � �
 = 0, É ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÅÊ hg0; gi = 1; hg0; g0i = 0; (1.3)ÉÍ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÔÏÒÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ËÁË ÏÄ-ÎÏÒÏÄÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÇÒÕ��Ù G � G ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÍÕ ËÏÎÕÓÕ KÓ ×ÙËÏÌÏÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ; ÅÅ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ �ÁÒ(Æz1; Æ�1z2), ÇÄÅ z1, z2 | ÍÁÔÒÉ�Ù ×ÉÄÁ � 1 t0 1 � É Æ | ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑÍÁÔÒÉ�Á. ðÅÒ×ÁÑ ÖÅ ÏÒÂÉÔÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÈÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ K É ÉÍÅÅÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÔÁ�ÉÏ-ÎÁÒÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Õ ×ÓÅÈ �ÁÒ (Æ1z1; Æ2z2).éÔÁË, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÌÏÓËÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁ G ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÒÂÉÔÙ ÇÒÕ��Ù G � G: ÏÄÎÏ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÏÒÂÉÔ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ G, ÏÒÂÉÔÕ, ÉÚÏÍÏÒÆ-ÎÕÀ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÍÕ ËÏÎÕÓÕ K 
 ×ÙËÏÌÏÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ, É ÏÒÂÉÔÕ,ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ËÏÎÕÓÁ K.éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ �ÌÏÓËÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁ G.éÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ �Ï ÏÄÎÏÍÕ�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÀ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÏÒÂÉÔÅ ÇÒÕ��Ù G � G × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å �ÌÏÓËÉÈÓÅÞÅÎÉÊ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ ÎÁ ÏÒÂÉÔÁÈ ÏÂÝÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ×ÏÚØÍÅÍ ÓÅÞÅÎÉÑ G ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÑÍ ×ÉÄÁ:� + Æ = 
: (1.4)åÓÌÉ 
 6= �2, ÔÏ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (1.4) �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ G �Ï Ä×ÕÍÅÒÎÏÍÕÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÕ. ÷ ÏÓÏÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ 
 = �2, ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (1.4)ËÁÓÁÅÔÓÑ G É ÅÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó G ÅÓÔØ ËÏÎÕÓ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ × ÔÏÞËÅ ËÁÓÁÎÉÑ.óÅÞÅÎÉÑ G ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ (1.4) ÉÍÅÀÔ �ÒÏÓÔÏÊ ÇÒÕ��Ï×ÏÊ ÓÍÙÓÌ.éÍÅÎÎÏ, ÔÁË ËÁË �+ Æ = Tr g, g = � � �
 Æ �, ÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ G ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏ-ÓÔØÀ � + Æ = 
 ÅÓÔØ ËÌÁÓÓ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×; × ÓÌÕÞÁÅ 
 6= �2



x 1. çÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å G 165ÜÔÏ ËÌÁÓÓ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÏÂÝÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ, Á �ÒÉ 
 = �2| ËÌÁÓÓ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÖÏÒÄÁÎÏ×Á ÔÉ�Á (×ÅÒÛÉÎÁ ËÏÎÕÓÁ�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÏÔÂÒÏÛÅÎÎÏÊ).÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ ÎÁ Ä×ÕÈ ÏÓÏÂÙÈ ÏÒÂÉÔÁÈ ÇÒÕ��Ù G � GÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÓÅÞÅÎÉÑ G ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ 
 = 0 É 
 = 1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÅÓÔØ �ÉÌÉÎÄÒ, Á ×ÔÏÒÏÅ | �ÁÒÁ-ÂÏÌÏÉÄ. éÔÁË, ÅÓÔØ ÞÅÔÙÒÅ ÔÉ�Á ÓÅÞÅÎÉÊ G ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ × C 4 |ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÙ, ËÏÎÕÓÙ, �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄÙ É �ÉÌÉÎÄÒÙ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÓÅÞÅÎÉÑ�ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ É �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉ�Ï× �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ �ÒÅÄÅÌØÎÙÍ�ÅÒÅÈÏÄÏÍ ÉÚ ÓÅÞÅÎÉÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ É ËÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉ�Ï×.îÁ ËÁÖÄÏÍ �ÌÏÓËÏÍ ÓÅÞÅÎÉÉ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁ G ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÓÔÒÕË-ÔÕÒÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÅÞÅÎÉÑ �ÌÏÓËÏ-ÓÔÑÍÉ � + Æ = 
. ÷ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ �ÏÄÇÒÕ��Ádiag(G � G) �= G (× ÓÌÕÞÁÅ ËÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÁ �ÒÅÄ-�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÏÔÂÒÏÛÅÎÎÏÊ); ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅ ÜÔÉ ÓÅÞÅÎÉÑ, Á ÚÎÁÞÉÔ,É ×ÓÅ ÉÈ ÓÄ×ÉÇÉ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ ÇÒÕ��Ù G.ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÅÞÅÎÉÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉ�Á ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÏÊ�ÏÄÇÒÕ��ÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕ��Á D ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�, Á ÄÌÑ ÓÅÞÅÎÉÊËÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉ�Á | ÇÒÕ��Á �Z, ÇÄÅ Z | �ÏÄÇÒÕ��Á ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÙÈÍÁÔÒÉ� � 1 t0 1 �.�Å�ÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÅÞÅÎÉÑ G ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ 
 = 1 É 
 = 0. îÁ�ÅÒ×ÏÍ ÉÚ ÎÉÈ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ É Ó×ÏÂÏÄÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ �ÏÄÇÒÕ��Á Z � Z;ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ ÎÁÄÅÌÅÎÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ �ÒÏÓÔ-ÒÁÎÓÔ×Á Z � Z=fEg. çÒÕ��Á Z � Z ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ, ÎÏ ÕÖÅ ÎÅ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ,É ÎÁ ×ÔÏÒÏÍ ÓÅÞÅÎÉÉ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔÎÁ ÜÔÏÍ ÓÅÞÅÎÉÉ �ÏÄÇÒÕ��Á U � Z � Z ×ÓÅÈ �ÁÒ (Æz1; Æ�1z2), ÇÄÅ Æ 2 D,z1; z22Z, Á ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÇÒÕ��Á diag(�Z;�Z)�ÁÒ (�z;�z), z 2 Z; ÉÚÏÍÏÒÆÎÁÑ �Z.éÔÁË, ÓÅÞÅÎÉÑ G ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ, ËÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ, �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏÉ �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉ�Á ÎÁÄÅÌÅÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÍÉ ÏÄÎÏ-ÒÏÄÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× G=D, G= � Z, Z � Z=fEg É U=diag(�Z;�Z).1.3. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏÒÉÓÆÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊ-ÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁ G. üÔÉ �ÒÑÍÙÅ ÂÕÄÕÔ ÉÇÒÁÔØ × ÎÁÛÅÊÔÅÏÒÉÉ ÔÕ ÖÅ ÒÏÌØ, ÞÔÏ É ÏÒÉÓÆÅÒÙ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ,É �Ï ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØÉÈ ÏÒÉÓÆÅÒÁÍÉ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÒÉÓÆÅÒÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÍÉÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ×ÓÅÈ �ÌÏÓËÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁ G.îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÏÒÉÓÆÅÒ H ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÕ��Á G � G,�ÒÉÞÅÍ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ (ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÒÉÓÆÅÒ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ g 2 G, É ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ).



166 çì. IV. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å ìÏÒÅÎ�ÁïÒÉÓÆÅÒÙ ÎÁG ÉÍÅÀÔ �ÒÏÓÔÕÀ ÇÒÕ��Ï×ÕÀ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÀ. éÍÅÎÎÏ,ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÏÒÉÓÆÅÒ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÇÒÕ��Á Z � G ÍÁÔÒÉ� ×ÉÄÁ � 1 t0 1 �.ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÏÒÉÓÆÅÒÙ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÅÅ ÓÄ×ÉÇÁÍÉ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÒÉ-ÓÆÅÒ H ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ËÌÁÓÓÏ× ÓÍÅÖÎÏÓÔÉg�11 Zg2. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏH �= (G � G)=V;ÇÄÅ V | �ÏÄÇÒÕ��Á, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÁÑ ÏÒÉÓÆÅÒÕ Z. ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ V Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ �ÁÒÙ (Æz1; Æz2), ÇÄÅ z1; z2 2 Z,Æ 2 D. �ÁË ËÁË ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, dimV = 3, ÔÏ dimH = 3, Ô. Å. �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÏÒÉÓÆÅÒ ÉÍÅÅÔ ÔÕ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ, ÞÔÏ É G.÷×ÅÄÅÍ ÎÁ H ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍÍÎÏÖÅÓÔ×Ï H0 �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÎÕÓÁK: �Æ � �
 = 0. îÁ K ÅÓÔØ Ä×Á ÏÄÎÏ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÄ×ÕÍÅÒÎÙÈ �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ | ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ�1� + �2
 = 0;�1� + �2Æ = 0 (1.5)É ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ �1Æ � �2
 = 0;��1� + �2� = 0: (1.6)÷ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ, ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ �g = 0 É ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÌÏÓËÏ-ÓÔÅÊ g�? = 0; ÇÄÅ �? = � �2��1 �:ìÀÂÁÑ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ ËÏÎÕÓÁ K �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÁË �Å-ÒÅÓÅÞÅÎÉÅ �ÁÒÙ �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ (1.5), (1.6) É ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ �ÁÒÏÊ×ÅËÔÏÒÏ× �;�2C 2 n0, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ËÁÖÄÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ;ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ ÞÅÒÅÚ l(�;�).íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏÒÉÓÆÅÒH ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÄH0,ÇÄÅ ÓÌÏÊ ÎÁÄ l(�;�) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÏÒÉÓÆÅÒ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ l(�;�).ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÏÒÉÓÆÅÒÁ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ l(�;�), ÚÁÄÁÅÔÓÑ × C 4ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ: �01� + �02
= �01;�01� + �02Æ = �02;�01Æ � �02
= �01;��01� + �02�= �02; (1.7)



x 1. çÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å G 167ÇÄÅ �0; �0 2 C 2 n 0 | ×ÅËÔÏÒÙ, �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ �;� ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÅÒ×ÙÅ Ä×Á É �ÏÓÌÅÄÎÉÅ Ä×Á ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÓÉÓÔÅÍÙ (1.7). îÁ G ÉÈ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ �0g=�0; �0g�1=�0; ÚÎÁ-ÞÉÔ, ÎÁ G ÜÔÉ Ä×Å ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ (1.7) ÚÁÄÁÅÔ �ÒÑÍÕÀ × C 4 É ÜÔÁ �ÒÑÍÁÑ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ G.ïÞÅ×ÉÄÎÏ ÄÁÌÅÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ �ÒÑÍÁÑ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ l(�;�).úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÒÉÓÆÅÒÙ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ �ÒÑÍÏÊ l(�;�), Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÑÍÏÌÉ-ÎÅÊÎÙÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ �ÉÌÉÎÄÒÁ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ × ÓÅÞÅÎÉÉ G ÇÉ-�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØÀ, ËÁÓÁÀÝÅÊÓÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ K ×ÄÏÌØ �ÒÑÍÏÊl(�;�). õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ:�2(�1� + �2
) � �1(�1� + �2Æ) = 0; (1.8)ÉÌÉ, × ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ, �g�? = 0.éÔÁË, ÌÀÂÁÑ ÏÒÉÓÆÅÒÁ ÎÁ G ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ�g = �, Ô. Å. �1� + �2
 = �1;�1� + �2Æ = �2;ÇÄÅ �;� 2 C 2 n 0, ÉÌÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÊ ÅÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ �g�1 = �, Ô. Å.�1Æ � �2
 = �1;��1� + �2� = �2:ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÕ ÏÒÉÓÆÅÒÕ ÞÅÒÅÚ h(�;�) É �ÒÉÍÅÍ �;� × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÁÒÁÍÅ-ÔÒÏ× ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÏÒÉÓÆÅÒ H. �ÁË ËÁË, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, h(��;��) = h(�;�)ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � 6= 0, ÔÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �;� ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔÁÍÉ ÎÁ H.÷ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ �;� ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (g1; g2) 2 G � GÎÁ H ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÁË: h(�;�) 7! h(�g1; �g2):ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÒÉÓÆÅÒÁ Z ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ �0 == �0 = (0;1); ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÌÀÂÁÑ ÏÒÉÓÆÅÒÁ g�11 Zg2 ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ � = �0g1, � = �0g2.éÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ×ÁÖÎÏ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ, ÞÔÏ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÏÒÉ-ÓÆÅÒH, ËÒÏÍÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��ÙG�G, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��Ù C� ;ËÁÖÄÏÍÕ � 2 C� ÏÔ×ÅÞÁÅÔ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅh(�;�) 7! h(�;��);ËÏÔÏÒÏÅ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ËÁÖÄÕÀ ÏÒÉÓÆÅÒÕ × ÏÒÉÓÆÅÒÕ, ÅÊ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÕÀ.îÁÚÏ×ÅÍ ÜÔÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÌÅ×ÏÇÏ ÓÄ×ÉÇÁ ÎÁ H.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕ��Ù G � G.



168 çì. IV. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å ìÏÒÅÎ�Áï�ÉÛÅÍ ÔÅ�ÅÒØ × ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ �;� ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÒÑÍÏÌÉ-ÎÅÊÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ (ÏÒÉÓÆÅÒ) ÎÁ �ÌÏÓËÉÈ ÓÅÞÅÎÉÑÈ � ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁ G.÷ ÓÉÌÕ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ, ÌÀÂÏÅ �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ G Ó ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ ×ÉÄÁ (1.8) É ÏÒÉÓÆÅÒÙ ÎÁ � ÓÕÔØh(�;��), ÇÄÅ � �ÒÏÂÅÇÁÅÔ C� .òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÌÏÓËÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ � ÄÒÕÇÉÈ ÔÉ�Ï×. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏÉÚ ÎÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÅËÕÝÅÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ×ÉÄÕ2hg0; gi = 1 + hg0; g0i: (1.9)óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÁË ËÁË hg;gi = 1 ÎÁ G, ÓÁÍÏ ÓÅÞÅÎÉÅ � ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ GÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ hg � g0; g � g0i = 0;Ô. Å. (� � �0)(Æ � Æ0) � (� � �0)(
 � 
0) = 0: (1.10)üÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÕÓÏÍ, �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄÏÍ ÉÌÉ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÏÍ, ÅÓÌÉÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ detg0 = 1, detg0 = 0, ÉÌÉ detg0 6= 0;1.éÚ (1.10) ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÈÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ (ÏÒÉÓÆÅÒ) ÎÁ �: ÏÒÉÓÆÅÒÙ ÏÄÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÚÁÄÁÀÔÓÑÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ: �1(� � �0) + �2(
 � 
0) = 0;�1(� � �0) + �2(Æ � Æ0) = 0;Ô. Å. �g = �g0; ÏÒÉÓÆÅÒÙ ÄÒÕÇÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á | ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ�1(Æ � Æ0) � �2(
 � 
0) = 0;��1(� � �0) + �2(� � �0) = 0;Ô. Å. �g�1 = � bg0, ÇÄÅ bg0 = � Æ0 ��0�
0 �0 �. éÔÁË, ÄÏËÁÚÁÎÏðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.1. óÅÍÅÊÓÔ×Á ÏÒÉÓÆÅÒ, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÓÅÞÅÎÉÉ ÇÉ�ÅÒÂÏ-ÌÏÉÄÁ G ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØÀ (1.10), ÓÕÔØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÏÒÉÓÆÅÒ h(�; �g0) ÉÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÏÒÉÓÆÅÒ h(� bg0; �), ÇÄÅ bg0 = � Æ0 ��0�
0 �0 �, Á �;� �ÒÏÂÅÇÁÀÔC 2 n 0.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. 1 ðÒÉ ÌÀÂÙÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ g0 2 G É � 6= 0 ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÏÒÉÓÆÅÒ, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÓÅÞÅÎÉÉ G ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØÀ2�hg0; gi = 1 + �2;ÓÕÔØ ÏÒÉÓÆÅÒÙ h(�;��g0) É h(�;��1�g0), ÇÄÅ � �ÒÏÂÅÇÁÅÔ C 2 n 0.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. 2 óÅÍÅÊÓÔ×Ï ÏÒÉÓÆÅÒ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ g0 2 G ÓÕÔØ ÏÒÉÓÆÅÒÙ h(�; �g0), ÇÄÅ � �ÒÏÂÅÇÁÅÔC 2 n 0.



x 1. çÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å G 1691.4. ÷ÌÏÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÏÒÉÓÆÅÒ H × �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓ-Ô×Ï. óÏ�ÏÓÔÁ×É× ËÁÖÄÏÊ ÏÒÉÓÆÅÒÅ h(�;�) ÔÏÞËÕ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔ-ÒÁÎÓÔ×Á CP3 Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (�1; �2; �1; �2), ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ×ÌÏÖÅÎÉÅ H ,! CP3:ïÂÒÁÚ H �ÒÉ ÜÔÏÍ ×ÌÏÖÅÎÉÉ ÅÓÔØ ×ÓÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï CP3, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏÕÄÁÌÅÎÁ �ÁÒÁ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÒÑÍÙÈ | �ÒÑÍÁÑ � = 0 É �ÒÑÍÁÑ� = 0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, CP3 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ËÏÍ�ÁËÔÉÆÉËÁ�ÉÅÊÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÏÒÉÓÆÅÒ H.âÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ H ÉÍÅÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÒÏÓÔÏÊÓÍÙÓÌ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÁ G ÅÓÔØ Ä×ÕÍÅÒÎÙÊÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ Ä×ÕÍÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÍÉ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕ-ÀÝÉÈ. üÔÉÍ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏÔÏÞËÉ �ÒÑÍÙÈ � = 0 É � = 0 × CP3, Ô. Å. ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉÎÁ H.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. õËÁÖÅÍ, ËÁË ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÜÔÁ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ, ÅÓÌÉ ÏÔ ÇÒÕ��ÙG = SL(2;C ) �ÅÒÅÊÔÉ Ë ÅÅ ÆÁËÔÏÒ-ÇÒÕ��Å �Ï �ÅÎÔÒÕ PSL(2;C ) == G=f�Eg, Ô. Å. ÓÞÉÔÁÔØ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÎÙÍÉ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�Ï-ÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁ �Æ � �
 = 1. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ eG = G=f�EgÍÏÖÎÏ ×ÌÏÖÉÔØ × �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï CP3, �ÏÓÔÁ×É× × ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÉÅ ËÁÖÄÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å � � �
 Æ � ÔÏÞËÕ ÉÚ CP3 Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (�;�;
;Æ). ïÂÒÁÚÏÍ eG �ÒÉ ÜÔÏÍ ×ÌÏÖÅÎÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ×ÓÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï CP3, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ Ë×ÁÄÒÉËÉ �:�Æ��
=0, ÔÏÞËÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÎÏ ÔÒÁËÔÏ×ÁÔØ ËÁË ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÅÔÏÞËÉ ÎÁ eG. ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÏÒÉÓÆÅÒÙ ÎÁ eG �ÅÒÅÈÏÄÑÔ �ÒÉ ÜÔÏÍ×ÌÏÖÅÎÉÉ ×Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ × CP3, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ Ë×ÁÄÒÉËÉ �.õÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÜÔÉÈ �ÒÑÍÙÈ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÅ:�1� + �2
�1 = �1� + �2Æ�2 = �1Æ � �2
�1 = ��1� + �2��2 ; (1.11)ÇÄÅ � 6= 0, � 6= 0 (ÒÁÎÇ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÁ×ÅÎ 2).ëÏÍ�ÁËÔÉÆÉËÁ�ÉÑ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ �ÒÑÍÙÈ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÉÓÏ-ÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ×ÓÅÈ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ Ë×ÁÄÒÉËÉ �; �ÏÓÌÅÄÎÉÅÚÁÄÁÀÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ (1.11), ÇÄÅ ÌÉÂÏ � = 0, ÌÉÂÏ � = 0 (Ä×Á ÓÅÍÅÊ-ÓÔ×Á ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ). ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ CP3: ËÁÖÄÏÊ �ÒÑÍÏÊ (1.11) ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑÔÏÞËÁ × CP3 Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (�1; �2; �1; �2).1.5. ëÏÍ�ÌÅËÓ �ÒÑÍÙÈ × C 3 , ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ Ó ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍÏÒÉÓÆÅÒ. õÄÏÂÎÏ �ÅÒÅÊÔÉ ÏÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ �ÒÑÍÙÈ (ÏÒÉÓÆÅÒ) ÎÁ ÇÉ-�ÅÒÂÏÌÏÉÄÅ G Ë ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ �ÒÑÍÙÈ × C 3 . äÌÑ ÜÔÏÇÏ Ó�ÒÏÅËÔÉÒÕÅÍ



170 çì. IV. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å ìÏÒÅÎ�ÁÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄ �Æ � �
 = 1 ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C 3 Ó ËÏÏÒ-ÄÉÎÁÔÁÍÉ (�;�;Æ). ïÂÒÁÚÏÍ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁ ÂÕÄÅÔ ×ÓÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C 3 ,ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÏÞÅË (�;0; Æ), ÇÄÅ �Æ 6= 1.ðÒÉ �ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁ G ÎÁ C 3 ÅÇÏ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÅÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ, ÎÅ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ � = 0, �ÅÒÅÈÏÄÑÔ ×�ÒÑÍÙÅ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÕ � = 0, �Æ = 1 É ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ ×�ÌÏÓËÏÓÔÉ � = 0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÌÉ Ó ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍÏÒÉÓÆÅÒ ÎÁ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÅ G ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ K �ÒÑÍÙÈ × C 3 .÷ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ �ÒÑÍÙÈ× C 3 ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ËÏÍ�ÌÅËÓÁÍÉ �ÒÑÍÙÈ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÁÄ ÔÏÞËÏÊ (�;�;Æ) 2 C 3 �ÒÉ � 6= 0 ÌÅÖÉÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÄÎÁÔÏÞËÁ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁ, Á �ÒÉ �=0, �Æ=1| �ÅÌÁÑ �ÒÑÍÁÑ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ×ËÌÅÉ×ÁÎÉÅÍ Ó �ÏÍÏÝØÀ �-�ÒÏ�ÅÓÓÁ �ÒÑÍÙÈ×ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÅË ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ � = 0, �Æ = 1. ðÒÑÍÙÅ ÎÁÛÅÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ ÜÔÏÔÅ �ÒÑÍÙÅ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÄÎÉÍÁÀÔÓÑ ÎÁ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÜÔÏÇÏ�-�ÒÏ�ÅÓÓÁ.1.6. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄÏ×. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄÙ× G, Ô.Å. Ä×ÕÍÅÒÎÙÅ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, ×ÙÓÅËÁÅÍÙÅ × G ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÍÉ ÇÉ�ÅÒ-�ÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ × C 4 ; ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÉÍÉ ÞÅÒÅÚ 0:hg0; gi = p; g 2 G;ÇÄÅ g0 | ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ ÔÏÞËÁ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÎÕÓÁhg0; g0i � det(g0) = 0;a p 6= 0 | ÌÀÂÏÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ.÷×ÅÄÅÍ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Hp ×ÓÅÈ �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄÏ× ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÁÎÁ-ÌÏÇÉÞÎÙÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÏÒÉÓÆÅÒ H. ðÏ-ÌÏÖÉÍ �? = � �2��1 � ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ 2-×ÅËÔÏÒÁ � = (�1; �2); ÔÁË ÞÔÏ��? = ���? = �1�2 � �2�1 | ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁC 2 : ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÕ��Ù G; Ô. Å.(�g)(�g)? = ��? ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g 2 G.ðÏÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÅ ×ÅËÔÏÒÏ× �; � 2 C 2 n 0 É ÞÉÓÌÕp 6= 0 ÉÚÏÔÒÏ�ÎÕÀ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ × 4-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÁÔÒÉ� g,ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ �g�? = p; p 6= 0; (1.12)ÉÌÉ, × �ÏÄÒÏÂÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ(�1� + �2
)�2 � (�1� + �2Æ)�1 = p; (1.13)



x 1. çÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å G 171ÇÄÅ �=(�1; �2); �=(�1; �2). ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ Ë ×ÉÄÕ (1.12) �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÈ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ 0, ÉÔÏÌØËÏ ÏÎÉ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄ × G, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (1.12), ÞÅÒÅÚeh(�; �;p). ïÞÅ×ÉÄÎÏ,eh(��; ��; ��p) = eh(�; �;p); ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÉÓÅÌ �;� 6= 0: (1.14)úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ (1.13) ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ p = 1 É�ÉÓÁÔØ eh(�; �) ×ÍÅÓÔÏ eh(�; �;1): �ÏÇÄÁ eh(��;��1�) = eh(�; �) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ� 6= 0: ïÄÎÁËÏ ÎÁÍ ÕÄÏÂÎÅÅ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÄÅÌÁÔØ.÷ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ �; �;p ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (g1; g2) 2 G � G ÎÁ HpÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÁË: eh(�; �; p) 7! eh(�g1; �g2; p):îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄ ZsZ, ÇÄÅ s = � 0 �11 0 �, ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ�0 = �0 = (0;1), p0 = 1: óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄ g�11 Z sZ g2 ÉÍÅÅÔËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (�0g1; �0g2;1):éÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ×ÁÖÎÏ, ÞÔÏ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄÏ× Hp, ËÁËÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÏÒÉÓÆÅÒ H, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��Ù C� , �ÅÒÅ-ÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÅ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕ��Ù G � G: ËÁÖÄÏÍÕ � 2 C� ÏÔ×ÅÞÁÅÔ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ eh(�; �;p) 7! eh(�; �;�p);ËÏÔÏÒÏÅ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ËÁÖÄÏÅ �ÌÏÓËÏÅ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ × ÓÅÞÅÎÉÅÅÍÕ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÅ.îÁ ËÁÖÄÏÍ �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄÅ eh(�; �;p) ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Á ÏÄÎÏ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅ-ÓËÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÏÒÉÓÆÅÒ | ÏÒÉÓÆÅÒÙ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ�ÌÏÓËÏÓÔÑÍ �g = 0 É g�? = 0, ÌÅÖÁÝÉÍ ÎÁ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÍ ËÏÎÕÓÅ× C 4 :ï�ÉÛÅÍ ÜÔÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ × ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÎÁÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÏÒÉÓÆÅÒ H: ðÅÒ×ÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÒÉÓÆÅÒ h(�;�);ÇÄÅ � ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ��? = p: ÷ÔÏÒÏÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÒÉÓÆÅÒh(�;�); ÇÄÅ � ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ��? = p:÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÒÉÓÆÅÒÁ h(�;�) ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉ� g 2 G;ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ �g= �; É ÕÓÌÏ×ÉÅ, ÞÔÏ ÏÎÁ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ�ÁÒÁÂÏÌÏÉÄÕ eh(�; �;p); ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ��?=p: ïÒÉÓÆÅÒÁ h(�;�)ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉ� g 2 G; ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ �g = �,ÉÌÉ, ÞÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ, ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ �? = g �?. ðÏÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÅ,ÞÔÏ ÏÎÁ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄÕ eh(�; �;p); ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ��? = p:



172 çì. IV. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å ìÏÒÅÎ�ÁïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄÁ �ÒÏÈÏÄÉÔ × ÔÏÞÎÏ-ÓÔÉ ÏÄÎÁ ÏÒÉÓÆÅÒÁ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔ×.ïÂÒÁÔÎÏ, ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÏÒÉÓÆÅÒÕ h(�;�) �ÒÏÈÏÄÑÔ Ä×Á ÏÄÎÏ�ÁÒÁÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄÏ×| ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄÏ× eh(�; �;1),ÇÄÅ ��? = 1, É ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄÏ× eh(�;�;1), ÇÄÅ ��? = 1:ïÂÓÕÄÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÁÎÁÌÏÇÉÀ ÍÅÖÄÕ �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄÁÍÉ É ÏÒÉÓÆÅÒÁÍÉ.ðÏÄÏÂÎÏ ÏÒÉÓÆÅÒÁÍ, ËÁÖÄÙÊ �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÒÂÉÔÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÙZ � Z ÇÒÕ��Ù G � G ÉÌÉ �ÏÄÇÒÕ��Ù ÅÊ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÊ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÌÀÂÁÑÏÒÂÉÔÁ × G �ÏÄÇÒÕ��Ù Z �Z ÉÌÉ �ÏÄÇÒÕ��Ù ÅÊ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÊ ÅÓÔØ ÌÉÂÏÏÒÉÓÆÅÒÁ, ÌÉÂÏ �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ L�G| �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑÏÒÂÉÔÁ �ÏÄÇÒÕ��Ù Z � Z; Ô. Å. ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉ� ×ÉÄÁ z1g0 z2; ÇÄÅg0 = � �0 �0
0 Æ0 � | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù G,Á z1 É z2 �ÒÏÂÅÇÁÀÔ �ÏÄÇÒÕ��Õ Z: ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÅÓÌÉ 
0 = 0; ÔÏ L Ñ×ÌÑÅÔÓÑÏÒÉÓÆÅÒÏÊ. åÓÌÉ ÖÅ 
0 6=0; ÔÏ L ÅÓÔØ ÓÅÞÅÎÉÅ G ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØÀ 
=
0;Ô. Å. �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄ.éÔÁË, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏÒÂÉÔ �ÏÄÇÒÕ��Ù Z � Z × G � G É �ÏÄÇÒÕ��ÅÊ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÇÒÕ��Ù G� G | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÒÉÓÆÅÒ H É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �ÁÒÁÂÏÌÏÉ-ÄÏ× Hp:óÒÁ×ÎÉÍ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏÒÉÓÆÅÒ H É ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ�ÁÒÁÂÏÌÏÉÄÏ× Hp: ïÂÁ ÏÎÉ ÎÁÄÅÌÅÎÙ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÍÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊH ! H
; Hp ! H
ÓÏ ÓÌÏÅÍ C� ÎÁÄ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ H
 �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ. éÍÅÎÎÏ,ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ H ! H
 ÏÔÎÏÓÉÔ ËÁÖÄÏÊ ÏÒÉÓÆÅÒÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚÎÅÅ �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÕÀ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ; ËÁÖÄÙÊ ÓÌÏÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÏÒÉÓÆÅÒ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Hp ! H
 ÏÔÎÏÓÉÔËÁÖÄÏÍÕ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÍÕ ÓÅÞÅÎÉÀ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÅ ÅÍÕ �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÏÅÓÅÞÅÎÉÅ; ËÁÖÄÙÊ ÓÌÏÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ�ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ. ÷ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÆÏÒÍÅ: ËÁÖÄÏÊ ÏÒÉÓÆÅÒÅh(�;�) É ËÁÖÄÏÍÕ �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄÕ eh(�;�;p) ÓÔÁ×ÉÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ �É-ÌÉÎÄÒ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ �g�? = 0:çÒÕ��Á G � G �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÌÏÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, ÁÇÒÕ��Á C� ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ × ÓÌÏÑÈ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ H É Hp, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ËÁË ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á ÇÒÕ��Ù G � G; ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÉÈ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÙÍÉ�ÏÄÇÒÕ��ÁÍÉ × G�G Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÇÒÕ��Á V �ÁÒ (Æz1; Æz2)É ÇÒÕ��Á U �ÁÒ (Æ�1z1; Æz2), ÇÄÅ Æ 2 D É z1; z2 2 Z: üÔÉ �ÏÄÇÒÕ��Ù ÎÅÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ × G � G É ÄÁÖÅ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï H
 �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ CP1 � CP1 Ä×ÕÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ



x 2. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å G = SL(2;C ) 173�ÒÑÍÙÈ, Á ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ H É Hp ÎÁÄ H
 ÓÏ ÓÌÏÅÍ C n 0 ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Ó ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÍÉ O(�1;+1) É O(�1;�1):x 2. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å G = SL(2;C )2.1. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ HÏÒÉÓÆÅÒ É ËÏÍ�ÌÅËÓÏÍ �ÒÑÍÙÈ K. ó×ÑÖÅÍ Ó ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÏÒÉ-ÓÆÅÒ H ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÏÔÎÏÓÑÝÅÅ ÆÉÎÉÔÎÙÍ C1-ÆÕÎË�ÉÑÍ ÎÁ G ÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ �Ï ÏÒÉÓÆÅÒÁÍ.ëÁÖÄÁÑ ÏÒÉÓÆÅÒÁ h(�;�) ÅÓÔØ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ËÌÁÓÓ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉg�11 Zg2, ÇÄÅ Z | �ÏÄÇÒÕ��Á ÍÁÔÒÉ� � 1 t0 1 �, Á g1; g2 2 G | �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ�0g1 = �; �0g2 = �; ÇÄÅ �0 = (0;1): (2.1)ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ �Ï ÏÒÉÓÆÅÒÅ h(�;�) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×ÏÍ: Rf(�;�) = i2 Z f(g�11 zg2)dtdt; z = � 1 t0 1 � ; (2.2)ÇÄÅ g1; g2 2 G | ÌÀÂÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ (2.1).îÁÚÏ×ÅÍ Rf(�;�) ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÆÕÎË�ÉÉ f .æÏÒÍÕÌÕ (2.2) ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ÔÁË:Rf(�;�) = ZG f(g)Æ(�g � �)d�(g); (2.3)ÇÄÅ Æ( : ) | ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ C2 , Á d�(g) | ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁÇÒÕ��Å G; ÜÔÁ ÍÅÒÁ ÉÍÅÅÔ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ �;�;Æ ÎÁ G ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ:d�(g) = � i2�3 j�j�2d�d�d� d� dÆdÆ:òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× (2.2) É (2.3) ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏÊ �ÒÏ×ÅÒËÏÊ.éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ Rf(�;�) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ-×ÉÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ:Rf(��;��) = j�j�4Rf(�;�) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � 6= 0: (2.4)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Rf(�;�) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÏÒÉÓÆÅÒÙ h(�;�), ÎÏ ÉÏÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �;�, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÜÔÁ ÏÒÉÓÆÅÒÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ; ÍÙ



174 çì. IV. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å ìÏÒÅÎ�ÁÍÏÖÅÍ ÔÒÁËÔÏ×ÁÔØRf ËÁË ÓÅÞÅÎÉÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÎÁÄ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÏÒÉÓÆÅÒ H.éÚ (2.2) ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒR �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÅÎ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍÇÒÕ��Ù G� G, Ô. Å. ÅÓÌÉ f1(g) = f(g�11 gg2), ÔÏ Rf1(�;�) = Rf(�g1; �g2).íÏÖÎÏ, ××ÅÄÑ ÎÁ H ÁÆÆÉÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÒÉÓÆÅÒÉ-ÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÎÅ ËÁË ÓÅÞÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÄ H,Á ËÁË ÆÕÎË�ÉÀ ÎÁ H Ó ÞÉÓÌÏ×ÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ. õÄÏÂÎÏ ××ÅÓÔÉ ÎÁ HÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ:x1 = �1�2 ; x2 = �1�2 ; � = �2�2 : (2.5)÷ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÌÀÂÁÑ ÏÒÉÓÆÅÒÁ h(�;�), ÇÄÅ �2 6= 0, �2 6= 0, ÚÁÄÁÅÔÓÑÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ � = x2� + ��1; Æ = �x1� + �:úÁÍÅÞÁÎÉÅ. õÓÌÏ×ÉÅ �2 6= 0, �2 6= 0 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏÒÉÓÆÅÒÁh(�;�) ÎÅ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ � = 0 × C 4 .ðÒÉÎÑ× �;�;Æ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ G, ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(g) = f(�;�;Æ) ÅÅ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ:R0 f(x1;x2;�) = i2 Z f(x2� + ��1;�;�x1� + �)d� d�: (2.6)çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ �ÅÒÅÈÏÄ ÏÔ R Ë R0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÍÅÓÔÏ ÉÎÔÅ-ÇÒÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÇÏ Ó ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÏÒÉÓÆÅÒ H,ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÅ Ó ÁÓÓÏ�É-ÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ Ó H ËÏÍ�ÌÅËÓÏÍ �ÒÑÍÙÈ × C 3 , Ô. Å. �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÏÔÎÏ-ÓÑÝÅÅ ÆÕÎË�ÉÑÍ ÎÁ C 3 ÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ �Ï �ÒÑÍÙÍ × C 3 , �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÇÉ�ÅÒÂÏÌÕ � = 0, �Æ = 1.õÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ Rf É R0f . ÷ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å(2.2) ÍÏÖÎÏ �ÒÉÎÑÔØ g1 = � ��12 0�1 �2 �, g2 = � ��12 0�1 �2 �; ÔÏÇÄÁ ÉÚÒÁ×ÅÎÓÔ×Á g = g�11 zg2, ÇÄÅ g = � � �
 Æ �, z = � 1 t0 1 �, ÓÌÅÄÕÅÔ:� = �1�2t + �2�2 ; � = �2�2t; Æ = ��1�2t + �2�2 :÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (2.2) ÄÌÑ Rf �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ×ÉÄÕ: Rf(�;�) = j�2�2j�2 i2 Z f(x2� + ��1;�;�x1� + �)d� d�; (2.7)



x 2. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å G = SL(2;C ) 175ÇÄÅ x1;x2;� Ó×ÑÚÁÎÙ Ó �;� ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ (2.5). óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÓ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ (2.6) ÄÌÑR0 f , �ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕRfÉ R0f : Rf(�;�) = j�2�2j�2R0 f��1�2 ; �1�2 ; �2�2� ; (2.8)R0 f(x1;x2;�) = j�j2Rf(x1;1;�x2;�): (2.9)2.2. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÄÌÑ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.æÕÎË�ÉÉ ' = Rf ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ ÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÉ, ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÁËÏ×Á. ðÕÓÔØ � | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁ G ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØÀ × C 4 . �ÁË ËÁË � | Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ, ÔÏ × ÏÂÝÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ ÎÁ � ÉÍÅÅÔÓÑ Ä×Á ÓÅÍÅÊÓÔ×Á�ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ (ÏÒÉÓÆÅÒ). óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÓÏ-ÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÆÕÎË�ÉÉ ' = Rf �Ï ÜÔÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÍÏÒÉÓÆÅÒ (×ÚÑÔÙÅ �Ï �ÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÍÅÒÅ) ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÁ ÏÎÉÒÁ×ÎÙ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f �Ï �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ �. úÁ�ÉÛÅÍ ÜÔÉÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ × Ñ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÅ.æÉËÓÉÒÕÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ g0 2 G É � 2 C n 0 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×ÁÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÏÒÉÓÆÅÒ h(�;��g0) É h(��g�10 ; �). ÷ �. 1.3 ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏÜÔÉ ÏÒÉÓÆÅÒÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ� � G, ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ × ÓÅÞÅÎÉÉ G ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØÀ2�hg0; gi = 1 + �2:üÔÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÅÓÔØ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄ �ÒÉ � 6= �1 É ËÏÎÕÓ �ÒÉ � = �1.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.1. äÌÑ ÌÀÂÙÈ g0 2 G É � 2 C n 0 ÆÕÎË�ÉÑ ' = RfÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ:Z
� '(�;��g0)!(�)!(�) = Z
� '(��g�10 ; �)!(�)!(�): (2.10)úÄÅÓØ !(�) = �1d�2 � �2d�1, Á 
� , 
� | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ×C 2 n 0, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ �ÏÞÔÉ ËÁÖÄÕÀ �ÒÑÍÕÀ, �ÒÏÈÏÄÑ-ÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ 0; ××ÉÄÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ (2.4) ÄÌÑ ' ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ
� , 
� ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ × ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×(2.10) ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (2.3) ÆÕÎË�ÉÉ Rf ÞÅÒÅÚ ÆÕÎË�ÉÀ f . üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÏÂÁ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ Ë ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅÉÎÔÅÇÒÁÌÕZG f(g)Æ(�2�hg0; gi + 1 + �2)d�(g) = ZG f(g)Æ(hg � �g0; g � �g0i)d�(g):



176 çì. IV. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å ìÏÒÅÎ�ÁïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (2.10) ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ � 6= �1,Ô. Å. ËÏÇÄÁ ÓÅÞÅÎÉÅ � ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÕÓÏÍ.ðÒÉÍÅÞÁÎÉÅ. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ (2.10) ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÉÔØ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÅ:Z
� '(�; �g0)!(�)!(�) = Z
� '(� bg0; �)!(�)!(�);ÇÄÅ g0 = � �0 �0
0 Æ0 � | ÌÀÂÁÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á É bg0 == � Æ0 ��0�
0 �0 �. ÷ ÔÁËÏÍ ×ÉÄÅ ÏÎÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÍ É ÄÌÑ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� g0 6= 0. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊÍÁÔÒÉ�Ù g0 ÏÒÉÓÆÅÒÙ h(�; �g0) É h(� eg0; �) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÍÉÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄÁ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ × ÓÅÞÅÎÉÉ G ÇÉ�ÅÒ-�ÌÏÓËÏÓÔØÀ 2hg0; gi = 1.2.3. æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ R0,Ó×ÑÚÁÎÎÏÇÏ Ó ËÏÍ�ÌÅËÓÏÍ �ÒÑÍÙÈ × C 3 . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ R0, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (2.6); ÏÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔ ËÁÖÄÏÊÆÉÎÉÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(�;�;Æ) ÎÁ C 3 ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ �Ï �ÒÑÍÙÍ × C 3 ,�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÕ � = 0, �Æ = 1. íÙ ÈÏÔÉÍ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ f �ÏÆÕÎË�ÉÉ ' = R0f . îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ × ÇÌÁ×Å II ÒÅÛÁÌÁÓØ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÁÑÚÁÄÁÞÁ: ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀ ÎÁ C 3 ÞÅÒÅÚ ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ �Ï �ÒÑÍÙÍ,�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ËÒÉ×ÕÀ× � � C 3 : ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉÇÌÁ×Ù II. íÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÚÄÅÓØ, ÏÄÎÁËÏ, ÄÒÕÇÏÅ, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ ÏÔ ÇÌÁ×Ù II,ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ. éÚÌÏÖÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ �ÒÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍ�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ f = 0, ËÏÇÄÁ � ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÅÄ-�ÏÌÏÖÅÎÉÉ ×ÓÅ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍÉ. ÷ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÏÓ×ÏÂÏÄÉÍÓÑ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÄÏ�ÕÝÅÎÉÑ.óÎÁÞÁÌÁ �ÅÒÅÊÄÅÍ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ '(x1;x2;�) Ë ÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀæÕÒØÅ �Ï x1, x2:e'(�1; �2;�) = (2�)�2� i2�2Z '(x1;x2;�)eiRe(�1x1+�2x2) dx1dx1dx2dx2:



x 2. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å G = SL(2;C ) 177îÁÊÄÅÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ e' ÞÅÒÅÚ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f . éÍÅÅÍ:e'(�1; �2;�) = (2�)�2� i2�3 � (2.11)�Z f(x2t + ��1; t;�x1t + �)eiRe(�1x1+�2x2) dtdtdx1dx1dx2dx2 == (2�)�2� i2�3 Z f(�;�;Æ)eiRe���Æ� �1+����1� �2�j�j�4d�d�d� d� dÆdÆ:ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �, �, Æ ÎÁ C 3 Ë ÎÏ×ÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍp1 = � Æ� ; p2 = �� ; p3 = 1�É �ÏÌÏÖÉÍ f(�;�;Æ) = jp3j4f1(p1; p2; p3):�ÏÇÄÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2.3) �ÒÉÍÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ:e'(�1; �2;�) = (2�)�2� i2�3 �� Z f1(p1; p2; p3)eiRe(p1�1+p2�2+p3(��1���1�2)) dp1dp1dp2dp2dp3dp3:÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÅÎÏ �ÒÏÓÔÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ e' É �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÅÍ æÕÒØÅ F ÆÕÎË�ÉÉ f1,F (�1; �2; �3) = (2�)�3� i2�3 �� Z f(p1; p2; p3)eiRe(p1�1+p2�2+p3�3)dp1dp1dp2dp2dp3dp3;ÉÍÅÎÎÏ, e'(�1; �2;�) = 2�F (�1; �2;��1 � ��1�2): (2.12)éÓËÏÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (2.12). äÌÑ ÜÔÏÇÏÎÕÖÎÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕ-ÒØÅ ÆÕÎË�ÉÉ f1:j�j4f(�;�;Æ) = f1(p1; p2; p3) == (2�)�3� i2�3Z F (�1; �2; �3)e�iRe(�1p1+�2p2+�3p3)d�1d�1d�2d�2d�3d�3:



178 çì. IV. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å ìÏÒÅÎ�ÁóÄÅÌÁ× ÚÄÅÓØ ÚÁÍÅÎÕ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ �3=��1���1�2, �ÏÌÕÞÁÅÍ × ÓÉÌÕ (2.12):f(�;�;Æ) = 12(2�)�4� i2�3 j�j�4 ��Z e'(�1; �2;�)j�1+��2�2j2e�iRe(��1 Æ�+�2 ��+(��1���1�2) 1� )d�1d�1d�2d�2d�d�== 12(2�)�2 i2 j�j�4Z LL'�� � Æ� ; � � ��1� ;�� d�d�; (2.13)ÇÄÅ L = ��x1 + ��2 ��x2 , L = ��x1 + ��2 ��x2 .ïÓÔÁÌÏÓØ Õ�ÒÏÓÔÉÔØ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ. �ÁË ËÁË ��1L + ��� É��1L + ��� ÓÕÔØ �ÏÌÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ '���Æ� ; ����1� ;�� �Ï �É �, ÔÏ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å (2.13) ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ��1L É ��1L ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏÎÁ � ��� É � ��� . ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÍ:f(�;�;Æ) = 18�3 i2 j�j�2Z '00�;��� � Æ� ; � � ��1� ;�� d�d�:éÓËÏÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÔÓÀÄÁ ÚÁÍÅÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊx = ��Æ� . óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.�ÅÏÒÅÍÁ 2.1. ðÕÓÔØ f(�;�;
) | ÆÉÎÉÔÎÁÑ C1 ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ C 3 , ÒÁ×ÎÁÑÎÕÌÀ �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �, É ' =R0f | ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØ-ÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (2.6). �ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ:f(�;�;Æ) = 18�3 i2 Z '00�;��x; �x + 
�x + Æ ;�x + Æ� dxdx: (2.14)úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï � ÅÓÔØ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÇÉ�ÅÒÂÏÌÕ � = 0, �Æ = 1, Á ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ �ÒÑÍÙÈ,�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÕ É �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (�;�;Æ).ðÏÄÏÂÎÏ ÓÌÕÞÁÀ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÌÏËÁÌØÎÁ: ÄÌÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ f × ÔÏÞËÅ (�;�;Æ)ÎÕÖÎÏ ÚÎÁÔØ ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÔÏÌØËÏ �Ï �ÒÑÍÙÍ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÕ� = 0, �Æ = 1 É ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÉÍ Ë ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ.2.4. æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.ðÕÓÔØ f(g), g = � � �
 Æ � | ÆÉÎÉÔÎÁÑ C1 ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å G. �ÒÅ-ÂÕÅÔÓÑ ×ÙÒÁÚÉÔØ f ÞÅÒÅÚ ÅÅ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Rf(�;�),



x 2. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å G = SL(2;C ) 179Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (2.3). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÎÁ ×ÒÅÍÑ, ÞÔÏ f = 0 �ÒÉÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �. �ÏÇÄÁ f , ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ËÁË ÆÕÎË�ÉÑÏÔ �, �, Æ, �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÆÉÎÉÔÎÏÊ C1 ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ×ÓÅÍ C 3 ,ÒÁ×ÎÏÊ ÎÕÌÀ �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÁ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÆÕÎË�ÉÀ ' = R0f �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (2.14).þÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÏÔÓÀÄÁ ÎÕÖÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ-×ÁÔØÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ (2.9), ×ÙÒÁÖÁÀÝÉÍR0 f ÞÅÒÅÚ Rf . íÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ:f(g) = 18�3 i2 Z LLRf(x;1;�x+ 
;�x + Æ)dxdx; (2.15)ÇÄÅ L = (�x+ 
) ���1 + (�x+ Æ) ���2 + 1. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ(2.4) ÄÌÑ Rf , ÍÏÖÎÏ �ÒÉÄÁÔØ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÂÏÌÅÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ×ÉÄ:f(g) = 18�3 i2 Z
 L�L�Rf(�;�) j�=�g !(�)!(�); (2.16)ÇÄÅ L� = �1 ���1 + �2 ���2 + 1, !(�) = �1 d�2 � �2d�1, Á ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÂÅÒÅÔÓÑ�Ï �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ 
 � C n 0, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ�ÏÞÔÉ ËÁÖÄÕÀ �ÒÑÍÕÀ, �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ 0.�ÁË ËÁË ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ R ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù G � G, �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÅ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ Ï fÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ: ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (2.16)×ÅÒÎÁ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ, ÒÁ×ÎÙÈ ÎÕÌÀ �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �,ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÁ ×ÅÒÎÁ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÉÎÉÔÎÏÊ C1 ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ G. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏËÁÚÁÎÁ�ÅÏÒÅÍÁ 2.2. ðÕÓÔØ f | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÆÉÎÉÔÎÁÑ C1 ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ G.�ÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ Rf | ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ f , Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (2.3), ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (2.16),×ÙÒÁÖÁÀÝÁÑ f ÞÅÒÅÚ Rf .÷ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÏÒÉÓÆÅÒ h(�; �g),Ô. Å. �Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÏÒÉÓÆÅÒ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ g 2 G. ÷ÈÏÄÑÝÉÊ× ÎÅÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒ L� = �1 ���1 + �2 ���2 + 1 ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ×ÉÄÅ: L�'(�;�) = ��� (�'(�;��)) ����=1 :îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ h(�;�) 7! h(�0;��) ÅÓÔØ ××ÅÄÅÎÎÏÅ ×�. 1.3 �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÌÅ×ÏÇÏ ÓÄ×ÉÇÁ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ËÁÖÄÕÀ ÏÒÉÓÆÅÒÕ ×ÏÒÉÓÆÅÒÕ, ÅÊ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÕÀ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, L� ÅÓÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÉÎÆÉÎÉ-ÔÅÚÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÌÅ×ÏÇÏ ÓÄ×ÉÇÁ.



180 çì. IV. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å ìÏÒÅÎ�ÁúÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ (2.4) ÄÌÑ Rf ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (L� ++L�)Rf=(L�+L�)Rf=0, ÇÄÅ L�=�1 ���1 +�2 ���2+1. ðÏÜÔÏÍÕ × ÆÏÒÍÕÌÅÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (2.16) Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ L� É L� ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏÎÁ L = 12 ��1 ���1 + �2 ���2 � �1 ���1 � �2 ���2� É L.2.5. æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ×�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ L3. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÒÉÓÆÅ-ÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ R ÎÁ G ÍÏÖÎÏ ËÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ �ÏÌÕÞÉÔØÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ Rh × �ÒÏÓ-ÔÒÁÎÓÔ×Å ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ L3 (Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Rh ÓÍ. × ÇÌÁ×Å III). éÍÅÎÎÏ,ÔÁË ËÁË L3 = K n G, ÇÄÅ K = SU (2), ÔÏ ÌÀÂÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f ÎÁ L3ÍÏÖÎÏ �ÏÄÎÑÔØ ÎÁ G, Ô. Å. ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÅÅ ËÁË ÆÕÎË�ÉÀ ef ÎÁ G,ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÕÀ ÕÓÌÏ×ÉÀef(kg) = ef (g) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k 2 K:÷×ÉÄÕ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉK ÏÂÒÁÚ ef ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ L3 Ñ×ÌÑÅÔÓÑÆÉÎÉÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÎÁ G; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÉÎÉÔÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ L3 ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÉÎÉÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ G.äÁÌÅÅ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ G ! K n G = L3ÏÒÉÓÆÅÒÙ ÎÁ G �ÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÏÒÉÓÆÅÒÙ ÎÁ L3 É ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ R ef ÆÕÎË�ÉÉef �Ï ÏÒÉÓÆÅÒÁÍ ÎÁ G ÒÁ×ÎÙ (�ÒÉ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÉÉ ÍÅÒ ÎÁÏÒÉÓÆÅÒÁÈ) ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÍ Rh f ÆÕÎË�ÉÉ f �Ï ÏÂÒÁÚÁÍ ÜÔÉÈ ÏÒÉÓÆÅÒ. ÷ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑRh, ÎÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏÎÁÊÔÉ Ñ×ÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ R ef ÞÅÒÅÚ Rh f É �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ×ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (2.16) ÄÌÑ R.óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÒÉÓÆÅÒ É ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÎÁ G É L3.1. ðÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ G ! K n G = L3 ÌÀÂÁÑ ÏÒÉÓÆÅÒÁ h(�;�) ÎÁ G�ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÏÒÉÓÆÅÒÕ h(�) ÎÁ L3.2. R ef (�;�) ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ � ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ j�j= (j�1j2+ j�2j2)1=2.3. æÕÎË�ÉÉ R ef É Rf Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍR ef (�1;0;�1; �2) = Rh f(�1; �2)éÚ 2), 3) É ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÄÌÑ Rf �ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ R ef ÞÅÒÅÚ Rh f :R ef(�;�) = j�j�4Rh� �j�j� : (2.17)



x 2. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å G = SL(2;C ) 181ðÏÄÓÔÁ×É× ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (2.16) ÄÌÑ ÏÒÉÓÆÅÒÉ-ÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑR ÎÁ G �ÒÉ g= e, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ �ÏÓÌÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ-ÎÙÈ Õ�ÒÏÝÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ Rh ÎÁ L3:f(w0) = 18�3 Z
� L�L�Rh f(�)!(�)!(�); (2.18)ÇÄÅ w0 2 L3 | ÔÏÞËÁ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ ×K n G. ÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ f × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ w 2 L3 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ(2.18) ÇÒÕ��Ï×ÙÍ ÓÄ×ÉÇÏÍ. ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔÓ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (6.17) ÉÚ ÇÌÁ×Ù III.2.6. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÅ Ó �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄÁÍÉ ÎÁG.îÁ�ÏÍÎÉÍ (ÓÍ. �. 1.6), ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄ ÎÁ G �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÁËÓÅÞÅÎÉÅ G ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØÀ × R4 ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ×ÉÄÁ:(�1� + �2
)�2 � (�1� + �2Æ)�1 = p; p 6= 0ÉÌÉ, × ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ, �g�? = p; p 6= 0; (2.19)ÇÄÅ � = (�1; �2), � = (�1; �2) | ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ × C 2 É �? = � �2��1 �:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÏÊ �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄ ÎÁ G ÚÁÄÁÅÔÓÑ �ÁÒÏÊ ×ÅËÔÏÒÏ×�; � 2 C 2 n0 É ÞÉÓÌÏÍ p 6= 0 É Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉ� g 2G,ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ (2.19). íÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÌÉ ÜÔÏÔ �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄÞÅÒÅÚ eh(�; �;p): ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ eh(�1�;�2�;�1�2p) = eh(�; �;p) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ�1;�2 6= 0:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÆÉÎÉÔÎÏÊ C1 ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ G �Ï�ÁÒÁÂÏÌÏÉÄÕ eh(�; �;p) ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍRp f(�; �;p) = ZG f(g)Æ(�g�? � p)d�(g); (2.20)ÇÄÅ Æ(�) | ÄÅÌØÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ C .ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ Rp f ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ:Rpf(�1�;�2�;�1�2p) = j�1�2j�2Rp f(�; �;p): (2.21)



182 çì. IV. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å ìÏÒÅÎ�Á�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Rp f(�; �;p) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÓÁÍÏÇÏ �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄÁeh(�; �;p), ÎÏ É ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× �, �, p, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÜÔÏÔ �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄÚÁÄÁÅÔÓÑ.óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÏÓÔÁÑ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍRp É ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ R. éÍÅÎÎÏ, �ÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÆÕÎË-�ÉÉ f(g) Ë Rp f(�; �;p) ÍÏÖÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ × Ä×Á ÜÔÁ�Á. óÎÁÞÁÌÁ ÍÙÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ f �Ï ÏÒÉÓÆÅÒÁÍ h(�;�), ÇÄÅ � ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ; × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ�ÏÌÕÞÁÅÍ Rf(�;�). úÁÔÅÍ ÍÙ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ Rf(�;�) �Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÏÒÉ-ÓÆÅÒ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÓÓÌÁÉ×ÁÅÔÓÑ �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄ eh(�; �;p), Ô. Å. ÍÎÏÖÅÓÔ×ÕÏÒÉÓÆÅÒ h(�;�), ÇÄÅ � ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ, Á � ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ��? = p. úÁ�ÉÛÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ × ×ÉÄÅ Ñ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 2.3. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Rp f ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑÞÅÒÅÚ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Rf :Rp f(�; �;p) = � i2�2ZC2 Rf(�;�)Æ(��? � p)d�d�: (2.22)éÚ (2.22) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ � Rp f Ñ×ÌÑÅÔÓÑÄ×ÕÍÅÒÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ òÁÄÏÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ Rf(�;�) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×Á-ÅÍÏÊ ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ �. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ï�ÅÒÁÔÏÒ Rp Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ-�ÏÚÉ�ÉÅÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ R ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÎÁ C 2 :ðÏÑÓÎÉÍ Ó×ÑÚØ Rp Ó �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ òÁÄÏÎÁ. íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÓÅÍÅÊÓÔ×Ï H� ÏÒÉÓÆÅÒ h(�;�) Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ �, ÏÎÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ×ÓÅÈ ÏÒÉÓÆÅÒ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ Ä×ÕÍÅÒÎÏÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓ-Ô×Õ (1.5) ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ K. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅh(�;�) 7! � ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ H� ! C 2 n 0. îÁ ÌÀÂÏÍ �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄÅeh(�; �;p) ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔ× �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔH�É �ÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ H� ! C 2 n 0 ÏÎÏ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × �ÒÑÍÕÀ ÎÁ C 2 . �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, × ÓÉÌÕ ÜÔÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ Rf(�;�)�Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄÁ eh(�; �;p) ÍÏÖÎÏÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ C 2 �Ï �ÒÑÍÏÊ × C 2 .éÚ (2.22) ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ × C 2 (ÓÍ. x 9 ÇÌÁ×Ù I) �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ×ÙÒÁ-ÖÅÎÉÅ Rf ÞÅÒÅÚ Rp f :Rf(�;�) = ���2 i2 Z
� �2�p�pRp f(�; �;p) ���p=��? !(�)!(�) == ��2� i2�2Z
� ZC Rp f(�; �;p)Æ(1;1)(��? � p)dpdp!(�)!(�); (2.23)



x 2. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å G = SL(2;C ) 183ÇÄÅ Æ(1;1)(s) = �2�s�sÆ(s).úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÆÏÒÍÕÌÅ (2.22) ÆÕÎË�ÉÑ Rf ÕÓÒÅÄÎÑÅÔÓÑ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÉÚÓÅÍÅÊÓÔ× ÏÒÉÓÆÅÒ ÎÁ �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄÅ eh(�; �;p): õÓÒÅÄÎÑÑ ÅÅ �Ï ÄÒÕÇÏÍÕÓÅÍÅÊÓÔ×Õ ÏÒÉÓÆÅÒ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ (2.22):Rp f(�; �;p) = � i2�2ZC2 Rf(�;�)Æ(��? � p)d�d�: (2.24)ïÔÓÀÄÁ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ × C 2ÓÌÅÄÕÅÔ:Rf(�;�) = ���2 i2 Z
� �2�p�pRp f(�;�;p) ���p=��? !(�)!(�):îÁÊÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÑ Rp. �ÁË ËÁË Rp ÅÓÔØ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÑ R É Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑÄÌÑ Rp �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÁË ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÆÏÒÍÕÌ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ. ðÏÄÓÔÁ×É× (2.23) × ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (2.16) ÄÌÑ R,�ÏÌÕÞÁÅÍ:f(g) = � 18�5 � i2�3 �� ZZZ
�
�C Rp f(�; �;p) �2�p�pL�L�Æ(��? � p) ����=�g dpdp!(�)!(�)!(�)!(�):ïÔÓÀÄÁ �ÏÓÌÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ Õ�ÒÏÝÅÎÉÊ �ÏÌÕÞÁÅÍ:�ÅÏÒÅÍÁ 2.4. æÕÎË�ÉÑ f ÎÁ G ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Rp f �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ:f(g) = � 18�5 � i2�2ZZ
�
� �2�p�p�jpj2 �2�p�pRp f(�; �;p)������p = �g�?!(�)!(�)!(�)!(�):(2.25)ðÒÉÍÅÞÁÎÉÅ. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Rp ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ GÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ L3, éÍÅÎÎÏ, �ÒÉ �ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÉ G ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ L3 = SU (2)nG ËÁÖÄÙÊ �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄ eh(�; �;1) (Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ



184 çì. IV. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å ìÏÒÅÎ�ÁÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 4) ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔØL� � L3, ×ÎÅÛÎÀÀ Ë ÏÒÉÓÆÅÒÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, ÚÁÄÁÎÎÏÊÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ jw�2��1j2z = 1. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Rp ÎÁ G�ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ L3, ÚÁÄÁÎÎÏÅÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ:eRhf(�1; �2) = ZL� � jw�2 � �1j2z ��1 f(w)dxdydzz3 ;ÇÄÅ w = x + yi + zj (ÓÍ. ÇÌÁ×Õ III). æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ eRh ÌÅÇËÏÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ Rp.äÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ. úÁÍÅÞÁÎÉÅ ÏÂ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ ÎÁÇÒÕ��Å SL(2;R). ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ × ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ R É R0 ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ �ÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊÓÌÕÞÁÊ. ïÄÎÁËÏ ÚÄÅÓØ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑf 7!Rf É f 7!R0 f ÉÍÅÀÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÑÄÒÏ, Á �ÏÔÏÍÕ ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÅ ÍÏÖÅÔÂÙÔØ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ �Ï Ó×ÏÅÍÕ ÏÂÒÁÚÕ. ÷ ÜÔÏÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ ÄÌÑÓÌÕÞÁÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ R0.÷ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒ R0 ÏÔÎÏÓÉÔ ÆÕÎË�ÉÑÍ f(�;�;Æ)ÎÁ R3 ÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ �Ï �ÒÑÍÙÍ × R3, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÕ � = 0,�Æ = 1: R0f(x1;x2�) = +1Z�1 f(x2t + ��1; t;�x1t + �)dt:ðÏ×ÔÏÒÉÍ ÄÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÔÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÍÉ × �. 2.3ÂÙÌÁ �ÏÌÕÞÅÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ. ðÅÒÅÊÄÅÍ ÎÁ R3 Ë ÎÏ×ÙÍ ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔÁÍ p1 = � Æ� , p2 = �� , p3 = 1� É �ÏÌÏÖÉÍ f(�;�;Æ) = jp3j2f1(p1; p2; p3).ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ F (�1; �2; �3) �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÉ f1 É ÞÅÒÅÚe'(�1; �2;�) �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÉ '(x1;x2;�) = R0f(x1;x2;�)�Ï �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x1, x2. �ÏÇÄÁ, ÔÁË ÖÅ ËÁË É × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ,ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ:e'(�1; �2;�) = (2�)1=2F (�1; �2;��1 � ��1�2): (2.26)ó�ÒÁÛÉ×ÁÅÔÓÑ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀ F �Ï ÆÕÎË�ÉÉ e'. ñÓÎÏ,ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ: ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ �3 = ��1 � ��1�2, ÇÄÅ � ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ,ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �23 + 4�1�2 > 0, É, ÚÎÁÞÉÔ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (2.26) ÆÕÎË�ÉÑ FÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÔÏÌØËÏ × ÏÂÌÁÓÔÉ �23 + 4�1�2 > 0.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f | ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÒÁ×ÎÁÑ ÎÕÌÀ �ÒÉ ÍÁÌÙÈÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �, ÔÏ ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ �Ï ÆÕÎË�ÉÉ R0 f . ÷



x3. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÎÁ ÇÒÕ��Å G = SL(2;C ) 185ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ×ÙÛÅ ÆÕÎË�ÉÑ f1(p1; p2; p3)ÔÁËÖÅ ÆÉÎÉÔÎÁ, É, ÚÎÁÞÉÔ, ÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ F ÅÓÔØ �ÅÌÁÑÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎË�ÉÑ F , ÂÕÄÕÞÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ×ÏÂÌÁÓÔÉ �23 + 4�1�2 > 0 ÎÁ R3, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ É ÎÁ ×ÓÅÍ R3.x 3. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÎÁ ÇÒÕ��Å G = SL(2;C )÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ �Ï ÔÏÊ ÖÅ ÓÈÅÍÅ, ÞÔÏ É × ÓÌÕÞÁÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ (ÓÍ. ÇÌÁ×Õ III), ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅÎÁ ÇÒÕ��Å G. ÷ ÏÓÎÏ×Å ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÌÅÖÁÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÏ× ìÁ�ÌÁÓÁ ÎÁG; �ÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ÎÁ ÏÒÂÉÔÁÈ �ÏÄÇÒÕ��Ù Z�Z�G�G;ÇÄÅ Z { �ÏÄÇÒÕ��Á ÍÁÔÒÉ� � 1 t0 1 �. éÍÅÅÔÓÑ (ÓÍ. x 1) Ä×Á ÔÉ�Á ÔÁËÉÈÏÒÂÉÔ | ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÏÒÂÉÔÙ (ÏÒÉÓÆÅÒÙ) É Ä×ÕÍÅÒÎÙÅ (�ÁÒÁÂÏÌÏÉÄÙ).óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ Ï�ÅÒÁÔÏ-ÒÏ× ìÁ�ÌÁÓÁ, �ÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ÎÁ ÏÒÂÉÔÁÈ �ÅÒ×ÏÇÏ ÉÌÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÉ�Á. ÷ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ Ä×Å ×ÅÒÓÉÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÎÁ G:÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÉÚÌÏÖÉÍ �ÅÒ×ÕÀ ×ÅÒÓÉÀ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ, Ó×ÑÚÁÎÎÕÀ Ó ÏÒÉÓÆÅÒÁÍÉ. ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ |ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ G × ÁÎÁÌÏÇ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ æÕÒØÅ ÂÕÄÅÔ �ÏÌÕÞÅÎ ËÁËÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÉÚx 2. ÷ÔÏÒÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÎÁ G ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ ×ÂÏÌÅÅ ËÒÁÔËÏÊ ÆÏÒÍÅ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ.3.1. ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ìÁ�ÌÁÓÁ | âÅÌØÔÒÁÍÉ ÎÁ ÇÒÕ��Å G. îÁÞÎÅÍ Ó ÔÏÇÏ,ÞÔÏ �ÒÅÄßÑ×ÉÍ Ä×Á ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ 2-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ � É �ÎÁ G, �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ É Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕ��Ù G � G.÷ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÍÁÔÒÉ� g = � � �
 Æ �, Ô. Å. × C 4 , ÍÙ ÉÍÅÅÍÔÁËÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ, Á ÉÍÅÎÎÏ:� = �2���Æ � �2���
 ; � = �2���Æ � �2���
 : (3.1)þÔÏÂÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÈ ÎÁ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÅ G: �Æ � �
 = 1, ÍÙ ××ÏÄÉÍÎÁ C ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x = �y, ÇÄÅ � 2 C , y 2 G,É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÎÁÛÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÑÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ �. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÔÁË Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ �, � ÎÁÚÏ×ÅÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉìÁ�ÌÁÓÁ|âÅÌØÔÒÁÍÉ ÎÁ G. ðÒÉ×ÅÄÅÍ, Ï�ÕÓÔÉ× ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÄÌÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× �, � × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ s, t, � ÎÁ G, ËÏÔÏÒÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ çÁÕÓÓÁ� � �
 Æ � = � 1 0s 1 �� � 00 ��1 �� 1 t0 1 � :



186 çì. IV. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å ìÏÒÅÎ�ÁéÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ � = �, s = 
� , t = �� . éÍÅÅÍ:� = �14 �� ��� + 1�2 � �2 �2�s�t + 14 (3.2)É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ �.3.2. ïÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ G. óÌÅÄÕÑ ÓÈÅÍÅ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÊ ×ÇÌÁ×Å III ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ, �ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ,××ÅÓÔÉ ÄÌÑ G � G ÁÎÁÌÏÇ �ÏÄÇÒÕ��Ù Z � G ÍÁÔÒÉ� ×ÉÄÁ � 1 t0 1 �. ÷ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÁËÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÇÒÕ��Õ Z � Z.îÁÊÄÅÍ ÎÁ G ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× �, �, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏÄÇÒÕ��Ù Z�Z�G�G. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÒÂÉÔÙÇÒÕ��Ù Z � Z × G ÜÔÏ Ä×ÕÍÅÒÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÁÔÒÉ� � � �
 Æ � ÓÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ 
 6= 0 (�ÁÒÁÂÏÌÏÉÄÙ) É ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÁ-ÔÒÉ� � � �0 ��1 � Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ � (ÏÒÉÓÆÅÒÙ). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ � ÎÁ G, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏÄÇÒÕ��ÙZ � Z, ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ:�(g) = u(
) + Æ(
)v(�); g = � � �
 Æ � ;ÇÄÅ u, v |�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, Á Æ(�) | ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ. îÁÍ ÎÕÖÎÏ×ÙÑÓÎÉÔØ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ u(
) É Æ(
)v(�) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉÆÕÎË�ÉÑÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ìÁ�ÌÁÓÁ | âÅÌØÔÒÁÍÉ. ðÒÏÄÅÌÁ× ÎÅÓÌÏÖÎÙÅ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, �ÏÌÕÞÁÅÍðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.1. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ G Ñ×ÌÑÀÔÓÑÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ìÁ�ÌÁÓÁ | âÅÌØÔÒÁÍÉ �, �,ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏÄÇÒÕ��Ù Z � Z � G � G:��(g) = Æ(
)�(�); (3.3)	�(g) = ��1(
) j
j�2; g = � � �
 Æ � ; (3.4)ÇÄÅ Æ(�) | ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ C , Á � | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁ-ÔÉ×ÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÎÁ C , Ô. Å. ÆÕÎË�ÉÑ ×ÉÄÁ�(t) = tn1tn2 = jtj2n2tn1�n2 ; n1 � n2 2Z: (3.5)ðÒÉ ÜÔÏÍ ÆÕÎË�ÉÉ ��, ���1 , 	�, 	��1 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕÖÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× �, �, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÍÕÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ �14 (n21 � 1) É �14 (n22 � 1).



x3. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÎÁ ÇÒÕ��Å G = SL(2;C ) 187éÔÁË, ÍÙ ÉÍÅÅÍ Ä×Á ÔÉ�Á ÆÕÎË�ÉÊ | ÆÕÎË�ÉÉ ��, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÅÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ × G, É ÆÕÎË�ÉÉ 	�. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ä×Å ×ÅÒÓÉÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÎÁ G: × ÏÄÎÏÊ ÍÙÉÓÈÏÄÉÍ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ ��, Á × ÄÒÕÇÏÊ | ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ 	�. úÄÅÓØ ÂÕÄÅÔ�ÏÄÒÏÂÎÏ ÉÚÌÏÖÅÎÁ �ÅÒ×ÁÑ ×ÅÒÓÉÑ. ÷ÔÏÒÁÑ ×ÅÒÓÉÑ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÁ ×ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. îÁÚÏ×ÅÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ��(g), ÇÄÅ �| �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ (3.5), ÚÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÎÁ G, ÁÉÈ ÓÄ×ÉÇÉ ��(g1gg�12 ), g1; g22G|�ÒÏÓÔÏ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉÎÁ G:ðÏÚÖÅ ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ��(g1gg�12 ), ÇÄÅ� �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÙ (�(t)�(t) � 1) , ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÏÌÎÏÅÓÅÍÅÊÓÔ×Ï × L2(G), Ô. Å. �Ï ÎÉÍ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÌÀÂÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÉÚL2(G).÷ ÓÉÌÕ (3.3) ÚÏÎÁÌØÎÙÅ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÙ ÎÁ�ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ 
 = 0 × G, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÊ ÏÒÉÓÆÅÒÁÍÉ ×ÉÄÁÆZ, Æ2D, É �ÏÓÔÏÑÎÎÙ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÏÒÉÓÆÅÒ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏÌÀÂÁÑ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ g 7!��(g1gg�12 ) ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ ÎÁ ÏÄÎÏÊÉÚ �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÉÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ × G É �ÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÈÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÜÔÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ��(g;�;�) ÎÁ ÍÎÏ-ÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÔÒÏÅË g 2 G É �;� 2 C 2 n 0 ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ:��(g;�;�) = ��(g1gg�12 ); (3.6)ÇÄÅ g1; g2 2 G | ÌÀÂÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ� = �0g1; � = �0g2; ÇÄÅ �0 = (0;1): (3.7)ïÔ ×ÙÂÏÒÁ ÔÁËÉÈ ÍÁÔÒÉ� g1; g2 �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ��(g;�0; �0) = ��(g):ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ (g;�;�) 7! ��(g;�;�) �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ-ÎÙÈ �;� ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ ÎÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ×G, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÏÒÉÓÆÅÒÕ h(�;�), É �ÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ ×ÓÅÈ ÏÒÉÓÆÅÒÁÈh(�;��), � 2 C n 0, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÜÔÕ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ. ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍg2G É j�1j2+ j�2j2=1 ÏÎÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÏÒÉÓÆÅÒH, ËÁË �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ (3.9).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.2. ïÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ��(g;�;�) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ: ��(g1gg�12 ; �;�) = ��(g;�g1; �g2) (3.8)



188 çì. IV. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å ìÏÒÅÎ�ÁÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g1; g2 2 G;��(g;�1�;�2�) = �(��11 �2) j�1�2j�2��(g;�;�) (3.9)ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �1;�2 2 C n 0.îÁ�ÉÛÅÍ Ñ×ÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.3. ïÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ��(g;�;�) = Æ��2(�1� + �2
) � �1(�1� + �2Æ)� ����1� + �2��2 � ; (3.10)ÇÄÅ Æ(�) | ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ C .÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, × (3.6) É (3.7) ÍÏÖÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ g1 = � ��12 0�1 �2 �,g2 = � ��12 0�1 �2 �. �ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ: g1gg�12 = � �0 �0
0 Æ0 �, ÇÄÅ �0 = ��12 (���1� + �2�), 
0 = �2(�1� + �2
) � �1(�1� + �2Æ). ïÔÓÀÄÁ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ(3.6) É (3.3) �ÏÌÕÞÁÅÍ ��(g;�;�) = Æ(
0)�(�0);Ô.Å. ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (3.10).úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÁ �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ 
0=�2(�1�+�2
)��1(�1�++�2Æ) = 0 ÉÍÅÅÍ:�1� + �2
�1 = �1� + �2Æ�2 = �1�1Æ � �2
 = �2��1� + �2�:ðÏÜÔÏÍÕ × (3.10) ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ �ÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ ��1 ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ�2��1�+�2� ÌÀÂÙÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.4. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ��(g;�;�) ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅ-ÇÒÁÌÏÍ ��(g;�;�) = i2 ZC Æ(�g � ��)��1(�)d�d�; (3.11)ÇÄÅ Æ(�) | ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ C 2 .÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ÚÏÎÁÌØÎÏÊÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, Ô.Å. �ÒÉ � = � = (0;1): îÏ �ÒÉ ÜÔÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ� É � �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÎÁi2 ZC Æ�
; Æ � ����1(�)d�d� = Æ(
)��1(Æ) = Æ(
)�(�) = ��(g;�;�):



x3. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÎÁ ÇÒÕ��Å G = SL(2;C ) 1893.3. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÎÁ G.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ F f ÆÉÎÉÔÎÏÊ C1ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ G ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ:F f(�;�;�) = h��(�; �;�); fi = ZG ��(g;�;�)f(g)d�(g); (3.12)ÇÄÅ ��(g;�;�) | ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ G.éÓ�ÏÌØÚÕÑ Ñ×ÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (3.10), (3.11) ÄÌÑ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎ-Ë�ÉÊ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ F f × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÅ:F f(�;�;�) == ZG Æ(�2(�1� + �2
) � �1(�1� + �2Æ))����1� + �2��2 �f(g)d�(g);(3.13)ÇÄÅ g = � � �
 Æ �, ÉÌÉF f(�;�;�) = i2 ZG ZC Æ(�g � ��)��1(�)f(g)d�d�d�(g): (3.14)ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (3.12) ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ Ä×ÕÍÅÒÎÙÊ: ÏÎ ÂÅ-ÒÅÔÓÑ �Ï �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ × G, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁÆÕÎË�ÉÑ ��( � ;�;�).éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ:1. æÕÎË�ÉÑ F f ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ:F f(�1�;�2�;�) = ��1(�1) j�1j�2�(�2) j�2j�2F f(�;�;�): (3.15)2. ï�ÅÒÁÔÏÒ F �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÅÎ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕ��Ù G�G ÎÁ G É ÎÁ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÁÒ (�;�); ÉÍÅÎÎÏ,ÅÓÌÉ f1(g) = f(g�11 gg2); ÔÏ F f1(�;�;�) = F f(�g1; �g2;�): (3.16)õÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ×ÁÖÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F . æÉËÓÉÒÕÅÍ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÙÊ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ � (Ô. Å. �� � 1) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓ-Ô×Ï ÆÕÎË�ÉÊ '(�;�;�), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ (3.15).÷×ÅÄÅÍ × ÜÔÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÓÔÒÕËÔÕÒÕ C�-ÁÌÇÅÂÒÙ, �ÏÌÏÖÉ×:'�(�;�;�) = '(�;�;�);('1 � '2)(�;�;�) = i2 Z
� '(�; �;�)'(�;�;�)!(�)!(�);



190 çì. IV. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å ìÏÒÅÎ�ÁÇÄÅ !(�) = �1 d�2� �2d�1, Á ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏ-ÓÔÉ 
� × C 2 n 0, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ �ÏÞÔÉ ËÁÖÄÕÀ �ÒÑÍÕÀ,�ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ 0.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.5. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f 7! F f( � ;�) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÒÆÉÚ-ÍÏÍ C�-ÁÌÇÅÂÒ, Ô. Å. F(f1 � f2) = F f1 � F f2, (F f)� = F f�, ÇÄÅ(f1 � f2)(g) = R f1(eg)f2(eg�1g)d�(eg) É f�(g) = f(g�1).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï (F f)� = F f� ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ. äÏËÁÖÅÍ �ÅÒ×ÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. ÷ÓÉÌÕ (3.16) ÉÍÅÅÍ:F(f1 � f2)(�;�;�) = ZG f1(eg) F f2(�eg;�;�)d�(eg) == � i2�2ZG ZC2 f1(eg)F f2(�;�;�)Æ(�eg � �)d� d� d�(eg) == � i2�2ZG Z
� ZC f1(eg) F f2(�;�;�)Æ(�eg � ��)��1(�)d�d�!(�)!(�)d�(eg);(3.17)ÇÄÅ d� = d�1d�2; �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÅÒÅÈÏÄÏÍ Ë \�ÏÌÑÒ-ÎÙÍ" ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ �Ï �: � = �� 0, ÇÄÅ � 2 C , �0 2 
� . �ÁË ËÁËi2 ZG ZC f1(g)Æ(�g � ��)��1(�)d�d�d�(g) = F f1(�; �;�);ÔÏ ÉÚ (3.17) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏF(f1 � f2)(�;�;�) == i2 Z
� F f1(�; �;�)F f2(�;�;�)!(�)!(�) = (F f1 � F f2)(�;�;�):óÌÅÄÓÔ×ÉÅ.F(f � f�)(�;�;�) = i2 Z
� F f(�; �;�)F f(�;�;�)!(�)!(�): (3.18)



x3. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÎÁ ÇÒÕ��Å G = SL(2;C ) 1913.4. ó×ÑÚØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÎÁ G Ó ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÅÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 3.1. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ F f ÆÕÎË�ÉÉ f Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÅÅ ÏÒÉ-ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ Rf ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍF f(�;�;�) = i2 ZC Rf(�;��)��1(�)d�d�: (3.19)÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ Ñ×ÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (2.3)) ÄÌÑ Rf (ÓÍ. Ó. 173),ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (3.14) × ×ÉÄÅ (3.19).éÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÅÒÅÊÔÉ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁG Ë ÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ æÕÒØÅF f , ÍÙ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ f �Ï ÏÒÉÓÆÅÒÁÍ ÎÁ G, Ô. Å. �ÅÒÅÈÏÄÉÍÏÔ f Ë ÅÅ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÍÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ Rf , Á ÚÁÔÅÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÆÕÎË�ÉÀ Rf(�;��)��1(�) �Ï �.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ Rf(��;��) == j�j�4Rf(�;�), ÇÄÅ � 6= 0 | ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (3.19) ÍÏÖÎÏ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ Ë ×ÉÄÕ:F f(�;�;�) = i2 ZC Rf(��;�)�(�)d�d�: (3.20)íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ F f �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ Rf �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ íÅÌÌÉÎÁ. �ÁË ËÁË �(�) = ei(�s+m'), ÇÄÅ s = ln j�j,' = arg�, ÜÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊæÕÒØÅ ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ É ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Á �ÏÔÏÍÕ, �ÒÉÍÅÎÑÑËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÎÁ RÉ ÎÁÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S, ÍÙ ÍÏÖÅÍ, ÏÂÒÁÔÎÏ, ×ÙÒÁÚÉÔØ Rf ÞÅÒÅÚ F f . éÍÅÎÎÏ,ÉÚ (3.19) ×ÙÔÅËÁÅÔóÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ïÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Rf ÆÕÎË�ÉÉ f ×ÙÒÁÖÁ-ÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ F f ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍRf(�;�) = (2�)�2ZX F f(�;�;�)d�; (3.21)ÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ X ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× �(t) == t i�+m2 t i��m2 , �2R,m 2Z; ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï X ÎÕÖÎÏ �ÏÎÉÍÁÔØ ËÁËÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï � É ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï m.



192 çì. IV. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å ìÏÒÅÎ�Á3.5. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ. ÷ x 2 ÂÙÌÏÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÄÌÑ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÑRf , ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (2.10). ðÏÄÓÔÁ×É× × ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ(3.21) Rf ÞÅÒÅÚ F f , ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉF f :ZX Z
� F f(�;��g;�)!(�)!(�)d� = ZX Z
� F f(��g�1; �;�)!(�)!(�)d�ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g 2 G É � 2 C n 0.ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ë ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÍÕ ×ÉÄÕ. úÁÍÅÎÉ× × �ÒÁ×ÏÊÞÁÓÔÉ � ÎÁ �g, � ÎÁ ��1 É ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ(3.15) ÄÌÑ F f , ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ:ZX Z(g;�)�(�) j�j�2d� = ZX = Z(g;��1)�(�) j�j�2d�;ÇÄÅ Z(g;�) = Z
� F f(�; �g;�)!(�)!(�): (3.22)�ÁË ËÁË ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � 6= 0, ÔÏ ÉÚ ÎÅÇÏÓÌÅÄÕÅÔ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.6. æÕÎË�ÉÑ Z(g;�), ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (3.22), ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀZ(g;�) = Z(g;��1) (3.23)ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g 2 G É � 2 X.3.6. æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ. ðÏÌÎÏÔÁ ÓÅ-ÍÅÊÓÔ×Á ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ��(g;�;�), ÇÄÅ � �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ÕÎÉÔÁÒ-ÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÙ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÏÌÖÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁ-ÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ. �ÁËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ, É ÏÎÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑÄÌÑ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ Rf , ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (2.16). éÍÅÎÎÏ,�ÏÄÓÔÁ×É× × ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ Rf ÞÅÒÅÚ F f , �ÏÌÕÞÁÅÍ:f(g) = (2�)�5 i2 ZX Z
� L�L�F f(�;�;�)j�=�g!(�)!(�)d� == �2�7��5 i2 ZX Z
� 
(�)F f(�; �g;�)!(�)!(�)d�; (3.24)



x3. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÎÁ ÇÒÕ��Å G = SL(2;C ) 193ÇÄÅ 
(�) = �2 + m2 ÄÌÑ �(t) = t i�+m2 t i��m2 ; �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÅÔÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ (3.15) ÄÌÑ F f , ÔÁË ËÁË × ÓÉÌÕ ÜÔÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑL�L�F f(�;�;�) = �14(�2 +m2)F f(�;�;�).÷ ÓÉÌÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ (3.23) ÄÌÑ F f ÉÎÔÅÇÒÁÌ �Ï X ÍÏÖÎÏÚÁÍÅÎÉÔØ ÕÄ×ÏÅÎÎÙÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ �Ï �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÕX0�X, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍÕ ÉÚ �ÏÞÔÉ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ×� É ��1 × ÔÏÞÎÏÓÔÉ �Ï ÏÄÎÏÍÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÀ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ�ÅÏÒÅÍÁ 3.2. ìÀÂÁÑ ÆÉÎÉÔÎÁÑ C1 ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÁ G ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚÓ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ F f �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ:f(g) = �2�6��5 i2 ZX0 Z
� 
(�)F f(�; �g;�)!(�)!(�)d�; (3.25)ÇÄÅ 
(�)=�2+m2 �ÒÉ �(t)= t i�+m2 t i��m2 , X0�X | ÌÀÂÏÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÉÚ �ÏÞÔÉ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× �É ��1 × ÔÏÞÎÏÓÔÉ �Ï ÏÄÎÏÍÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÀ.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÁË É ×ÓÀÄÕ × x 2 É 3, 
� | �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ × C n 0,�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ �ÏÞÔÉ ËÁÖÄÕÀ �ÒÑÍÕÀ, �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ 0; × ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÄÌÑ F f ÏÔ ÅÅ ×ÙÂÏÒÁÉÎÔÅÇÒÁÌ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ.æÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (3.25) ÍÏÖÎÏ �ÒÉÄÁÔØ ×ÉÄ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÆÏÒ-ÍÕÌÅ (3.12), ×ÙÒÁÖÁÀÝÅÊ F f ÞÅÒÅÚ f . éÍÅÎÎÏ,f(g) = �2�6��5� i2�2 �� ZX0 Z
� Z
� 
(�)���1 (g;�;�)F f(�;�;�)!(�)!(�)!(�)!(�) d� == �2�6��5� i2�2 ZX0 Z
� Z
� Æ(�2(�1� + �2
) � �1(�1� + �2Æ)) �� ���1� + �2
�1 �F f(�;�;�)!(�)!(�)!(�)!(�)d�; (3.26)ÇÄÅ g = � � �
 Æ �.



194 çì. IV. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å ìÏÒÅÎ�ÁäÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏi2 Z
� F f(�; �g;�)!(�)!(�) == � i2�2Z
� Z
� ���1 (g;�;�)F f(�;�;�)!(�)!(�)!(�)!(�): (3.27)éÍÅÅÍ:i2 Z
� F f(�; �g;�)!(�)!(�) == � i2�3 Z
� ZC2 F f(�;�;�)Æ(�g � �)d�d�!(�)!(�) == � i2�3Z
� Z
� ZC F f(�;�;�)Æ(�g � ��)�(�)d�d�!(�)!(�)!(�)!(�);�ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÅÒÅÈÏÄÏÍ Ë \�ÏÌÑÒÎÙÍ" ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ� = ��0, ÇÄÅ � 2 C , �0 2 
�. éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ �Ï �, �ÏÌÕÞÁÅÍ × ÓÉÌÕ (3.11)ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (3.27).3.7. áÎÁÌÏÇ ÆÏÒÍÕÌÙ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ. ëÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁ-ÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ�ÅÏÒÅÍÁ 3.3. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÉÎÉÔÎÏÊ C1 ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ G ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:ZG jf(g)j2 d�(g) == �2�6��5� i2�2 ZX0 Z
� Z
� 
(�) jF f(�;�;�)j2!(�)!(�)!(�)!(�)d� (3.28)(ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ × �. 3.6).äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÏÄÓÔÁ×ÉÍ × ÉÎÔÅÇÒÁÌ RG f(g)f(g) d�(g) ×ÍÅÓÔÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ f(g) ÅÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ F f ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ



x3. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÎÁ ÇÒÕ��Å G = SL(2;C ) 195(3.26). �ÁË ËÁË ���1 (g;�;�) = ��(g;�;�), ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ:ZG jf(g)j2 d�(g) = �2�6��5� i2�2 �� ZG ZX0 Z
� Z
� 
(�)f(g)��(g;�;�)F f(�;�;�)!(�)!(�)!(�)!(�)d�d�(g) == �2�6��5� i2�2 ZX0 Z
� Z
� 
(�) F f(�;�;�)F f(�;�;�)!(�)!(�)!(�)!(�)d�:ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ HX0 ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ '(�;�;�),ÇÄÅ �;�2C2 n0, �2X0, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÔÅÍ ÖÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ(3.15), ÞÔÏ É F f , Ó ÎÏÒÍÏÊk'k2 = �2�6��5� i2�2 ZX0 Z
� Z
� 
(�) j'(�;�;�)j2!(�)!(�)!(�)!(�)d�:÷ ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F , Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÔÏÌØËÏ ÎÁ ÆÉÎÉÔÎÙÈ C1 ÆÕÎË�ÉÑÈ, �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ×ÓÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏL2(G) É ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅF : L2(G)! HX0íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ HX0 = H É ÎÅ ÆÉËÓÉÒÕÑ X0 � X, ËÁË�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ×ÓÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× ÓÎÏÒÍÏÊk'k2 = �2�7��5� i2�2ZX Z
� Z
� 
(�) j'(�;�;�)j2!(�)!(�)!(�)!(�)d�;ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ (3.23).3.8. ó×ÑÚØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÎÁ G Ó �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ ÇÒÕ��ÙG � G.. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L2(G). ÷ ÎÅÍ ÅÓÔÅÓÔ-×ÅÎÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù G�G Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉÓÄ×ÉÇÁ: (T (g1; g2)f)(g) = f(g�11 gg2):



196 çì. IV. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å ìÏÒÅÎ�ÁúÁÄÁÞÁ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÎÁ G ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÌÏÖÉÔØÜÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ. óÎÁÞÁÌÁ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ù G � G. ÷ÏÚØÍÅÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÏ�ÅÒÁÔÏÒÏ× ìÁ�ÌÁÓÁ | âÅÌØÔÒÁÍÉ �, �, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅ-ÓËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ���1( � ;�;�), ÇÄÅ �(t) = t i�+m2 t i��m2 . üÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ:f�(g) = � i2�2Z
� Z
� u�(�;�)���1(g;�;�)!(�)!(�)!(�)!(�); (3.29)ÇÄÅ u�(�;�) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ:u�(�1�;�2�) = ��1(�1) j�1j�2�(�2) j�2j�2u�(�;�)ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �1 6= 0, �2 6= 0. éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÅÄÅÔÓÑ �Ï �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÍ 
�, 
� × C n 0, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ �ÏÞÔÉËÁÖÄÕÀ �ÒÑÍÕÀ, �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ 0; ÏÔ ÉÈ ×ÙÂÏÒÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ.÷×ÅÄÅÍ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÆÕÎË�ÉÊ f� ÎÏÒÍÕkf�k2 = � i2�2Z
� Z
� ju�(�;�)j2!(�)!(�)!(�)!(�) (3.30)É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L2 �Ï ÜÔÏÊ ÎÏÒÍÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ H�. óÄ×ÉÇÉ ÎÁ G ÉÎÄÕ�ÉÒÕÀÔ × H� ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅT� ÇÒÕ��Ù G � G, ÉÍÅÀÝÅÅ × ÆÕÎË�ÉÑÈ u�(�;�) ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ:(T�(g1; g2)u�)(�;�) = u�(�g1; �g2):ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ T� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ × G � G. éÍÅÎÎÏ, ÉÍÅÅÍ:H� = H��1 
 H�;T�(g1; g2) = ���1(g1) 
 ��(g2);ÇÄÅ H� | ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ '(�) ÎÁ C 2 n 0, ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ'(��)�(�) j�j�2'(�); � 6= 0;Ó ÎÏÒÍÏÊ k'k2 = i2 Z
� j'(�)j2!(�)!(�);



x3. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÎÁ ÇÒÕ��Å G = SL(2;C ) 197���1 , �� | Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÇÒÕ��Ù G × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ H��1 ,H� ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ: (��(g)')(�) = '(�g): (3.31)éÚ ÔÅÏÒÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÇÒÕ��Ù G = SL(2;C ) ÉÚ×ÅÓÔÎÏ1), ÞÔÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ �� ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙ É Ä×Á �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ��1 , ��2 , �1 6= �2,ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �2 = ��11 . ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ T� ÇÒÕ��Ù G�G ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙ É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ T�1 ,T�2 , �1 6= �2, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �2 = ��11 .íÙ ÈÏÔÉÍ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÆÕÎË�ÉÉ f 2L2(G) �Ï ÆÕÎË�ÉÑÍ f� 2H�. äÌÑÜÔÏÇÏ ÓÔÒÏÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ P� : L2(G)! H�P�f = f�;ÇÄÅ f� ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (3.29), × ËÏÔÏÒÏÍu�(�;�) = F f(�;�;�)ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÅÎ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ G � G ×�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ L2(G) É HX . îÅÔÒÕÄÎÏ ÄÁÌÅÅ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ P� 6= 0 ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ �. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (3.26) É ÆÏÒÍÕÌÙ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ (3.28)ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ F ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ�ÅÏÒÅÍÁ 3.4. æÕÎË�ÉÉ f 2 L2(G) ÒÁÚÌÁÇÁÀÔÓÑ �Ï ÆÕÎË�ÉÑÍ f� = P�f ,Á ÉÍÅÎÎÏ, ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:f = �2�6��5 ZX0 
(�)f� d�; (3.32)ZG jf(g)j2 d�(g) = �2�6��5 ZX0 
(�)kf�k2d�; (3.33)ÇÄÅ 
(�) = �2 + m2 ÄÌÑ �(t) = t i�+m2 t i��m2 ; ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÅÄÅÔÓÑ �Ï�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× X0 � X,ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÚ �ÏÞÔÉ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× �, ��1 ÔÏÞÎÏ�Ï ÏÄÎÏÍÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÀ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ T ÇÒÕ��Ù G � G × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å L2(G)ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÏËÒÁÔÎÙÊ Ó�ÅËÔÒ, Ô. Å. ÏÎÏ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÙÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ.1)óÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ: çÅÌØÆÁÎÄ é.í., çÒÁÅ× í.é., ÷ÉÌÅÎËÉÎ î.ñ. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑÇÅÏÍÅÔÒÉÑ É Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÎÅÊ ×Ï�ÒÏÓÙ ÔÅÏÒÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ:ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ.| í.: æÉÚÍÁÔÇÉÚ, 1962. | ÷Ù�. 5.



198 çì. IV. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å ìÏÒÅÎ�ÁïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÄÎÏËÒÁÔÎÏÓÔØ Ó�ÅËÔÒÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ T (Ô. Å. ÔÏ,ÞÔÏ × (3.32), (3.33) ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÅÄÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ �Ï X0, Á ÎÅ �Ï×ÓÅÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× X) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ F .úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÄÎÏËÒÁÔÎÏÓÔØ Ó�ÅËÔÒÁ | ÏÂÙÞÎÙÊ ÆÁËÔ, ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÙÊ�ÒÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ �ÒÏÓÔ-ÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ (ÓÍ. ÇÌÁ×Õ III, ÇÄÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó�ÌÏÓËÏÓÔØÀ É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ).3.9. ó×ÑÚØ Ó �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ ÇÒÕ��Ù G. ïÂÓÕÄÉÍ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔÙ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÇÒÕ��Ù G. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍÕÎÉÔÁÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù G × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å L2(G) Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ�ÒÁ×ÏÇÏ ÓÄ×ÉÇÁ: (� (g0)')(g) = '(gg0)(ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ). åÇÏ �ÒÏÅË�ÉÑ e�� ÎÁ �ÒÏÓ-ÔÒÁÎÓÔ×Ï H� = H��1 
H� ÅÓÔØ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅe�� = I 
 ��;ÇÄÅ I | ÅÄÉÎÉÞÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ × H��1 , Á �� | ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅÕÎÉÔÁÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ × H�, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (3.31). ïÔÓÀÄÁÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ e�� ËÒÁÔÎÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÍÕ ÕÎÉÔÁÒÎÏÍÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ ��ÇÒÕ��Ù G. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (3.32) É (3.33) ÚÁÄÁÀÔ ÒÁÚÌÏÖÅ-ÎÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ù G ÎÁ �Ï�ÁÒÎÏ ÄÉÚßÀÎËÔÎÙÅ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ, ËÒÁÔÎÙÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍ.÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÇÒÕ��Ù G �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ F fÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÒÏÓÔÏÊ ÓÍÙÓÌ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ � 2 XÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ �� ÇÒÕ��Ù G × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å H�. ïÔÎÅ-ÓÅÍ ËÁÖÄÏÊ ÆÉÎÉÔÎÏÊ C1 ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ G ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ×�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å H�: b��(f) = ZG f(g)��(g)d�(g): (3.34)üÔÏÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ ' 2 H� ÔÁË:( b��(f)')(�) = ZG f(g)'(�g)d�(g): (3.35)ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.7. ñÄÒÏÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ b��(f) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (× ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏ-ÏÒÄÉÎÁÔÁÈ �;�) ÆÕÎË�ÉÑ F f(�;�;��1), Ô. Å.( b��(f)')(�) = i2 Z
� F f(�;�;��1)'(�)!(�)!(�): (3.36)



x3. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÎÁ ÇÒÕ��Å G = SL(2;C ) 199÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÚÏÂØÅÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï G × (3.35) ÎÁ Ä×ÁÜÔÁ�Á: ÓÎÁÞÁÌÁ �Ï ÏÒÉÓÆÅÒÁÍ �g = � | ÜÔÏ ÄÁÅÔ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Rf(�;�)'(�), Á ÚÁÔÅÍ �Ï �. íÙ �ÏÌÕÞÉÍ:( b��(f)')(�) = � i2�2ZC2 Rf(�;�)'(�)d�d�; d� = d�1d�2:ðÅÒÅÊÄÅÍ ÚÄÅÓØ Ë \�ÏÌÑÒÎÙÍ" ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ � = ��0, ÇÄÅ � 2 C , �0 2 
� .�ÁË ËÁË '(��) = �(�)j�j�2'(�), d� = �d�!(�), ÔÏ �ÏÓÌÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ�Ï � �ÏÌÕÞÁÅÍ (3.36).óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ï�ÅÒÁÔÏÒ b��(f) ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄ, ÒÁ×ÎÙÊTr b��(f) = i2 Z
� F f(�; �;��1)!(�)!(�): (3.37)ï�ÉÒÁÑÓØ ÎÁ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÏÓÞÉÔÁÔØ ÓÌÅÄÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ��(g). òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÜÔÏÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÅ ÉÍÅÅÔÓÌÅÄÁ × ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ. ïÄÎÁËÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ Tr ��(g) ËÁËÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ G:hTr ��(�); fi = Tr b��(f):ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.8. Tr ��(g) = �(�(1)g ) + �(�(2)g )j�(1)g � �(2)g j ; (3.38)ÇÄÅ �(1)g , �(2)g | ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�Ù g.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ F f , ÉÍÅÅÍ:i2 Z
� F f(�; �;��1)!(�)!(�) == i2 Z
� ZG Æ(�2(�1�+�2
)��1(�1�+�2Æ))���1� + �2Æ�2 � f(g)d�(g)!(�)!(�):ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÅÓÌÉ �ÒÉÎÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å 
� �ÒÑÍÕÀ �1 = t, �2 = 1:Tr ��(g) = i2 Z Æ(t� + 
 � t(t� + Æ))�(t� + Æ)dtdt == i2 Z Æ�(s � �(1)g )(s � �(2)g )� �(s)dsds: (3.39)



200 çì. IV. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å ìÏÒÅÎ�Á(�ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t� + Æ = s).æÏÒÍÕÌÁ (3.38) ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ (3.39).ï�ÉÒÁÑÓØ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ F f(�;�;��1) ÅÓÔØ ÑÄÒÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ b��(f), ÍÙÍÏÖÅÍ �ÒÉÄÁÔØ ÄÒÕÇÏÊ ×ÉÄ ÆÏÒÍÕÌÅ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ. éÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍÏ�ÅÒÁÔÏÒ b��(f) b���(f) = b��(f � f�), ÇÄÅ b���(f) | Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÊb��(f). åÇÏ ÑÄÒÏ ÅÓÔØ, ÓÍ. (3.18),'(�;�;�) = i2 Z
� F f(�; �;�)F f(�;�;�)!(�)!(�)óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,Tr(b��(f)b���(f)) = � i2�2 Z
� Z
� jF f(�; �;�)j2!(�)!(�)!(�)!(�):÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÆÏÒÍÕÌÁ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ (3.28) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ××ÉÄÅ Z jf(g)j2d�(g) = 2�6��5 ZX0 
(�)Tr(b��(f)b���(f))d�: (3.40)ðÒÉÍÅÞÁÎÉÅ. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (3.25) ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÏÓÎÏ×-ÎÙÈ, ÎÏ É ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ G. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÀ Æ(g) ÎÁ G ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÈÁÒÁËÔÅÒ ÒÅÇÕÌÑÒ-ÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (3.25) ÄÌÑ Æ(g) ÍÏÖÎÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ:Æ(g) = 2�6��5 ZX0 
(�)Tr ��(g)d�: (3.41)x 4. äÒÕÇÁÑ ×ÅÒÓÉÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÎÁ G = SL(2;C )÷ x 3 �ÏÓÔÒÏÅÎÙ �ÒÏÅË�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ G ÎÁ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ìÁ�ÌÁÓÁ | âÅÌØÔÒÁÍÉ �, �. ðÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÅÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÌÏÓØ ÔÁÍ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÚÏÎÁÌØÎÙÈ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ��(g)=Æ(
)�(�). îÏ ÍÏÖÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ �ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÉÎÁÞÅ, ÉÓÈÏÄÑÉÚ ÚÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ 	�,	�(g) = ��1(
) j
j�2; ÇÄÅ g = � � �
 Æ � (4.1)(ÓÍ. �. 3.2). ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÄÒÕÇÁÑ ×ÅÒÓÉÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅÎÁ G; ËÒÁÔËÏÍÕ ÉÚÌÏÖÅÎÉÀ ËÏÔÏÒÏÊ �ÏÓ×ÑÝÅÎ ÄÁÎÎÙÊ �ÁÒÁÇÒÁÆ.



x 4. äÒÕÇÁÑ ×ÅÒÓÉÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÎÁ G = SL(2;C ) 2014.1. æÕÎË�ÉÉ 	�(g;�;�).. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÁÎÁÌÏÇÉ ÆÕÎË�ÉÊ ��(g;�;�)ÉÚ x 3 ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ: 	�(g1gg�12 ) = 	�(g;�; �); (4.2)ÇÄÅ �; � 2 C 2 n 0 Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ� = �0g1; � = �0g2; ÇÄÅ �0 = �0 = (0;1); (4.3)ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ × (4.2) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÍÁÔÒÉ�g1; g2 2 G, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (4.3). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,	�(g) = 	�(g;�0; �0):éÚ (4.1), (4.2) �ÏÌÕÞÁÅÍ Ñ×ÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ:	�(g;�; �) = ��1(�g�?) j�g�?j�2: (4.4)ïÔÍÅÔÉÍ Ä×Á Ó×ÏÊÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÊ 	� (ÏÎÉ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÀÔÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ): 	�(g1gg�12 ;�; �) = 	�(g;�g1; �g2) (4.5)ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g1; g2 2 G;	�(g ;�1�;�2�) = ��1(�1�2) j�1�2j�2	�(g ;�; �) (4.6)ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �1;�2 2 C n 0.�ÅÏÒÅÍÁ 4.1. æÕÎË�ÉÉ 	� Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ��ÉÚ x 3 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ:	�(g;�; �) = i2 Z
� ��(g;�;�)��1(��?) j��?j�2!(�)!(�); (4.7)��(g;�;�) = (2�)�4 
(�) i2 Z
� 	�(g;�; �)�(��?) j��?j�2!(�)!(�); (4.8)ÇÄÅ 
(�) = �2 + m2 �ÒÉ �(t) = t i�+m2 t i��m2 . éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÅÄÅÔÓÑ �Ï�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÍ 
� É 
� × C 2 n 0, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍ �Ï ÏÄÎÏÍÕÒÁÚÕ �ÏÞÔÉ ËÁÖÄÕÀ �ÒÑÍÕÀ, �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ 0.



202 çì. IV. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å ìÏÒÅÎ�ÁïÂÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÎÕÖÎÏ �ÏÎÉÍÁÔØ ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÏÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎ-Ë�ÉÊ. íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ �ÒÉ×ÏÄÉÔØ ÉÈ ÓÔÒÏÇÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (4.7) É (4.8)úÁÍÅÔÉÍ �ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ g É � = �0: ðÒÉÎÑ× g = e; �0 = (1;0); ÉÍÅÅÍ:��(e;�0; �) = Æ(�2)�(�1);	�(e;�0; �) = ��1(�2) j�2j�2:åÓÌÉ × (4.7), ÇÄÅ g = e É � = �0; × ËÁÞÅÓÔ×Å 
� ×ÚÑÔØ �ÒÑÍÕÀ �1 = 1, ÔÏÉÎÔÅÇÒÁÌ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ:i2 ZC Æ(�2)��1(�2 � �2�1) j�2 � �2�1j�2d�2d�2:ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÒÁ×ÅÎ ��1(�2) j�2j�2, Ô.Å. ÒÁ×ÅÎ 	�(e;�0; �):áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ × (4.8) , ÇÄÅ g = e É � = �0; × ËÁÞÅÓÔ×Å 
� ×ÚÑÔØ�ÒÑÍÕÀ �2 = 1, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ:i2 ZC �(�1 � �2�1) j�1 � �2�1j�2d�1d�1 == �(�1) i2 ZC �(1 � �2�1) j1� �2�1j�2d�1d�1: (4.9)ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ'(�2) = i2 ZC �(1 � �2�1) j1 � �2�1j�2d�1d�1ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ: '(��2) = j�j�2'(�2). ïÔÓÀÄÁÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ '(�2) = 
Æ(�2).÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ 
 ÍÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ËÁË �ÏÌÅÚÎÏÅÕ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ × ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.4.2. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÎÁ G.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ bFf ÆÉÎÉÔÎÏÊ C1ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ G ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ:bFf(�; �;�) = h	�(�; �; �); fi = ZG f(g)��1(�g�?) j�g�?j�2d�(g): (4.10)



x 4. äÒÕÇÁÑ ×ÅÒÓÉÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÎÁ G = SL(2;C ) 203óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÏÓÔÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅbFf É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ Rpf ÉÚ x 2, Ó×ÑÚÁÎÎÙÍ Ó �ÁÒÁÂÏ-ÌÏÉÄÁÍÉ ÎÁ G. éÍÅÎÎÏ, ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ bFf Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ Rp f(ÆÏÒÍÕÌÁ (2.20)), ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ:�ÅÏÒÅÍÁ 4.2. ï�ÅÒÁÔÏÒÙ bF É Rp Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ:bFf(�; �;�) = i2 Z Rp f(�; �;p)��1(p)jpj�2dpdp: (4.11)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, bFf �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ Rp f �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ íÅÌÌÉÎÁ�Ï p; ÓÒ. ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ F f É Rf ÉÚ �. 3.4. ïÔÓÀÄÁ, �ÒÉÍÅÎÑÑÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ íÅÌÌÉÎÁ, �ÏÌÕÞÁÅÍóÌÅÄÓÔ×ÉÅ. æÕÎË�ÉÑ Rp f ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ bFf ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ:Rp f(�; �;p) = (2�)�2 ZX bFf(�; �;�)�(p)d�; (4.12)ÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ X ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ×.4.3. ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ×ÁÒÉÁÎÔÁÍÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ. éÚÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ 	� É ��, ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎ-ÎÙÍÉ × �. 4.1, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÅÍÉ ÖÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ Ó×ÑÚÁÎÙ ÆÕÎË�ÉÉbFf É F f , ÇÄÅ F | Ï�ÅÒÁÔÏÒ æÕÒØÅ, ××ÅÄÅÎÎÙÊ × x 3.�ÅÏÒÅÍÁ 4.3. ï�ÅÒÁÔÏÒÙ æÕÒØÅ bF É F Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ:bFf(�; �;�) = i2 Z
� F f(�;�;�)��1(��?) j��?j�2!(�)!(�); (4.13)F f(�;�;�) = (2�)�4
(�) i2 Z
� bFf(�; �;�)�(��?) j��?j�2!(�)!(�); (4.14)ÇÄÅ 
(�) = �2 +m2 �ÒÉ �(t) = t i�+m2 t i��m2 .úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ É ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ,ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÕÖÅ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍÉ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ R É F , R É Rp, Rp É bF :



204 çì. IV. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å ìÏÒÅÎ�Á4.4. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ. éÚ (4.13) É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉÄÌÑ F f �ÏÌÕÞÁÅÍ:�ÅÏÒÅÍÁ 4.4. æÕÎË�ÉÉ F f ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ:bZ(g;�) = bZ(g;��1) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g 2 G; � 2 X; (4.15)ÇÄÅ bZ(g;�) = � i2�2Z
� Z
� bFf(�; �;�)�(�g�?) j�g�?j�2!(�)!(�):4.5. æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ É ÆÏÒÍÕÌÁ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÑ æÕÒØÅ bF .�ÅÏÒÅÍÁ 4.5. ìÀÂÁÑ ÆÉÎÉÔÎÁÑ C1 ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÁ G ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚÓ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ bFf �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ:f(g) = �2�8��7� i2�2 �� ZX0 Z
� Z
� 
2(�)bFf(�; �;�)	��1(g;�; �)!(�)!(�)!(�)!(�)d�; (4.16)ÇÄÅ X0 | ÌÀÂÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ×�(t) = t i�+m2 t i��m2 , � 2 R, m 2 Z, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÒÏ×ÎÏ �Ï ÏÄÎÏÍÕ�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÀ ÉÚ �ÏÞÔÉ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× �, ��1:÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ Rp, Ó×ÑÚÁÎÎÏÇÏ Ó �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄÁÍÉ ÎÁ G, ÓÍ. (2.25), É ÉÚÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÏÇÏ ÚÄÅÓØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ Rp f É bFf ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÓÌÅÄÕÅÔ:f(g) = �2�9��7� i2�2 �� ZX Z
� Z
� 
2(�)bFf(�; �;�)�(�g�?) j�g�?j�2!(�)!(�)!(�)!(�)d� == �2�9��7� i2�2 �� ZX Z
� Z
� 
2(�)bFf(�; �;�)	��1(g;�; �)!(�)!(�)!(�)!(�)d�: (4.17)



x 4. äÒÕÇÁÑ ×ÅÒÓÉÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÎÁ G = SL(2;C ) 205÷ ÓÉÌÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ (4.15) ÄÌÑ bFf ÉÎÔÅÇÒÁÌ �Ï X × ÆÏÒÍÕÌÅ(4.17) ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÕÄ×ÏÅÎÎÙÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ �Ï �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÕX0�X:ïÔÍÅÔÉÍ ÁÎÁÌÏÇÉÀ ÍÅÖÄÕ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (4.16) É ÉÓÈÏÄÎÏÊÆÏÒÍÕÌÏÊ (4.10), ×ÙÒÁÖÁÀÝÅÊ bFf ÞÅÒÅÚ f .�ÁË ÖÅ, ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ F , ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (4.16) �ÏÌÕÞÁÅÍóÌÅÄÓÔ×ÉÅ. äÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ G ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ:ZG jf(g)j2 d�(g) = �2�8��7� i2�2 �� ZX0 Z
� Z
� 
2(�) jbFf(�; �;�)j2!(�)!(�)!(�)!(�)d�: (4.18)óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ bF , �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÏÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÆÉÎÉÔÎÙÈ C1 ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ G, �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ×ÓÅÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ L2(G).4.6. ó×ÑÚØ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ. ÷ÓÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÚ x 3 Ï Ó×ÑÚÉ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ F Ó ÔÅÏÒÉÅÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �Ï×ÔÏ-ÒÅÎÙ ÂÅÚ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ É × �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀæÕÒØÅ bF . éÍÅÎÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ T ÇÒÕ��Ù G � G× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å L2(G) ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ, ÍÙ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÅÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ìÁ�ÌÁÓÁ | âÅÌØÔÒÁÍÉ�, �, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ 	��1 ( � ;�; �), ÇÄÅ�(t) = t i�+m2 t i��m2 . åÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅbf�(g) = � i2�2Z
� Z
� bu�(�; �)	��1(g;�; �)!(�)!(�)!(�)!(�); (4.19)ÇÄÅ bu�(�; �) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ:bu�(�1�;�2�) = ��1(�1�2)j�1�2j�2bu�(�; �)ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �1;�2 2 C n 0. ÷×ÅÄÅÍ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÆÕÎË�ÉÊ bf� ÎÏÒÍÕk bf�k2 = � i2�2 Z
� Z
� jbu�(�; �)j2!(�)!(�)!(�)!(�)



206 çì. IV. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å ìÏÒÅÎ�ÁÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L2 �Ï ÜÔÏÊ ÎÏÒÍÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ bH�. óÄ×ÉÇÉ ÎÁ G ÉÎÄÉ�ÉÒÕÀÔ × bH� ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ T� ÇÒÕ��Ù G � G, ÉÍÅÀÝÅÅ × ÆÕÎË�ÉÑÈ bu�(�; �) ×ÉÄ:(T�(g1; g2)bu�)(�; �) = bu�(�g1; �g2):íÙ ÓÔÒÏÉÍ ÄÁÌÅÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ bP� : L2(G) ! bH�,bP�f = bf�;ÇÄÅ bf� ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (4.19), × ËÏÔÏÒÏÍbu�(�; �) = bFf(�; �;�):éÓËÏÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ T ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ:f = �2�8��7 ZX0 
2(�) bf� d�; bf� = bP�f; (4.20)ZG jf(g)j2 d�(g) = 2�8��7 ZX0 
2(�)k bf�k2d�: (4.21)ïÎÉ ÓÌÅÄÕÀÔ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (4.16) É ÆÏÒÍÕÌÙ ðÌÁÎÛÅ-ÒÅÌÑ (4.18) ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ bF .�ÁË ËÁË ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ T ÇÒÕ��Ù G � G ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×Ï-ÄÉÍÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ××ÉÄÕ ÏÄÎÏËÒÁÔÎÏÓÔÉ Ó�ÅËÔÒÁ, ÔÏ�ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÍ × �. 3.8.éÍÅÎÎÏ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ:bf� = 
�1(�)f�; k bf�k = 
�1=2(�)kf�k:ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï bf� = 
�1(�)f� ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÍ×ÙÛÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ ÍÅÖÄÕ F f É bFf .



ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØáÓÇÅÊÒÓÓÏÎÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ: ÓÍ. ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÑ áÓÇÅÊÒÓÓÏÎÁ÷ÏÌÎÏ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÄÌÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ 29ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á 31ÄÌÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ 157ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ 160çÒÕ��Á ìÏÒÅÎ�Á SL(2;C) 11äÏ�ÕÓÔÉÍÙÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÙ�ÒÑÍÙÈ × C3 111ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ 115Ï�ÉÓÁÎÉÅ 116ÕÓÌÏ×ÉÅ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÓÔÉ 112äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÅÌÕÞÅ×ÏÅ 84òÁÄÏÎÁ × R2 47, 49òÁÄÏÎÁ × R3 52, 53úÏÎÁÌØÎÙÅ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉÎÁ L3 153ÎÁ SL(2;C) 187úÏÎÁÌØÎÙÅ ÏÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ 131ëÁ×ÁÌØÅÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ: ÓÍ. ÕÓÌÏ×ÉÑ ëÁ×Á-ÌØÅÒÉìÕÞÅ×ÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ: ÓÍ. �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÅ ÌÕÞÅ×ÏÅïÂÒÁÝÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÁ: ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁ-ÝÅÎÉÑï�ÅÒÁÔÏÒ �× ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 75ÁÎÁÌÏÇÉ � 83× ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 105ÁÎÁÌÏÇÉ � 108ï�ÅÒÁÔÏÒ ìÁ�ÌÁÓÁ | âÅÌØÔÒÁÍÉÄÌÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ 131

ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ 152ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á SL(2;C) 185ïÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉÎÁ L3 153ÎÁ SL(2;C) 187ïÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ 131ïÒÉÓÆÅÒÙ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ 145ÎÁ ÇÒÕ��Å SL(2;C) 165ïÒÉ�ÉËÌÙ 122ðÁÒÁÂÏÌÏÉÄÙ ÎÁ ÇÒÕ��Å SL(2;C) 165ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ ÆÏÒÍÕÌÁ: ÓÍ. �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÅ æÕÒØÅ, ÆÏÒÍÕÌÁ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅêÏÎÁ: ÓÍ. �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÌÕÞÅ×ÏÅÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ× L3 146× Ln �ÒÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ n 151× SL(2;C) 173ÏÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÏÅ × L2 124Ó×ÑÚÁÎÎÏÅÓ ×�ÏÌÎÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍÉ �Ï×ÅÒÈÎÏ-ÓÔÑÍÉ ÎÁ L3 151Ó �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄÁÍÉ ÎÁ SL(2;C) 181Ó �ÒÑÍÙÍÉ ÎÁ L2 139ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÌÕÞÅ×ÏÅ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅR3 72Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÏÂÒÁÚÁ 75Ó×ÑÚØ Ó ÇÉ�ÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË-�ÉÅÊ çÁÕÓÓÁ 74× ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å C3 104Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÏÂÒÁÚÁ 105× �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅP3 94Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÏÂÒÁÚÁ 98Ó×ÑÚØ Ó ÌÕÞÅ×ÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ×R3 96ÇÒÕ��Ï×ÁÑ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÑ 102



208 ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ | æÕÎËÁÄÌÑ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÙ 44ÄÌÑ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÙ 58ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ 42ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ 47× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 52ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ 29× ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓ-Ô×Å 65ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉÁÆÆÉÎÎÏÊ 19Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ 14Ó×ÑÚØ Ó �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ 21�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ 62× ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 57Ó×ÑÚØ Ó ÁÆÆÉÎÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍòÁÄÏÎÁ 57× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÁÆÆÉÎÎÏÍ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ 27Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ 23�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 28Ó×ÑÚØ Ó �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ 25ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ 132Ó×ÑÚØ Ó ÏÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÅÍ 132× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ 153Ó×ÑÚØ Ó ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÅÍ 153ÎÁ SL(2;C), �ÅÒ×ÁÑ ×ÅÒÓÉÑ 189Ó×ÑÚØ Ó ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÅÍ 191ÎÁ SL(2;C), ×ÔÏÒÁÑ ×ÅÒÓÉÑ 202Ó×ÑÚØ ÓÏ ×ÔÏÒÙÍ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ 203ÆÏÒÍÕÌÁ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ 135× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ 155ÎÁ SL(2;C) (�ÅÒ×ÁÑ ×ÅÒÓÉÑ) 194ÎÁ SL(2;C) (×ÔÏÒÁÑ ×ÅÒÓÉÑ) 205ðÒÑÍÙÅ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ 123ðÕÁÓÓÏÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ: ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÁ ðÕÁÓ-ÓÏÎÁòÁÄÏÎÁ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ: ÓÍ. �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁóÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ áÓÇÅÊÒÓÓÏÎÁÄÌÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉR2 17ÄÌÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ 128ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁR3 25ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ 149

�ÅÏÒÅÍÁ ðÜÌÉ | ÷ÉÎÅÒÁ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ 34õÓÌÏ×ÉÑ ëÁ×ÁÌØÅÒÉ 33æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑÄÌÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ �ÒÑÍÙÈ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ËÒÉ×ÕÀ × C3 110| × R3 81ÌÀÂÏÇÏ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ ×C3111ÄÌÑ ÌÕÞÅ×ÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ× C3 105ÄÌÑ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ× L3 148, 151, 181× Ln 152× SL(2;C) 179ÄÌÑ ÏÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÎÁ L2 127, 129ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ| ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉÁÆÆÉÎÎÏÊ 20Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ 17| × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ 27ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ 25�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 28| × C2 68| × Cn 67ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÇÏÓ ×�ÏÌÎÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍÉ �Ï×ÅÒÈÎÏ-ÓÔÑÍÉ × L3 151Ó �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄÁÍÉ ÎÁ SL(2;C) 183Ó �ÒÑÍÙÍÉ ÎÁ L2 141Ó �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄÁÍÉ ÎÁ SL(2;C) 183ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ× L2 134× L3 154ÎÁ SL(2;C)| Ó×ÑÚÁÎÎÏÇÏ Ó ÏÒÉÓÆÅÒÁÍÉ 193| Ó×ÑÚÁÎÎÏÇÏ Ó �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄÁÍÉ 204æÏÒÍÕÌÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ 40F | ÓÍ. �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅI | ÓÍ. �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÌÕÞÅ×ÏÅL2 | ÓÍ. �ÌÏÓËÏÓÔØ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏL3 | ÓÍ. �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏR | ÓÍ. �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁRg| ÓÍ. �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó�ÒÑÍÙÍÉ × L2 É ×�ÏÌÎÅ ÇÅÏÄÅÚÉ-ÞÅÓËÉÍÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ × L3Rh| ÓÍ. �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÅ ÓÏÒÉÓÆÅÒÁÍÉRp| ÓÍ. �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÅ Ó�ÁÒÁÂÏÌÏÉÄÁÍÉ ÎÁ SL(2;C)


