õäë 514/515 ââë 22.1 á84

áÎÎÏÔÁÃÉÑ

ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÐÉÓÙŒÁÀÔ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÄ- ÎÏÍÕ ŒÒÁÝÅÎÉÀ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÄŒÁ ËŒÁÔÅÒ- ÎÉÏÎÁ, ÒÁÚÌÉÞÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ (ÆÉÚÉËÉ ÎÁÚŒÁÌÉ ÜÔÏ ÑŒÌÅÎÉÅ ÓÐÉÎÏÍ) ÓŒÑÚÁÎÏ ÓÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. ĂœÒÁÝÅÎÉÑĄ ÜÌÅËÔÒÏÎÏŒ ÏÔÌÉÞÁ- ÀÔÓÑ ÏÔ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ÔŒčÒÄÙÈ ÔÅÌ ÉÍÅÎÎÏ ÒÁÚÌÉÞÉÅÍ ÓÐÉÎÏŒ, ÉÇÒÁÀÝÉÈ ÒÅ- ÛÁÀÝÕÀ ÒÏÌØ ÐÒÉ ÏÐÉÓÁÎÉÉ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÙÈ ÏÂÏÌÏÞÅË ÁÔÏÍÏŒ.

œ ÂÒÏÛÀÒÅ, ÎÁÒÑÄÕ Ó ÏÓÎÏŒÎÙÍÉ ÆÁËÔÁÍÉ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ, ÒÁÓÓËÁÚÁÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÏŒÙÅ ÒÅÚÕÌØ- ÔÁÔÙ É ÇÉÐÏÔÅÚÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ŒÅÒÓÉÅÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÏËÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÏËÔÁÜÄÒ, Á ÇÉÐÏÔÅÚÁ, ÞÔÏ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÁÑ ÅÇÏ ŒÅÒÓÉÑ | ÉËÏÓÁÜÄÒ, ÎÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ôÅËÓÔ ÂÒÏÛÀÒÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÄÏÐÏÌÎÅÎÎÕÀ ÏÂÒÁÂÏÔËÕ ÚÁÐÉÓÉ ÌÅËÃÉÉ, ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÏÊ œ. é. áÒÎÏÌØÄÏÍ ÄÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÏŒ 9|11 ËÌÁÓÓÏŒ 17 ÎÏÑÂÒÑ 2002 ÇÏÄÁ ÎÁ íÁÌÏÍ ÍÅÈÍÁÔÅ íçõ.

âÒÏÛÀÒÁ ÒÁÓÓÞÉÔÁÎÁ ÎÁ ÛÉÒÏËÉÊ ËÒÕÇ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ, ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ: ÛËÏÌØÎÉËÏŒ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÌÁÓÓÏŒ, ÓÔÕÄÅÎÔÏŒ, ÕÞÉÔÅÌÅÊ : : :

ISBN 5-94057-025-9

áÒÎÏÌØÄ œÌÁÄÉÍÉÒ éÇÏÒÅŒÉÞ

çÅÏÍÅÔÒÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ É ÓÐÉÎÏŒ

òÅÄÁËÔÏÒ œ. œ. ôÒÕÛËÏŒ. ôÅÈÎ. ÒÅÄÁËÔÏÒ œ. í. çÕÒÏŒÉÃ.

úÁÐÉÓØ É ÒÁÓÛÉÆÒÏŒËÁ ÌÅËÃÉÉ: ò. é. âÏÇÄÁÎÏŒ; í. ò. âÏÇÄÁÎÏŒ.

ìÉÃÅÎÚÉÑ éä Ć01335 ÏÔ 24/III 2000 Ç. ðÏÄÐÉÓÁÎÏ Ë ÐÅÞÁÔÉ 5/III 2002 Ç. æÏÒÍÁÔ 60 × 88^1=_{16} . æÉÚ. ÐÅÞ. Ì. 2,50. õÓÌ. ÐÅÞ. Ì. 2,50. ôÉÒÁÖ 1500 ÜËÚ.

éÚÄÁÔÅÌØÓÔŒÏ íÏÓËÏŒÓËÏÇÏ ÃÅÎÔÒÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ. 121002, íÏÓËŒÁ, ç-2, âÏÌ. œÌÁÓØÅŒÓËÉÊ ÐÅÒ., 11.

ïÔÐÅÞÁÔÁÎÏ Œ ÔÉÐÏÇÒÁÆÉÉ òá ĂæÁÎÔÁÚÉÑĄ. 111024, íÏÓËŒÁ, å-24, áŒÉÁÍÏÔÏÒÎÁÑ ÕÌ., 20/17.

ôÅÏÒÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ É ÓÐÉÎÏŒ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÎÅ- ÂÏÌØÛÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÉÍÅÀ- ÝÉÈ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ŒÁÖÎÙÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ Œ ÆÉÚÉËÅ. ïÐÉÓÙŒÁÅÍÏÅ ÎÉÖÅ ÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÆÒÁÎÃÕÚÙ ÐÒÉÐÉÓÁÌÉ áÒÇÁÎÕ, ÈÏÔÑ ÚÁ ÓÅÍØ ÌÅÔ ÄÏ áÒÇÁÎÁ ÅÇÏ ÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÌ ÄÁÔÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁ- ÔÉË œÅÓÓÅÌØ (ËÏÔÏÒÙÊ, ŒÐÒÏÞÅÍ, ÉÓÈÏÄÉÌ ÓËÏÒÅÅ ÉÚ ÂÕÄÕÝÉÈ ÉÎÖÅÎÅÒÎÙÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Ë ÅÝč ÎÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÔÏÇÄÁ ÔÅÏÒÉÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ íÁËÓŒÅÌÌÁ É ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÔÏËÁ).

ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

òÉÓ. 1. œÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

âÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 1 ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÏÓÉ, i ÐÏ ÄÒÕÇÏÊ ÏÓÉ (ÏÔ ÓÌÏŒÁ ĂimaginaryĄ, Ô. Å. ÍÎÉÍÙÊ). ôÏÞËÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ a + b · i (ÅÄÉÎÉÃÕ ÐÒÉ a ÎÅ ÐÉÛÅÍ):

òÉÓ. 2. œÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ É ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.

œÅËÔÏÒÙ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ:

z_1 = a_1 + b_1 · i z_2 = a_2 + b_2 · i z_1 + z_2 = (a_1 + a_2) + (b_1 + b_2) · i

1^∗ 3

ëÒÏÍÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÉÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ. ôÁÂÌÉÃÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ:

1 · 1 = 1; 1 · i = i = i · 1:

óÁÍÏÅ ÇÌÁŒÎÏÅ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ i ÎÁ i:

i · i = −1:

þÉÓÌÏ i ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÍÎÉÍÙÍ, ÔÁË ËÁË ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÞÉ- ÓÌÁ a, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÂÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

a^2 = −1:

ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÌÀÂÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÚÁËÏÎÕ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔÉ:

z_1z_2 = (a_1a_2 − b_1b_2) + (a_1b_2 + a_2b_1)i:

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÕÍÎÏÖÁÑ a_1 ÎÁ a_2 É b_1 ÎÁ b_2, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ (ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ), Á ÕÍÎÏÖÁÑ a_1 ÎÁ b_2 É b_1 ÎÁ a_2 | ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔØ (ÓÕÍÍÕ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ). ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÚÁËÏÎÞÅÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œÓÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ: z_1z_2 = = z_2z_1; ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ: (z_1z_2)z_3 = z_1(z_2z_3); ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔØ ÐÏ ÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÓÌÏÖÅÎÉÀ: z_1(z_2 + z_3) = z_1z_2 + z_1z_3) ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

C ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÜÔÉÍ ÉÓ- ÞÅÒÐÙŒÁÅÔÓÑ.

äŒÉÖÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ | ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÐÐÁÒÁÔ ÄÌÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÄŒÉ- ÖÅÎÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. þÔÏÂÙ Œ ÜÔÏÍ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÍÙ ŒŒÅÄčÍ ÅÝÅ ÄÏÐÏÎÉ- ÔÅÌØÎÏÅ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ëÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ

z = a − b · i

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍ Ë ÞÉÓÌÕ z = a + b · i.

òÉÓ. 3. ëÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ËÏÛËÉ K.

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ z Ë z | ÜÔÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ O1.

ôÅÏÒÅÍÁ. óÏÐÒÑÖčÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ë ÓÕÍÍÅ ÄŒÕÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁŒ- ÎÏ ÓÕÍÍÅ ÞÉÓÅÌ; ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ Ë ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ:

z_1 + z_2 = z_1 + z_2:

ôÅÏÒÅÍÁ. óÏÐÒÑÖčÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ë ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÄŒÕÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁŒÎÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÞÉÓÅÌ; ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ Ë ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍ:

z_1z_2 = z_1z_2:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÅ ÅÍÕ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ ÍÏÄÕÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ:

|z|^2 = zz:

ìÅÍÍÁ. íÏÄÕÌØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ | ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁ- ÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ëŒÁÄÒÁÔ ÍÏÄÕÌÑ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÉ:

zz = zz = zz;

ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, |z|^2 = zz = = a^2 + b^2 � 0, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌØ | ÔÏÖÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. □ ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. áÒÇÕÍÅÎÔ ¸ ÎÅ ÒÁŒÎÏÇÏ ÎÕÌÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÒÁŒÅÎ ÕÇÌÕ ÐÏŒÏÒÏÔÁ ÏÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÏÌÕÏÓÉ O1 Œ ÓÔÏÒÏÎÕ ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÏÊ ÍÎÉÍÏÊ ÐÏÌÕÏÓÉ Oi ÄÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ |z| = 1, ÔÏ

a = cos ¸; b = sin ¸:

ôÅ, ËÔÏ ÎÅ ÚÎÁËÏÍ Ó ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÓÉÎÕÓ É ËÏÓÉÎÕÓ, ÍÏÇÕÔ ÓÞÉÔÁÔØ ÜÔÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ.

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÅŒËÌÉ- ÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ w ∈ C. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ĂÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ zĄ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ËÁ- ÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ w Œ ÔÏÞËÕ zw, ÇÄÅ |z| = 1, arg z = ¸.

ôÅÏÒÅÍÁ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ c ÍÏ- ÄÕÌÅÍ ÅÄÉÎÉÃÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ {w}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ w. óÏÓÞÉÔÁÅÍ ÍÏÄÕÌØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÅ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ w ÐÒÉ ÎÁÛÅÍ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÉ:

|zw|^2 = zwzw = (zz) · (ww) = ww = |w|^2:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÌÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ŒÅËÔÏÒ ÔÁËÏÊ ÖÅ ÄÌÉÎÙ. ëÒÏ- ÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÎÃÁÍÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÔÁËÖÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ:

|zw_1 − zw_2| = |z(w_1 − w_2)| = |w_1 − w_2|:

òÉÓ. 4. ïÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ó ÍÏÄÕÌÅÍ ÅÄÉÎÉÃÁ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ó ÍÏÄÕÌÅÍ ÅÄÉÎÉÃÁ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÄÌÉÎÙ.

œÁÖÎÁÑ ÄÅÔÁÌØ: ÜÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ. □ úÁÄÁÞÁ. œÒÁÝÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ {w} ÐÏ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÎÁÛÅÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ ŒÏ ŒÒÁÝÅÎÉÅ ÐÏ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ (Ô. Å. Œ ÔÕ ÖÅ ÓÔÏÒÏÎÕ, ÞÔÏ É ÉÓÈÏÄÎÏÅ).

ïÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ ÐÒÏ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ. äÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÎÕÖÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÏÔ ÓÔÕÄÅÎÔÏŒ ÚÁÞÁÓÔÕÀ ÓËÒÙŒÁÀÔ, | ÆÏÒÍÕÌÁ

ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ. ðÕÓÔØ ÎÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÏÒÔÏÎÏÒ- ÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ {(X; Y )} ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ. ðÅÒŒÙÊ ŒÅËÔÏÒ, ÚÁÄÁÀÝÉÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A = (x_1; y_1), ŒÔÏ- ÒÏÊ | ÞÅÒÅÚ B = (x_2; y_2).

òÉÓ. 5. ïÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÁÒÏÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

ôÅÏÒÅÍÁ. ðÌÏÝÁÄØ S(A; B) ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ŒÅË- ÔÏÒÁÍÉ A É B; ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ ŒÅËÔÏÒÁ A :

S(A_1 + A_2; B) = S(A_1; B) + S(A_2; B):

òÉÓ. 6. ðÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ÐÁÒÏÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ A É B.

ðÌÏÝÁÄØ ÎÁÄÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ĂÐÌÀÓĄ, ÅÓÌÉ ÐÏŒÏÒÏÔ ÏÔ A Ë B | Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ŒÒÁÝÅÎÉÑ ÏÔ ÐÅÒŒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÏÌÕÏÓÉ ËÏ ŒÔÏÒÏÊ (ÎÁ ÎÁÛÅÍ ÒÉÓÕÎËÅ | ĂÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉĄ). óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ĂÍÉÎÕÓĄ, ÅÓÌÉ ÐÏŒÏÒÏÔ ÏÔ A Ë B | Œ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÕÀ ÓÔÏ- ÒÏÎÕ. ìÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÐÌÏÝÁÄÉ ÏÔ ÐÅÒŒÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ S(kA; B) = kS(A; B):

üÔÉ ÄŒÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÆÁËÔÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔ Œ ÓËÒÙÔÏÍ ŒÉÄÅ ŒÓÀ ĂÔÅÏÒÉÀ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÉÔÅÌÅÊĄ.

œÏÚØÍÅÍ ÂÁÚÉÓ e = (1; 0), f = (0; 1). ôÏÇÄÁ ÎÁÛÉ ŒÅËÔÏÒÙ A = A_1 É B = A_2 ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ

A_1 = x_1e + y_1f; A_2 = x_2e + y_2f:

œÙÞÉÓÌÑÅÍ ÐÌÏÝÁÄØ S(A_1; A_2). œÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÕÍÍÕ ÞÅÔÙÒčÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ

S(A_1; A_2) = x_1x_2S(e; e) + x_1y_2S(e; f) + y_1x_2S(f; e) + y_1y_2S(f; f):

úÄÅÓØ S(e; e) = 0, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ, ÎÁÔÑÎÕÔÙÊ ÎÁ ÐÁÒÕ (e; e), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ. ðÏ ÜÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ S(f; f) = 0. äÁÌÅÅ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ S(e; f) = 1; ÎÏ S(f; e) = −1, ÔÁË ËÁË ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ ŒÒÁÝÅÎÉÑ ÏÔ f Ë e | Œ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÑ ÐÌÏÝÁÄØ ÒÁŒÎÁ

S(A_1; A_2) = x_1y_2 − x_2y_1:

üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÊ ÎÉÖÅ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ ÉÚ ÞÅÔÙÒčÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÎÁÛÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ:

S(A_1; A_2) = | | | x^1 y^1 x_2 y_2 | | | : íÙ ÏÂÓÕÖÄÁÅÍ ŒÏÐÒÏÓ: ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÌÉ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ z ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ? îÁÄÏ ŒÚÑÔØ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ {w} ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ É ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ, ËÕÄÁ ÏÎ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ. åÓÌÉ ÐÌÏÝÁÄØ ÏÂÒÁÚÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, ÔÏ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ, Á ÅÓÌÉ ÐÌÏÝÁÄØ ÏÂÒÁÚÁ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ, ÔÏ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÏÓÎÏŒ- ÎÏÇÏ (Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÌÀÂÏÇÏ) ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. ïÂÒÁÚÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ e É f ÓÕÔØ ze = z = a + bi; zf = zi = −b + ai:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ-ÏÂÒÁÚÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ( x_1 y_1 x_2 y_2 ) = ( a b −b a ) : ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ (ÐÒÉ z ≠ 0), ÔÁË ËÁË | | | | a b −b a | | | | = a^2 − (−b) · b = a^2 + b^2 � 0:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z ÓÏÈÒÁ- ÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÕÍÎÏÖÁÅÍÙÈ ÞÉÓÅÌ.

éÓÓÌÅÄÕÅÍ, ÎÁ ËÁËÏÊ ÕÇÏÌ ÐÏŒÏÒÁÞÉŒÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒ w ÐÒÉ ÅÇÏ ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÉ ÎÁ z? œÏÚØÍčÍ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ŒÅËÔÏÒ É ÐÏÓÞÉÔÁÅÍ, ÎÁ ËÁËÏÊ ÕÇÏÌ ÏÎ ÐÏŒÅÒÎÅÔÓÑ ÐÒÉ ÎÁÛÅÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. áÌÇÅÂÒÁÉÓÔÙ ÓÞÉÔÁÀÔ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÞÉÓÌÏ 0, ÎÏ ÎÁÍ ÏÎÏ ÎÅ ÐÏÄÈÏÄÉÔ, ÍÙ ŒÏÚØÍčÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÇÏ ÞÉÓÌÏ w = 1. ôÏÇÄÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ z ÐÅÒÅŒÅÄčÔ ÅÇÏ Œ zw = z = a + bi.

òÉÓ. 7. ðÏŒÏÒÏÔ ŒÅËÔÏÒÁ w ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ ÞÉÓÌÏ z.

éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÛÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÏŒÏÒÁÞÉŒÁÅÔ ŒÅËÔÏÒ w = 1 ÎÁ ÕÇÏÌ ¸ = arg z.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ |z| = 1, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁ ÕÇÏÌ, ÒÁŒÎÙÊ arg z.

ôÅÏÒÅÍÁ. ðÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÓËÌÁ- ÄÙŒÁÀÔÓÑ:

arg(zw) = arg z + arg w:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÙ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ w = 1 ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÉ ÎÁ z ÐÏŒÏÒÁÞÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÕÇÏÌ ¸. îÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ z ÅÓÔØ ÐÏŒÏÒÏÔ, ÔÏ ÎÁ ÔÁËÏÊ ÖÅ ÕÇÏÌ ÐÏŒÏÒÁÞÉŒÁÅÔÓÑ É ÌÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ w. œŒÅÄčÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ arg w = ˛. ôÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ zw ÉÍÅÅÔ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ ¸ + ˛, Ô. Å. arg(zw) = arg w + ¸. □ üÔÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÎÁÞÅ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÐÏÎÑÔØ. ðÕÓÔØ z = a + bi, w = c + di, |z| = 1, |w| = 1. ôÏÇÄÁ

zw = (ac − bd) + (ad + bc)i:

ðÏÓËÏÌØËÕ arg z = ¸, ÔÏ a = cos ¸, b = sin ¸. ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ arg w = ˛, ÔÏ c = cos ˛, d = sin ˛. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ É ÍÎÉÍÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ zw ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ

cos(¸ + ˛) = ac − bd = cos ¸ cos ˛ − sin ¸ sin ˛; sin(¸ + ˛) = ad + bc = cos ¸ sin ˛ + sin ¸ cos ˛:

2{ËÏÍÐ.Þ. 9

æÏÒÍÕÌÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÌÅÇËÏ ÚÁÐÏÍÉÎÁÅÔÓÑ É ÎÅ ÐÕ- ÔÁÅÔÓÑ ÎÉ Ó ÞÅÍ ÄÒÕÇÉÍ. á ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍÕÌ Œ ÎÅÊ ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔÓÑ ÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÅÌÁÅÔ ÉÚ ÎÉÈ ÉÚÌÀÂÌÅÎÎÙÊ ÜËÚÁÍÅÎÁÔÏÒÁÍÉ ŒÏ- ÐÒÏÓ ÎÁ ÐÒÉÅÍÎÙÈ ÜËÚÁÍÅÎÁÈ.

ôÅÏÒÉÑ ŒÒÁÝÅÎÉÊ É ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ.

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ n

cos(n’) + i sin(n’) = (cos ’ + i sin ’)^n

(ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ íÕÁŒÒÁ, ÔÁË ËÁË Åč ÏÔËÒÙÌ ÇÏÒÁÚÄÏ ÒÁÎØÛÅ ÓÏŒÓÅÍ ÄÒÕÇÏÊ ÞÅÌÏŒÅË).

ðÒÉÍÅÒ. éÚ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÌÅÄÕÅÔ (ÐÕÔčÍ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË Œ ÂÉ- ÎÏÍÅ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ), ÞÔÏ É cos(n’), É sin(n’) | ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÙ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x = cos ’, y = sin ’. éÌÉ, ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ (ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍ- ÂÉÎÁÃÉÉ ÓÉÎÕÓÏŒ É ËÏÓÉÎÕÓÏŒ ËÒÁÔÎÙÈ ÕÇÌÏŒ) ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÙÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (x É y) ÎÁ ÏË- ÒÕÖÎÏÓÔØ (x^2 + y^2 = 1).

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÞÅÎØ ÞÁÓÔÏ ÐÏÌÅÚÎÙ ÆÏÒÍÕÌÙ

cos(2’) = cos^2 ’ − sin^2 ’; sin(2’) = 2 sin ’ cos ’;

cos(3’) = 4 cos^3 ’ − 3 cos ’; sin(3’) = 3 sin ’ − 4 sin^3 ’:

ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÓÉÎÕÓ | ÞčÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, Á ÓÉÎÕÓ | ÎÅÞčÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ ’, ÔÏ cos(n’) ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÌÉÛØ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ x = cos ’ (ÚÁÍÅÎÉŒ ŒÅÚÄÅ sin^2 ’ ÎÁ 1−cos^2 ’). üÔÉ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØ- ÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ þÅÂÙ- ÛÅŒÁ, ÏÎÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÍÎÏÇÉÍÉ ÐÏÌÅÚÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ (ĂÎÁÉÍÅÎÅÅ ÕËÌÏÎÑ- ÀÔÓÑ ÏÔ ÎÕÌÑĄ, ÄÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ĂÆÉÇÕÒÙ ìÉÓÓÁÖÕĄ ÎÁ ÜËÒÁÎÅ ÏÓÃÉÌÌÏÇÒÁÆÁ* É Ô. Ä.). ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÐÅÒÅÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ Œ ÄÒÕÇÉÈ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

F_1(x) = x; F_2(x) = 2x^2 − 1; F_3(x) = 4x^3 − 3x; : : :

ïÄÎÁËÏ, Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ŒÏÚÎÉË ŒÏÐÒÏÓ: ËÒÏÍÅ ŒÒÁÝÅÎÉÊ É ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R^2 ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ŒÒÁÝÅÎÉÑ É ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^3. ëÁË

* óÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, œ. é. áÒÎÏÌØÄ, íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÔÏÄÙ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ (í.: üÄÉÔÏÒÉÁÌ õòóó, 2000).

ÉÈ ÏÐÉÓÙŒÁÔØ? ëÏÅ-ÞÔÏ ÚÄÅÓØ ÓÄÅÌÁÌ ÕÖÅ œÅÓÓÅÌØ ÐÒÉÍÅÒÎÏ Œ 1820 ÇÏÄÕ. îÏ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÐÏÓÔÒÏÉÌ ÐÏÚÄÎÅÅ ÉÒÌÁÎÄÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË çÁÍÉÌØÔÏÎ.

ïÄÎÉÍ ÔÕÍÁÎÎÙÍ ŒÅÞÅÒÏÍ ÐÏ ÐÕÔÉ ÉÚ ôÒÉÎÉÔÉ-ËÏÌÌÅÄÖÁ Œ äÕÂÌÉÎÅ çÁÍÉÌØÔÏÎ ÐÒÉÂÅÇ Ë ÐÏÍÏÝÉ ÁÌËÏÇÏÌØÎÙÈ ÐÁÒÏŒ. üÔÏ É ÐÒÉŒÅÌÏ ÅÇÏ Ë ÚÁ- ÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÉÚÌÏÖÉÍ ÎÉÖÅ (É ËÏÔÏÒÕÀ ÏÎ ÐÙÔÁÌÓÑ ÐÅÒÅÄ ÜÔÉÍ ÎÁÊÔÉ ÍÎÏÇÏ ÌÅÔ). çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÎ ÂÙÌ ÔÁË ÐÏÒÁÖčÎ ÏÔËÒÙ- ÔÏÊ ÉÍ ÆÏÒÍÕÌÏÊ, ÞÔÏ ÓÅÊÞÁÓ ÖÅ ŒÙÒÅÚÁÌ Åč ÐÅÒÏÞÉÎÎÙÍ ÎÏÖÉËÏÍ ÎÁ ÐÅ- ÒÉÌÁÈ ÄÅÒÅŒÑÎÎÏÇÏ ÍÏÓÔÉËÁ ÞÅÒÅÚ ËÁÎÁÌ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÎ Œ ÜÔÏ ŒÒÅÍÑ ÛčÌ. îÏ Ñ, ÈÏÔØ É ÉÓËÁÌ ÜÔÕ ÎÁÄÐÉÓØ, ŒÙÒÅÚÁÎÎÕÀ ÔÏÇÄÁ çÁÍÉÌØÔÏÎÏÍ, ÎÅ ÎÁÛčÌ Åč ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÏÓÔÉËÅ*.

ïÂÏÂÝÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÏ ÐÏÎÑÔÉÑ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÄÌÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ŒÒÁÝÅÎÉÊ Œ R^3 ÎÕÖÎÙ 4 ÞÉÓÌÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ ÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÁ 4-ÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ | ËŒÁ- ÔÅÒÎÉÏÎÙ. œÙÒÅÚÁÎÎÁÑ çÁÍÉÌØÔÏÎÏÍ ÎÁ ÐÅÒÉÌÁÈ ÆÏÒÍÕÌÁ ijk = −1 ÄÁčÔ ÔÁÂÌÉÃÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ.

éÔÁË, ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ | ÜÔÏ ŒÅËÔÏÒ 4-ÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ 1, i, j, k (ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÎÙÍÉ ËŒÁÔÅÒÎÉÏ- ÎÁÍÉ): a + bi + cj + dk. þÉÓÌÏ a ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ (ÓËÁÌÑÒÏÍ), Á ÔÒčÈÍÅÒÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ v = bi + cj + dk | ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔØÀ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁ. óÌÏŒÏ ĂŒÅËÔÏÒĄ ŒÐÅÒŒÙÅ ÐÏÑŒÉÌÏÓØ ÉÍÅÎÎÏ Œ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ. œÏ ŒÒÅÍÅÎÁ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÅ ÂÙÌÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÅÍÕ ÐÒÉÛÌÏÓØ ŒÙÄÕ- ÍÙŒÁÔØ ŒÓÀ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ.

ĂþÉÓÌÁĄ 1, i, j, k ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÎÙÍÉ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁÍÉ. óÌÏÖÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ | ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏÅ. ïÎÏ ËÏÍÍÕÔÁ- ÔÉŒÎÏ É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏ.

óÁÍÏÅ ÔÒÕÄÎÏÅ | ÐÒÉÄÕÍÁÔØ, ËÁË ÕÍÎÏÖÁÔØ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÙ. õÍÎÏÖÅ- ÎÉÅ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÍÅÔØ ÕÍÎÏÖÁÔØ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÙ.

* ïÐÉÓÁÎÎÙÊ ÜÐÉÚÏÄ ÐÒÏÉÚÏÛčÌ 16 ÏËÔÑÂÒÑ 1843 ÇÏÄÁ ÎÁ âÒÕËÇÁÍÓËÏÍ ÍÏÓÔÕ ÞÅ- ÒÅÚ ëÏÒÏÌÅŒÓËÉÊ ËÁÎÁÌ, ÇÄÅ çÁÍÉÌØÔÏÎ É ŒÙÒÅÚÁÌ ÆÏÒÍÕÌÕ ijk = −1. œ ÐÉÓØÍÅ ÓŒÏÅÍÕ ÓÙÎÕ áÒÞÉÂÁÌØÄÕ ÏÔ 5 ÁŒÇÕÓÔÁ 1865 ÇÏÄÁ çÁÍÉÌØÔÏÎ ÐÉÛÅÔ Ï ÓÕÄØÂÅ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ: Ă: : : îÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ËÁË ÎÁÄÐÉÓØ, ÏÎÁ ÕÖÅ ÓÔčÒÌÁÓØĄ. (ì. ó. ðÏ- ÌÁË, œÁÒÉÁÃÉÏÎÎÙÅ ÐÒÉÎÃÉÐÙ ÍÅÈÁÎÉËÉ, ÉÈ ÒÁÚŒÉÔÉÅ É ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ Œ ÆÉÚÉËÅ, í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 1960, 103{104.) | ðÒÉÍ. ÒÅÄ.

2^∗ 11

ôÁÂÌÉÃÁ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ:

1 · 1 = 1, 1 · i = i, 1 · j = j, 1 · k = k; i · 1 = i, i · i = −1, i · j = k, i · k = −j; j · 1 = j, j · i = −k, j · j = −1, j · k = i; k · 1 = k, k · i = j, k · j = −i, k · k = −1:

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÙÅ ÍÎÉÍÙÅ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÙÅ ĂÅÄÉÎÉÃÙĄ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÉ ÎÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, Á ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ: ij = k, ÎÏ ji = −k. åÓÌÉ ÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ij = k, ÔÏ ÏÓÔÁÌØÎÏÅ ÌÅÇËÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏ- ÓÔÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ik = iij = −j, ÐÏÓËÏÌØËÕ i^2 = −1.

ðÒÁŒÉÌÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ij = k ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍ:

ij = k; jk = i; ki = j:

õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ, ÎÏ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏ. îÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ÏÎÏ É ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ, ÞÔÏÂÙ ÏÐÉÓÙŒÁÔØ ŒÒÁÝÅÎÉÑ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ŒÓÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ.

äÌÑ ÌÀÂÙÈ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ p, q, r ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ cÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ:

p + q = q + p (ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÐÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ); (p + q) + r = p + (q + r) (ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÐÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ);

(p · q) · r = p · (q · r) (ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÐÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ); p · (q + r) = p · q + p · r (ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔØ):

ôÁËÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÕÍÓÔŒÅÎÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÅÊ, Á ÐÏÄÏÂÎÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ*.

ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÄŒÁ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁ,

p = a_1 + v_1; q = a_2 + v_2:

ðÏÓÞÉÔÁÅÍ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ. îÁÞÎčÍ Ó ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÔŒÅÔÁ:

Re(pq) = a_1a_2 − b_1b_2 − c_1c_2 − d_1d_2:

* äÅËÁÒÔ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÍÅÔÏÄ ÐÏÌÎÏÇÏ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ŒÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ ÍÁ- ÔÅÍÁÔÉËÉ, ËÁË ÓÁÍÙÊ ĂÄÅÍÏËÒÁÔÉÞÅÓËÉÊĄ: ŒÅÄØ ÌÀÂÏÊ ÔÕÐÉÃÁ ÐÒÏÄŒÉÇÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÏÄÏÂÎÏÍ ÍÅÔÏÄÅ ÓÔÏÌØ ÖÅ ÕÓÐÅÛÎÏ, ËÁË É ÓÁÍÙÊ ÇÅÎÉÁÌØÎÙÊ ÕÍ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ a_1a_2 Œ ÏÔŒÅÔ ŒÏÊÄčÔ, ÎÏ ÐÒÉ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÉ ÞÌÅÎÏŒ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ ÂÁÚÉÓÎÙÍÉ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁÍÉ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ i^2 = −1, j^2 = −1, k^2 = −1, Á ÄÒÕÇÉÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÎÅÔ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÇÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ (i; j; k) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ ÜÔÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ

b_1b_2 + c_1c_2 + d_1d_2 = (v_1; v_2):

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÒÁŒ- ÎÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÉÈ ÄÌÉÎ ÎÁ ËÏÓÉÎÕÓ ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ:

(v_1; v_2) = ‖v_1‖ · ‖v_2‖ · cos(v_1; v_2):

œÙÞÉÓÌÉÍ ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ pq.

Im(pq) = a_1v_2 + a_2v_1 + [v_1; v_2];

ÇÄÅ [v_1; v_2] | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1 É v_2. ëÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÌÅÇËÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ | ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ:

[v_1; v_2] = | | | | b_1 b_2 c_1 c_2 | | | | i + | | | | c_1 c_2 a_1 a_2 | | | | j + | | | | a_1 a_2 b_1 b_2 | | | | k:

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ [v_1; v_2] ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ v_1 É v_2. œÙÂÏÒ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ ÐÏÄÞÉÎčÎ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑÍ ÏÒÉÅÎ- ÔÁÃÉÉ (ĂÐÒÁŒÉÌÏ ÐÒÁŒÏÊ ÒÕËÉĄ).

ôÒÏÊËÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ (v_1; v_2; [v_1; v_2]) ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÂÁÚÉÓÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ (i; j; k). üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÏÄÎÕ ÉÚ ÔÒÏÅË ÍÏÖÎÏ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏ ÐÅÒÅÔÑÎÕÔØ Œ ÄÒÕÇÕÀ, ÏÓÔÁŒÌÑÑ ŒÅËÔÏÒÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ ŒÏ ŒÓč ŒÒÅÍÑ ÐÅÒÅÔÑÇÉŒÁÎÉÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÒÏÊËÉ (i; j; k) É (j; k; i) ÏÒÉÅÎ- ÔÉÒÕÀÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ, Á (i; k; j) | ÉÎÁÞÅ.

œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË ÐÒÉ ÉÈ ÐÅÒÅÓÔÁ- ÎÏŒËÅ.

ðÒÉÍÅÒ. [i; j] = k = −[j; i]; [i; i] = 0. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ v_1 É ÐÏ v_2.

üÔÏ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ ÐÏ çÁÍÉÌØÔÏÎÕ. ïÓÎÏŒÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÄÏÓÔÁŒÌÑÅ- ÍÏÍ ÅÀ ÏÐÉÓÁÎÉÉ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÇÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. îÁÐÏ- ÍÎÀ, ÞÔÏ ŒÒÁÝÅÎÉÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R^2 ÎÁ ÕÇÏÌ¸

ÚÁÄÁčÔÓÑ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R^2 Ó C É ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÑ ÎÁ z, w → zw, ÇÄÅ z = cos ¸ + i sin ¸.

òÉc. 9. ïÒÔ ÏÓÉ ŒÒÁÝÅÎÉÑ É ÅÇÏ ÎÁÐÒÁŒÌÑÀÝÉÅ ËÏÓÉÎÕÓÙ.

äÌÑ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÕÇÁÄÁÔØ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÞÉ- ÓÌÁ z. îÏ ÚÁËÁÎÞÉŒÁÀÝÅÅ ŒÙÂÏÒ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÔÅ- ÏÒÉÉ ÓÐÉÎÁ (ŒÅÒÏÑÔÎÏ, ÐÅÒŒÏÏÔËÒÙŒÁÔÅÌÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ òÏÄÒÉÇÅÓ).

íÙ ÎÁÞÉÎÁÅÍ Ó ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^3 c ÏÒ- ÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ i, j, k. œÒÁÝÅÎÉÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^3 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÅÊ ÏÓØÀ ŒÒÁÝÅÎÉÑ É ÕÇÌÏÍ ÐÏŒÏÒÏÔÁ ŒÏ- ËÒÕÇ ÜÔÏÊ ÏÓÉ. ïÓØ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÏÒÔÏÍ v, ËÏÔÏÒÙÊ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÓŒÏÉÍÉ ÕÇÌÁÍÉ ¸, ˛, ‚ c ÏÓÑÍÉ (i; j; k): v = i cos ¸ + j cos ˛ + k cos ‚. œÒÁÝÅÎÉÅ ÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÕÇÏÌ ŒÏËÒÕÇ ÜÔÏÊ ÏÓÉ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ŒÒÁÝÅÎÉÅÍ ÎÁ ÐÒÏ- ÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÊ ÕÇÏÌ ŒÏËÒÕÇ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÇÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ ÏÓÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÒÔ ÏÓÉ ŒÒÁÝÅÎÉÑ. üÔÏÔ ŒÅËÔÏÒ ÉÍÅÅÔ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ ËÏÓÉÎÕÓÙ ÎÁÐÒÁŒÌÑÀÝÉÈ ÕÇÌÏŒ (ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏÍ É ÎÁÐÒÁŒÌÑÀ- ÝÉÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ÏÓÅÊ). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ðÉÆÁÇÏÒÁ, ÄÌÉÎÁ ŒÅËÔÏÒÁ v ÒÁŒÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ.

ðÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÒÅÛÁÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ | ÄÌÑ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁ, ÏÐÉÓÙŒÁÀÝÅÇÏ ŒÒÁÝÅÎÉÅ. üÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ÓËÒÙŒÁÀÔ ÏÔ ÍÅÈÍÁÔÑÎ ÉÌÉ ÆÉÚÉËÏŒ (Œ ÔÅÏÒÉÉ ÔŒčÒÄÏÇÏ ÔÅÌÁ ÒÁÓÓËÁÚÙŒÁÀÔ Œ ŒÉÄÅ ÍÁÔÒÉÃ ðÁÕÌÉ).

ëÁËÏŒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÇÒÕÐÐÙ ŒÓÅÈ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^3? íÙ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÅÍ ÔÒÉ ÎÁÐÒÁŒÌÑÀÝÉÈ ËÏÓÉÎÕÓÁ É ÕÇÏÌ ÐÏŒÏÒÏÔÁ. ðÏ- ÌÕÞÁÅÔÓÑ ÞÅÔÙÒÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÌÁ. ëÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ŒÓÅÈ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ÒÁŒÎÁ ÞÅÔÙÒčÍ, ÎÏ ÜÔÏ ÎÅ ŒÅÒÎÏ. åÓÔØ ÓÏÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÅ ÎÁ ÜÔÉ 4 ÞÉÓÌÁ: ‖v‖ = 1. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÇÒÕÐÐÙ SO(3) ŒÒÁÝÅÎÉÊ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^3 ŒÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ O ÒÁŒÎÁ ÔÒčÍ.

úÁÄÁÞÁ. ðÏÓÞÉÔÁÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÇÒÕÐÐ SO(n) ŒÓÅÈ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ R^4, R^5 É Ô. Ä. ŒÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ SO(n) ÂÕËŒÁ O ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ, Ô. Å. ÓÏ- ÈÒÁÎÅÎÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÇÒÕÐÐÙ ÄÌÉÎ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ R^n, Á ÂÕËŒÁ S (ĂÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÅĄ) | ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ŒÒÁÝÅÎÉÀ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÇÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÇÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ ÎÏÒÍÙ ÅÄÉÎÉÃÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. óÏÐÒÑÖčÎÎÙÍ Ë ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÕ q = a + v ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ q = a − v.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ëŒÁÄÒÁÔÏÍ ÎÏÒÍÙ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁ q ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ q · q = a^2 − (v; (−v)) = a^2 + ‖v‖^2 � 0.

üÔÏ | ŒÓÅÇÄÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÏÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÉ q ≠ 0. äÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ

qq = (a + bi + cj + dk)(a − bi − cj − dk) = a^2 + b^2 + c^2 + d^2 � 0:

ðÏÜÔÏÍÕ É ÎÏÒÍÁ | ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

ðÕÓÔØ ÄÁÎ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ Ó ÎÏÒÍÏÊ ÅÄÉÎÉÃÁ,

q = a + v: ‖q‖ = 1:

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÏÒÍÙ a^2 + ‖v‖^2 = 1:

åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÉÎÑÔØ a É ‖v‖ ÚÁ ËÏÓÉÎÕÓ É ÓÉÎÕÓ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÇÌÁ:

a = cos ’; ‖v‖ = sin ’:

íÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÌÉ ÎÁÛ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ Œ ŒÉÄÅ q = cos ’+sin ’·v^′, ÇÄÅ v^′ | ÏÒÔ ÏÓÉ. œÅËÔÏÒ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ v^′ ÉÍÅÅÔ ÎÏÒÍÕ ÅÄÉÎÉÃÁ. åÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÏÐÉÓÙŒÁÔØ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÎÁÛÅÇÏ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁ ŒÒÁÝÅÎÉÅ ÔÒčÈ- ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÔÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÒÔÁ v^′ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ŒÚÑÔØ ÏÒÔ ÏÓÉ ŒÒÁÝÅÎÉÑ. äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁ ÏÓÔÁÌÏÓØ ŒÙÂÒÁÔØ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÕÇÏÌ ’. ðÕÓÔØ „ | ÓÁÍÁ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÕÇÌÁ ÐÏŒÏÒÏÔÁ. óÏŒÒÅÍÅÎÎÏÅ ÐÏÎÉÍÁÎÉÅ ÆÉÚÉËÉ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÆÉÚÉËÉ ÄŒÁ ÓÔÏÌÅÔÉÑ ÎÁÚÁÄ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÕÖÎÁ ĂÄŒÏÊËÁ òÏÄÒÉÇÅÓÁĄ: ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ’ ÄÌÑ ÐÏ- ÓÔÒÏÅÎÉÑ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁ, ÏÐÉÓÙŒÁÀÝÅÇÏ ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ „ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÉ v^′, ÎÕÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÐÏÌÏŒÉÎÕ ÕÇÌÁ ÐÏŒÏÒÏÔÁ, ’ = „=2,

q = cos ( „ 2 ) + sin ( „ 2 ) · v^′:

äŒÏÊËÁ òÏÄÒÉÇÅÓÁ É ÅÓÔØ ÐÒÉÞÉÎÁ ÓÐÉÎÁ Œ ÆÉÚÉËÅ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÚ-ÚÁ ÄŒÏÊËÉ ŒÒÁÝÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ ÎÅÏÄ- ÎÏÚÎÁÞÎÏ. õÇÏÌ ÐÏŒÏÒÏÔÁ „ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2ın, n ∈ Z. œÈÏÄÑÝÉÊ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁ ÕÇÏÌ „=2 ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ın. åÓÌÉ n ÎÅ- ÞčÔÎÏ, ÔÏ ÐÒÉ ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÉ 2ın Ë ÕÇÌÕ „ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ ÉÚÍÅÎÉÔ ÚÎÁË. îÁÄÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÉÓÁÔØ ±q = cos(„=2) + sin(„=2) · v^′.

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÐÏŒÏÒÏÔÕ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÄŒÁ ËŒÁÔÅÒ- ÎÉÏÎÁ (ÒÁÚÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÚÎÁËÏÍ).

œÓÅ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÙ ÎÏÒÍÙ ÅÄÉÎÉÃÁ (‖q‖ = 1) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÆÅÒÕ S^3 Œ R^4. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÕ ÎÏÒÍÙ ÅÄÉÎÉÃÁ ŒÒÁÝÅÎÉÅ, ÚÁÄÁčÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÆÅÒÙ S^3 ÎÁ ŒÓÀ ÇÒÕÐÐÕ ŒÒÁÝÅÎÉÊ | ÄŒÕÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ: S^3 → SO(3) = S^3=±1.

ôÅÏÒÅÍÁ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, Ô. Å. ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ g(q) | ŒÒÁÝÅÎÉÅ; ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÕ q, ÔÏ

g(q_1q_2) = g(q_1)g(q_2): (∗)

õÍÎÏÖÅÎÉÅ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÐÉÓØÀ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÑ ŒÒÁÝÅÎÉÊ (ÜÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ). üÔÏ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÐÒÉ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ìÅÇËÏ ÄÏ- ËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ìÅÍÍÁ. |q_1q_2| = |q_1| · |q_2|.

ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ |q_1| = 1, ÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÔÁËÏÊ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÄÌÉÎÙ. ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÕ (∗) (Ñ ÐÒÏÐÕÝÕ Œ ÜÔÏÍ ŒÙŒÏÄÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÔÁÌÉ).

ðÕÓÔØ z | ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ É |z| = 1. âÕÄÅÍ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏÍ z ÎÁ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ w ÓÔÒÁÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

w → zwz^{−1}: (∗∗)

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÂÒÁÔÎÙÍ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏÍ Ë ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÕ z ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ z^{−1}, ÞÔÏ z^{−1}z = 1.

ôÁËÏÊ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÅÎ É ÅÇÏ ÌÅÇËÏ ÎÁÊÔÉ ÄÌÑ ÌÀ- ÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁ z ÔÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ É ÄÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ĂÉÎŒÅÒÓÉÑĄ). œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÓÔÏ z^{−1} = z, ÔÁË ËÁË zz = 1. óÔÒÁÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ (∗∗) | ÜÔÏ ŒÒÁÝÅÎÉÑ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^4 (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÌÕÞÁÀ C).

åÓÌÉ w = 1, ÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÒÁÝÅÎÉÉ 1 → z · 1 · z, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÅËÔÏÒ 1 ÏÓÔÁčÔÓÑ ÐÒÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ (∗∗) ÎÁ ÍÅÓÔÅ. œÒÁÝÅÎÉÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^4 ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÅÄÉÎÉÃÕ. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ

Ë ŒÅËÔÏÒÕ 1 ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÓÅÂÑ É ŒÒÁÝÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^4 ÚÁÄÁčÔ ŒÒÁÝÅ- ÎÉÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^3. íÏÖÎÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁË ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÏ ÓÁÍÏÅ ŒÒÁÝÅÎÉÅ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÒÁÎØÛÅ ÏÐÉÓÙŒÁÌÉ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÏÓÉ É ÕÇÌÁ ÐÏŒÏÒÏÔÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ (∗∗) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ z_1z_2: z_1z_2w(z_1z_2)^{−1}. ëÁË ŒÙÞÉÓÌÉÔØ (z_1z_2)^{−1}?

ðÏÄÓËÁÚËÁ ÉÚ ÚÁÌÁ: (ab)^{−1} = a^{−1}b^{−1}. | îÅŒÅÒÎÏ!

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ a ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÎÑÔØ ÐÉÄÖÁË, Á b | ÓÎÑÔØ ÒÕÂÁÛËÕ. ôÏÇÄÁ ba | ÓÎÑÔØ ÐÉÄÖÁË, ÚÁÔÅÍ ÓÎÑÔØ ÒÕÂÁÛËÕ | ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÒÁÚ- ÄÅÔØÓÑ. ïÂÒÁÔÎÏÅ | ÏÄÅÔØÓÑ. îÁÄÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÁÄÅÔØ ÒÕÂÁÛËÕ, É ÌÉÛØ ÐÏÔÏÍ ÎÁÄÅÔØ ÐÉÄÖÁË. ðÏÜÔÏÍÕ (ba)^{−1} = a^{−1}b^{−1}.

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ z_1z_2 ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÔÏÞËÕ w Œ ÔÏÞËÕ

(z_1z_2)w(z_1z_2)^{−1} = z_1z_2wz^{−1}_2 z^{−1}_1 = z_1(z_2wz^{−1}_2 )z^{−1}_1 :

ïÐÅÒÁÃÉÑ (∗∗) ÄÅÊÓÔŒÉÑ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁ z_1z_2 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÎÁ ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔ ÏÐÅÒÁÃÉÉ (∗∗) ÄÅÊÓÔŒÉÑ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁ z_2 ÎÁ w ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÏÐÅÒÁ- ÃÉÅÊ (∗∗) ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ z_1:

(z_1z_2)w(z_1z_2)^{−1} = z_1[z_2wz^{−1}_2 ]z^{−1}_1 :

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÏÇÏ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ Ë 1) ŒÅË- ÔÏÒÁ w ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ

(g(z_1z_2))(w) = (g(z_1))[(g(z_2))(w)]:

œ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ, ŒÒÁÝÅÎÉÑ g, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ËŒÁ- ÔÅÒÎÉÏÎÁÍ z ÎÏÒÍÙ ÅÄÉÎÉÃÁ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ÇÏÍÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ,

g(z_1z_2) = g(z_1)g(z_2);

ÔÁË ÞÔÏ ÔÒÕÄÎÏ ÏÐÉÓÙŒÁÅÍÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ŒÒÁÝÅÎÉÊ g(z) ÓŒÅÄÅÎÏ Ë ÌÅÇËÏ ŒÙÐÏÌÎÉÍÏÍÕ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÀ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÉÍ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ.

üÔÏÔ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÁÖÅ Œ ËÏÓÍÉÞÅÓËÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÑÈ, ÐÒÉ ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÉ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÓÐÕÔÎÉËÏŒ.

äÏËÁÖÅÍ ÏÂÅÝÁÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ (∗∗) ÄÅÊÓÔŒÉÑ ËŒÁ- ÔÅÒÎÉÏÎÁ z = cos („=2) + v^′ sin („=2) ; |v^′| = 1;

3{ËÏÍÐ.Þ. 17

Ó ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ ÎÁ ÕÇÏÌ „ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÉ ÅÇÏ ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔÉ (Ó ÏÒÔÏÍ v^′) Œ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^3 ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÈ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ.

1) ïÓØ ÏÒÔÁ v^′ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÜÔÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ Œ ÓÅÂÑ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÏÞÅŒÉÄÎÙÅ ÆÁËÔÁ.

Á) õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ cos(„=2) ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Œ ÓÅÂÑ ÌÀ- ÂÕÀ ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÎÏÌØ ÐÒÑÍÕÀ.

Â) õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÊ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ v^′ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËŒÁÔÅÒÎÉ- ÏÎÙ ÏÓÉ Ó ÏÒÔÏÍ v^′ Œ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÙ Ó ÎÕÌÅŒÏÊ ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔØÀ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÎÁ ÓÅÂÑ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ).

Œ) ïÂÒÁÔÎÙÊ Ë z ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ z^{−1} = z ÉÍÅÅÔ ÔÁËÏÊ ÖÅ, ËÁË z, ŒÉÄ (c ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÍ „), ÐÏÜÔÏÍÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ z^{−1} ÓÐÒÁŒÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ, ËÁË É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ z ÓÌÅŒÁ, ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ a) É Â).

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 1) ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÆÁËÔÏŒ Á), Â) É Œ). 2) þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÇÏÌ ÐÏŒÏÒÏÔÁ ŒÒÁÝÅÎÉÑ (∗∗) ŒÏËÒÕÇ ÏÓÉ ÏÒÔÁ v^′ ÒÁŒÅÎ „, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÜÔÕ ÏÐÅÒÁÃÉÀ Ë ËÁËÏÍÕ-ÌÉÂÏ ÞÉ- ÓÔÏ ÍÎÉÍÏÍÕ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÕ w ÉÚ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ Ë ÏÒÔÕ v^′ Œ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^3 ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÈ ËŒÁÔÅÒÎÉÏ- ÎÏŒ.

õÍÎÏÖÅÎÉÅ w ÎÁ z ÓÌÅŒÁ ÐÏŒÏÒÁÞÉŒÁÅÔ ÜÔÏÔ ŒÅËÔÏÒ ŒÎÕÔÒÉ ÕËÁÚÁÎ- ÎÏÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ÎÁ ÕÇÏÌ „=2 (ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÌÏ- ÖÅÎÉÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÐÒÉ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ). õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ z^{−1} ÓÐÒÁŒÁ | ÔÏÖÅ ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ „=2 (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ

wz^{−1} = wz = zw;

Á ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÅ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÙ ÐÒÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÉ ÍÅÎÑÀÔ ÚÎÁË). õÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÅ 2) ÄÏËÁÚÁÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÆÉÚÉËÅ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ ÏÐÉÓÁÎÉÉ ŒÒÁÝÅ- ÎÉÑ ÜÌÅËÔÒÏÎÏŒ) ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ŒÁÖÎÙÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ ŒÒÁÝÅÎÉÊ SO(3), Á ÉÍÅÎÎÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÄŒÕÈ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ- ÝÉÈ ÅÍÕ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ ÎÏÒÍÙ ÅÄÉÎÉÃÁ, ËÏÔÏÒÙÊ É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÐÉÎÏÍ ÜÌÅËÔÒÏÎÁ, ÉÍÅÀÝÉÍ ÄŒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ (ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÙÅ Œ ÆÉÚÉËÅ ÞÅ- ÒÅÚ ±1=2).

ðÒÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ Œ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÓÆÅÒÙ S^n Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^{n+1} ÉÚ ÓÆÅÒÙ ÐÏÌÕÞÁ- ÅÔÓÑ n-ÍÅÒÎÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎ- ÎÙÍ n-ÍÅÒÎÙÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ RP^n (ÒÉÓ. 9).

òÉÓ. 9. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÒÉËÌÅÉŒÁÎÉÅÍ ÌÅÎÔÙ íčÂÉ- ÕÓÁ Ë ËÒÕÇÕ A^′B^′C^′ (ÉÌÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ RP^1 ĂÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ-ÕÄÁÌčÎÎÙÈĄ ÔÏÞÅË Ë ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R^2).

üÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÏÐÉÓÁÔØ ËÁË ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ŒÓÅÈ ÐÒÏ- ÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ O ÐÒÑÍÙÈ OM Œ ÏÂSSÅÍÌÀÝÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^{n+1}: ŒÅÄØ ÔÁËÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ËÁË ÒÁÚ É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÏÊ ±N ÓŒÏÉÈ (ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖ- ÎÙÈ) ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÏÊ.

ðÒÉÍÅÒ. ðÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ RP^1 ÅÓÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ S^1, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ ÔÏÞÅË ’ É ’+ı ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ {’ mod 2ı} ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ {’ mod ı} = S^1=±1 ≈ S^1.

ðÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ RP^2 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R^2 ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅÍ ĂÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ-ÕÄÁÌčÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊĄ RP^1, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ-ÕÄÁÌčÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÄŒÉÇÁÑÓØ ŒÄÏÌØ ÐÒÑÍÏÊ Œ ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÙ ÐÒÉÄčÍ Œ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ-ÕÄÁÌčÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ).

þÔÏÂÙ ŒÓč ÜÔÏ ÑÓÎÏ ÕŒÉÄÅÔØ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÞÁÔØ, ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÑ ÐÒÏÔÉŒÏ- ÐÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÎÅ ÓÏ ŒÓÅÊ ÓÆÅÒÙ S^2, Á ÌÉÛØ Ó ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÐÏÌÕÓÆÅÒÙ S^2 (ÓËÁÖÅÍ, ÀÖÎÅÅ ÜËŒÁÔÏÒÁ). ôÏÇÄÁ ÓËÌÅÉŒÁÔØ ÐÒÉÄčÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ A ÜËŒÁÔÏÒÁ Ó ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÊ, −A, Á ÏÔËÒÙÔÁÑ ÓÔÒÏÇÏ ÀÖÎÁÑ ÐÏÌÕÓÆÅÒÁ ÐÒÉ ÓËÌÅÉŒÁÎÉÉ ÎÅ ÐÏÓÔÒÁÄÁÅÔ (ÒÉÓ. 9).

íÅÖÄÕ ÐÒÏÞÉÍ, ÉÚ ÜÔÏÊ ÖÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ-ÕÄÁÌčÎÎÏÊ (Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÌÀÂÏÊ) ÐÒÑÍÏÊ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÌÏÓ- ËÏÓÔÉ RP^2 ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÁ ÌÅÎÔÅ íčÂÉÕÓÁ (ËÏÔÏÒÕÀ íčÂÉÕÓ ÔÁË É ÏÔ- ËÒÙÌ), ŒÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÞÅÇÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ RP^2 ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÁ (ËÁË É ŒÓÅ ÞčÔÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ RP^{2n} É Œ ÏÔÌÉÞÉÅ

3^∗ 19

ÏÔ ÎÅÞčÔÎÏÍÅÒÎÙÈ RP^{2n+1}, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÓÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙ).

éÔÁË, SO(3) = S^3=±1 = RP^3 | ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÅ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÅË- ÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. åÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÕÇÌÙ, 0 � „ � ı, ŒÏËÒÕÇ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÏÓÅÊ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ŒÓÅÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ! ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ.

óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ËÁË ÛÁÒ {!} ÒÁ- ÄÉÕÓÁ ı Œ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. îÏ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÜÔÏÇÏ ÛÁÒÁ ÎÕÖÎÏ ÅÝč ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ, ÔÁË ËÁË ŒÒÁÝÅ- ÎÉÅ ÎÁ ÕÇÏÌ ı ŒÏËÒÕÇ ŒÅËÔÏÒÁ ! ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ŒÒÁÝÅÎÉÅÍ ÎÁ ÕÇÏÌ ı ŒÏËÒÕÇ ŒÅËÔÏÒÁ −! (Á ÄÒÕÇÉÈ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÈ ŒÒÁÝÅÎÉÊ Œ ÎÁÛÅÍ ÛÁÒÅ ÎÅÔ).

úÁÄÁÞÁ. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÌÉ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ A: R^4 → R^4 ÁÌÇÅÂÒÙ ËŒÁ- ÔÅÒÎÉÏÎÏŒ, Ô. Å. ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ (ÓËÁÖÅÍ, ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁÈ x É y ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

A(x + y) = A(x) + A(y); A(xy) = A(x)A(y) ?

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÌÑ ÐÏÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÇÒÕÐÐÁ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ: A(z) = z É A(z) = z.

ëŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÔÁË ËÁË ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ z É w ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÍÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ zw = w·z, Á ÎÅ z·w (ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ | ĂÁÎÔÉÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍĄ).

ðÒÉÍÅÒÏÍ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÏÄÎÁËÏ, ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÚÎÁËÏŒ ÄŒÕÈ ÉÚ ÔÒčÈ ÍÎÉÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ:

A(a + bi + cj + dk) = a + bi − cj − dk:

úÁÄÁÞÁ. îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÁÌÇÅÂÒÙ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ (ÏÎÉ ÐÏ- ÈÏÖÉ ÎÁ ÜÔÏÔ).

îÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ (ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÇÌÁÄËÏÅ) ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁ ÓÅÂÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÓÅŒÄÏÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÁÖÄÕÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ Œ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÕÀ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ.

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÐÓÅŒÄÏÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁ ÓÅÂÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÙÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ, ÌÉÂÏ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÎÁ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ (Ñ ÎÅ ÚÎÁÀ, ŒÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÂÅÚ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÇÌÁÄ- ËÏÓÔÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ | ÄÌÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÔÒÁÜÄÒ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. îÁ- ÐÒÁŒÌÅÎÉÑ ÉÚ ÅÇÏ ÃÅÎÔÒÁ ÎÁ ŒÅÒÛÉÎÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ ŒÅ- ÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ RP^2. çÒÕÐÐÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ A_3 ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ 24 ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^3, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒ.

œÌÏÖÉŒ RP^3 Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ CP^2, ÍÙ ÐÏÌÕ- ÞÉÍ É ÔÁÍ 4 ÔÏÞËÉ. þÔÏÂÙ ĂËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÔØĄ ÇÒÕÐÐÕ A_3, ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÇÒÕÐÐÕ ŒÓÅÈ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÜÔÕ ÞÅÔŒčÒËÕ ÐÓÅŒÄÏÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁË ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ĂËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÇÒÕÐ- ÐÙ A_3 ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁĄ ÅÓÔØ ÇÒÕÐÐÁ B_3 ŒÓÅÈ 48 ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÏËÔÁ- ÜÄÒÁ ÉÌÉ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏËÔÁÜÄÒÕ ËÕÂÁ Œ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. üÔÏÔ ËÕÂ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÄÏÂÁŒÉŒ Ë ŒÅÒÛÉÎÁÍ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÕÌÅ ÞÅÔÙÒÅ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÔÏÞËÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÎÁÄÅÑÔØÓÑ, ÞÔÏ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÊ ŒÅÒÓÉÅÊ ÇÒÕÐÐÙ A_3 ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ (Á ÒÁŒÎÏ É ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ŒÅÒÓÉÅÊ ÇÒÕÐÐÙ B_3 ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ËÕÂÁ ÉÌÉ ÏËÔÁÜÄÒÁ) ÏËÁÖÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÁ H_3 ÉÚ 120 ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÉËÏÓÁÜÄÒÁ. ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÐÏÄÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÓÔÒÁÎÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ ÒčÂÅÒ: ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÒÁŒÎÙ (ÒÉÓ. 10) 6 = 2 · 3 ÄÌÑ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, 12 = 3 · 4 ÄÌÑ ÏËÔÁÜÄÒÁ (ÉÌÉ ËÕÂÁ), 30 = 5 · 6 ÄÌÑ ÉËÏÓÁÜÄÒÁ (ÉÌÉ ÄÏÄÅ- ËÁÜÄÒÁ).

òÉÓ. 10. ôÅÔÒÁÜÄÒ, ÏËÔÁÜÄÒ É ÉËÏÓÁÜÄÒ, ÉÈ ÇÒÕÐÐÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ É ÞÉÓÌÁ ÒÅ- ÂÅÒ ò. óÌÏŒÁ ÔÅÔÒÁÜÄÒ, ÏËÔÁÜÄÒ, ÉËÏÓÁÜÄÒ É ÄÏÄÅËÁÜÄÒ ÏÚÎÁÞÁÀÔ ĂÞÅÔÙÒčÈ- ÇÒÁÎÎÉËĄ, ĂŒÏÓØÍÉÇÒÁÎÎÉËĄ, ĂÄŒÁÄÃÁÔÉÇÒÁÎÎÉËĄ É ĂÄŒÅÎÁÄÃÁÔÉÇÒÁÎÎÉËĄ.

œÓÅ ÜÔÉ ÔÒÉ ÞÉÓÌÁ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ (n + 1)(n + 2), ÇÄÅ n = 1, 2, 4 | ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ (ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ).

çÌÁŒÎÁÑ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÑ ËŒÁÔÅÒÎÉÚÁÃÉÉ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÏÔÓÕÔ- ÓÔŒÉÉ ÇÏÔÏŒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (ÒÏÌØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÉ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÉÇ- ÒÁÌ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ Ë ÐÓÅŒÄÏÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ).

íÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÒÏÌØ ÐÁÒÙ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏŒ, ŒÐÉÓÁÎÎÙÈ Œ ËÕÂ (É ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÄÒÏÂØÀ |B_3|=|A_3| = 48=24 = 2) ÉÇÒÁÅÔ Œ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ- ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÑÔčÒËÁ ËÕÂÏŒ, ŒÐÉÓÁÎÎÙÈ Œ ÄÏÄÅËÁÜÄÒ (ÒÅÂÒÁÍÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÑÔÉ ËÕÂÏŒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, ÒÉÓ. 11). ðÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑÈ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ ÜÔÉ 5 ËÕÂÏŒ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ, ÐÏÄÏÂÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÜÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Ó ÐÁÒÏÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏŒ, ŒÐÉÓÁÎÎÙÈ Œ ËÕÂ, ÐÒÉ ÄÅÊÓÔŒÉÉ ÇÒÕÐÐÙ 48 ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ËÕÂÁ (ÓÏŒÐÁÄÁÀ- ÝÉÈ Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÑÍÉ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ËÕÂÕ ÏËÔÁÜÄÒÁ, ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÃÅÎÔÒÙ ÇÒÁÎÅÊ ËÕÂÁ).

òÉÓ. 11. ôÅÔÒÁÜÄÒ, ŒÐÉÓÁÎÎÙÊ Œ ËÕÂ, É ËÕÂ, ŒÐÉÓÁÎÎÙÊ Œ ÄÏÄÅËÁÜÄÒ.

ôÅÏÒÉÑ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÓÆÅÒÙ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÐÒÅŒÒÁÝÁ- ÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ë ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁÍ (Ó ÎÅÉÚÂÅÖÎÙÍ ÕÞčÔÏÍ ÄŒÏÊËÉ òÏÄÒÉÇÅÓÁ) Œ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÕÀ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÀ ËŒÁÔÅÒ- ÎÉÏÎÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ HP^1 ≈ S^4 ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁÍÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ĂÔÁÎÇÅÎÓÁ ÐÏÌÏŒÉÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁĄ,

cos ’ =

1 − t^2 1 + t^2

; sin ’ = 2t 1 + t^2

; t = tg ’ 2 ; ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÝÉÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ RP^1 É ÓÆÅÒÕ òÉÍÁÎÁ CP^1.

ïÂ ÜÔÏÊ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÊ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ É ÏÂ Åč ÐÒÉ- ÌÏÖÅÎÉÑÈ Ë ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÀ ÓÐÉÎÏÒÎÙÈ ÄŒÕÌÉÓÔÎÙÈ ÎÁËÒÙŒÁÀÝÉÈ Spin(4) É Spin(5) ÇÒÕÐÐ SO(4) É SO(5) ŒÒÁÝÅÎÉÊ ÓÆÅÒ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ 3 É 4 ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÅÓÔØ Œ ÓÔÁÔØÅ: œ. é. áÒÎÏÌØÄ, ìÁÇÒÁÎÖÅŒ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ- ÎÏÇÏ ÇÉÐÅÒÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (æÕÎËÃ. ÁÎÁÌÉÚ É ÅÇÏ ÐÒÉÌ., Ô. 85, Ć1 (2001), 74{77).

õËÁÚÁÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ËÁË ÜÔÏ ÎÉ ÓÔÒÁÎÎÏ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÂÙÌÉ ÏÔËÒÙÔÙ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ: ËÁË ÎÁÊÔÉ ŒÓÅ ĂÐÉÆÁÇÏ- ÒÏŒÙ ÔÒÏÊËÉĄ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (X; Y; Z), ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÄÌÉÎÁÍÉ ÓÔÏÒÏÎ ÐÒÑ- ÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÁË ÞÔÏ X^2 + Y^2 = Z^2?

ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ (3^2 + 4^2 = 5^2, 12^2 + 5^2 = 13^2) ÍÎÏÇÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ- ŒÁÌÉÓØ Œ äÒÅŒÎÅÍ åÇÉÐÔÅ, ÞÔÏÂÙ ÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÑÍÙÅ ÕÇÌÙ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÕÚÌÙ ÎÁ ŒÅÒčŒËÅ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ ÓÔÒÏÉÔÅÌØÓÔŒÅ ÐÉÒÁÍÉÄ). îÏ ÏÂÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÂÙÌÁ ÚÁ ÔÙÓÑÞÉ ÌÅÔ ÄÏ ðÉÆÁÇÏÒÁ ÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÎÁ, ŒÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ ðÉ- ÆÁÇÏÒÁ É Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁÍÉ, ÎÁ ŒÁŒÉÌÏÎÓËÉÈ ËÌÉÎÏÐÉÓÎÙÈ ÔÁÂÌÉÞËÁÈ ÈÁÌÄÅÅŒ: ËÁÖÄÁÑ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÁÑ ÐÉÆÁÇÏÒÏŒÁ ÔÒÏÊËÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

X = u^2 − v^2; Y = 2uv; Z = u^2 + v^2;

ÇÄÅ (u; v) | ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ (ÒÁÚÎÏÊ ÞčÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏÂÙ ÔÒÏÊËÁ ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÁÑ).

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÅ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÍÅÀÔ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁ- ÎÉÅ, ÏÐÉÓÙŒÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÔÏÞÅË ÏËÒÕÖÎÏ- ÓÔÉ (Ô. Å. ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ x^2 + y^2 = 1 | ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ). ïÎÉ ÖÅ ÄÏ- ÓÔÁŒÌÑÀÔ, ËÁË ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÔÁËÖÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ Œ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ĂÁÂÅÌÅŒÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒĄ, ŒÒÏÄÅ √ 1 − x^2 dx (ÏÂÝÉÅ ÁÂÅÌÅŒÙ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ | ÜÔÏ ŒÓÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ŒÉÄÁ ∫ R(x; y) dx ŒÄÏÌØ ËÒÉŒÏÊ H(x; y) = 0, ÇÄÅ H | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, R | ÒÁ- ÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ).

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ îØÀÔÏÎÁ äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ îØÀÔÏÎÁ

d^2x dt^2

= F (x);

ÏÐÉÓÙŒÁÀÝÅÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ x ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÓÓÙ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ ÐÏÄ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÅÍ ÓÉÌÏŒÏÇÏ ÐÏÌÑ F , ÉÍÅÅÔ ÐÅÒŒÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÜÎÅÒÇÉÉ

H(x; y) = const; ÇÄÅ H = y^2 2 + U(x);

y = dx=dt | ÓËÏÒÏÓÔØ; U | ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÕÓÌÏ- ŒÉÅÍ F (x) = −dU=dx.

åÓÌÉ F | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÚÁËÏÎÁ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÜÎÅÒÇÉÉ, H(x; y) = E, ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÎÁ ĂÆÁÚÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉĄ c ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x É y ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ËÒÉŒÕÀ (ÇÉÐÅÒÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÕÀ), ÚÁŒÉÓÑÝÕÀ ÏÔ ĂÐÏ- ÓÔÏÑÎÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ EĄ, Á ŒÒÅÍÑ t ÄŒÉÖÅÎÉÑ ŒÄÏÌØ ÎÅč ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅ- ÌÅŒÙÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÏÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ dt = dx=y (ÐÏÓËÏÌØËÕ y = dx=dt).

óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÜÔÏÍÕ ÄŒÉÖÅÎÉÀ ÆÁÚÏŒÏÊ ÔÏÞËÉ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ÆÁÚÏŒÏÊ ËÒÉŒÏÊ H = E ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ŒÓÀ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÕÀ ÒÉÍÁÎÏŒÕ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ (ÔÁË, ÞÔÏ dt = 1 ÎÁ ŒÅËÔÏÒÁÈ ÐÏÌÑ). õÄÉŒÉ- ÔÅÌØÎÙÍ ÆÁËÔÏÍ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ÄŒÉ- ÖÅÎÉÅ ÐÏ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÚÁÐÏÌÎÑÀÝÅÊ Åč ĂÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏÊ ÖÉÄËÏ- ÓÔÉĄ (ÉÍÅÅÔ ĂÄÉŒÅÒÇÅÎÃÉÀ ÎÏÌØĄ, ÞÔÏ Œ ÄÒÕÇÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ĂÚÁ- ÍËÎÕÔÏÓÔØĄ ÆÏÒÍÙ dt, Ô. Å. ÔÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ).

úÁÄÁÞÁ. ðÕÓÔØ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ U | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÞÅÔŒčÒÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ Ó ÄŒÕÍÑ ÍÉÎÉÍÕÍÁÍÉ (ĂÄŒÕÍÑ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÑÍÁÍÉĄ). òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ Œ ÔÏÊ É Œ ÄÒÕÇÏÊ ÑÍÅ, Ó ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÐÏÌÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ, E. óÐÒÁÛÉŒÁÅÔÓÑ, ÐÅÒÉÏÄ ËÏ- ÔÏÒÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÂÏÌØÛÅ: ÄŒÉÖÅÎÉÑ Œ ÂÏÌÅÅ ÇÌÕÂÏËÏÊ ÑÍÅ ÉÌÉ Œ ÍÅÎÅÅ ÇÌÕ- ÂÏËÏÊ?

ïÔŒÅÔ. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ. ïÂÁ ÐÅÒÉÏÄÁ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ, ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÆÁÚÏŒÏÊ ËÒÉŒÏÊ H = E | ÔÏÒ, ÐÅÒÉÏÄÉ- ÞÅÓËÉÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ | ÄŒÁ ÅÇÏ ÍÅÒÉÄÉÁÎÁ, Á ÐÏÔÏËÉ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏÊ ÖÉÄËÏÓÔÉ ÎÁ ÔÏÒÅ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÍÅÒÉÄÉÁÎÁ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÎÔÅÇÒÁÌÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ dt = dx=y ÐÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÕÔÑÍ ÎÁ ÔÏÒÅ, ŒÙÈÏÄÑÝÉÍ ÉÚ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞËÉ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ĂÒÅÛčÔËÕĄ: ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ Z!_1 + Z!_2 = `, ÇÄÅ !_1 É !_2 | ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ŒÄÏÌØ ÐÁÒÁÌÌÅÌÉ É ŒÄÏÌØ ÍÅÒÉÄÉÁÎÁ ÔÏÒÁ. úÎÁÞÅÎÉÅ t ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÐÏ ŒÙÈÏÄÑÝÉÍ ÉÚ ŒÙÂÒÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÕÔÑÍ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÔÏÒÅ, ÐÒÉÞčÍ ŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÔÏÞËÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÅÍ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ÉÚ ÒÅÛčÔËÉ `.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÁÍÁ ÎÁÛÁ ÔÏÒÉÞÅÓËÁÑ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ) ÆÁË- ÔÏÒ-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C=` = C=(Z!_1 + Z!_2), ÇÄÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ – =^{!1}_{!2} ÎÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ.

œÙÂÉÒÁÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÞÅÔŒčÒÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕ- ÞÉÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÎÅŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ –_2 É ŒÓÅ ÔÏÒÉÞÅÓËÉÅ ÒÉÍÁÎÏŒÙ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ (ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÖÅ ÎÅ ÔÁË ÌÅÇËÏ).

œÓÅ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÒÉÍÁÎÏŒÙ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÓÆÅÒÅ òÉÍÁÎÁ S^2 = CP^1.

œŒÉÄÕ ÓÔÏÌØ ÂÏÌØÛÏÊ ŒÁÖÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ŒÏÐÒÏÓÏŒ, Ñ ÓËÁÖÕ Ï ÎÉÈ ÎÅ- ÓËÏÌØËÏ ÓÌÏŒ.

ïÔ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÉÆÁÇÏÒÁ Ë ÒÉÍÁÎÏŒÙÍ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑÍ òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ x^2 + y^2 = 1 É ÂÕÄÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÉÓËÁÔØ ÎÁ ÎÅÊ ÔÏÞËÉ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x; y). ïÄÎÁ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ ÉÚ- ŒÅÓÔÎÁ: (x = 1; y = 0). ðÒÏŒÅÄčÍ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ ÐÒÑÍÕÀ Ó ÔÁÎÇÅÎÓÏÍ ÕÇÌÁ ÎÁËÌÏÎÁ t Ë ÏÓÉ Ox (Ô. Å. Ó ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ y = t(x − 1), ÒÉÓ. 12).

òÉÓ. 12. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÁÎÇÅÎ- ÓÏÍ t ÐÏÌÏŒÉÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ.

ïÄÎÁ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ÎÁÍ ÕÖÅ ÉÚ- ŒÅÓÔÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÔÏÒÏÊ ËÏÒÅÎØ x ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ t ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ ÐÒÑÍÏÊ t ÒÁÃÉÏ- ÎÁÌØÎÏ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ | ĂÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ËÒÉŒÁÑĄ, ÄÏÐÕÓËÁ- ÀÝÁÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÀ

x = P (t); y = Q(t); (1)

ÇÄÅ P É Q | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

ðÒÏŒÏÄÑ ÔÅ ÖÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÑŒÎÏ, ÍÙ ÌÅÇËÏ ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ P = t^2 − 1 t^2 + 1

; Q = − 2t 1 + t^2 : ðÒÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ x É y ÞÉÓÌÏ t =^y_{x−1} ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ, Á ÐÒÉ ÒÁ- ÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ t ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ x É y ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (1). ðÒÉ −t = u=v Ó ÃÅÌÙÍÉ u É v ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ŒÓÅÈ ĂÐÉÆÁÇÏÒÏŒÙÈĄ ÔÒÏÅË (ÇÄÅ x = X=Z, y = Y=Z). éÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÅ ÎÅÓÏËÒÁ- ÔÉÍÏÓÔÉ (ŒÚÁÉÍÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÔÙ) ÎÅÓÌÏÖÎÏ (ÎÅ ÎÁÄÏ, ÞÔÏÂÙ u É v ÏÂÁ ÂÙÌÉ ÎÅÞčÔÎÙÍÉ!).

4{ËÏÍÐ.Þ. 25

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÒÅÛÅ- ÎÉÑÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^2 + y^2 = 1, ŒËÌÀÞÁÑ ĂÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ-ÕÄÁÌčÎÎÙÅĄ, ÏËÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ, ËÁË ÜÔÏ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ t, ÓÆÅÒÏÊ òÉÍÁÎÁ, S^2 = CP^1.

òÉÓ. 13. üÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ 3: Åč ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ É Åč ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ.

äÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ H(x; y) ÐÏÌÕÞÉÌÉÓØ ÂÙ ÄÒÕÇÉÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ H = 0, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ É ÎÅ ÂÙÔØ ÓÆÅÒÁÍÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ĂÜÌÌÉ- ÐÔÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊĄ y^2 = x^3 − x + E

ÚÁÄÁčÔ ÐÒÉ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÈ E ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÔÏÒÁ S^1 × S^1, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÇÏ ÔÁËÖÅ ĂÓÆÅÒÏÊ Ó ÏÄÎÏÊ ÒÕÞËÏÊĄ (ÒÉÓ. 13).

òÉÓ. 14. òÉÍÁÎÏŒÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÒÏÄÁ g = 3: ÓÆÅÒÁ Ó ÔÒÅÍÑ ÒÕÞËÁÍÉ.

œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑ 3 Œ x^3 ÂÏÌÅÅ ŒÙ- ÓÏËÉÍ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ 2g +1) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÆÅÒÁ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ (ÒÉÓ. 14, ÞÉÓÌÏ g ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÏÄÏÍ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ).

œÅÓØ ÎÁÂÏÒ ÓŒÑÚÎÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÇÌÁÄËÉÈ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏ- ÓÔÅÊ (ÂÅÚ ËÒÁÅŒ ÉÌÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ) ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÅÔÓÑ ÓÆÅÒÁÍÉ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ (g = 0, 1, 2, : : : ).

ïÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁ- ÌÏŒ ŒÄÏÌØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉŒÙÈ H(x; y) = 0 ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ (ÏÔ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ R(x; y) dx) ÂÅ- ÒÕÔÓÑ Œ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÒÏÄ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ËÒÉŒÏÊ H = 0 ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ (Ô. Å. ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÁ ÓÆÅÒÅ).

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ H = x^2 +y^2 −1 ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÂÅÒÕÔÓÑ, ÔÁË ËÁË ÏÎÉ ÓŒÅÄÅÎÙ ÎÁÍÉ ŒÙÛÅ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÍ ÏÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÏÊ t ∫

R(x; y) dx = ∫ R(P (t); Q(t))P^′(t) dt

(ÜÔÏ | ĂÔÅÏÒÉÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒÏË üÊÌÅÒÁĄ, ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔ ÓÔÕÄÅÎÔÏŒ ŒÓÅÇÄÁ ÓËÒÙŒÁÀÔ).

ëÁÖÄÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÒÏÄÁ 0 ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁ, Ô. Å. ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÀ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÎÁÊÄÅÎÎÏÊ ÎÁÍÉ ÄÌÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÑŒÎÏ (ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÕ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÅÍÏÓÔØ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÔÒÕÄÎÏ, ÎÏ ŒÓÅ ÖÅ ÔÕÔ ÔÒÅ- ÂÕÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ŒÌÁÄÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ).

åÓÌÉ ÖÅ ÒÏÄ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ËÒÉŒÏÊ H = 0 ÂÏÌØÛÅ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ŒÄÏÌØ ÜÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÓÏ ÓÔÏÌØ ÓÌÏÖÎÙÍ ŒÅÔŒÌÅÎÉÅÍ, ËÁËÏÇÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÎÉËÁËÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ ÓŒÏ- ÄÑÔÓÑ Ë ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ.

ðÒÏÓÔÅÊÛÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÄÌÉ- ÎÙ ÄÕÇÉ ÜÌÌÉÐÓÁ, ÓŒÏÄÑÝÁÑÓÑ ËÁË ÒÁÚ Ë ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÀ ŒÄÏÌØ ËÒÉŒÏÊ ÒÏÄÁ g = 1 (ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÜÔÏÍÕ-ÔÏ É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÛÁ ÔÅÏÒÉÑ ÓŒÑÚÙŒÁÅÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É Ó ÔÏ- ÐÏÌÏÇÉÅÊ, É Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÞÉÓÅÌ, É Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ôÁËÏÅ ÖÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ É ÔÅ- ÏÒÅÍÁ áÂÅÌÑ Ï ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ Œ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ ÏÂÝÅÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÐÑÔÏÊ (ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ŒÙÓÏËÏÊ) ÓÔÅÐÅÎÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÕÖÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

x^5 + ax + 1 = 0

(Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ, ŒÐÒÏÞÅÍ, ÓŒÏÄÑÔÓÑ ŒÓÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÐÑÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ). úÄÅÓØ ÎÕÖÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÔØ ŒÅÔŒÌÅÎÉÅ ÐÑÔÉÚÎÁÞÎÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ x ÁÒ- ÇÕÍÅÎÔÁ a, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ŒÙÐÉÓÁÎÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ, ËÏÇÄÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÁÑ a ÏÂÈÏÄÉÔ ŒÏËÒÕÇ ÔÏÞÅË ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÐÑÔÉÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

4^∗ 27

œÅÔŒÌÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÐÑÔÉ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÌÉÓÔÏŒ x_j (a), É ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍ ÐÕÔÑÍ, ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÍ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ĂÇÒÕÐÐÏÊ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉĄ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ x ÏÔ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ a, ÒÉÓ. 15.

òÉÓ. 15. çÒÕÐÐÁ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ ĂËŒÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØĄ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÏÂÏÉÈ ËÏÒÎÅÊ.

çÒÕÐÐÁ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ ÌÀÂÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÒÁÄÉËÁÌÏŒ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ (ÓŒÏ- ÄÉÔÓÑ Ë ËÏÓÏÍÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ÇÒÕÐÐ). á ÇÒÕÐÐÁ ÍÏÎÏ- ÄÒÏÍÉÉ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ŒÙÛÅ ÐÑÔÉÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÐÅÒÅÓÔÁ- ÎÏŒËÉ 5 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ É ÐÏÔÏÍÕ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÁ. úÎÁÞÉÔ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏ Œ ÒÁ- ÄÉËÁÌÁÈ É ÎÁÛÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÄÏÂÁŒÉÔØ Ë ÒÁÄÉËÁÌÁÍ ŒÓÅ ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ). ïÂ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ áÂÅÌÑ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÉÔÁÔØ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ Œ ËÎÉÇÅ œ. â. áÌÅËÓÅÅŒÁ ĂôÅÏÒÅÍÁ áÂÅÌÑ Œ ÚÁÄÁÞÁÈ É ÒÅÛÅÎÉÑÈĄ(í.: îÁ- ÕËÁ, 1976), ŒÏÓÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÊ ÍÏÉ ÌÅËÃÉÉ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ 1964 ÇÏÄÁ.

åÓÌÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ËÒÉŒÏÊ H(x; y) = 0 ÚÁÄÁÎÏ, ÔÏ ÎÁÊÔÉ Åč ÒÏÄ g ÎÅ ÔÁË ÕÖ ÌÅÇËÏ. úÄÅÓØ ÐÏÍÏÇÁÅÔ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ĂÉÔÁÌØÑÎÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉĄ: ÅÓÌÉ ÓÔÅÐÅÎØ n ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ H ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ, ÔÏ ÒÏÄ ÂÕÄÅÔ ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ÄÌÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. éÂÏ ÔÅ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÏÄ ÉÎÏÊ, ÒÅÄËÉ. ðÏÄÏÂÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÔÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ c, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^n = c ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÉÐÉÞÎÏÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ n, ÞÉÓÌÏ ËÏÒÎÅÊ, ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ (ĂÄÉÓ- ËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀĄ), Ô. Å. ÄŒÕÍÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ (Œ ÕËÁ- ÚÁÎÎÏÍ ŒÙÛÅ ÐÒÉÍÅÒÅ | c = a + bi = 0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÉÓÔÅÍÕ (a = 0; b = 0)).

ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ H ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÓŒÑÚÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÐÒÉ ÄŒÉÖÅÎÉÉ ŒÄÏÌØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÏÄ) ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÅÊ ÄŒÉÖÕÝÅÊÓÑ ÔÏÞËÅ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÎÅÉÚÍÅÎ- ÎÙÍÉ.

ïÓÔÁčÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÒÏÄ g ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÎÅÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ. üÔÏ ÎÅ ÔÁË ÕÖ ÔÒÕÄÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ: ÇÏÄÉÔÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÞÔÉ ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËÒÉ-

ŒÁÑ H = 0, ÇÄÅ H = L_1 · : : : · L_n + ", É ÇÄÅ L_j | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄ- ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ. üÔÁ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ n ÓÆÅÒ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅÍ N ÔÒÕÂÏÞÅË, ÇÄÅ N | ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ n ÐÒÑÍÙÈ (ÒÉÓ. 16).

òÉÓ. 16. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ É ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÐÏÞÔÉ ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ 3 (ÄÏ ŒÏÚÍÕÝÅÎÉÑ ÞÉÓÌÏ ÓÆÅÒ n = 3, ÞÉÓÌÏ ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÔÒÕÂÏÞÅË N = 3, ÒÏÄ g = 1).

ïÔŒÅÔ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ òÉÍÁÎÁ{çÕÒŒÉÃÁ: g = (n − 1)(n − 2) 2 : þÔÏÂÙ Åč ÚÁÐÏÍÎÉÔØ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÏÄÙ ËÒÉŒÙÈ ÓÔÅÐÅÎÉ n = 1 (ÐÒÑÍÙÈ) É ÓÔÅÐÅÎÉ n = 2 (ÜÌÌÉÐÓÏŒ, ÇÉÐÅÒÂÏÌ, ÐÁÒÁÂÏÌ) ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, Ô. Å. ÜÔÉ ËÒÉ- ŒÙÅ ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ, Á ÉÈ ÒÉÍÁÎÏŒÙ ÐÏŒÅÒÈ- ÎÏÓÔÉ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙ ÓÆÅÒÁÍ.

òÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÒÉŒÙÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÅÝč ÕÎÉËÕÒÓÁÌØÎÙÍÉ, Ô. Å. ÏÄÎÏ- ÐÒÏÂÅÇÁÅÍÙÍÉ, ÔÁË ËÁË ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÎÁÞÅÒÔÉÔØ (Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎ- ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ) ÏÄÎÉÍ ÒÏÓÞÅÒËÏÍ ÐÅÒÁ, ÎÅ ÏÔÒÙŒÁÑ ÅÇÏ ÏÔ ÂÕÍÁÇÉ (ÚÄÅÓØ ÎÕÖÎÏ ÉÌÉ ÉÍÅÔØ Œ ŒÉÄÕ ËÒÉŒÕÀ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÉÌÉ ÖÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÞÁÓÔØ ËÒÉŒÏÊ Œ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ËÏÍ- ÐÁËÔÎÏÊ: ÜÌÌÉÐÓ ÕÎÉËÕÒÓÁÌÅÎ, Á ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ | ÎÅÔ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÕÎÉËÕÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ ÐÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÐÁÒÁÍÅ- ÔÒÉÚÕÀÝÅÊ ËÒÉŒÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t.

åÓÌÉ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ H = 0 ÎÅ ÇÌÁÄËÁÑ, ÔÏ ËÁÖÄÁÑ Åč ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ÒÏÄ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ (ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÏÞËÅ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÔ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ ĂÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ÌÉÓÔÁÈĄ). ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ËÒÉŒÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ n

Ó^{(n−1)(n−2)}_2 ÏÓÏÂÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ (Á ÂÏÌØÛÅ ÉÈ É ÎÅ ÂÙŒÁÅÔ) ÉÍÅÅÔ ÕÖÅ ÒÏÄ 0, Ô. Å. ÏÎÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁ É ÕÎÉËÕÒÓÁÌØÎÁ, Á ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÏÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ŒÄÏÌØ ÎÅč ŒÙÞÉÓÌÉÍÙ Œ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ. ôÁËÏŒÁ, Ë ÐÒÉ- ÍÅÒÕ, ĂŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉŒÁÑĄ (ÒÉÓ. 17) y^2 = x^3 − 3x + 2 (Ó ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ x = 1; y = 0).

òÉÓ. 17. õÎÉËÕÒÓÁÌØÎÁÑ ÏÓÏÂÁÑ ËÒÉŒÁÑ, ŒÄÏÌØ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÅÒÕÔÓÑ ŒÓÅ ÁÂÅ- ÌÅŒÙ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ, É Åč ÍÁÌÁÑ ÐÅÒÅÓÔÒÏÊËÁ Œ ÎÅÏÓÏÂÕÀ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÕÀ ËÒÉ- ŒÕÀ (Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ É Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ t, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÙÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x É y ÔÏÞÅË ÎÁÛÅÊ ÕÎÉËÕÒÓÁÌØÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ, ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÔÁÎÇÅÎÓ ÕÇÌÁ ÎÁËÌÏÎÁ Ë ÏÓÉ Ox ÐÒÑÍÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÉÚÕ- ÞÁÅÍÕÀ ÔÏÞËÕ ËÒÉŒÏÊ Ó ÔÏÞËÏÊ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ (ÐÒÏŒÅÄÉÔÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ x(t) É y(t) | ÏÎÉ ÐÏÚŒÏÌÑÔ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ŒÓÅ ÁÂÅÌÅŒÙ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ŒÄÏÌØ ÎÁ- ÛÅÊ ËÒÉŒÏÊ).

íÅÖÄÕ ÐÒÏÞÉÍ, ÜÔÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÐÏÑÓÎÑÅÔ, ËÁË ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ËÒÉŒÏÊ ŒÍÅÓÔÏ ÔÏÞËÉ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÐÏ- ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄŒÅ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ. äŒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ t_1 É t_2 ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ t, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÔÏÞËÅ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ, | ÜÔÏ ÔÁÎ- ÇÅÎÓÙ ÎÁËÌÏÎÁ ÕÇÌÏŒ ÎÁËÌÏÎÁ Ë ÏÓÉ x ÏÂÅÉÈ ÇÌÁÄËÉÈ ŒÅÔŒÅÊ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ Åč ÔÏÞËÕ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ.

ðÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ËÒÉŒÏÊ Ó ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÍÉ Ë Åč ÇÌÁÄËÏÊ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÁ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÅÊ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ.

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ŒÓÑËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉ- ÞÅÓËÉ ÎÏÒÍÁÌÉÚÏŒÁÎÁ, Ô. Å. ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ

ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ (ÉÚ ÓŒÏÅÊ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ) ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ- ÓËÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ (ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ, ËÏÔÏÒÏÅ, ÐÒÁŒÄÁ, ÍÏÖÅÔ ÐÏÓÙÌÁÔØ Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ | ÏÓÏÂÙÅ | ÔÏÞËÉ ËÒÉŒÏÊ-ÏÂÒÁÚÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚÎÙÈ ÔÏÞÅË ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ).

úÁÄÁÞÁ. îÏÒÍÁÌÉÚÏŒÁÔØ ÌÅÍÎÉÓËÁÔÕ y^2 = x^2 − x^4. õÎÉËÕÒÓÁÌØÎÁ ÌÉ ÜÔÁ ËÒÉŒÁÑ?

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÒÏÉÃÙ ôÒÉ ŒÁÒÉÁÎÔÁ | ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ, ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ É ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÙÊ | ÉÍÅÀÔ ÍÎÏÇÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÏÒÉÉ, ÐÒÉÞčÍ ÅÄÉÎÓÔŒÏ ËÁË ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÈ ÔÅÏÒÅÍ, ÔÁË É ÉÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ (ÔÏ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÔÏ Œ ÆÉÚÉËÅ, ÔÏ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ ÉÌÉ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ) ÒÁÓÐÏÚÎÁÔØ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ ÌÅÇËÏ.

ðÒÉŒÅÄÕ ÌÉÛØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ*.

ðÒÉÍÅÒ 1. óÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ:

RP^1 = S^1:

ëÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÅÊ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅ- ÍÁ ðÏÎÔÒÑÇÉÎÁ (ÏÔËÒÙÔÁÑ ÉÍ Œ ÔÒÉÄÃÁÔÙÅ ÇÏÄÙ, ÎÏ ÎÅ ÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÎÎÁÑ, É ÐÏÔÏÍÕ ÉÚŒÅÓÔÎÁÑ ÎÁ ÚÁÐÁÄÅ ÐÏÄ ÉÍÅÎÁÍÉ ÔÅÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ Œ ÛÅÓÔÉÄÅÓÑÔÙÅ ÇÏÄÙ ÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÌÉ ÓŒÏÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ Œ ÏÔŒÅÔ ÎÁ ÍÏÊ ŒÏÐÒÏÓ, ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÌÉ ÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÏÎÔÒÑÇÉÎÁ).

ôÅÏÒÅÍÁ. æÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÌÏÓ- ËÏÓÔÉ ÐÏ Åč ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÕ ĂËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅ- ÎÉÅĄ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÅÎ ÞÅÔÙÒčÈÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ:

CP^2= Conj ≈ S^4:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÃÁ ÐÒÏÅË- ÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÚÁÍÅÎÉÌÁÓØ ÄŒÏÊËÏÊ, É ŒÄÏÂÁŒÏË ÐÒÉÛÌÏÓØ ÆÁËÔÏ- ÒÉÚÏŒÁÔØ ÐÏ ÇÒÕÐÐÅ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÐÏÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÄÅÌÁÔØ É Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÇÄÅ, ÏÄÎÁËÏ, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÁŒ- ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ).

* âÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÆÁËÔÏŒ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ ÓÔÁÔØÅ:

œ. é. áÒÎÏÌØÄ, ĂðÏÌÉÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ: ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÅÄÉÎÏÊ ÎÁÕËÏÊ ÉÌÉ ÎÁÂÏÒÏÍ ÒÅÍčÓÅÌĄ Œ ÓÂÏÒÎÉËÅ ĂMathematics: Frontier and PerspectivesĄ, ÉÚÄÁÎÎÏÍ ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÙÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÓÏÀÚÏÍ É áÍÅÒÉËÁÎÓËÉÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÏÂ- ÝÅÓÔŒÏÍ Œ 2000 ÇÏÄÕ Œ ÏÚÎÁÍÅÎÏŒÁÎÉÅ ËÏÎÃÁ ÔÙÓÑÞÅÌÅÔÉÑ (ÐÏÄ ÒÅÄ. œ. é. áÒ- ÎÏÌØÄÁ, í. áÔØÑ, ð. ìÁËÓÁ É â. íÁÚÕÒÁ). ðÌÁÎÉÒÕÅÍÙÊ ÒÕÓÓËÉÊ ÐÅÒÅŒÏÄ ÏÂSS- ÑŒÌÅÎ ÉÚÄÁÔÅÌØÓÔŒÏÍ ĂæÁÚÉÓĄ, íÏÓËŒÁ.

õÇÁÄÁÔØ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÅÌÅÇËÏ, ÎÏ ÁÎÁÌÉÚ ÒÁÚÕÍÎÏÇÏ Åč ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ*:

HP^4= Aut = Conj ≈ S^{13}:

úÄÅÓØ ÎÁÞÉÎÁÔØ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ Ó ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏ ÞÅÔÙÒčÈÍÅÒÎÏÇÏ (Ô. Å. ŒÅ- ÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÛÅÓÔÎÁÄÃÁÔÉÍÅÒÎÏÇÏ) ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Á ÆÁËÔÏ- ÒÉÚÏŒÁÔØ | ÐÏ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÊ (ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÊ SO(3)) ÇÒÕÐÐÅ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ É ÅÝč ÐÏ ÁÎÔÉÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÕ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ.

ðÏÕÞÉÔÅÌØÎÏ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÔÒčÈ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÆÁËÔÏŒ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ | ÎÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÚÁÍÅÎÑÔØ ŒÅ- ÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ (É ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÙ), Á ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ (ËÏÔÏÒÙÅ Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ŒÉÄÅ

∑_n m=1 a_mx^2_m) | ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÜÒÍÉÔÏŒÙ (É ÇÉÐÅÒÜÒÍÉÔÏŒÙ) ÆÏÒÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ Œ ÔÁËÏÍ ÖÅ ŒÉÄÅ Ó ÚÁ- ÍÅÎÏÊ ÔÏÌØËÏ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ x^2_m ÎÁ ËŒÁÄÒÁÔÙ ÍÏÄÕÌÅÊ |x^2_m|.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜÒÍÉÔÏŒÙÈ É ÇÉÐÅÒÜÒÍÉÔÏŒÙÈ ÆÏÒÍ (Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C^n É ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÍ H^n) | ÜÔÏ ÏÂÙÞÎÙÅ ŒÅ- ÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ (Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍ R^{2n} ÉÌÉ R^{4n}), ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ-ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÎÁ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ (ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÙ) ÎÏÒÍÙ ÅÄÉÎÉÃÁ.

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÂSSÅËÔ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ-ÏÐÒÅÄÅ- ÌčÎÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ f, | ÜÔÏ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄ f = 1. ôÁË ÞÔÏ ÜÒ- ÍÉÔÏŒÙÍ (Á Œ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÇÉÐÅÒÜÒÍÉÔÏŒÙÍ) ÆÏÒÍÁÍ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÙ ŒÒÁÝÅÎÉÑ ÓÏ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑÍÉ: ÏÎÉ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÓÅÂÑ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÁ ÎÁ i Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÎÁ i, j, k | Œ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÍ).

ôÅÐÅÒØ Ñ ÍÏÇÕ ÏÐÉÓÁÔØ ŒÔÏÒÏÊ ÐÒÉÍÅÒ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÏÊ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÉ- ÚÁÃÉÉ.

ðÒÉÍÅÒ 2. ïÔÔÁÌËÉŒÁÎÉÅ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÙÈ ÕÒÏŒÎÅÊ, ËŒÁÎÔÏŒÙÊ ÜÆ- ÆÅËÔ èÏÌÌÁ É ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ.

œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÕÖÅ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌÅÎ É ÂÙÌ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎ, ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÓŒÏÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØ- ÎÏÓÔØ, ÌÉÛØ ŒÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÒÁÚŒÉÔÉÑ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ (ÇÄÅ ÏÎ ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÔÅÏÒÉÅÊ ÆÏÎ îÅÊÍÁÎÁ{œÉÇÎÅÒÁ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ŒÓÅÈ ÜÌÌÉÐÓÏŒ (Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) ÎÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÉÌÉ, ÅÓÌÉ ÕÇÏÄÎÏ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÈ ÚÁÄÁÀÔ).

* œ. é. áÒÎÏÌØÄ, òÏÄÓÔŒÅÎÎÉËÉ ÆÁËÔÏÒÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍÕ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÀ. ôÒÕÄÙ íÁÔÅÍ. éÎÓÔÉÔÕÔÁ ÉÍ. œ. á. óÔÅËÌÏŒÁ òáî, ÔÏÍ 224 (1999).

îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÜÌÌÉÐÓÏŒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ. îÁ ÐÅÒŒÙÊ ŒÚÇÌÑÄ ËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÜÌÌÉÐÓÁ Œ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ | ÜÔÏ ÏÄÎÏ ÓÏÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÐÏÌÕÏÓÅÊ a = b, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏËÒÕÖÎÏ- ÓÔÅÊ ÄÏÌÖÎÏ ÉÍÅÔØ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÏÄÉÎ Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ŒÓÅÈ ÜÌÌÉÐÓÏŒ.

üÔÏ, ÏÄÎÁËÏ, ÎÅ ÔÁË: ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ

Ax^2 + 2Bxy + Cy^2

ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ 3 (É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ A, B, C), Á ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏËÒÕÖÎÏ- ÓÔÅÊ | ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ 1 (ÔÁË ËÁË ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÕÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑ- ÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍ ÒÁÄÉÕÓÏÍ).

œÙÄÅÌÑÀÝÅÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÕÓÌÏŒÉÅ ĂÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀĄ ÄÌÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÅÇÏ ÄÌÉÎÙ ÐÏÌÕ- ÏÓÅÊ ÜÌÌÉÐÓÁ, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (A + C)^2 = 4(AC − B^2), Ô. Å. ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÕÍÍÅ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, (A − C)^2 + 4B^2 = 0, É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÏÒÍ (Á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÒÑÍÕÀ A = C, B = 0).

ôÅÏÒÅÍÁ œÉÇÎÅÒÁ{ÆÏÎ îÅÊÍÁÎÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ É ÄÌÑ ÜÌÌÉÐÓÏÉ- ÄÏŒ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ n ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÏŒ ŒÒÁÝÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÄŒÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÎÉ ÄÌÑ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÁ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÎÉ ÄÌÑ ÞÌÅÎÏŒ ÏÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏ- ÌÏÖÅÎÉÑ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÙ ŒÒÁÝÅÎÉÑ ÎÅ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ.

åÓÌÉ ÎÁÒÉÓÏŒÁÔØ ÇÒÁÆÉË ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÄÌÉÎ n ÐÏÌÕÏÓÅÊ a_m(p) ÄÌÑ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÁ ÔÁËÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ, ÚÁŒÉÓÑÝÅÇÏ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ p, ÔÏ ÎÁ ÐÌÏÓ- ËÏÓÔÉ (p; a) ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ n ËÒÉŒÙÈ (m = 1; : : : ; n), ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÏÓØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ p, É ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏ- ÐÁÒÎÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÈÏÔÑ É ÍÏÇÕÔ ÉÎÏÇÄÁ ÐÏÄÈÏÄÉÔØ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÂÌÉÚËÏ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ (ÒÉÓ. 18).

œ ÆÉÚÉËÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ a_n ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ĂÕÒÏŒÎÑÍÉĄ, Á ÜÆÆÅËÔ ÉÈ ÎÅÓÏŒÐÁ- ÄÅÎÉÑ ÉÓÔÏÌËÏŒÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË ĂÏÔÔÁÌËÉŒÁÎÉÅĄ ÕÒÏŒÎÅÊ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÏÍ ÐÒÉ ÉÈ ÓÂÌÉÖÅÎÉÉ ŒÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ.

œÐÒÏÞÅÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ | ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ, ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÒÁÚÎÙÈ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ (É ÉÎÙÈ) ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁ ŒÒÁÝÅ- ÎÉÅ ÓÐÕÔÎÉËÁ ŒÏËÒÕÇ ÅÇÏ ÃÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ ÓÉÌØÎÏ ŒÌÉÑÅÔ ÅÇÏ ĂÜÌÌÉÐÓÏÉÄ ÉÎÅÒ- ÃÉÉĄ, É, ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÏÍ ŒÒÁÝÅÎÉÑ, ÔÏ ÕÐÒÁ- ŒÌÑÔØ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ É ËÕŒÙÒËÁÎÉÅÍ ÔÁËÏÇÏ ÓÐÕÔÎÉËÁ ÌÅÇÞÅ. ôÅÏÒÅÍÁ œÉÇ- ÎÅÒÁ{ÆÏÎ îÅÊÍÁÎÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄ ÉÎÅÒÃÉÉ ÓÐÕÔÎÉËÁ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÏÍ ŒÒÁÝÅÎÉÑ, ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÅÒÅÄŒÉÇÁÔØ ŒÄÏÌØ ÛÔÁÎÇÉ ÏÄÎÕ ĂÀÓÔÉÒÏŒÏÞÎÕÀ ÍÁÓÓÕĄ: ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÛÔÁÎÇ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÄŒÕÈ.

5{ËÏÍÐ.Þ. 33 òÉÓ. 18. òÁÓÔÁÌËÉŒÁÎÉÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

ïÂÒÁÔÉÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ Ë ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÔÔÁÌËÉŒÁÎÉÉ ÕÒÏŒÎÅÊ. ëÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÄŒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÏŒ ŒÒÁÝÅÎÉÑ ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÏŒ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ Œ R^n Ë ÜÒÍÉÔÏŒÙÍ Œ C^n ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ, ÒÁŒÎÕÀ ÔÒčÍ.

üÌÌÉÐÓÏÉÄÙ ŒÒÁÝÅÎÉÑ ÎÅ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÚÄÅÓØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Œ ÏÄÎÏÐÁÒÁ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁÈ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÎÏ É Œ ÄŒÕÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ (Á ÐÒÉ ÔÒčÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÈ ÜÒÍÉÔÏŒÙ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÙ Ó ÄÏÐÏÌ- ÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÄÌÑ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË Œ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ).

ñ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÌ ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ÚÄÅÓØ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ŒÏÐÒÏÓÙ (ÓÔÒÏÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ĂÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒĄ, ËÏÔÏÒÙÅ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÇÌÁŒÎÙÍ ÏÓÑÍ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÁ, Á Œ ÆÉÚÉËÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ĂÍÏ- ÄÁÍÉĄ) Œ ÓÔÁÔØÅ: œ. é. áÒÎÏÌØÄ, íÏÄÙ É ËŒÁÚÉÍÏÄÙ, æÕÎËÃ. ÁÎÁÌÉÚ É ÅÇÏ ÐÒÉÌ., Ô. 6 Ć2 (1972), 12{20.

óÅÇÏÄÎÑ ÜÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÔÅÏÒÉÅÊ ĂÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ËŒÁÎ- ÔÏŒÏÇÏ ÜÆÆÅËÔÁ èÏÌÌÁĄ (ÔÁË ËÁË ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÎÁÂÌÀ- ÄÅÎÉÅ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Œ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ-ŒÒÅÍÅÎÉ, ÔÏÞËÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÄŒÕÍÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ, ÞÅÒÅÚ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ, ÇÄÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÙ ÉÍÅÀÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÀ.

œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÜÔÏ ÑŒÌÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ĂÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ þÅÒÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÁÄ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀĄ ÐÒÉ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÉ ÜÔÏÊ ÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÔÅ- ÏÒÉÑ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ÜÆÆÅËÔÁ èÏÌÌÁ ÂÙÌÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ É ÏÐÕ- ÂÌÉËÏŒÁÎÁ Œ 1972 Ç. ÄÏ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ | ÐÒÏÓÔÏ ÐÕÔčÍ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÉ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ œÉÇÎÅÒÁ{ÆÏÎ îÅÊÍÁÎÁ, ÎÅÄÏÓÔÁŒÁÌÏ ÔÏÌØËÏ ÆÉÚÉ- ÞÅÓËÏÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ, ÐÏÑŒÉŒÛÅÊÓÑ ÐÏÚÖÅ.

óÅÇÏÄÎÑ Œ ÔÁËÏÍ ÖÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ËÁË ÂÙÌÁ Œ 1972 Ç. ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ŒÅÒ- ÓÉÑ, ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÁÑ ŒÅÒÓÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ œÉÇÎÅÒÁ{ÆÏÎ îÅÊÍÁÎÁ.

œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØ-

ÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ (Ô. Å. ÓÔÏÌËÎÏŒÅÎÉÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÕÒÏŒÎÅÊ ÇÉÐÅÒÜÒÍÉÔÏ- ŒÙÈ ÆÏÒÍ) ÒÁŒÎÁ ÐÑÔÉ. üÔÉ ÞÉÓÌÁ | 2, 3 É 5 | ÕÖÅ ŒÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ ÎÁÍ ÐÒÉ ÁÎÁÌÉÚÅ ÞÉÓÅÌ ÒčÂÅÒ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, ÏËÔÁÜÄÒÁ É ÉËÏÓÁÜÄÒÁ: ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁŒÎÏ d + 1, ÇÄÅ d | ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ (ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ, ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏÊ É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ).

òÏÌØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ èÏÐÆÁ S^3 → S^2 (ÓÏ ÓÌÏÅÍ S^1), ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÄÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ÜÆÆÅËÔÁ èÏÌÌÁ, ÉÇÒÁÅÔ Œ ËŒÁÔÅÒÎÉ- ÏÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ĂŒÔÏÒÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏÐÆÁĄ, S^7 → S^4 (ÓÏ ÓÌÏÅÍ S^3).

ïÂÁ ÜÔÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÏÐÉÓÙŒÁÀÔ ÐÒÏÓÔÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÒÏ- ÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (CP^1 ≈ S^2, HP^1 ≈ S^4) ÉÚ ÓÆÅÒÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ- ÝÅÇÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (S^3 ⊂ C^3 \ 0, S^7 ⊂ H^2 \ 0): ÔÏÞËÅ ÓÆÅÒÙ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ Åč Ó ÎÕ- ÌčÍ. é, ÎÁËÏÎÅÃ, ĂÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ËÌÁÓÓÁÍ É ÞÉÓÌÁÍ þÅÒÎÁĄ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ (ËÏÔÏÒÙÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÅÊ ĂÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ- ÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÏŒ ûÔÉÆÅÌÑ{õÉÔÎÉĄ É ĂÜÊÌÅÒÏŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉĄ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ Œ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ĂÈÁÒÁËÔÅÒÉ- ÓÔÉÞÅÓËÉÅ ËÌÁÓÓÙ É ÞÉÓÌÁ ðÏÎÔÒÑÇÉÎÁĄ (ÐÅÒÅÓÔÒÁÉŒÁÀÝÉÅÓÑ ÐÒÉ ÐÒÏ- ÈÏÖÄÅÎÉÉ ÐÏÄŒÉÖÎÏÇÏ ÞÅÔÙÒčÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ ÞÅÒÅÚ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÑÔÉÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ).

âÅÄÁ ÌÉÛØ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÚŒÁÎÉÊ ÜÔÉ ÇÏÔÏŒÙÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉ- ÞÅÓËÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÏËÁ ÅÝč ÎÅ ÐÏÌÕÞÉÌÉ (ÈÏÔÑ Ñ É ÎÁÄÅÀÓØ, ÞÔÏ ÏÂÉ- ÌÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÏÌÅÊ É ÞÁÓÔÉÃ Œ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÏÊ ÆÉÚÉËÅ ÐÏÚŒÏÌÑÔ ÕËÁÚÁÔØ É ÔÅ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÙÅ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÐÒÁŒÌÑÀÔÓÑ ÏÐÉ- ÓÁÎÎÏÊ ŒÙÛÅ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÊ ÔÅÏÒÉÅÊ ÇÉÐÅÒÜÒÍÉÔÏŒÙÈ ÍÁÔÒÉÃ). ôÒÏÊËÉ ĂR | C | HĄ É ĂËÌÁÓÓÙ ûÔÉÆÅÌÑ{õÉÔÎÉ | ËÌÁÓÓÙ þÅÒÎÁ | ËÌÁÓÓÙ ðÏÎ- ÔÒÑÇÉÎÁĄ ÕËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÅÊ ÄŒÕÈÜÌÅÍÅÎÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Z_2 ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ËÌÁÓÓÏŒ ûÔÉÆÅÌÑ{õÉÔÎÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÁ ÃÅÌÙÈ ÞÉ- ÓÅÌ Z ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ËÌÁÓÓÏŒ þÅÒÎÁ, ÎÏ ÞÔÏ ÏËÁÖÅÔÓÑ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÊ ŒÅÒÓÉÅÊ ÇÒÕÐÐÙ Z_2 (ÉÌÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ŒÅÒÓÉÅÊ ÇÒÕÐÐÙ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z) ÐÏËÁ ÅÝč ÎÅ ÒÅÛÅÎÏ (Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÁÎÄÉÄÁÔÏŒ ŒÙÓÔÕÐÁÀÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Z É ÇÒÕÐÐÁ Z + iZ ÃÅÌÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ).

óÐÉÎÙ É ËÏÓÙ äÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄŒÕÌÉÓÔÎÏÇÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÇÒÕÐÐÙ ŒÒÁÝÅÎÉÊ SO(3) ÇÒÕÐÐÏÊ ÓÐÉÎÏŒ Spin(3) = S^3 = SU(2) ÆÉÚÉËÉ ÐÒÉÄÕÍÁÌÉ ËÒÁÓÉŒÙÊ ÍÅ- ÔÏÄ, ÏÓÎÏŒÁÎÎÙÊ ÎÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÓ. ðÕÓÔØ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ M ÚÁÄÁÎÙ n ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË. ëÏÓÏÊ ÉÚ n ÎÉÔÅÊ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏ- ÓÔÉ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÕÔØ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÔÁËÉÈ ÎÁÂÏÒÏŒ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÊÓÑ É ËÏÎÞÁÀÝÉÊÓÑ Œ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÎÅÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ n ÔÏÞÅË ÉÚ M.

5^∗ 35

ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÓÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ËÁË ÐÕÔØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ, Ô. Å. ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÑ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÁÑ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ É ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒÙ É, ËÏÎÅÞÎÏ, ÄÅÆÏÒÍÉÒÕÀÝÁÑ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ŒÓč ŒÒÅÍÑ ÓÏÓÔÏÑÌÉ ÉÚ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÑÀÝÅÊ ËÏÓÕ.

éÚ ËÏÓ ÉÚ n ÎÉÔÅÊ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÕÐÐÕ, ÐÒÏÄÏÌÖÁÑ ÏÄÉÎ ÐÕÔØ ÄÒÕÇÉÍ (ÏÂÒÁÔÎÁÑ ËÏÓÁ | ÜÔÏ ÐÕÔØ, ÐÒÏÊÄÅÎÎÙÊ Œ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅ- ÎÉÉ).

îÁÐÒÉÍÅÒ, ËÏÓÏÊ a ÉÚ ÄŒÕÈ ÎÉÔÅÊ ÎÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË ÎÁ ÐÏÌÏÂÏÒÏÔÁ Œ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ŒÏ- ËÒÕÇ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ÉÈ ÏÔÒÅÚËÁ. œÓÅ ËÏÓÙ a^k (k = ±1, ±2, : : : ) ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙ (ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÇÏ ÐÕÔÉ a^0 = e) É ŒÍÅ- ÓÔÅ Ó e ÏÂÒÁÚÕÀÔ (ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ ÇÒÕÐÐÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z) ÇÒÕÐÐÕ B(2) ŒÓÅÈ ËÏÓ ÉÚ 2 ÎÉÔÅÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

çÒÕÐÐÁ B(3) ŒÓÅÈ ËÏÓ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÚ ÔÒčÈ ÎÉÔÅÊ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÄŒÕÍÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ a É b, ŒÒÁÝÁÀÝÉÍÉ ÐÁÒÕ ÔÏÞÅË I, II É ÐÁÒÕ ÔÏÞÅË II, III ÎÁÂÏÒÁ ÌÅÖÁÝÉÈ (Œ ÜÔÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ) ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÔÏÞÅË (I; II; III), ÒÉÓ. 19. üÔÉ ÄŒÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ aba = bab (ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÎÁ ÒÉÓ. 19), Á ÄÒÕÇÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÎÅÔ (ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÒÕÄÎÅÅ).

òÉÓ. 19. ëÏÓÙ ÉÚ ÔÒčÈ ÎÉÔÅÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

ëÏÓÙ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÕÄÏÂÎÏ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ËÒÉŒÙÍÉ Œ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓ- ÔÒÁÎÓÔŒÅ-ŒÒÅÍÅÎÉ: ÄÌÑ ËÏÓÙ ÉÚ n ÎÉÔÅÊ ÇÒÁÆÉË ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÔÏÞÅË ÎÁÂÏÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ËÒÉŒÙÈ (ËÏÔÏÒÙÅ É ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÎÉÔÑÍÉ), ÐÒÉÞčÍ, ÐÏ ÔÒÁ- ÄÉÃÉÉ, ÏÓØ ÁÂÓÃÉÓÓ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏ É ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÁ ÓŒÅÒÈÕ ŒÎÉÚ (ÜÔÁ ÔÒÁÄÉÃÉÑ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÙÍ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÚÁÐÌÅÔÁÅÍÏÊ ÓŒÅÒÈÕ ŒÎÉÚ ËÏÓÙ).

éÄÅÑ ÏÂSSÑÓÎÅÎÉÑ ÄŒÕÌÉÓÔÎÏÇÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ÓÐÉÎÁÍÉ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÏÓÙ ÉÚ n ÎÉÔÅÊ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S^2 (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ n = 4).

œ ÇÒÕÐÐÅ ËÏÓ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ: ÅÓÌÉ m-Ñ ÓÔÅÐÅÎØ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ËÏÓÙ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÁ, ÔÏ ÏÎÁ É ÓÁÍÁ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÁ. äÌÑ ËÏÓ ÉÚ ÄŒÕÈ ÎÉÔÅÊ ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÏ ÕÖÅ ÐÒÉ ÔÒčÈ ÎÉÔÑÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÎÅ ÓÔÏÌØ ÐÒÏÓÔÏ.

õÄÉŒÉÔÅÌØÎÙÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÆÁËÔÏÍ ÔÅÏÒÉÉ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÓ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏ, ÞÔÏ Œ ÇÒÕÐÐÅ ËÏÓ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S^2 ÂÙŒÁÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÔÏÒÏÇÏ | ÄÌÑ ËÏÓ ÉÚ ÞÅÔÙÒčÈ ÎÉÔÅÊ).

üÔÏÔ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏÞÅÎØ ÂÌÉÚÏË Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎ- ÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ SO(3) ≈ RP^3 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÐÉÎÏŒÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ S^3 → SO(3), ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÕ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÎÏÒÍÙ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÉÍ ŒÒÁÝÅÎÉÅ, ÄŒÕÌÉÓÔÎÏ.

ð. äÉÒÁË, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÚÏÂÒčÌ ÜÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÏÂSSÑÓÎÅÎÉÑ ÓÐÉÎÏŒ, ÐÒÏÄÅ- ÍÏÎÓÔÒÉÒÏŒÁÌ ÆÉÚÉËÁÍ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÓÁÈ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÏÎ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÌ ÎÕÖÎÕÀ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÕÀ ËÏÓÕ ÉÚ ÞÅÔÙÒčÈ ÎÉÔÅÊ, ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ ÓŒÑÚÁŒ ÄŒÅ ËÏÎÃÅÎ- ÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÓÆÅÒÙ ÞÅÔÙÒØÍÑ ŒÅÒčŒËÁÍÉ Œ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ ÉÍÉ ÓÌÏÅ (ÜÔÏÔ ÓÌÏÊ ÚÁÍÅÎÑÅÔ Œ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ-ŒÒÅÍÑ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÌÅÖÁÌÉ ÎÉÔÉ ËÏÓÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÄŒÉÖÅÎÉÀ ÎÁÂÏÒÁ n ÔÏ- ÞÅË ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ).

úÁÔÅÍ ŒÎÕÔÒÉ ÛÁÒÁ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÆÅÒÏÊ, ÐÏÍÅÝÁÅÔÓÑ ÅÝč ÍÅÎØÛÁÑ ÓÆÅÒÁ, ÓÏÅÄÉÎčÎÎÁÑ Ó ÉÓÈÏÄÎÏ ÍÅÎØÛÅÊ (ÔÅÐÅÒØ ÓÒÅÄÎÅÊ) ÓÆÅÒÏÊ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÔÁ ÂÙÌÁ ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ Ó ÓÁÍÏÊ ÂÏÌØÛÏÊ ÓÆÅÒÏÊ.

é, ÎÁËÏÎÅÃ, ÓÒÅÄÎÑÑ ÓÆÅÒÁ ÕÎÉÞÔÏÖÁÅÔÓÑ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ Â«ÏÌØÛÁÑ É ÓÁ- ÍÁÑ ÍÅÎØÛÁÑ ÓÆÅÒÁ ÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓŒÑÚÁÎÎÙÍÉ 4 ŒÅÒčŒËÁÍÉ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (ÐÏÓÌÅ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÉ ŒÅÒčŒËÉ ÓÔÁÎÏŒÑÔÓÑ ÒÁÄÉÁÌØÎÙÍÉ), ÈÏÔÑ ÉÓ- ÈÏÄÎÏÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ É ÎÅ ÍÏÇÌÏ ÂÙÔØ ÒÁÓÐÕÔÁÎÏ (ÓÄÅÌÁÎÏ ÒÁÄÉÁÌØÎÙÍ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÉ Œ ÓÌÏÅ ÍÅÖÄÕ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÀÝÉÍÉ ÅÇÏ ËÏÎÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÆÅÒÁÍÉ).

œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÆÉÚÉËÏŒ, ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ ÓÆÅÒÉÞÅ- ÓËÉÈ ËÏÓ ÏÂÙÞÎÏ ÎÅ ÚÎÁÀÔ, ÔÁË ËÁË ÏÎÉ ÓÐÉÎÁÍÉ ÎÅ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔÓÑ.

äÏÂÁŒÌÅÎÉÅ ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. æÕÎËÃÉÑ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÁÑ ŒÓÑËÏÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z Œ F (z) = 1 2 ( z + 1 z ) ; ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ öÕËÏŒÓËÏÇÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. æÕÎËÃÉÑ öÕËÏŒÓËÏÇÏ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ |z| = r ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ z Œ ÜÌÌÉÐÓ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÕÌÅ Ó ÐÏ-

ÌÕÏÓÑÍÉ a, b, ÇÄÅ 2a = r + r^{−1}, 2b = r − r^{−1}, ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ w = F (z).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ É ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔÉ ÞÉÓÌÁ z ÒÁŒÎÙ r cos ’ É r sin ’, ÐÏÜÔÏÍÕ 1 z = 1 r (cos ’ − i sin ’);

ÏÔËÕÄÁ w = 1 2 [(r + r^{−1}) cos ’ + i(r − r^{−1}) sin ’];

ÞÔÏ É ÕÔŒÅÒÖÄÁÌÏÓØ. □ æÕÎËÃÉÑ öÕËÏŒÓËÏÇÏ ÉÇÒÁÅÔ ÏÇÒÏÍÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ÔÅÈÎÉËÅ, É öÕËÏŒ- ÓËÉÊ ŒŒÅÌ Åč ÒÁÄÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÏÄSSčÍÎÏÊ ÓÉÌÙ ËÒÙÌÁ ÓÁÍÏÌÅÔÁ (ÇÄÅ ÏÓÎÏ- ŒÁÎÎÁÑ ÎÁ ÎÅÊ ÆÏÒÍÕÌÁ öÕËÏŒÓËÏÇÏ ÏÓÔÁčÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ).

îÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ É ÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÉÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2 (âÏÌÉÎÁ). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉ- ÓÅÌ Œ ËŒÁÄÒÁÔ, C → C, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ z Œ w = z^2, ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÇÕËÏŒ ÜÌÌÉÐÓ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÕÌÅ Œ ÎØÀÔÏÎÏŒ ÜÌÌÉÐÓ Ó ÆÏËÕÓÏÍ Œ ÎÕÌÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ u ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔØ |u| = r. ôÏÇÄÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z = u + u^{−1} ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ (ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1) ÇÕËÏŒ ÜÌÌÉÐÓ Ó ÐÏÌÕÏÓÑÍÉ 2a É 2b (Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÕÌÅ). üÔÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÜÌÌÉÐÓ Ó ÌÀÂÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÄÌÉÎ ÐÏÌÕÏÓÅÊ. ëŒÁÄÒÁÔ ÞÉÓÌÁ z ÅÓÔØ z^2 = u^2 + u^{−2} + 2: (1)

ðÅÒŒÙÅ ÄŒÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ ÓÕÍÍÅ ÏÐÉÓÙŒÁÀÔ (ÏÐÑÔØ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1) ÓÎÏŒÁ ÇÕËÏŒ ÜÌÌÉÐÓ. åÇÏ ÐÏÌÕÏÓÉ ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÙ 2A = r^2 − r^{−2}. ëŒÁ- ÄÒÁÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ ÃÅÎÔÒÁ ÜÔÏÇÏ ÜÌÌÉÐÓÁ ÄÏ ÅÇÏ ÆÏËÕÓÁ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ðÉÆÁÇÏÒÁ:

(2A)^2 − (2B)^2 = [(r^2 + r^{−2})^2 − (r^2 − r^{−2})^2] = 4;

ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÃÅÎÔÒÁ ÜÌÌÉÐÓÁ {u^2 + u^{−2}} ÄÏ ÅÇÏ ÆÏËÕÓÁ ÅÓÔØ 2C = 2. □ óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓÌÅ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (1) ÓÄŒÉÇÁ ÜÌÌÉÐÓÁ ÎÁ +2 ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÓÔÁÎÅÔ ÆÏËÕÓÏÍ ÐÅÒÅÎÅÓčÎÎÏÇÏ ÜÌÌÉÐÓÁ, ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙ- ŒÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ Œ ÆÉÚÉÞÅ- ÓËÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ: ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ ÐÏ ÚÁËÏÎÕ çÕËÁ

ŒÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÐÅÒÅ- ÈÏÄÑÔ ÐÒÉ ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Œ ËŒÁÄÒÁÔ Œ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÄŒÉ- ÖÅÎÉÑ ÐÏ ÚÁËÏÎÕ ŒÓÅÍÉÒÎÏÇÏ ÔÑÇÏÔÅÎÉÑ (ÉÌÉ ÐÏ ÚÁËÏÎÕ ÐÒÉÔÑÖÅÎÉÑ ëÕ- ÌÏÎÁ), ÓÉÌÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÒÁÔÎÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ ËŒÁÄÒÁÔÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÄÏ ÐÒÉÔÑÇÉŒÁÀÝÅÇÏ ÃÅÎÔÒÁ. óÁÍÏ ÄŒÉÖÅÎÉÅ Œ ÎÕÖÎÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ: ÓËÏÒÏÓÔÉ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÑ ÏÄÎÏÊ ÏÒÂÉÔÙ ÏÂÏÉÍÉ ÄŒÉÖÅ- ÎÉÑÍÉ ÒÁÚÎÙÅ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ âÏÌÉÎÁ ÉÍÅÅÔ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÅ ÏÂ- ÏÂÝÅÎÉÅ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ËŒÁÄÒÁÔ ÚÁÍÅÎÅÎÏ ÎÁ ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ¸. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÒÂÉÔÙ ÄŒÉÖÅÎÉÑ Œ ÐÏÌÅ ÐÒÉÔÑÖÅÎÉÑ (ÉÌÉ ÏÔÔÁÌËÉŒÁÎÉÑ) ÓÔÅÐÅÎÉ A ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÏÒÂÉÔÙ ÄÌÑ ÐÏÌÑ ÓÔÅÐÅÎÉ B, ÇÄÅ ÞÉÓÌÁ A É B ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ,

(A + 3)(B + 3) = 4:

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÚÁËÏÎ çÕËÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ A = 1, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÁ- ËÏÎÕ ŒÓÅÍÉÒÎÏÇÏ ÔÑÇÏÔÅÎÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ B = −2. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏËÁÚÁ- ÔÅÌÑ ÓÔÅÐÅÎÉ ¸ ÎÕÖÎÏ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÙÂÉÒÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ¸ = (A + 3)=2 (ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÏÂÒÁÔ- ÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ˛ = (B + 3)=2 = 1=¸).

úÁÄÁÞÁ. îÁÊÔÉ ÁŒÔÏÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÁËÏÎÙ. (îØÀÔÏÎ ÉÈ ÕÖÅ ÉÓÓÌÅ- ÄÏŒÁÌ!)

õÄÉŒÉÔÅÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÑ ÜÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÍÅÓÔÏ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ w = z^ff ÚÁÎÉÍÁÅÔ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÌÀÂÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ) w(z) (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, w = e^z ÉÌÉ w = ln z).

äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÙ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÈ {z} É {w} ÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕ- ÌÁÍÉ ÄŒÕÈ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ,

U(z) = |dw=dz|^2; V (w) = −|dz=dw|^2:

ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÏÒÂÉÔÙ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ z Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÐÏÌÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÅÊ E Œ ÐÏÌÅ Ó ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÅÊ U Œ ÏÒÂÉÔÙ ÄŒÉÖÅ- ÎÉÑ ÔÏÞËÉ w Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÐÏÌÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÅÊ −1=E Œ ÐÏÌÅ Ó ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÅÊ V .

üÔÁ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÁÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÄŒÉÖÅÎÉÊ Œ ÓÔÏÌØ ÒÁÚÎÙÈ ÄŒÕÍÅÒ- ÎÙÈ ÐÏÌÑÈ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ËŒÁÎÔÏŒÏ-ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ûÒčÄÉÎ- ÇÅÒÁ (R. Faure). îÏ ÎÉ ËÁËÉÅ-ÌÉÂÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÎÁ ÄŒÉÖÅÎÉÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁÈ ÄÒÕÇÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ, ÎÉ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÎÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙ.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ Ë ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÀ 1. E. Kasner, Di¸erential-Geometric Aspects of Dynamics, AMS, 1913 2. T. Needham, Newton and Transmutation of Force, Amer. Math. Monthly, 100, Ć2 (1993), 119{137.

3. œ. é. áÒÎÏÌØÄ, ðÓÅŒÄÏËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ, æÕÎËÃ. ÁÎÁÌÉÚ É ÅÇÏ ÐÒÉÌ., Ć1 (2002).