Č Ń Ă Ć Ă I

n-ŇĚŘŊŐĚ ŔŘŐŚŠŘĂŊŚŠĆŐ. ŃĹŊĚĽŊŻĚ Ĺ ĄĹŃĹŊĚĽŊŻĚ ŤŐŘŇŻ x 1. Ńĺŋěľŋőě (ăťťĺŋŋőě) n-ňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő

1. Őŕřěďěńěŋĺě ńĺŋěľŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă. Ůăśšő ŕřĺţőďĺšś£ ćśšřěůăšĳś£ ś őąžěłšăňĺ, ŋăď łőšőřżňĺ ŕřőĺğćőď£šś£ őŕěřăűĺĺ śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ŋă ůĺśńă. Ŕřĺćěďěň ŋěśłőńĳłő ŕřĺňěřőć.

1. Ć č ě ő ň ě š ř ĺ ĺ őąžěłšăňĺ šăłőčő řőďă £ćń£- ¿šś£ ćěłšőřż ć šřěţňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě, š. ě. ŋăŕřăćńěŋŋżě őšřěğłĺ. Ŕřĺ ¡šőň, ěśńĺ ďćă ŋăŕřăćńěŋŋżţ őšřěğłă ňőęŋő śőćňěśšĺšĳ ŕăřăńńěńĳŋżň ŕěřěŋőśőň, šő śůĺšăěšś£, ůšő őŋĺ őŕřěďěń£¿š őďĺŋ ĺ šőš ęě ćěłšőř. Ŕő¡šőňş şďőąŋő ćśě ¡šĺ őšřěğłĺ őšłńăďżćăšĳ őš őďŋőľ łăłőľ-ńĺąő šőůłĺ, łőšőřş¿ ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ŋăůăńőň łőőřďĺŋăš. Őŕěřăűĺ£ śńőęěŋĺ£ ćěłšőřőć, łăł ĺğćěśšŋő, őŕřěďěń£ěšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň: śşňňőľ ćěłšőřőć x ĺ y ňż śůĺšăěň ďĺăčőŋăńĳ ŕăřăńńěńőčřăňňă śő śšőřőŋăňĺ x ĺ y. Ĺğćěśšŋżň őąřăğőň ććőďĺšś£ šăłęě şňŋőęěŋĺě ŋă ůĺśńă.

2. Ć ă ń č ě ą ř ě ňż ćśšřěůăěňś£ ś śĺśšěňăňĺ n ůĺśěń x = (ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n) (ŋăŕřĺňěř, śšřőłĺ ňăšřĺűż, śőćőłşŕŋőśšĳ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ńĺŋěľŋőľ ťőřňż ĺ š. ď.). Ďń£ šăłĺţ śĺśšěň őŕěřăűĺĺ śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ŋă ůĺśńă őążůŋő őŕřěďěń£¿šś£ šăł: śşňňőľ śĺśšěň x = (ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n) ĺ y = (η_1, η_2, . . . , η_n) ŋăğżćăěšś£ śĺśšěňă x + y = (ξ_1 + η_1, ξ_2 + η_2, . . . , ξ_n + η_n). Ŕřőĺğćěďěŋĺěň śĺśšěňż x = (ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n) ŋă ůĺśńő λ ňż śůĺšăěň śĺśšěňş λx = (λξ_1, λξ_2, . . . , λξ_n).

3. Ć ă ŋ ă ń ĺ ğ ě őŕřěďěń£¿šś£ őŕěřăűĺĺ śńőęěŋĺ£ ťşŋłűĺľ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ĺţ ŋă ůĺśńă. Ć ďăńĳŋěľÿěň ňż ďń£ őŕřěďěńěŋŋőśšĺ ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ ŋěŕřěřżćŋżţ ťşŋłűĺľ, ğăďăŋŋżţ ŋă śěčňěŋšě [a, b].

Ć ŕřĺćěďěŋŋżţ ŕřĺňěřăţ őďŋĺ ĺ šě ęě őŕěřăűĺĺ śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ŋă ůĺśńă ŕřőĺğćőď£šś£ ŋăď śőćěřÿěŋŋő řăğŋżňĺ őąžěłšăňĺ. Ďń£ šőčő ůšőąż ĺğşůĺšĳ ćśě šăłĺě ŕřĺňěřż ś ěďĺŋőľ šőůłĺ ğřěŋĺ£, ňż ććěďěň ŕőŋ£šĺě ńĺŋěľŋőčő, ĺńĺ ăťťĺŋŋőčő, ŕřőśšřăŋśšćă.

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 1. Ňŋőęěśšćő R ¡ńěňěŋšőć x, y, z, . . . ŋăğżćăěšś£ ńĺŋěľŋżň (ăťťĺŋŋżň) ŕřőśš-

řăŋśšćőň, ěśńĺ:

a) łăęďżň ďćşň ¡ńěňěŋšăň x ĺ y ŕőśšăćńěŋ ć śőőšćěšśšćĺě ¡ńěňěŋš z, ŋăğżćăěňżľ śşňňőľ ¡ńěňěŋšőć x ĺ y; śşňňă ¡ńěňěŋšőć x ĺ y őąőğŋăůăěšś£ ůěřěğ x + y, b) łăęďőňş ¡ńěňěŋšş x ĺ łăęďőňş ůĺśńş λ ĺğ ŋěłőšőřőčő ŕőń£ ŕőśšăćńěŋ ć śőőšćěšśšćĺě ¡ńěňěŋš λx, ŋăğżćăěňżľ ŕřőĺğćěďěŋĺěň ¡ńěňěŋšă x ŋă ůĺśńő λ.

İšĺ őŕěřăűĺĺ ďőńęŋż şďőćńěšćőř£šĳ śńěďş¿źĺň šřěąőćăŋĺ£ň (ăłśĺőňăň):

I. 1^∘ x + y = y + x (łőňňşšăšĺćŋőśšĳ).

2^∘ (x + y) + z = x + (y + z) (ăśśőűĺăšĺćŋőśšĳ). 3^∘ Śşźěśšćşěš ¡ńěňěŋš 0 šăłőľ, ůšő x+0 = x

ďń£ ń¿ąőčő x. İńěňěŋš 0 ŋăğżćăěšś£ ŋşńěćżň ¡ńěňěŋšőň.

4^∘ Ďń£ łăęďőčő x śşźěśšćşěš ¡ńěňěŋš, őąő-

ğŋăůăěňżľ ůěřěğ −x, šăłőľ, ůšő x + (−x) = 0.

II. 1^∘ 1 · x = x, 2^∘ α(βx) = αβ(x). III. 1^∘ (α + β)x = αx + βx,

2^∘ α(x + y) = αx + αy.

Ňż ŋě śńşůăľŋő ŋě śłăğăńĺ, łăł ĺňěŋŋő őŕřěďěń£- ¿šś£ őŕěřăűĺĺ śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ŋă ůĺśńă. Őš ¡šĺţ őŕěřăűĺľ šřěąşěšś£ šőńĳłő, ůšőąż ążńĺ ćżŕőńŋěŋż śťőřňşńĺřőćăŋŋżě ćżÿě ăłśĺőňż. Ŕő¡šőňş ćś£łĺľ řăğ, łőčďă ňż ćśšřěůăěňś£ ś őŕěřăűĺ£ňĺ, şďőćńěšćőř£- ¿źĺňĺ ŕěřěůĺśńěŋŋżň ćżÿě şśńőćĺ£ň, ňż ćŕřăćě śůĺšăšĳ ĺţ őŕěřăűĺ£ňĺ śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ŋă ůĺśńă, ă śőćőłşŕŋőśšĳ ¡ńěňěŋšőć, ďń£ łőšőřżţ ¡šĺ őŕěřăűĺĺ şśšăŋőćńěŋż, | ńĺŋěľŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň.

Ŕřěďőśšăćń£ěň ůĺšăšěń¿ ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ć ŕřĺćěďěŋŋżţ ŕřĺňěřăţ 1{3 ¡šĺ ăłśĺőňż ćżŕőńŋěŋż. Ŕő¡šőňş 1{3 £ćń£¿šś£ ŕřĺňěřăňĺ ńĺŋěľŋżţ ŕřőśšřăŋśšć.

Řăśśňőšřĺň ěźě ŋěśłőńĳłő ŕřĺňěřőć.

4. Śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ, ŋě ŕřěćżÿă¿źěľ ŋăšşřăńĳŋőčő ůĺśńă n, ś őążůŋżňĺ őŕěřăűĺ£ňĺ śńőęěŋĺ£ ňŋőčőůńěŋőć ĺ şňŋőęěŋĺ£ ĺţ ŋă ůĺśńă őąřăğşěš ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő.

Ğăňěšĺň, ůšő ňŋőęěśšćő ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ n ŋě őąřăğşěš ńĺŋěľŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, šăł łăł śşňňă ďćşţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ n ňőęěš őłăğăšĳś£ ňŋőčőůńěŋőň ąőńěě ŋĺğłőľ śšěŕěŋĺ: ŋăŕřĺňěř

(t^n + t) + (−t^n + t) = 2t.

5. İńěňěŋšăňĺ ŕřőśšřăŋśšćă R £ćń£¿šś£ ňăšřĺűż ŕőř£ďłă n. Śşňňőľ ňăšřĺű ‖a_{ik}‖ ĺ ‖b_{ik}‖ ŋăğżćăěšś£ ňăšřĺűă ‖a_{ik} + b_{ik}‖, ŕřőĺğćěďěŋĺěň ňăšřĺűż ‖a_{ik}‖ ŋă ůĺśńő λ | ňăšřĺűă ‖λa_{ik}‖. Ŋşńěćżň ¡ńěňěŋšőň ŕřĺ ¡šőň ąşďěš ňăšřĺűă, śőśšő£źă£ ĺğ őďŋĺţ ŋşńěľ. Ňőęŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ćśě ăłśĺőňż ńĺŋěľŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ğďěśĳ ćżŕőńŋěŋż.

6. Śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ, ŋě ŕřěćżÿă¿źěľ ŋăšşřăńĳŋőčő ůĺśńă n, ĺ ĺňě¿źĺţ ŕőńőęĺšěńĳŋżě łő¡ťťĺűĺěŋšż, ŋě őąřăğşěš ńĺŋěľŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă: ěśńĺ ňŋőčőůńěŋ P (x) ćţőďĺš ć ¡šş śőćőłşŕŋőśšĳ, šő −P (x) ć ŋěě ŋě ćţőďĺš.

7. Ŋě őąřăğşěš ńĺŋěľŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ĺ śőćőłşŕŋőśšĳ ŋěŕřěřżćŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă śěčňěŋšě [a, b] šăłĺţ, ůšő |f(x)| 6 1: ĺğ šőčő, ůšő |f_1(x)| 6 1 ĺ |f_2(x)| 6 1, ŋě śńěďşěš |f_1(x) + f_2(x)| 6 1.

İńěňěŋšż ńĺŋěľŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ćěłšőřăňĺ. Šő őąśšő£šěńĳśšćő, ůšő ¡šő śńőćő ůăśšő şŕőšřěąń£ěšś£ ć ąőńěě şğłőň śňżśńě (šăł, łăł ć ŕřĺňěřě 1), ŋě ďőńęŋő ŋăś śňşźăšĳ. Čěőňěšřĺůěśłĺě ŕřěďśšăćńěŋĺ£, ść£ğăŋŋżě ś ¡šĺň śńőćőň, ŕőňőčşš ŋăň ş£śŋĺšĳ, ă ĺŋőčďă ĺ ŕřěďćĺďěšĳ, ř£ď řěğşńĳšăšőć.

Ěśńĺ ůĺśńă λ, μ, . . . , şůăśšćş¿źĺě ć őŕřěďěńěŋĺĺ ńĺŋěľŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, ćěźěśšćěŋŋż, šő ŕřőśšřăŋśšćő ŋăğżćăěšś£ ćěźěśšćěŋŋżň ńĺŋěľŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň. Ěśńĺ ęě ¡šĺ ůĺśńă λ, μ, . . . ąěřşšś£ ĺğ ŕőń£ łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń, šő R ŋăğżćăěšś£ łőňŕńěłśŋżň ńĺŋěľŋżň ŕřőśš-

řăŋśšćőň.

Ąőńěě őąźő, ňż ňőęěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő λ, μ, . . . | ¡ńěňěŋšż ŕřőĺğćőńĳŋőčő ŕőń£ K. Šőčďă R ŋăğżćăěšś£ ńĺŋěľŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň ŋăď ŕőńěň K. Ňŋőčĺě ŕőŋ£šĺ£ ĺ šěőřěňż, ĺğńăčăěňżě ŋĺęě, ć ůăśšŋőśšĺ, ćśě śőďěřęăŋĺě ¡šőčő ŕăřăčřăťă, ăćšőňăšĺůěśłĺ ŕěřěŋőś£šś£ ŋă ńĺŋěľŋżě ŕřőśšřăŋśšćă ŋăď ń¿ążň ŕőńěň. Őďŋăłő ć čńăćě I ňż ąşďěň őążůŋő ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő R | ćěźěśšćěŋŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő.

2. Ůĺśńő ĺğňěřěŋĺľ (řăğňěřŋőśšĳ) ŕřőśšřăŋśšćă. Ćăęŋş¿ řőńĳ ć ďăńĳŋěľÿěň ąşďěš ĺčřăšĳ ŕőŋ£šĺě ńĺŋěľŋőľ ğăćĺśĺňőśšĺ ĺ ńĺŋěľŋőľ ŋěğăćĺśĺňőśšĺ ćěłšőřőć.

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 2. Ŕşśšĳ R | ńĺŋěľŋőě ŕřőś-

šřăŋśšćő. Ćěłšőřż x, y, z, . . . , v ŋăğżćă¿šś£ ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňżňĺ, ěśńĺ śşźěśšćş¿š šăłĺě ůĺśńă

α, β, γ, . . . , θ, ĺğ łőšőřżţ ţőš£ ąż őďŋő őšńĺůŋő őš ŋş-

ń£, ůšő_{αx}

+ βy + γz + . . . + θv = 0. (1)

Ćěłšőřż, ŋě £ćń£¿źĺěś£ ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňżňĺ, ŋăğżćă¿šś£ ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżňĺ. Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ,

ćěłšőřż x, y, z, . . . , v ŋăğżćă¿šś£ ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżňĺ, ěśńĺ řăćěŋśšćő αx + βy + γz + . . . + θv = 0 ćőğňőęŋő šőńĳłő ŕřĺ α = β = γ = . . . = θ = 0.

Ŕşśšĳ ćěłšőřż x, y, z, . . . , v ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż, š. ě. ŕşśšĳ őŋĺ ść£ğăŋż śőőšŋőÿěŋĺěň ćĺďă (1), ć łőšőřőň ţőš£ ąż őďĺŋ ĺğ łő¡ťťĺűĺěŋšőć, ŋăŕřĺňěř α, őšńĺůěŋ őš ŋşń£. Šőčďă αx = −βy − γz − . . . − θv ĺ, řăğďěńĺć ŋă α ĺ ŕőńőęĺć − β α = λ, −^γ_α = μ, . . . , −^θ_α = ζ, ŕőńşůĺň: x = λy + μz + . . . + ζv. (2) Ěśńĺ ćěłšőř x ćżřăęăěšś£ ůěřěğ ćěłšőřż y, z, . . . , v ć ćĺďě (2), šő ňż ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő x ěśšĳ ńĺŋěľŋă£

łőňąĺŋăűĺ£ ćěłšőřőć y, z, . . . , v.

Šăłĺň őąřăğőň, ěśńĺ ćěłšőřż x, y, z, . . . , v ńĺŋěľŋő

ğăćĺśĺňż, šő ţőš£ ąż őďĺŋ ĺğ ŋĺţ £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺěľ őśšăńĳŋżţ. Ňż ŕřěďőśšăćń£ěň ůĺšăšěń¿

ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ćěřŋő ĺ őąřăšŋőě, š. ě. ůšő ćěłšőřż,

őďĺŋ ĺğ łőšőřżţ ěśšĳ ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ őśšăńĳŋżţ, ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ £. 1. Ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ěśńĺ śřěďĺ ćěłšőřőć x, y, z, . . . , v ĺňěěšś£ ŋşńěćőľ ćěłšőř, šő ¡šĺ ćěłšőřż őą£ğăšěńĳŋő ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż.

2. Ŕőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ ł ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňżň ćěłšőřăň x, y, z, . . . ďőąăćĺšĳ ěźě ŕřőĺğćőńĳŋżě ćěłšőřż u, v, . . . , šő ćśě ¡šĺ ćěłšőřż ćňěśšě šăłęě ąşďşš ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż.

3. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ ćěłšőřż y, z, . . . , v ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż ĺ ćěłšőř x ěśšĳ ĺţ ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ x = αy + βz + . . . + δv, (3) šő ŕřěďśšăćńěŋĺě (3) ěďĺŋśšćěŋŋő.

Ş ł ă ğ ă ŋ ĺ ě. Ŕřěďŕőńőęĺšĳ, ůšő ěśšĳ ďřşčőě ŕřěďśšăćńěŋĺě: x = α1y + β1z + . . . + δ1v, (4) ĺ ćżůěśšĳ řăćěŋśšćő (4) ĺğ řăćěŋśšćă (3).

Ŕěřěľďěň šěŕěřĳ ł őŕřěďěńěŋĺ¿ ŕőŋ£šĺ£ ůĺśńă ĺğ-

ňěřěŋĺľ (řăğňěřŋőśšĺ) ŕřőśšřăŋśšćă.

Ć śőćőłşŕŋőśšĺ ćěłšőřőć ŋă ŕř£ňőľ ćś£łĺě ďćă ćěłšőřă ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋż, š. ě. ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż. Ŋă ŕńőśłőśšĺ ňőęŋő ŋăľšĺ ďćă ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ćěłšőřă, ŋő şęě ćś£łĺě šřĺ ćěłšőřă ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż. Ěśńĺ R | śőćőłşŕŋőśšĳ ćěłšőřőć šřěţňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, šő šřĺ ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ćěłšőřă ć R ŋăľšĺ ňőęŋő, ŋő ćś£łĺě ůěšżřě ćěłšőřă ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż.

Ňż ćĺďĺň, ůšő ňăłśĺňăńĳŋőě ůĺśńő ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ćěłšőřőć ŋă ŕř£ňőľ, ŕńőśłőśšĺ, ć šřěţňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě śőćŕăďăěš ś šěň, ůšő ć čěőňěšřĺĺ ŕřĺŋ£- šő ŋăğżćăšĳ ůĺśńőň ĺğňěřěŋĺľ ŕř£ňőľ, ŕńőśłőśšĺ, ŕřőśšřăŋśšćă. Ěśšěśšćěŋŋő ŕő¡šőňş śńěďş¿źěě őąźěě Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 3. Ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő R

ŋăğżćăěšś£ n-ňěřŋżň, ěśńĺ ć ŋěň śşźěśšćşěš n ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ćěłšőřőć ĺ ŋěš ąőńĳÿěčő ůĺśńă ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ćěłšőřőć.

Ěśńĺ ć ŕřőśšřăŋśšćě R ňőęŋő ŋăľšĺ ń¿ąőě ůĺśńő ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ćěłšőřőć, šő R ŋăğżćăěšś£ ąěś-

łőŋěůŋőňěřŋżň.

Ąěśłőŋěůŋőňěřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă śőśšăćń£¿š ŕřěďňěš śŕěűĺăńĳŋőčő ĺğşůěŋĺ£. Ňż ąşďěň ć ¡šőľ łŋĺčě ğăŋĺňăšĳś£ ć őśŋőćŋőň ŕřőśšřăŋśšćăňĺ łőŋěůŋőčő ůĺśńă ĺğňěřěŋĺľ.

Ŋăľďěň ć łăęďőň ĺğ řăśśňőšřěŋŋżţ ćżÿě ŕřĺňěřőć 1{5 řăğňěřŋőśšĳ śőőšćěšśšćş¿źěčő ŕřőśšřăŋśšćă.

1. Łăł ňż şęě şłăğăńĺ, ć ŕřőśšřăŋśšćě R ŕřĺňěřă 1 ĺňěěšś£ šřĺ ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ćěłšőřă, ă ćś£łĺě ůěšżřě ćěłšőřă ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż. Ŕő¡šőňş R šřěţňěřŋő.

2. R | ŕřőśšřăŋśšćő, ćěłšőřăňĺ łőšőřőčő £ćń£¿šś£ śĺśšěňż n ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ůĺśěń.

Ć ¡šőň ŕřőśšřăŋśšćě ňőęŋő şłăğăšĳ n ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ćěłšőřőć, ŋăŕřĺňěř

x_1 = (1, 0, . . . , 0),

x_2 = (0, 1, . . . , 0), . . . . . . . . . . . . x_n = (0, 0, . . . , 1)

(ňż ŕřěďőśšăćń£ěň ůĺšăšěń¿ ďőłăğăšĳ, ůšő ¡šĺ ćěłšőřż ďěľśšćĺšěńĳŋő ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż).

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ŕőłăğăšĳ, ůšő ćěłšőřż x1 = (η11, η12, . . . , η1n), x2 = (0, η22, . . . , η2n), x3 = (0, 0, . . . , η3n), . . . . . . . . . . . . . . . . . xn = (0, 0, . . . , ηnn) ć ŕřőśšřăŋśšćě R šăłęě ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż (η11η22 . . . ηnn ≠ 0).

3. R | ŕřőśšřăŋśšćő ŋěŕřěřżćŋżţ ťşŋłűĺľ. Ŕşśšĳ N | ŕřőĺğćőńĳŋőě űěńőě ůĺśńő. Šőčďă ťşŋłűĺĺ f_1(t) ≡ ≡ 1, f_2(t) = t, . . . , f_N (t) = t^{N−1} őąřăğş¿š śőćőłşŕŋőśšĳ N ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ćěłšőřőć (ďőłăğăšěńĳśšćő ŕřěďőśšăćń£ěň ůĺšăšěń¿). Ňż ćĺďĺň, ůšő ć ¡šőň ŕřőśšřăŋśšćě ĺňěěšś£ ŕřőĺğćőńĳŋőě ůĺśńő ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ťşŋłűĺľ, š. ě. R ąěśłőŋěůŋőňěřŋő.

4. R | ŕřőśšřăŋśšćő ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ 6 n − 1. Ć ŋěň n ňŋőčőůńěŋőć 1, t, . . . , t^{n−1} ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż.

5. Ć ŕřőśšřăŋśšćě łćăďřăšŋżţ ňăšřĺű ‖a_{ik}‖ ŕőř£ďłă n ćśě ňăšřĺűż, ş łőšőřżţ ŋă őďŋőň łăłőň-ńĺąő ňěśšě śšőĺš ěďĺŋĺűă, ă ŋă őśšăńĳŋżţ ňěśšăţ ŋşńĺ, ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż.

Ć ŕřĺňěřăţ 1, 2, 4 ĺ 5 ňż ŋăÿńĺ śĺśšěňş šăłĺţ ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ćěłšőřőć f_1, . . . , f_n, ůšő łăęďżľ ćěłšőř g ěśšĳ ĺţ ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£. Ůšőąż şśšăŋőćĺšĳ, ůšő řăğňěřŋőśšĳ łăęďőčő ĺğ ¡šĺţ ŕřőśšřăŋśšć řăćŋă ůĺśńş ćěłšőřőć f_1, . . . , f_n, ŋăň őśšăěšś£ ďőłăğăšĳ, ůšő ć ¡šĺţ ŕřőśšřăŋśšćăţ ŋěńĳğ£ ŋăľšĺ ďřşčőľ śĺśšěňż ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ćěłšőřőć g_1, . . . , g_l ć łőńĺůěśšćě, ŕřěćőśţőď£źěň n. İšőš ťăłš ňőęŋő ćżćěśšĺ ĺğ śńěďş- ¿źěľ ŕőńěğŋőľ ńěňňż, łőšőřőľ ňż ŋěőďŋőłřăšŋő ąşďěň ŕőńĳğőćăšĳś£ ĺ ć ďăńĳŋěľÿěň.

Ń ě ň ň ă. Ŕşśšĳ ć ńĺŋěľŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ğăďăŋă

śĺśšěňă ĺğ ćěłšőřőć f_1, . . . , f_k. Ŕşśšĳ, ďăńěě, łăęďżľ ĺğ ćěłšőřőć g_1, . . . , g_l ěśšĳ ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ ćěłšőřőć f1, . . . , f_k. Šőčďă, ěśńĺ ćěłšőřż g1, . . . , g_l ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż, šő l 6 k.

Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, śřěďĺ ńĺŋěľŋżţ łőňąĺŋăűĺľ k ćěłšőřőć f_1, . . . , f_k ŋě ňőęěš ążšĳ ąőńĳÿě ůěň k ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő ńěňňż ŕřőćěďěň ŕő ĺŋďşłűĺĺ. Ŕřĺ k = 1 őŋă őůěćĺďŋă. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ńěňňă ćěřŋă ďń£ k − 1 ćěłšőřőć f_1, . . . , f_{k−1}, ĺ ďőłăęěň ŕřĺ ¡šőň, ůšő őŋă ćěřŋă ďń£ k ćěłšőřőć.

Ĺšăł, ŕşśšĳ śřěďĺ ńĺŋěľŋżţ łőňąĺŋăűĺľ ćěłšőřőć f_1, . . . , f_k ěśšĳ ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżě ćěłšőřż g_1, . . . , g_l:

g_1 = α_{11}f_1 + . . . + α_{1k}f_k,

g_2 = α_{21}f_1 + . . . + α_{2k}f_k, . . . . . . . . . . . . . . . . . . g_l = α_{l1}f_1 + . . . + α_{lk}f_k. (5)

Ŋăň ŋăďő ŕőłăğăšĳ, ůšő l 6 k. Ěśńĺ ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ f_k řăćŋż ŋşń¿, ńěňňă ďőłăğăŋă, šăł łăł ć ¡šőň śńşůăě, ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ, ĺňěěš ňěśšő řăćěŋśšćő l 6 k − 1, ă ğŋăůĺš, ĺ ŕőďăćŋő, l 6 k. Ŕşśšĳ ţőš£ ąż őďĺŋ ĺğ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ŕřĺ f_k, ŋăŕřĺňěř α_{lk}, ŋě řăćěŋ ŋşń¿. Ůšőąż ŕřőćěśšĺ ĺŋďşłűĺ¿, ňż ŕőśšřőĺň l − 1 ŋőćżţ ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ćěłšőřőć, łőšőřżě ąşďşš ńĺŋěľŋżňĺ łőňąĺŋăűĺ£ňĺ ćěłšőřőć f_1, . . . , f_{k−1}. Ďń£ ¡šőčő ĺğ ŕőśńěďŋěčő řăćěŋśšćă ćżřăğĺň f_k:

f_k = 1α_{lk} g_l − α^{l1}α_{lk} f_1 − . . . − αl,k−1 αl,k fk−1. İšő ćżřăęěŋĺě ďń£ f_k ŕőďśšăćĺň šěŕěřĳ ć łăęďőě ĺğ ŕěřćżţ l − 1 řăćěŋśšć (5) ĺ śőąěřěň ŕőďőąŋżě ůńěŋż. Ňż ŕőńşůĺň řăćěŋśšćă śńěďş¿źěčő ćĺďă:

g_1 − α^{1k} αlk g_l = β_{11}f_1 + . . . + β_{1,k−1}f_{k−1},

g_2 − α^{2k}α_{lk} g_l = β_{21}f_1 + . . . + β_{2,k−1}f_{k−1},

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . g_{l−1} − αl−1,k αlk gl = βl−1,1f1 + . . . + βl−1,k−1fk−1. (6)

İšĺ řăćěŋśšćă őğŋăůă¿š, ůšő łăęďżľ ĺğ l − 1 ćěłšőřőć

g^′_1 = g_1 − α^{1k}α_{lk} g_l, . . . , g^′_{l−1} = g_{l−1} − αl−1,k αlk gl ěśšĳ ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ ćěłšőřőć f_1, . . . , f_{k−1}. Ěśńĺ ňż ďőłăęěň, ůšő őŋĺ ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż, šő, ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ, őšś¿ďă ąşďěš śńěďőćăšĳ, ůšő l − 1 6 k − 1, š. ě. l 6 k.

Šăłĺň őąřăğőň, ŋăň őśšăńőśĳ ŕőłăğăšĳ, ůšő ćěłšőřż g^′_1, . . . , g^′_{l−1} ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż. Ŋő ¡šő ŕőůšĺ őůěćĺďŋő. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő λ_1, . . . , λ_{l−1} | šăłĺě ůĺśńă, ůšő

λ_1g^′_1 + . . . + λ_{l−1}g^′_{l−1} = 0, š. ě. ůšő

λ_1 ( g_1 − α^{1k} αlk g_l ) + . . . + λ_{l−1} ( g_{l−1} − αl−1,k αlk g_l ) = 0.

Řăśłřżćă£ śłőąłĺ, ŕőńşůăěň:

λ_1g_1 + λ_2g_2 + . . . + λ_{l−1}g_{l−1} − − ( λ_1 α^{1k}α_{lk} + . . . + λ_{l−1} αl−1,k αlk ) g_l = 0.

Šăł łăł ćěłšőřż g_1, . . . , g_l ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż, šő ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż ć ŕőśńěďŋěň řăćěŋśšćě řăćŋż ŋşń¿. Ć ůăśšŋőśšĺ, λ_1 = λ_2 = . . . = λ_{l−1} = 0, ă ¡šő őğŋăůăěš, ůšő ćěłšőřż g^′_1, . . . , g^′_{l−1} ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż. Ńěňňă ŕőńŋőśšĳ¿ ďőłăğăŋă.

Ĺğ ďőłăğăŋŋőľ ńěňňż ćżšěłăěš śńěďş¿źĺľ, ůăśšő őłăğżćă¿źĺľś£ ŕőńěğŋżň řěğşńĳšăš: ěśńĺ ć ŕřőśšřăŋ-

śšćě R śşźěśšćş¿š k ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ćěłšőřőć

f_1, . . . , f_k šăłĺţ, ůšő łăęďżľ ćěłšőř ĺğ R ěśšĳ ĺţ ńĺ-

ŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£, šő ŕřőśšřăŋśšćő R k-ňěřŋő.

Ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőčő ťăłšă ććĺďş ěčő ŕřőśšőšż ňż őśšăćń£ěň ůĺšăšěń¿.

Ć łăęďőň ĺğ ŕřĺňěřőć 2, 4 ĺ 5 šăłă£ śĺśšěňă ążńă ćżąřăŋă. Šăłĺň őąřăğőň ŕőłăğăŋő, ůšő ć ŕřĺňěřăţ 2 ĺ 4 řăğňěřŋőśšĳ ŕřőśšřăŋśšćă řăćŋă n, ă ć ŕřĺňěřě 5 řăğňěřŋőśšĳ ŕřőśšřăŋśšćă řăćŋă n^2.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ŕőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ ćěłšőřż f1, . . . , fk, ćţőď£źĺě ć şśńőćĺě ńěňňż, ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż, šő l < k (ă ŋě šőńĳłő

l 6 k).

3. Ąăğĺś ĺ łőőřďĺŋăšż ć n-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě. Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 4. Śőćőłşŕŋőśšĳ n ńĺŋěľŋő ŋě-

ğăćĺśĺňżţ ćěłšőřőć e1, e2, . . . , en n-ňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă R ŋăğżćăěšś£ ąăğĺśőň ć R.

Ŋăŕřĺňěř, ć ŕřőśšřăŋśšćě R, řăśśňőšřěŋŋőň ć ŕřĺňěřě 1 (šřěţňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě), ąăğĺś őąřăğş¿š ń¿ążě šřĺ ćěłšőřă, ŋě ńěęăźĺě ć őďŋőľ ŕńőśłőśšĺ.

Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ n-ňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ć ŋěň śşźěśšćşěš n ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ćěłšőřőć, š. ě. śşźěśšćşěš ąăğĺś.

Ŕőłăęěň, ůšő ŕřőĺğćőńĳŋş¿ śĺśšěňş ĺğ k ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ćěłšőřőć f1, . . . , f_k, čďě k < n, ňőęŋő ďőŕőńŋĺšĳ ďő ąăğĺśă ć n-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě R.

Ŕşśšĳ e_1, . . . , e_n | łăłőľ-ńĺąő ąăğĺś ć R. Ěśńĺ ąż łăęďżľ ĺğ ćěłšőřőć e_1, . . . , e_n ążń ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺěľ ćěłšőřőć f_i, šő, śőčńăśŋő ńěňňě, ňż ĺňěńĺ ąż, ůšő

n 6 k, ć šő ćřěň£ łăł, ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿, k < n. Ğŋă-

ůĺš, śřěďĺ ćěłšőřőć e_1, . . . , e_n ěśšĳ ţőš£ ąż őďĺŋ, ŋăŕřĺňěř e_{p1} , ŋě £ćń£¿źĺľś£ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺěľ ćěłšőřőć f_1, . . . , f_k. Ďőąăćĺć ćěłšőř e_{p1} ł f_1, . . . , f_k, ňż ŕőńşůĺň śĺśšěňş ĺğ k +1 ćěłšőřőć, łőšőřżě ŕő-ŕřěęŋěňş ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż (ŕőůěňş?).

Ěśńĺ k + 1 < n, šő śřěďĺ ćěłšőřőć e_1, . . . , e_n śŋőćă ěśšĳ ćěłšőř e_{p2} , ŋě £ćń£¿źĺľś£ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺěľ ćěłšőřőć f_1, . . . , f_k, e_{p1} . Ďőąăćĺň ĺ ¡šőš ćěłšőř ł śĺśšěňě. İšőš ŕřőűěśś ňőęŋő ŕřőďőńęĺšĳ ďő šěţ ŕőř, ŕőłă ňż ďőľďěň ďő n ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ćěłšőřőć, š. ě. ďő ąăğĺśă. İšőš ąăğĺś śőďěřęĺš f_1, . . . , f_k, ĺ šěň śăňżň ŋăÿě şšćěřęďěŋĺě ďőłăğăŋő.

Š ě ő ř ě ň ă 1. Łăęďżľ ćěłšőř x ĺğ n-ňěřŋőčő

ŕřőśšřăŋśšćă R ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ, ĺ ŕřĺ šőň ěďĺŋśšćěŋŋżň őąřăğőň, łăł ńĺŋěľŋş¿ łőňąĺŋăűĺ¿ ćěłšőřőć ąăğĺśă.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ŕşśšĳ ćěłšőřż e_1, e_2, . . . , e_n őąřăğş¿š ąăğĺś ć R. Ŕřĺśőěďĺŋĺň ł ŋĺň ŕřőĺğćőńĳŋżľ ćěłšőř x ĺğ R. Ćěłšőřőć x, e_1, e_2, . . . , e_n şęě n+1. Ŕő¡šőňş ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ n-ňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă őŋĺ ďőńęŋż ążšĳ ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż, š. ě.

α_0x + α_1e_1 + α_2e_2 + . . . + α_ne_n = 0, (7) čďě ŋě ćśě α_i řăćŋż ŋşń¿. Ůĺśńő α_0 ğăćěďőňő őšńĺůŋő őš ŋşń£, šăł łăł ĺŋăůě ĺğ ťőřňşńż (7) śńěďőćăńă ąż ńĺŋěľŋă£ ğăćĺśĺňőśšĳ ćěłšőřőć e_1, e_2, . . . , e_n.

Ćżřăğĺň ĺğ (7) ćěłšőř x:

x = − α^1 α0 e_1 − α^2 α0 e_2 − . . . − α^n α0 e_n. Ňż ďőłăğăńĺ, ůšő łăęďżľ ćěłšőř x ∈ R^∗) ěśšĳ ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ ćěłšőřőć e_1, e_2, . . . , e_n.

Ďőłăęěň šěŕěřĳ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ ŕőńşůěŋŋőčő řăğńőęěŋĺ£. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő śşźěśšćş¿š ďćă řăğńőęěŋĺ£:

x = ξ_1e_1 + ξ_2e_2 + . . . + ξ_ne_n ĺ x = ξ^′_1e_1 + ξ^′_2e_2 + . . . + ξ^′_ne_n.

Ćżůĺšă£, ŕőńşůĺň:

0 = (ξ_1 − ξ^′_1)e_1 + (ξ_2 − ξ^′_2)e_2 + . . . + (ξ_n − ξ^′_n)e_n.

Šăł łăł e_1, e_2, . . . , e_n ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż, šő ¡šő ćőğňőęŋő ńĺÿĳ, ěśńĺ

ξ_1 − ξ^′_1 = ξ_2 − ξ^′_2 = . . . = ξ_n − ξ^′_n = 0,

š. ě.

ξ_1 = ξ^′_1, ξ_2 = ξ^′_2, . . . , ξ_n = ξ^′_n.

Ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ řăğńőęěŋĺ£ ďőłăğăŋă.

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 5. Ěśńĺ e_1, e_2, . . . , e_n ěśšĳ ąăğĺś

ć n-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ĺ

x = ξ_1e_1 + ξ_2e_2 + . . . + ξ_ne_n, (8)

šő ůĺśńă ξ1, ξ2, . . . , ξn ŋăğżćă¿šś£ łőőřďĺŋăšăňĺ ćěłšőřă x ć ąăğĺśě e1, e2, . . . , en.

Šěőřěňă 1 őğŋăůăěš, ůšő ŕřĺ ğăďăŋŋőň ąăğĺśě e_1, e_2, . . . , e_n łăęďżľ ćěłšőř ĺňěěš łőőřďĺŋăšż ĺ ŕřĺšőň

őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěńěŋŋżě.

∗) Ğăŕĺśĳ x ∈ R őğŋăůăěš, ůšő x ŕřĺŋăďńěęĺš R.

Ěśńĺ ćěłšőř x ĺňěěš ć ąăğĺśě e_1, e_2, . . . , e_n łőőřďĺŋăšż ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n, ă ćěłšőř y | łőőřďĺŋăšż η_1, η_2, . . . , η_n, š. ě. ěśńĺ

x = ξ_1e_1 + ξ_2e_2 + . . . + ξ_ne_n,

y = η_1e_1 + η_2e_2 + . . . + η_ne_n, šő x + y = (ξ_1 + η_1)e_1 + (ξ_2 + η_2)e_2 + . . . + (ξ_n + η_n)e_n,

š. ě. ćěłšőř x + y ĺňěěš łőőřďĺŋăšż ξ_1 + η_1, ξ_2 + η_2, . . . . . . , ξ_n + η_n. Ćěłšőř λx ĺňěěš łőőřďĺŋăšż λξ_1, λξ_2, . . . . . . , λξ_n. Šăłĺň őąřăğőň, ŕřĺ śńőęěŋĺĺ ćěłšőřőć x ĺ y ĺţ

łőőřďĺŋăšż śłńăďżćă¿šś£. Ŕřĺ şňŋőęěŋĺĺ ćěłšőřă x ŋă ůĺśńő λ ěčő łőőřďĺŋăšż şňŋőęă¿šś£ ŋă ¡šő ůĺśńő.

§śŋő šăłęě, ůšő ŋşńěćőľ ćěłšőř, ĺ šőńĳłő őŋ, ĺňěěš ćśě łőőřďĺŋăšż řăćŋżňĺ ŋşń¿.

Ŕ ř ĺ ň ě ř ż. 1. Ďń£ śńşůă£ šřěţňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ŋăÿě őŕřěďěńěŋĺě łőőřďĺŋăš ćěłšőřă śőćŕăďăěš ś ĺňě¿źĺňś£ ć ăŋăńĺšĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ őŕřěďěńěŋĺěň łőőřďĺŋăš ćěłšőřă ć ŋěłőšőřőľ (ćőőąźě čőćőř£, ŋě ŕř£- ňőşčőńĳŋőľ) śĺśšěňě łőőřďĺŋăš.

2. Ŕşśšĳ R | ŕřőśšřăŋśšćő, ćěłšőřăňĺ łőšőřőčő £ćń£¿šś£ śĺśšěňż x = (ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n) ĺğ n ůĺśěń. Ćőğĳňěň ąăğĺś (śň. şŕřăęŋěŋĺě ŋă śšř. 13)

e_1 = (1, 1, 1, . . . , 1),

e_2 = (0, 1, 1, . . . , 1), . . . . . . . . . . . . . e_n = (0, 0, 0, . . . , 1). Ŋăľďěň łőőřďĺŋăšż η_1, η_2, . . . , η_n ćěłšőřă x = = (ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n) ć ¡šőň ąăğĺśě. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿

x = η_1e_1 + η_2e_2 + . . . + η_ne_n, š. ě.

(ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n) = η_1(1, 1, . . . , 1) + η_2(0, 1, . . . , 1) + . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . + η_n(0, 0, . . . , 1) = (η_1, η_1 + η_2, . . . , η_1 + η_2 + . . . + η_n).

Šăłĺň őąřăğőň, ůĺśńă η_1, η_2, . . . , η_n ŋăţőď£šś£ ĺğ śńěďş- ¿źěľ śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ: η_1 = ξ_1, η_1 + η_2 = ξ_2, . . . . . . . . .

η_1 + η_2 + . . . + η_n = ξ_n, őšłşďă

η_1 = ξ_1, η_2 = ξ_2 − ξ_1, . . . , η_n = ξ_n − ξ_{n−1}. Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ ć R ąăğĺś, ć łőšőřőň ść£ğĳ ňěęďş łőőřďĺŋăšăňĺ ćěłšőřă x = (ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n) ĺ ůĺśńăňĺ ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n, őŕřěďěń£¿źĺňĺ ¡šőš ćěłšőř, ŋăĺąőńěě ŕřőśšă. Ŕşśšĳ e_1 = (1, 0, . . . , 0), e_2 = (0, 1, . . . , 0), . . . . . . . . . . . . e_n = (0, 0, . . . , 1) Šőčďă

x = (ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n) = = ξ_1(1, 0, . . . , 0) + ξ_2(0, 1, . . . , 0) + . . . + ξ_n(0, 0, . . . , 1) = = ξ_1e_1 + ξ_2e_2 + . . . + ξ_ne_n.

Šăłĺň őąřăğőň, ć ŕřőśšřăŋśšćě R, čďě łăęďżľ ćěł-

šőř őŕřěďěń£ěšś£ łăł śĺśšěňă n ůĺśěń (ξ1, ξ2, . . . , ξn), ¡šĺ ůĺśńă ňőęŋő šřăłšőćăšĳ łăł łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă x = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ć ąăğĺśě e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 =

= (0, 1, . . . , 0), . . . , e_n = (0, 0, . . . , 1).

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ń¿ąőň ąăğĺśě e1 = (a11, a12, . . . , a1n), e2 = (a21, a22, . . . , a2n), . . . . . . . . . . . . . . . . . en = (an1, an2, . . . , ann) łőőřďĺŋăšż η1, η2, . . . , ηn ćěłšőřă x = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) śşšĳ ńĺŋěľŋżě łőňąĺŋăűĺĺ ůĺśěń ξ1, ξ2, . . . , ξn.

3. R | ŕřőśšřăŋśšćő, ćěłšőřăňĺ łőšőřőčő £ćń£¿šś£ ňŋőčőůńěŋż śšěŕěŋĺ 6 n − 1. Ŕřőśšěľÿĺň ąăğĺśőň £ćń£ěšś£ śőćőłşŕŋőśšĳ ćěłšőřőć e_1 = 1, e_2 = t, . . . , e_n = t^{n−1}. Łőőřďĺŋăšăňĺ ňŋőčőůńěŋă P (t) = a_0t^{n−1} + + a_1t^{n−2} + . . . + a_{n−1} ć ¡šőň ąăğĺśě £ćń£¿šś£, łăł ńěčłő ćĺďěšĳ, ěčő łő¡ťťĺűĺěŋšż a_0, a_1, . . . , a_{n−1}.

Ćżąěřěň šěŕěřĳ ďřşčőľ ąăğĺś:

e^′_1 = 1, e^′_2 = t − a, e^′_3 = (t − a)^2, . . . , e^′_n = (t − a)^{n−1}.

Łăęďżľ ňŋőčőůńěŋ P (t) ňőęěš ążšĳ ŕő ťőřňşńě Šěľńőřă ŕřěďśšăćńěŋ ć ćĺďě:

P (t) = P (a) + P^′(a)(t − a) + . . . + P (n−1)(a) (n � 1)!^{(t − a)n−1.}

Šăłĺň őąřăğőň, ć ¡šőň ąăğĺśě P (t) ĺňěěš łőőřďĺŋăšż P (a), P^′(a), . . . , P (n−1)(a) (n � 1)!^.

4. Ĺğőňőřťĺğň n-ňěřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć. Ć řăğőąřăŋŋżţ ćżÿě ŕřĺňěřăţ ŋěłőšőřżě ŕřőśšřăŋśšćă ś šőůłĺ ğřěŋĺ£ řăśśňăšřĺćăěňżţ ğďěśĳ śćőľśšć ŋě őšńĺůă¿šś£ ďřşč őš ďřşčă. Šăłőćż, ŋăŕřĺňěř, őążůŋőě šřěţňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő R ŕřĺňěřă 1 ĺ ŕřőśšřăŋśšćő R^′, ć łőšőřőň ćěłšőřż őŕřěďěń£¿šś£ łăł šřőľłĺ ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ůĺśěń. Ć śăňőň ďěńě, ćżąřăć ć R őŕřěďěńěŋŋş¿ śĺśšěňş łőőřďĺŋăš, ňż ňőęěň łăęďőňş ćěłšőřş ĺğ R ŕőśšăćĺšĳ ć śőőšćěšśšćĺě śőćőłşŕŋőśšĳ šřěţ ěčő łőőřďĺŋăš, š. ě. ćěłšőř ŕřőśšřăŋśšćă R^′. Ŕřĺ śńőęěŋĺĺ ćěłšőřőć łőőřďĺŋăšż ĺţ śłńăďżćă¿šś£, ă ŕřĺ şňŋőęěŋĺĺ ŋă ůĺśńő ćśě łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă şňŋőęă¿šś£ ŋă ¡šő ůĺśńő. Ŕő- ¡šőňş čěőňěšřĺůěśłĺě ťăłšż, ćżšěłă¿źĺě ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ ńĺŋěľŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, łőšőřżě ĺňě¿š ňěśšő ć R, ňż ňőęěň ŕăřăńńěńĳŋő ĺğńőęĺšĳ łăł ć R, šăł ĺ ć ŕřőśšřăŋśšćě R^′ šřőěł ůĺśěń.

Ŕőśłőńĳłş ěďĺŋśšćěŋŋżňĺ őŕěřăűĺ£ňĺ, łőšőřżě ććěďěŋż ć ńĺŋěľŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ, £ćń£¿šś£ őŕěřăűĺĺ śńőęěŋĺ£ ćěłšőřőć ĺ şňŋőęěŋĺ£ ćěłšőřă ŋă ůĺśńő, šő ěśšěśšćěŋŋő ććěśšĺ śńěďş¿źěě

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 6. Ńĺŋěľŋżě ŕřőśšřăŋśšćă R ĺ R^′ ŋăğżćă¿šś£ ĺğőňőřťŋżňĺ, ěśńĺ ňěęďş ćěłšőřăňĺ x ∈ R ĺ ćěłšőřăňĺ x^′ ∈ R^′ ňőęŋő şśšăŋőćĺšĳ ćğă-

ĺňŋő őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě^∗) x ↔ x^′ šăł, ůšő ěśńĺ ćěłšőřş x śőőšćěšśšćşěš ćěłšőř x^′, ă ćěłšőřş y śőőšćěšśšćşěš ćěłšőř y^′, šő

1^∘ ćěłšőřş x + y śőőšćěšśšćşěš ćěłšőř x^′ + y^′, 2^∘ ćěłšőřş λx śőőšćěšśšćşěš ćěłšőř λx^′. Ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ ĺğőňőřťĺğňă śńěďşěš, ůšő ěśńĺ x, y, . . . | ćěłšőřż ĺğ R, ă x^′, y^′, . . . | śőőšćěšśšćş¿źĺě ĺň ćěłšőřż ĺğ R^′, šő řăćěŋśšćő λx + μy + . . . = 0 řăćŋőśĺńĳŋő řăćěŋśšćş λx^′ + μy^′ + . . . = 0. Śńěďőćăšěńĳŋő, ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżň ćěłšőřăň ĺğ R śőőšćěšśšćş¿š ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżě ćěłšőřż ĺğ R^′, ĺ őąřăšŋő.

Ćőğŋĺłăěš ćőŕřőś, łăłĺě ŕřőśšřăŋśšćă ĺğőňőřťŋż ňěęďş śőąőľ ĺ łăłĺě ŋěš.

∗) Śőőšćěšśšćĺě, şśšăŋőćńěŋŋőě ňěęďş ¡ńěňěŋšăňĺ ďćşţ ňŋőęěśšć R ĺ R^′, ŋăğżćăěšś£ ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋżň, ěśńĺ:

1^∘ łăęďőňş ¡ńěňěŋšş ĺğ R śőőšćěšśšćşěš őďĺŋ ĺ šőńĳłő őďĺŋ ¡ńěňěŋš ĺğ R^′,

2^∘ łăęďżľ ¡ńěňěŋš ĺğ R^′ śőőšćěšśšćşěš ŕřĺ ¡šőň őďŋőňş ĺ šőńĳłő őďŋőňş ¡ńěňěŋšş ĺğ R.

Ďćă ŕřőśšřăŋśšćă řăğńĺůŋőľ řăğňěřŋőśšĺ ğăćěďőňő ŋě ĺğőňőřťŋż ďřşč ďřşčş.

Ć śăňőň ďěńě, ŕşśšĳ R ĺ R^′ ĺğőňőřťŋż. Ĺğ śďěńăŋŋőčő ćżÿě ğăňěůăŋĺ£ śńěďşěš, ůšő ňăłśĺňăńĳŋőě ůĺśńő ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ćěłšőřőć ć R ĺ R^′ őďŋő ĺ šő ęě, š. ě. řăğňěřŋőśšĺ ŕřőśšřăŋśšć R ĺ R^′ řăćŋż. Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕřőśšřăŋśšćă řăğńĺůŋőľ řăğňěřŋőśšĺ ŋě ňőčşš ążšĳ ňěęďş śőąőľ ĺğőňőřťŋż.

Š ě ő ř ě ň ă 2. Ćśě ŕřőśšřăŋśšćă, ĺňě¿źĺě őďŋş ĺ

šş ęě řăğňěřŋőśšĳ n, ĺğőňőřťŋż ďřşč ďřşčş.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ŕşśšĳ R ĺ R^′ | ďćă n-ňěř-ŋżţ ŕřőśšřăŋśšćă. Ćżąěřěň ć R ąăğĺś e_1, e_2, . . . , e_n ĺ ć R^′ łăłőľ-ńĺąő ąăğĺś e^′_1, e^′_2, . . . , e^′_n. Ŕőśšăćĺň ć śőőšćěšśšćĺě ćěłšőřş

x = ξ_1e_1 + ξ_2e_2 + . . . + ξ_ne_n (9)

ćěłšőř x^′ = ξ_1e^′_1 + ξ_2e^′_2 + . . . + ξ_ne^′_n,

š. ě. ńĺŋěľŋş¿ łőňąĺŋăűĺ¿ ćěłšőřőć e^′_i ś šěňĺ ęě łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, ůšő ĺ ć (9).

İšő śőőšćěšśšćĺě ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋő. Ć śăňőň ďěńě, łăęďżľ ćěłšőř x ňőęěš ążšĳ őďŋőğŋăůŋő ŕřěďśšăćńěŋ ć ćĺďě (9). Ŕő¡šőňş ůĺśńă ξ_i, ă ğŋăůĺš, ĺ ćěłšőř x^′, őŕřěďěń£¿šś£ ŕő ćěłšőřş x őďŋőğŋăůŋő. Ććĺďş řăćŋőŕřăćŋőśšĺ, ć ŋăÿěň ŕőśšřőěŋĺĺ, ŕřőśšřăŋśšć R ĺ R^′, łăęďőňş x^′ őšćěůăěš ¡ńěňěŋš ĺğ R ĺ ŕřĺšőň šőńĳłő őďĺŋ.

Ĺğ şśšăŋőćńěŋŋőčő ğăłőŋă śőőšćěšśšćĺ£ śřăğş śńěďşěš, ůšő ěśńĺ x ↔ x^′ ĺ y ↔ y^′, šő x+y ↔ x^′+y^′ ĺ λx ↔ λx^′. Ĺğőňőřťĺğň ŕřőśšřăŋśšć R ĺ R^′, šăłĺň őąřăğőň, ďőłăğăŋ.

Ĺšăł, ěďĺŋśšćěŋŋőľ śşźěśšćěŋŋőľ ţăřăłšěřĺśšĺłőľ łőŋěůŋőňěřŋőčő ńĺŋěľŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă £ćń£ěšś£ ěčő řăğňěřŋőśšĳ.

Ć § 3 ňż ěźě ćěřŋěňś£ ł ŕőŋ£šĺ¿ ĺğőňőřťĺğňă ŕő ďřşčőňş ŕőćőďş.

5. Ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ńĺŋěľŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă. Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 7. Ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň R^′ ŕřő-

śšřăŋśšćă R ŋăğżćăěšś£ śőćőłşŕŋőśšĳ ¡ńěňěŋšőć ĺğ R šăłĺţ, ůšő őŋĺ śăňĺ őąřăğş¿š ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő őšŋőśĺšěńĳŋő şęě ććěďěŋŋżţ ć R őŕěřăűĺľ śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ŋă ůĺśńă.

Ĺŋăůě čőćőř£, śőćőłşŕŋőśšĳ R^′ ¡ńěňěŋšőć x, y, . . . ĺğ R őąřăğşěš ńĺŋěľŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ŕřőśšřăŋśšćă R, ěśńĺ ĺğ x ∈ R^′, y ∈ R^′ śńěďşěš x + y ∈ R^′, λx ∈ R^′.

Ŕ ř ĺ ň ě ř ż. 1. Ŋşńěćőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, š. ě. ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, śőśšő£źěě ĺğ ěďĺŋśšćěŋŋőčő ¡ńěňěŋšă | ŋşń£.

2. Ćśě ŕřőśšřăŋśšćő R.

Ŋşńěćőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ĺ ćśě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăğżćă¿šś£ őążůŋő ŋěśőąśšćěŋŋżňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ. Ŕřĺćěďěň ŋěśłőńĳłő ąőńěě śőďěřęăšěńĳŋżţ ŕřĺňěřőć ŕőďŕřőśšřăŋśšć.

3. R | šřěţňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Řăśśňőšřĺň łăłş¿-ńĺąő ŕńőśłőśšĳ ć R, ŕřőţőď£źş¿ ůěřěğ ŋăůăńő łőőřďĺŋăš. Śőćőłşŕŋőśšĳ R^′ ćśěţ ćěłšőřőć, ńěęăźĺţ ć ¡šőľ ŕńőśłőśšĺ, ěśšĳ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő.

4. Ć ŕřőśšřăŋśšćě, ćěłšőřăňĺ łőšőřőčő £ćń£¿šś£ śĺśšěňż n ůĺśěń x = (ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n), śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ šěţ ćěłšőřőć x = (ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n), ďń£ łőšőřżţ ξ_1 = 0, őąřăğşěš ŕőďŕřőśšřăŋśšćő. Ąőńěě őąźő: śőćőłşŕŋőśšĳ ćěłšőřőć x = (ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n), şďőćńěšćőř£¿źĺţ şśńőćĺ¿

a_1ξ_1 + a_2ξ_2 + . . . + a_nξ_n = 0,

čďě a_1, a_2, . . . , a_n | łăłĺě-šő ťĺłśĺřőćăŋŋżě ůĺśńă, őąřăğşěš ŕőďŕřőśšřăŋśšćő.

5. Ć ŕřőśšřăŋśšćě ćśěţ ŋěŕřěřżćŋżţ ťşŋłűĺľ śőćőłşŕŋőśšĳ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ 6 n £ćń£ěšś£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň.

Őůěćĺďŋő, ůšő ćő ćś£łőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě R^′ łăłőčőńĺąő ŕřőśšřăŋśšćă R śőďěřęĺšś£ ŋşńěćőľ ¡ńěňěŋš ŕřőśšřăŋśšćă R.

Ŕőśłőńĳłş ń¿ąőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő śăňő ŕő śěąě £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň, šő ćśě šăłĺě ŕőŋ£- šĺ£, łăł ąăğĺś, ůĺśńő ĺğňěřěŋĺľ ŕřőśšřăŋśšćă ĺ š. ď., łőšőřżě ňż ććěńĺ ćżÿě, ŕřĺňěŋĺňż ĺ ł ŕőďŕřőśšřăŋśšćăň. Šăł łăł ć ŕőďŕřőśšřăŋśšćě ŋě ňőęěš ążšĳ ąőńĳÿě ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ćěłšőřőć, ůěň ćő ćśěň ŕřőśšřăŋśšćě, šő řăğňěřŋőśšĳ ń¿ąőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ŋě

ŕřěćőśţőďĺš řăğňěřŋőśšĺ ćśěčő ŕřőśšřăŋśšćă.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ £. 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő R^′ ŕřőśšřăŋśšćă R ĺňěěš šş ęě řăğňěřŋőśšĳ, ůšő ĺ ćśě ŕřőśšřăŋśšćő R, šő őŋő śőćŕăďăěš ś R.

2. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ R1 ĺ R2 | ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ŕřőśšřăŋśšćă R, ĺ ěśńĺ R1 ⊂ R2 ĺ řăğňěřŋőśšĺ R1 ĺ R2 śőćŕăďă¿š, šő R1 = R2.

Ć łăęďőň ŕřőśšřăŋśšćě R ňőęŋő śšřőĺšĳ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă śńěďş¿źĺň őąźĺň ŕřĺěňőň: ćőğĳňěň ć R ŕřőĺğćőńĳŋőě (łőŋěůŋőě ĺńĺ ąěśłőŋěůŋőě) ňŋőęěśšćő ćěłšőřőć e, f, g, . . . ; šőčďă śőćőłşŕŋőśšĳ R^′ ćśěţ ńĺŋěľ-

ŋżţ łőňąĺŋăűĺľ ćżąřăŋŋżţ ćěłšőřőć e, f, g, . . . ěśšĳ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ŕřőśšřăŋśšćă R. Ďěľśšćĺšěńĳŋő,

śłńăďżćă£ ňěęďş śőąőľ ĺ şňŋőęă£ ŋă ůĺśńă ńĺŋěľŋżě łőňąĺŋăűĺĺ ćěłšőřőć e, f, g, . . . , ňż śŋőćă ŕőńşůĺň ńĺŋěľŋżě łőňąĺŋăűĺĺ ćěłšőřőć e, f, g, . . . , š. ě. ¡ńěňěŋšż ĺğ R^′. Ŕőńşůěŋŋőě šăłĺň őąřăğőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćő R^′ ŋăğżćăěšś£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň, ŕőřőęďěŋŋżň

ćěłšőřăňĺ e, f, g, . . . Őŋő £ćń£ěšś£ ŋăĺňěŋĳÿĺň ńĺŋěľ-

ŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň, śőďěřęăźĺň ďăŋŋżě ćěłšőřż e, f, g, . . . Ŕőďŕřőśšřăŋśšćő R^′, ŕőřőęďěŋŋőě ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżňĺ ćěłšőřăňĺ e1, e2, . . . , e_k, £ćń£ěšś£ k-ňěřŋżň ĺ ćěłšőřż e1, e2, . . . , e_k őąřăğş¿š ć ŋěň ąăğĺś. Ďěľśšćĺ-

šěńĳŋő, ć R^′ ĺňěěšś£ śĺśšěňă k ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ćěłšőřőć, ĺňěŋŋő, śăňĺ ćěłšőřż e_1, e_2, . . . , e_k. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ěśńĺ x_1, x_2, . . . , x_l | ŕřőĺğćőńĳŋżě ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżě ćěłšőřż ĺğ R^′, šő šăł łăł őŋĺ £ćń£¿šś£ ńĺŋěľŋżňĺ łőňąĺŋăűĺ£ňĺ ćěłšőřőć e_1, e_2, . . . , e_k, šő, śőčńăśŋő ńěňňě ŕ. 2, l 6 k. Śńěďőćăšěńĳŋő, R^′ k-ňěřŋő ĺ ŋăąőř ćěłšőřőć e_1, e_2, . . . , e_k ěśšĳ őďĺŋ ĺğ ćőğňőęŋżţ ąăğĺśőć ć R^′.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ŕőłăğăšĳ, ůšő ć n-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě śşźěśšćş¿š ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ćśěţ ňěŋĳÿĺţ řăğňěřŋőśšěľ.

Ěśńĺ ĺśłń¿ůĺšĳ ĺğ řăśśňőšřěŋĺ£ ŋě ŕřěďśšăćń£¿źěě ĺŋšěřěśă ŋşńěćőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, šő śăňżňĺ ŕřőśšżňĺ £ćń£¿šś£ őďŋőňěřŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă. Ąăğĺś ćś£- łőčő šăłőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă śőśšőĺš ĺğ őďŋőčő ćěłšőřă e_1. Šăłĺň őąřăğőň, őďŋőňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő śőśšőĺš ĺğ ćěłšőřőć ćĺďă αe_1, čďě α | ŕřőĺğćőńĳŋőě ůĺśńő.

Ŕřĺąăćĺň ł łăęďőňş ĺğ ćěłšőřőć αe_1 őďĺŋ ĺ šőš ęě ćěłšőř x_0. Ňż ŕőńşůĺň śőćőłşŕŋőśšĳ ćěłšőřőć ćĺďă x = x_0 +αe_1, čďě α ŕřőąěčăěš ćśě ůĺśńă, ă e_1 ĺ x_0 | ťĺłśĺřőćăŋŋżě ćěłšőřż. İšş śőćőłşŕŋőśšĳ ćěłšőřőć ěśšěśšćěŋŋő, ŕő ăŋăńőčĺĺ ś šřěţňěřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň, ŋăğćăšĳ ŕř£ňőľ ć ńĺŋěľŋőň ŕřőśšřăŋśšćě R.

Ăŋăńőčĺůŋő, ćěłšőřż ćĺďă αe_1 + βe_2, čďě e_1 ĺ e_2 | ťĺłśĺřőćăŋŋżě ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżě ćěłšőřż, ă α ĺ β | ŕřőĺğćőńĳŋżě ůĺśńă, őąřăğş¿š ďćşňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő. Śőćőłşŕŋőśšĳ ćěłšőřőć

x = x_0 + αe_1 + βe_2,

čďě x_0 | ťĺłśĺřőćăŋŋżľ ćěłšőř, ňż ŋăğżćăěň ŕńőśłő-

śšĳ¿ (ďćşňěřŋőľ).

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ £. 1. Ŕőłăğăšĳ, ůšő ć ŕřőśšřăŋśšćě, čďě ćěłšőřăňĺ £ćń£¿šś£ śĺśšěňż n ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ůĺśěń (ξ1, ξ2, . . . , ξn), śőćőłşŕŋőśšĳ ćěłšőřőć, şďőćńěšćőř£¿źĺţ śőőšŋőÿěŋĺ¿ a1ξ1 + a2ξ2 + . . . + anξn = 0

(a1, a2, . . . , an | ťĺłśĺřőćăŋŋżě ůĺśńă, ŋě ćśě řăćŋżě ŋşń¿), őąřăğşěš ŕőďŕřőśšřăŋśšćő řăğňěřŋőśšĺ n − 1.

2. Ŕőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ ďćă ŕőďŕřőśšřăŋśšćă R1 ĺ R2 ŕřőśšřăŋśšćă R ĺňě¿š őąźĺň ńĺÿĳ ŋşńěćőľ ćěłšőř, šő śşňňă ĺţ řăğňěřŋőśšěľ ŋě ŕřěćőśţőďĺš řăğňěřŋőśšĺ R.

3. Ŕőłăğăšĳ, ůšő řăğňěřŋőśšĳ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, ŕőřőęďěŋŋőčő ćěłšőřăňĺ e, f, g, . . . , řăćŋă ňăłśĺňăńĳŋőňş ůĺśńş ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ćěłšőřőć śřěďĺ ŋĺţ.

6. Řăğńőęěŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă R ć ŕř£ňş¿ śşňňş ŕőďŕřőśšřăŋśšć. Śşňňă ĺ ŕěřěśěůěŋĺě ŕőďŕřőśšřăŋśšć. Ŕşśšĳ ğăďăŋż ďćă ŕőďŕřőśšřăŋśšćă n-ňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă R. Őąőğŋăůĺň ĺţ R_1 ĺ R_2.

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 8. Ěśńĺ łăęďżľ ćěłšőř x ŕřőś-

šřăŋśšćă R ňőęŋő, ĺ ŕřĺšőň ěďĺŋśšćěŋŋżň őąřăğőň, ŕřěďśšăćĺšĳ łăł śşňňş ďćşţ ćěłšőřőć

x = x_1 + x_2,

čďě x1 ∈ R1, ă x2 ∈ R2, šő čőćőř£š, ůšő ŕřőśšřăŋśšćő R řăğńőęěŋő ć ŕř£ňş¿ śşňňş ŕőďŕřőśšřăŋśšć R1 ĺ R2.

İšő őążůŋő ğăŕĺśżćă¿š šăł:

R = R_1 ⊕ R_2.

Š ě ő ř ě ň ă 3. Ďń£ šőčő ůšőąż ŕřőśšřăŋśšćő R

řăğńăčăńőśĳ ć ŕř£ňş¿ śşňňş ŕőďŕřőśšřăŋśšć R1 ĺ R2, ďőśšăšőůŋő, ůšőąż:

1. Ŕőďŕřőśšřăŋśšćă R1 ĺ R2 ĺňěńĺ šőńĳłő őďĺŋ őąźĺľ ćěłšőř x = 0 (ŋşńěćőľ ćěłšőř).

2. Śşňňă řăğňěřŋőśšěľ ¡šĺţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ążńă řăćŋă řăğňěřŋőśšĺ ŕřőśšřăŋśšćă R.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ćżąěřěň ŋěłőšőřżľ ąăğĺś e_1, . . . , e_k ć ŕőďŕřőśšřăŋśšćě R_1 ĺ ąăğĺś f_1, . . . , f_l ć ŕőďŕřőśšřăŋśšćě R_2. Ŕőśłőńĳłş śşňňă řăğňěřŋőśšěľ R_1 ĺ R_2 ěśšĳ n, šő őąźěě ůĺśńő ¡šĺţ ćěłšőřőć k + l = n.

Ŕőłăęěň, ůšő ćěłšőřż e_1, . . . , e_k, f_1, . . . , f_l ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż, š. ě. őąřăğş¿š ąăğĺś ŕřőśšřăŋśšćă R. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ

λ_1e_1 + . . . + λ_ke_k + μ_1f_1 + . . . + μ_lf_l = 0;

őšś¿ďă

λ_1e_1 + . . . + λ_ke_k = −μ_1f_1 − . . . − μ_lf_l.

Ńěćă£ ůăśšĳ ¡šőčő řăćěŋśšćă ěśšĳ ćěłšőř ĺğ R_1, ă ŕřăćă£ ĺğ R_2. Šăł łăł, ŕő şśńőćĺ¿, ěďĺŋśšćěŋŋżľ őąźĺľ ćěłšőř R_1 ĺ R_2 ěśšĳ ŋşńěćőľ ćěłšőř, šő

λ_1e_1 + . . . + λ_ke_k = 0,

μ_1f_1 + . . . + μ_lf_l = 0.

(10)

Ŋő łăęďżľ ĺğ ŋăąőřőć e_1, . . . , e_k ĺ f_1, . . . , f_l śőśšőĺš ĺğ ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ćěłšőřőć, šăł łăł ¡šő ąăğĺśż ć R_1 ĺ R_2. Ŕő¡šőňş ĺğ ŕěřćőčő řăćěŋśšćă (10) śńěďşěš, ůšő λ_1 = . . . = λ_k = 0,

ă ĺğ ćšőřőčő śńěďşěš, ůšő

μ_1 = . . . = μ_l = 0.

Śńěďőćăšěńĳŋő, śĺśšěňă e_1, . . . , e_k, f_1, . . . , f_l śőśšőĺš ĺğ n ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ćěłšőřőć, š. ě. ¡šő ěśšĳ ąăğĺś ć ŕřőśšřăŋśšćě R.

Ňż ďőłăğăńĺ, ůšő ŕřĺ ćżŕőńŋěŋĺĺ şśńőćĺľ šěőřěňż śşźěśšćşěš ąăğĺś, ŕěřćżě k ćěłšőřőć łőšőřőčő őąřăğş- ¿š ąăğĺś ć R_1, ă ŕőśńěďŋĺě l | ąăğĺś ć R_2.

Ŕřőĺğćőńĳŋżľ ćěłšőř x ĺğ R ňőęŋő řăğńőęĺšĳ ŕő ćěłšőřăň ¡šőčő ąăğĺśă

x = α_1e_1 + . . . + α_ke_k + β_1f_1 + . . . + β_lf_l.

Ŕřĺ ¡šőň x_1 = α_1e_1 + . . . + α_ke_k ∈ R_1 ĺ x_2 = β_1f_1 + . . . + β_lf_l ∈ R_2.

Šăłĺň őąřăğőň, x = x_1 + x_2,

čďě x_1 ∈ R_1 ĺ x_2 ∈ R_2. Ŕőłăęěň, ůšő ¡šő řăğńőęěŋĺě ěďĺŋśšćěŋŋő. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő śşźěśšćş¿š ďćă řăğńőęěŋĺ£:

x = x_1 + x_2, čďě x_1 ∈ R_1, x_2 ∈ R_2, ĺ x = x^′_1 + x^′_2, čďě x^′_1 ∈ R_1, x^′_2 ∈ R_2.

Ćżůĺšă£ ćšőřőě řăćěŋśšćő ĺğ ŕěřćőčő, ŕőńşůăěň:

0 = x_1 − x^′_1 + x_2 − x^′_2,

őšłşďă x_1 − x^′_1 = x^′_2 − x_2.

Šăł łăł ćěłšőř, śšő£źĺľ ć ńěćőľ ůăśšĺ řăćěŋśšćă, ŕřĺŋăďńěęĺš R_1, ă ćěłšőř, śšő£źĺľ ć ŕřăćőľ ůăśšĺ, ŕřĺŋăďńěęĺš R_2, šő łăęďżľ ĺğ ¡šĺţ ćěłšőřőć řăćěŋ ŋşń¿, š. ě. x^′_1 = x_1,

x^′_2 = x_2.

Ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ řăğńőęěŋĺ£ ďőłăğăŋă.

Ďőŕşśšĺň, ůšő ŋăň ğăďăŋő ďćă ŕřőĺğćőńĳŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă R_1 ĺ R_2 ńĺŋěľŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă R.

Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő śőćőłşŕŋőśšĳ ćěłšőřőć, ŕřĺŋăďńěęăźĺţ őąőĺň ¡šĺň ŕőďŕřőśšřăŋśšćăň, šăłęě ěśšĳ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő R_0 ŕřőśšřăŋśšćă R.

İšő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ŋăğżćăěšś£ ŕěřěśěůěŋĺěň R_1 ĺ R_2 ĺ őąőğŋăůăěšś£

R_0 = R_1 ∩ R_2.

Ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ R_1 ĺ R_2 | ďćă ďćşňěřŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă šřěţňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă (ďćě ŕńőśłőśšĺ, ŕřőţőď£źĺě ůěřěğ ŋăůăńő łőőřďĺŋăš), šő R_1 ∩ R_2 ěśšĳ őďŋőňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő (ŕř£ňă£, ŕő łőšőřőľ ŕěřěśěłă¿šś£ ¡šĺ ŕńőśłőśšĺ).

Ŕő ďćşň ŕőďŕřőśšřăŋśšćăň R_1 ĺ R_2 ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ěźě őďŋő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, łőšőřőě ŋăğżćăěšś£ ĺţ

śşňňőľ. Őŋő őŕřěďěń£ěšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň.

Ćěłšőřăňĺ ¡šőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă £ćń£¿šś£ ćśěćőğňőęŋżě śşňňż ćĺďă

x = x_1 + x_2, (11)

čďě x_1 ∈ R_1, x_2 ∈ R_2.

Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ¡ńěňěŋšż ćĺďă (11) őąřăğş¿š ŕőďŕřőśšřăŋśšćő. İšő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ~R ŋăğżćăěšś£ śşňňőľ ŕőďŕřőśšřăŋśšć R_1 ĺ R_2 ĺ őąőğŋăůăěšś£ ~R = R_1 + R_2.

Ğăňěšĺň, ůšő, ć őšńĺůĺě őš ŕř£ňőľ śşňňż ďćşţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć, ğăŕĺśĳ ¡ńěňěŋšă ĺğ R ć ćĺďě (11) ňőęěš ążšĳ ŋěőďŋőğŋăůŋőľ.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ŕőłăğăšĳ, ůšő śşňňă ďćşţ řăğńĺůŋżţ ďćşňěřŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć šřěţňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă R ěśšĳ ćśě ¡šő ŕřőśšřăŋśšćő.

Ĺňěěš ňěśšő śńěďş¿źă£ šěőřěňă:

Š ě ő ř ě ň ă 4. Ŕşśšĳ ğăďăŋż ďćă ŕőďŕřőśšřăŋ-

śšćă R1 ĺ R2 ŕřőśšřăŋśšćă R. Šőčďă śşňňă řăğňěřŋőśšěľ R1 ĺ R2 řăćŋă řăğňěřŋőśšĺ ĺţ śşňňż ŕń¿ś řăğňěřŋőśšĳ ŕěřěśěůěŋĺ£.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ćżąěřěň ć ŕěřěśěůěŋĺĺ R_0 = R_1 ∩ R_2 ąăğĺś

e_1, . . . , e_k. (12)

Ďőŕőńŋĺň ¡šőš ąăğĺś ś őďŋőľ śšőřőŋż ďő ąăğĺśă ć R_1: e_1, . . . , e_k, f_1, . . . , f_l (13) ĺ ś ďřşčőľ śšőřőŋż ďő ąăğĺśă ć R_2: e_1, . . . , e_k, g_1, . . . , g_m. (14)

Ŕőłăęěň, ůšő ćěłšőřż f_1, . . . , f_l, e_1, . . . , e_k, g_1, . . . , g_m (15) őąřăğş¿š ąăğĺś ć śşňňě ~R = R_1 + R_2.

Śŋăůăńă ŕőłăęěň, ůšő ¡šĺ ćěłšőřż ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ

λ_1f_1 +. . . +λ_lf_l +μ_1e_1 +. . . +μ_ke_k +ν_1g_1 +. . . +ν_mg_m = 0.

Šőčďă

λ_1f_1 + . . . + λ_lf_l + μ_1e_1 + . . . + μ_ke_k = −ν_1g_1 − . . . − ν_mg_m.

Ńěćă£ ůăśšĳ ¡šőčő řăćěŋśšćă ěśšĳ ćěłšőř ĺğ R_1, ŕřăćă£ | ĺğ R_2. Šăłĺň őąřăğőň, ¡šă ŕřăćă£ ůăśšĳ ěśšĳ őďŋőćřěňěŋŋő ćěłšőř ĺğ R_1 ĺ ĺğ R_2, š. ě. ŕřĺŋăďńěęĺš R_0 ĺ, ğŋăůĺš, ćżřăęăěšś£ łăł ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ ąăğĺśă e_1, . . . , e_k ŕőďŕřőśšřăŋśšćă R_0:

−ν_1g_1 − . . . − ν_mg_m = c_1e_1 + . . . + c_ke_k.

Ć śĺńş ńĺŋěľŋőľ ŋěğăćĺśĺňőśšĺ ćěłšőřőć (14) ¡šő ćőğňőęŋő šőńĳłő, łőčďă ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż | ŋşńĺ. Ć ůăśšŋőśšĺ, ν_1 = . . . = ν_m = 0, š. ě.

λ_1f_1 + . . . + λ_lf_l + μ_1e_1 + . . . + μ_ke_k = 0.

Ĺğ ńĺŋěľŋőľ ŋěğăćĺśĺňőśšĺ ćěłšőřőć (13) ŕőńşůăěň, ůšő ĺ ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż λ_1, . . . , λ_l, μ_1, . . . , μ_k řăćŋż ŋşń¿. Šăłĺň őąřăğőň, ńĺŋěľŋă£ ŋěğăćĺśĺňőśšĳ śĺśšěňż (15) ďőłăğăŋă.

Ŕőłăęěň šěŕěřĳ, ůšő ćś£łĺľ ćěłšőř x ∈ ~R ćżřăęăěšś£ łăł ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ ćěłšőřőć ¡šőľ śĺśšěňż. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ~R ćěłšőř x ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě:

x = x_1 + x_2,

čďě x_1 ∈ R_1, x_2 ∈ R_2. Šăł łăł x_1 ∈ R_1, šő ěčő ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ łăł ńĺŋěľŋş¿ łőňąĺŋăűĺ¿ ćěłšőřőć (13). Ăŋăńőčĺůŋő x_2 ∈ R_2 ĺ x_2 ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ łăł ńĺŋěľŋş¿ łőňąĺŋăűĺ¿ ćěłšőřőć (14). Śłńăďżćă£, ŕőńşůĺň, ůšő ćěłšőř x ŕřěďśšăćĺň łăł ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ śĺśšěňż (15).

Ĺšăł ňż ŕőńşůĺńĺ, ůšő ćěłšőřż f_1, . . . , f_l, e_1, . . . , e_k, g_1, . . . , g_m, ś őďŋőľ śšőřőŋż, ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż ĺ, ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ćś£łĺľ ćěłšőř ĺğ ~R ěśšĳ ĺţ ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£. Ć śĺńş ğăňěůăŋĺ£ ŋă śšř. 16 őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő ¡šĺ ćěłšőřż őąřăğş¿š ąăğĺś ć ~R. Ĺšăł, ňż ĺňěěň k ćěłšőřőć (12), őąřăğş¿źĺţ ąăğĺś ć R_0, k + l ćěłšőřőć (13), őąřăğş¿źĺţ ąăğĺś ć R_1, k + m ćěłšőřőć (14), őąřăğş¿- źĺţ ąăğĺś ć R_2, ĺ k + l + m ćěłšőřőć (15), őąřăğş¿źĺţ ąăğĺś ć ~R = R_1 +R_2. Şšćěřęďěŋĺě šěőřěňż őąřăźăěšś£, šăłĺň őąřăğőň, ć šőęďěśšćő

(k + l) + (k + m) = (k + l + m) + k.

Šěőřěňă ďőłăğăŋă.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ŕřőćěřĺšĳ šěőřěňş ďń£ śńşůă£, łőčďă R1 ĺ R2 | ďćşňěřŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă šřěţňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă.

Ĺğ ďőłăğăŋŋőľ šěőřěňż śńěďşěš, ŋăŕřĺňěř, ůšő ďćşň 15-ňěřŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćăň ÀšěśŋőÁ ć 28-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě | őŋĺ ŕěřěśěłă¿šś£ ŕő łřăľŋěľ ňěřě ŕő ďćşňěřŋőňş ŕőďŕřőśšřăŋśšćş (ŕńőśłőśšĺ). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, śşňňă ĺţ řăğňěřŋőśšěľ řăćŋă 30, ă řăğňěřŋőśšĳ śşňňż ŋě ňőęěš, łőŋěůŋő, ŕřěćőśţőďĺšĳ řăğňěřŋőśšĺ ćśěčő ŕřőśšřăŋśšćă, š. ě. 28.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ £. 1. Łăłőćő ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő ĺğňěřěŋĺľ ŕřőśšřăŋśšćă, ć łőšőřőň ďćě ŕńőśłőśšĺ ňőčşš ŕěřěśěůĳś£ ć šőů- łě? 2. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ R1 ∩ R2 ěśšĳ ŋşńěćőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, šő ~R = R1 + R2 ěśšĳ ŕř£ňă£ śşňňă R1 ĺ R2, š. ě. ~R = R1 ⊕ R2.

Ĺğ řěğşńĳšăšă ¡šőčő şŕřăęŋěŋĺ£ ćĺďŋő, ůšő šěőřěňă 3 ¡šőčő ŕşŋłšă ěśšĳ ůăśšŋżľ śńşůăľ šěőřěňż 4.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ŕőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ ĺňěěšś£ řăğńőęěŋĺě R ć ŕř£ňş¿ śşňňş R = R1 ⊕ R2, šő ŕěřěśěůěŋĺě R1 ĺ R2 řăćŋő ŋşń¿ ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, śşňňă řăğňěřŋőśšěľ ¡šĺţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć řăćŋă n.

7. Ŕřěőąřăğőćăŋĺě łőőřďĺŋăš ŕřĺ ĺğňěŋěŋĺĺ ąăğĺśă. Ŕşśšĳ e_1, e_2, . . . , e_n ĺ e^′_1, e^′_2, . . . , e^′_n | ďćă ąăğĺśă n-ňěřŋő-čő ŕřőśšřăŋśšćă. Ŕşśšĳ, ďăńěě, łăęďżľ ćěłšőř e^′_i ćżřăęăěšś£ ůěřěğ ćěłšőřż ŕěřćőčő ąăğĺśă ťőřňşńăňĺ

e^′_1 = a_{11}e_1 + a_{21}e_2 + . . . + a_{n1}e_n,

e^′_2 = a_{12}e_1 + a_{22}e_2 + . . . + a_{n2}e_n, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . e^′_n = a_{1n}e_1 + a_{2n}e_2 + . . . + a_{nn}e_n. (16) Šőčďă ŕěřěţőď őš ŕěřćőčő ąăğĺśă łő ćšőřőňş ğăďăěšś£ ňăšřĺűěľ A = ‖a_{ik}‖, őŕřěďěńĺšěńĳ łőšőřőľ őšńĺůěŋ őš ŋşń£^∗).

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ ξ_i łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă x ć ŕěřćőň ąăğĺśě, ă ůěřěğ ξ^′_i | ěčő łőőřďĺŋăšż ćő ćšőřőň ąăğĺśě. Ŋăľďěň, łăł ćżřăęă¿šś£ łőőřďĺŋăšż ξ^′_i ůěřěğ ξ_i.

Ňż ĺňěěň:

x = ξ_1e_1 + ξ_2e_2 + . . . + ξ_ne_n = ξ^′_1e^′_1 + ξ^′_2e^′_2 + . . . + ξ^′_ne^′_n.

Ŕőďśšăćĺć ć ¡šő řăćěŋśšćő ćňěśšő e^′_i ĺţ ćżřăęěŋĺ£ ůěřěğ e_i, ŕőńşůĺň:

x=ξ_1e_1 +ξ_2e_2 +. . .+ξ_ne_n =ξ^′_1(a_{11}e_1 +a_{21}e_2 +. . .+a_{n1}e_n)+ +ξ^′_2(a_{12}e_1 +a_{22}e_2 +. . .+a_{n2}e_n)+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . + ξ^′_n(a_{1n}e_1 +a_{2n}e_2 +. . .+a_{nn}e_n).

Šăł łăł e_i ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż, šő łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ ŋĺţ ć ŕřăćőľ ĺ ńěćőľ ůăśš£ţ řăćěŋśšćă őďĺŋăłőćż.

∗) Ěśńĺ ąż őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż A ążń řăćěŋ ŋşń¿, šő ćěłšőřż e^′_1, e^′_2, . . . , e^′_n ążńĺ ąż ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż.

Ŕőńşůăěň:

ξ_1 = a_{11}ξ^′_1 + a_{12}ξ^′_2 + . . . + a_{1n}ξ^′_n,

ξ_2 = a_{21}ξ^′_1 + a_{22}ξ^′_2 + . . . + a_{2n}ξ^′_n, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ξ_n = a_{n1}ξ^′_1 + a_{n2}ξ^′_2 + . . . + a_{nn}ξ^′_n.

(17)

Śřăćŋĺň ťőřňşńż (16) ĺ (17). Ňěęďş ŋĺňĺ ěśšĳ ďćă śşźěśšćěŋŋżţ őšńĺůĺ£: ćő-ŕěřćżţ, ŕőňěŋ£ńĺśĳ ňěśšăňĺ ÿšřĺţőćăŋŋżě ĺ ŋěÿšřĺţőćăŋŋżě ąşłćż ĺ, ćő-ćšőřżţ, ć ťőřňşńăţ (16) ŕřĺ śşňňĺřőćăŋĺĺ ňěŋ£ěšś£ ŕěřćżľ ĺŋďěłś, ă ć ťőřňşńăţ (17) ćšőřőľ.

Šăłĺň őąřăğőň, łőőřďĺŋăšż ξ_i ćěłšőřă x ć ŕěř-

ćőň ąăğĺśě ćżřăęă¿šś£ ůěřěğ łőőřďĺŋăšż šőčő ęě ćěłšőřă x ćő ćšőřőň ąăğĺśě ś ŕőňőźĳ¿ ňăšřĺűż A^′, šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋőľ ł A.

İšőš řěğşńĳšăš ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ĺ ć ďřşčőľ ťőřňě. Řěÿĺň şřăćŋěŋĺ£ (17) őšŋőśĺšěńĳŋő ξ^′_1, ξ^′_2, . . . , ξ^′_n. Ŕőńşůĺň:

ξ^′_1 = b_{11}ξ_1 + b_{12}ξ_2 + . . . + b_{1n}ξ_n,

ξ^′_2 = b_{21}ξ_1 + b_{22}ξ_2 + . . . + b_{2n}ξ_n, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ξ^′_n = b_{n1}ξ_1 + b_{n2}ξ_2 + . . . + b_{nn}ξ_n, čďě b_{ik} £ćń£¿šś£ ¡ńěňěŋšăňĺ ňăšřĺűż, őąřăšŋőľ ł ňăšřĺűě A^′. Šăłĺň őąřăğőň, ňż ćĺďĺň, ůšő łőőřďĺŋă-

šż ćěłšőřă ŕřěőąřăğş¿šś£ ś ŕőňőźĳ¿ ňăšřĺűż B =

= ‖b_{ik}‖, £ćń£¿źěľś£ őąřăšŋőľ ł A^′, čďě A^′ | ňăšřĺűă,

šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋă£ ł ňăšřĺűě A, ğăďă¿źěľ ŕřěőąřăğőćăŋĺě ąăğĺśă.

x 2. Ěćłńĺďőćő ŕřőśšřăŋśšćő

1. Őŕřěďěńěŋĺě ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă. Ć ŕřěďżďşźěň ŕăřăčřăťě ńĺŋěľŋőě (ăťťĺŋŋőě) ŕřőśšřăŋśšćő ążńő őŕřěďěńěŋő łăł ňŋőęěśšćő ¡ńěňěŋšőć (ćěłšőřőć) ś ğăďăŋŋżňĺ ć ŋěň őŕěřăűĺ£ňĺ şňŋőęěŋĺ£ ŋă ůĺśńă ĺ śńőęěŋĺ£.

Ś ŕőňőźĳ¿ ¡šĺţ őŕěřăűĺľ ňőęŋő śťőřňşńĺřőćăšĳ, ůš«ő šăłőě ŕř£ňă£, ŕńőśłőśšĳ, ůĺśńő ĺğňěřěŋĺľ ŕřőśšřăŋśšćă, ůš«ő šăłőě ŕăřăńńěńĳŋżě ŕř£ňżě ĺ š. ď.

Őďŋăłő ¡šĺţ ŕőŋ£šĺľ ŋěďőśšăšőůŋő, ůšőąż őţćăšĺšĳ ćśě ňŋőčőőąřăğĺě ťăłšőć, śőśšăćń£¿źĺţ śőďěřęăŋĺě šăł ŋăğżćăěňőľ ěćłńĺďőćőľ čěőňěšřĺĺ. Ŋăŕřĺňěř, ć őďŋĺţ šěřňĺŋăţ śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ŋă ůĺśńő ňż ŋě śňőęěň ďăšĳ őŕřěďěńěŋĺě ďńĺŋż ćěłšőřă, şčńă ňěęďş ćěłšőřăňĺ, śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ćěłšőřőć ĺ š. ď. Ććěśšĺ ¡šĺ ŕőŋ£šĺ£ ŕřőźě ćśěčő śńěďş¿źĺň őąřăğőň.

Ćżąěřěň ć łăůěśšćě őśŋőćŋőčő ŕőŋ£šĺě śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£, łőšőřőě őŕřěďěńĺň ăłśĺőňăšĺůěśłĺ.

Ć šěřňĺŋăţ śńőęěŋĺ£ ćěłšőřőć, şňŋőęěŋĺ£ ĺţ ŋă ůĺśńă ĺ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ćěłšőřőć ňż śňőęěň řăğćĺšĳ ćś¿ ěćłńĺďőćş čěőňěšřĺ¿.

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 1. Ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő ć ćě-

źěśšćěŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě R őŕřěďěńěŋő śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě, ěśńĺ łăęďőľ ŕăřě ćěłšőřőć x, y ∈ R ŕőśšăćńěŋő ć śőőšćěšśšćĺě ďěľśšćĺšěńĳŋőě ůĺśńő, łőšőřőě őąőğŋăůĺň ůěřěğ (x, y) ŕřĺůěň ¡šő śőőšćěšśšćĺě őąńăďăěš śńěďş¿źĺňĺ śćőľśšćăňĺ (şďőćńěšćő-

ř£ěš śńěďş¿źĺň ăłśĺőňăň):

1^∘ (x, y) = (y, x), š. ě. śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě śĺň-

ňěšřĺůŋő.

2^∘ (λx, y) = λ(x, y), čďě λ | ďěľśšćĺšěńĳŋőě ůĺśńő. 3^∘ (x_1 + x_2, y) = (x_1, y) + (x_2, y) (ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĳ

śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£).

4^∘ Śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ćěłšőřă ś śăňĺň śőąőľ

ŋěőšřĺűăšěńĳŋő: (x, x) ¿ 0, ĺ őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ, ńĺÿĳ ěśńĺ x = 0.

Ăťťĺŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, ć łőšőřőň őŕřěďěńěŋő śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě, şďőćńěšćőř£¿źěě şśńőćĺ£ň

1^∘{4^∘, ňż ŋăğżćăěň ěćłńĺďőćżň.

Ŕ ř ĺ ň ě ř ż. 1. Ŕőď ćěłšőřăňĺ ŕřőśšřăŋśšćă R ňż ąşďěň ŕőŋĺňăšĳ ćěłšőřż ĺğşůăěňőčő ć ¡ńěňěŋšăřŋőľ čěőňěšřĺĺ šřěţňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă (ŕřĺňěř 1 § 1). Śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ćěłšőřőć őŕřěďěńĺň łăł ŕřőĺğćěďěŋĺě ĺţ ďńĺŋ ŋă łőśĺŋşś şčńă ňěęďş ŋĺňĺ. Ňőęŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ăłśĺőňż 1^∘{4^∘ ďěľśšćĺšěńĳŋő ćżŕőńŋěŋż. Ňż ŕřěďőśšăćń£ěň ¡šş ŕřőćěřłş ůĺšăšěń¿.

2. Ćěłšőřăňĺ ŕřőśšřăŋśšćă R ňż ŋăğőćěň ćś£łş¿ śĺśšěňş n ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ůĺśěń x = (ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n). Śńőęěŋĺě ćěłšőřőć ĺ şňŋőęěŋĺě ĺţ ŋă ůĺśńő őŕřěďěńĺň šăł (ŕřĺňěř 2 § 1):

x + y = (ξ_1 + η_1, ξ_2 + η_2, . . . , ξ_n + η_n), λx = (λξ_1, λξ_2, . . . , λξ_n), čďě x = (ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n), y = (η_1, η_2, . . . , η_n).

Śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ćěłšőřőć x ĺ y őŕřěďěńĺň ťőřňşńőľ

(x, y) = ξ_1η_1 + ξ_2η_2 + . . . + ξ_nη_n.

Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ăłśĺőňż 1^∘{3^∘ ďěľśšćĺšěńĳŋő ćżŕőńŋěŋż. Ăłśĺőňă 4^∘ šăłęě śŕřăćěďńĺćă, šăł łăł (x, x) = ∑ ξ^2_i ¿ 0 ĺ (x, x) = ∑ ξ^2_i = 0 šőńĳłő ŕřĺ ξ_1 = ξ_2 = . . . = ξ_n = 0.

3. Řăśśňőšřĺň ŕřĺňěř ąőńěě őąźĺľ, ůěň ŕřĺňěř 2. Ćěłšőř ŕő-ŕřěęŋěňş őŕřěďěńĺň łăł śőćőłşŕŋőśšĳ n ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ůĺśěń. Śńőęěŋĺě ćěłšőřőć ĺ şňŋőęěŋĺě ĺţ ŋă ůĺśńă őŕřěďěńĺň šăł ęě, łăł ć ŕřĺňěřě 2.

Ğăďăďĺňś£ ŋěłőšőřőľ ňăšřĺűěľ ‖a_{ik}‖. Śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ćěłšőřőć x ĺ y őŕřěďěńĺň ťőřňşńőľ

(x, y) = a_{11}ξ_1η_1 + a_{12}ξ_1η_2 + . . . + a_{1n}ξ_1η_n + + a_{21}ξ_2η_1 + a_{22}ξ_2η_2 + . . . + a_{2n}ξ_2η_n + . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . + a_{n1}ξ_nη_1 + a_{n2}ξ_nη_2 + . . . + a_{nn}ξ_nη_n. (1)

Ŕőśňőšřĺň, łăłĺě şśńőćĺ£ ŋşęŋő ŋăńőęĺšĳ ŋă ňăšřĺűş ‖a_{ik}‖, ůšőąż ćżřăęěŋĺě, őŕřěďěń£ěňőě ťőřňşńőľ (1), ďěľśšćĺšěńĳŋő şďőćńěšćőř£ńő ćśěň ăłśĺőňăň śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£.

Ŋěŕőśřěďśšćěŋŋőľ ŕřőćěřłőľ şąěęďăěňś£ ć šőň, ůšő ăłśĺőňż 2^∘ ĺ 3^∘ ćżŕőńŋěŋż ďń£ ćś£łőľ ňăšřĺűż ‖a_{ik}‖. Ďń£ šőčő ůšőąż ążńă ćżŕőńŋěŋă ăłśĺőňă 1^∘, š. ě. ůšőąż ćżřăęěŋĺě (x, y) ążńő śĺňňěšřĺůŋżň őšŋőśĺšěńĳŋő x ĺ y, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż

a_{ik} = a_{ki}, (2)

š. ě. ůšőąż ňăšřĺűă ‖a_{ik}‖ ążńă śĺňňěšřĺůŋőľ.

Ăłśĺőňă 4^∘ šřěąşěš, ůšőąż ćżřăęěŋĺě (x, x) = n∑ i,k=1 a_{ik}ξ_iξ_k (3)

ążńő ŋěőšřĺűăšěńĳŋő ďń£ ń¿ążţ ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n ĺ őąřăźăńőśĳ ć ŋşńĳ, ńĺÿĳ ěśńĺ ξ_1 = ξ_2 = . . . = ξ_n = 0.

Őďŋőřőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ (Àłćăďřăšĺůŋă£ ťőřňăÁ), őŕřěďěń£ěňżľ ťőřňşńőľ (3), ŋăğżćăěšś£ ŕőńőęĺšěńĳŋő

őŕřěďěńěŋŋżň, ěśńĺ őŋ ŕřĺŋĺňăěš ńĺÿĳ ŋěőšřĺűăšěńĳ-

ŋżě ğŋăůěŋĺ£ ĺ őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ, ńĺÿĳ łőčďă ćśě ξ_i řăćŋż ŋşń¿. Ăłśĺőňă 4^∘ šřěąşěš, śńěďőćăšěńĳŋő, ůšőąż łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă (3) ążńă ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋőľ.

Ĺšăł, ćś£łă£ ňăšřĺűă ‖a_{ik}‖ ğăďăěš śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě, őŕřěďěń£ěňőě ťőřňşńőľ (1), ěśńĺ šőńĳłő ¡šă ňăšřĺűă śĺňňěšřĺůŋă [şśńőćĺě (2)] ĺ śőőšćěšśšćş¿źă£ ěľ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă | ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋă£.

Ěśńĺ ć łăůěśšćě ňăšřĺűż ‖a_{ik}‖ ćğ£šĳ ěďĺŋĺůŋş¿ ňăšřĺűş, š. ě. ŕőńőęĺšĳ a_{ii} = 1 ĺ a_{ik} = 0 (i ≠ k), šő śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě (x, y) ŕřĺňěš ćĺď (x, y) = n∑ i=1 ξ_iη_i ĺ ňż ŕőńşůĺň ěćłńĺďőćő ŕřőśšřăŋśšćő, őŕřěďěńěŋŋőě ć ŕřĺňěřě 2.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ŕőłăğăšĳ, ůšő ňăšřĺűă ( 0 1 1 0 ) ŋěŕřĺčőď-

ŋă ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ (śőőšćěšśšćş¿źă£ ěľ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ŋě £ćń£ěšś£ ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋőľ), ă

ňăšřĺűă ( 1 1 1 2 ) őŕřěďěń£ěš śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě, şďőćńěšćő-

ř£¿źěě ăłśĺőňăň 1^∘{4^∘.

Ć ďăńĳŋěľÿěň (§ 6) ąşďşš şłăğăŋż ŕřőśšżě şśńőćĺ£, ďă¿źĺě ćőğňőęŋőśšĳ ŕřőćěřĺšĳ, ąşďěš ńĺ ďăŋŋă£ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋőľ.

4. Ćěłšőřăňĺ ŕřőśšřăŋśšćă R ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ŋěŕřěřżćŋżě ťşŋłűĺĺ, ğăďăŋŋżě ŋă ĺŋšěřćăńě (a, b); śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě šăłĺţ ťşŋłűĺľ őŕřěďěńĺň łăł ĺŋšěčřăń ĺţ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ b∫ a f(t)g(t) dt. Ňőęŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ŕřĺ šăłőň őŕřěďěńěŋĺĺ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ăłśĺőňż 1^∘{4^∘ ćżŕőńŋěŋż.

5. Ąşďěň śůĺšăšĳ ćěłšőřăňĺ ňŋőčőůńěŋż őš t śšěŕěŋĺ ŋě ćżÿě n − 1. Śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ ňŋőčőůńěŋőć őŕřěďěńĺň łăł ĺ ć ŕřěďżďşźěň ŕřĺňěřě: (P, Q) = b∫ a P (t)Q(t) dt. Ăłśĺőňż 1^∘{4^∘ ŕřőćěř£¿šś£ łăł ĺ ć ŕřĺňěřě 4.

2. Ďńĺŋă ćěłšőřă. Şčőń ňěęďş ćěłšőřăňĺ. Őŕřěďěńĺň ś ŕőňőźĳ¿ ććěďěŋŋőčő ŕőŋ£šĺ£ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ďńĺŋş ćěłšőřă ĺ şčőń ňěęďş ćěłšőřăňĺ.

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 2. Ďńĺŋőľ ćěłšőřă x ć ěćłńĺďő-

ćőň ŕřőśšřăŋśšćě ŋăğżćăěšś£ ůĺśńő √ (x, x). (4) Ďńĺŋş ćěłšőřă x ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ůěřěğ |x|.

Ěśšěśšćěŋŋő ŕőęěńăšĳ, ůšőąż şčőń ňěęďş ćěłšőřăňĺ, ďńĺŋă ćěłšőřă ĺ śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ążńĺ ść£- ğăŋż őążůŋżň śőőšŋőÿěŋĺěň: śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ćěłšőřőć řăćŋő ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ ĺţ ďńĺŋ ŋă łőśĺŋşś şčńă ňěęďş ŋĺňĺ. Šăł łăł ć ¡šőľ ťřăğě śňżśń ćśěţ śńőć, łřőňě śńőć Àşčőń ňěęďş ćěłšőřăňĺÁ, ŋăň şęě ĺğćěśšěŋ, šő ¡šĺň ŕřěďŕĺśżćăěšś£ śńěďş¿źěě

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 3. Şčńőň ňěęďş ćěłšőřăňĺ x ĺ

y ňż ŋăğőćěň ůĺśńő

φ = arccos (x, y) jxjjyj^,

š. ě. ŕőńőęĺň

cos φ =^{(x, y)}j_xjj_yj , 0 6 φ 6 π. (5)

Ćěłšőřż x ĺ y ŋăğżćă¿šś£ őřšőčőŋăńĳŋżňĺ, ěśńĺ şčőń ňěęďş ŋĺňĺ řăćěŋ^π_2 , š. ě. ěśńĺ (x, y) = 0. Ś ŕőňőźĳ¿ ććěďěŋŋżţ ŕőŋ£šĺľ ňőęŋő ŕěřěŋěśšĺ ŋă ěćłńĺďőćż ŕřőśšřăŋśšćă ř£ď šěőřěň ¡ńěňěŋšăřŋőľ čěőňěšřĺĺ^∗).

Řăśśňőšřĺň őďĺŋ ŕřĺňěř. Ěśńĺ x ĺ y | őřšőčőŋăńĳŋżě ćěłšőřż, šő x + y ěśšěśšćěŋŋő śůĺšăšĳ ďĺăčőŋăńĳ¿

∗) Ňőęŋő ążńő ąż, łőŋěůŋő, őŕřěďěńĺšĳ ěćłńĺďőćő ŕřőśšřăŋśšćő ĺŋăůě, ůěň ć ŕ. 1, ććěď£ ăłśĺőňăšĺůěśłĺ ŕőŋ£šĺ£ ďńĺŋż ćěłšőřă ĺ şčńă ňěęďş ćěłšőřăňĺ (ă ŋě śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě). Őďŋăłő śőőšćěšśšćş¿źă£ śĺśšěňă ăłśĺőň ążńă ąż ąőńěě śńőęŋőľ.

ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă śő śšőřőŋăňĺ x ĺ y. Ďőłăęěň, ůšő |x + y|^2 = |x|^2 + |y|^2, š. ě. łćăďřăš ďńĺŋż ďĺăčőŋăńĺ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă řăćěŋ

śşňňě łćăďřăšőć ďńĺŋ ďćşţ ěčő ŋěŕăřăńńěńĳŋżţ śšőřőŋ

(šěőřěňă Ŕĺťăčőřă).

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ łćăďřăšă ďńĺŋż ćěłšőřă |x + y|^2 = (x + y, x + y). Ć śĺńş ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĺ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ (ăłśĺőňă 3^∘) (x + y, x + y) = (x, x) + (x, y) + (y, x) + (y, y). Ć śĺńş őřšőčőŋăńĳŋőśšĺ ćěłšőřőć x ĺ y (x, y) = (y, x) = 0. Śńěďőćăšěńĳŋő,

|x + y|^2 = (x, x) + (y, y) = |x|^2 + |y|^2, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ ďőłăğăšĳ.

İšş šěőřěňş ňőęŋő őąőąźĺšĳ: ěśńĺ ćěłšőřż x, y, z, . . . ŕőŕăřŋő őřšőčőŋăńĳŋż, šő

|x + y + z + . . . |^2 = |x|^2 + |y|^2 + |z|^2 + . . . 3. Ŋěřăćěŋśšćő Łőÿĺ{Ąşŋ£łőćśłőčő. Ć ŕřěďżďşźěň ŕşŋłšě ş ŋăś őśšăńś£ ŕřőąěń. Ňż őŕřěďěńĺńĺ şčőń φ ňěęďş ćěłšőřăňĺ x ĺ y ťőřňşńőľ cos φ =^{(x, y)}j_xjj_yj .

Ďń£ šőčő ůšőąż ňőęŋő ążńő őŕřěďěńĺšĳ φ ĺğ ¡šőčő řăćěŋśšćă, ŋşęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő

−1 6^{(x, y)}j_xjj_yj 6 1

ĺńĺ, ůšő šő ęě śăňőě, ůšő (x, y)2 jxj^2jyj^2 6^{1,}

š. ě.

(x, y)^2 6 (x, x)(y, y). (6) İšő ŋěřăćěŋśšćő ŋăğżćăěšś£ ŋěřăćěŋśšćőň Łőÿĺ{Ąş-

ŋ£łőćśłőčő.

Ĺšăł, ďń£ šőčő ůšőąż ĺňěšĳ ŕřăćő őŕřěďěńĺšĳ şčőń

ňěęďş ďćşň£ ćěłšőřăňĺ ťőřňşńőľ (5), ňż ďőńęŋż ďőłăğăšĳ ŋěřăćěŋśšćő Łőÿĺ{Ąşŋ£łőćśłőčő^∗).

Ůšőąż ďőłăğăšĳ ěčő, řăśśňőšřĺň ćěłšőř x − ty, čďě t | ŕřőĺğćőńĳŋőě ďěľśšćĺšěńĳŋőě ůĺśńő. Śőčńăśŋő ăłśĺőňě 4^∘ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ (x − ty, x − ty) ¿ 0, š. ě. ďń£ ń¿ąőčő t t^2(y, y) − 2t(x, y) + (x, x) ¿ 0. Ňż ćĺďĺň, ůšő śšő£źĺľ śńěćă łćăďřăšŋżľ őšŋőśĺšěńĳŋő t šřěţůńěŋ ŕřĺŋĺňăěš ńĺÿĳ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżě ğŋăůěŋĺ£. Śńěďőćăšěńĳŋő, ďĺśłřĺňĺŋăŋš şřăćŋěŋĺ£ t^2(y, y) − 2t(x, y) + (x, x) = 0 ŋě ňőęěš ążšĳ ŕőńőęĺšěńĳŋżň, š. ě. (x, y)^2 − (x, x)(y, y) 6 0, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ ďőłăğăšĳ.

∗) Ć ŕřĺňěřě 1 ŕ. 1 ¡šőčő ŕăřăčřăťă ŋěš ŋăďőąŋőśšĺ ďőłăğżćăšĳ ¡šő ŋěřăćěŋśšćő. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, šăň ć śĺńş ŕřĺŋ£šőčő ć ćěłšőřŋőň ĺśůĺśńěŋĺĺ őŕřěďěńěŋĺ£ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ćěńĺůĺŋă^(x, y^)|x||y| ěśšĳ łőśĺŋşś ŋěłőšőřőčő şęě ğăřăŋěě őŕřěďěńěŋŋőčő şčńă ňěęďş ćěłšőřăňĺ ĺ ŕő¡šőňş őŋă ŕő ăąśőń¿šŋőľ ćěńĺůĺŋě ŋě ŕřěćőśţőďĺš 1.

42 n-ňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő [čń. i

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ďőłăğăšĳ, ůšő ğŋăł řăćěŋśšćă ć (6) ĺňěěš ňěśšő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ćěłšőřż x ĺ y ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺ- ňż. Ŕ ř ĺ ň ě ř ż. Ňż ďőłăğăńĺ ŋěřăćěŋśšćő (6) ďń£ ăłśĺőňăšĺůěśłĺ ğăďăŋŋőčő ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă. Řăğąěřěň, łăł ćżčń£ďĺš ¡šő ŋěřăćěŋśšćő ć ŕřĺćěďěŋŋżţ ćżÿě (ŕ. 1) ŕřĺňěřăţ ěćłńĺďőćżţ ŕřőśšřăŋśšć.

1. Ć ŕřĺňěřě 1 ŋěřăćěŋśšćő (6) ŋě őğŋăůăěš ŋĺůěčő ŋőćőčő (śň. śŋőśłş ŋă śšř. 41).

2. Šăł łăł ć ŕřĺňěřě 2 śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ğăďăěšś£ ťőřňşńőľ (x, y) = n∑ i=1 ξiηi, šő (x, x) = n∑ i=1 ξ^2_i , (y, y) = n∑ i=1 η^2_i ;

ŕő¡šőňş ŋěřăćěŋśšćő (6) ĺňěěš ğďěśĳ ćĺď: (_n ∑ i=1 ξiηi )_2 6 (_n ∑ i=1 ξ^2_i ) (_n ∑ i=1 η^2_i ) . 3. Ć ŕřĺňěřě 3 śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ĺňěěš ćĺď: (x, y) = n∑ i,k=1 aikξiηk, čďě aik = aki (2) ĺ_n ∑ i,k=1 aikξiξk ¿ 0 (3) ďń£ ń¿ążţ ξi. Ŕő¡šőňş ŋěřăćěŋśšćő (6) őğŋăůăěš:

Ěśńĺ ůĺśńă aik şďőćńěšćőř£¿š şśńőćĺ£ň (2) ĺ (3), šő ĺňěěň ňěśšő ŋěřăćěŋśšćő (_n ∑ i,k=1 aikξiηk )_2 6 (_n ∑ i,k=1 aikξiξk )(_n ∑ i,k=1 aikηiηk ) . Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ŕőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ ůĺśńă aik şďőćńěšćőř£- ¿š şśńőćĺ£ň (2) ĺ (3), šő a^2_{ik} 6 aiiakk. (Ş ł ă ğ ă ŋ ĺ ě. Ćżąřăšĳ ć šőńĳłő ůšő ćżćěďěŋŋőň ŋěřăćěŋśšćě śŕěűĺăńĳŋżň őąřăğőň ůĺśńă ξ1, . . . , ξn ĺ η1, η2, . . . , ηn.)

4. Ć ŕřĺňěřě 4 śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ğăďăěšś£ ĺŋšěčřăńőň b∫ a f(t)g(t) dt, ŕő¡šőňş ŋěřăćěŋśšćő (6) ĺňěěš ćĺď: b∫ a f(t)g(t) dt 2 6^{b∫}_a f^2(t) dt ·^{b∫}_a g^2(t) dt.

İšő ŋěřăćěŋśšćő ĺčřăěš ćăęŋş¿ řőńĳ ć řăğŋżţ ćőŕřőśăţ ăŋăńĺğă.

Ŕřĺćěďěň ŕřĺňěř ŋěřăćěŋśšćă, £ćń£¿źěčőś£ śńěďśšćĺěň ŋěřăćěŋśšćă Łőÿĺ{Ąşŋ£łőćśłőčő.

Ďń£ ń¿ążţ ćěłšőřőć x ĺ y ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě R ĺňěěš ňěśšő ŋěřăćěŋśšćő |x + y| 6 |x| + |y|. (7) Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő.

|x + y|^2 = (x + y, x + y) = (x, x) + 2(x, y) + (y, y);

šăł łăł (ć śĺńş ŋěřăćěŋśšćă Łőÿĺ{Ąşŋ£łőćśłőčő) 2(x, y) 6 2|x||y|, šő |x+y|^2 = (x+y, x+y) 6 (x, x)+2|x||y|+(y, y) = (|x|+|y|)^2, š. ě. |x + y| 6 |x| + |y|, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ ďőłăğăšĳ. (Śň. šăłęě § 3, śšř. 63.)

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ŋăŕĺśăšĳ ŋěřăćěŋśšćő (7) ć łăęďőň ĺğ ŕřĺňěřőć ěćłńĺďőćżţ ŕřőśšřăŋśšć, řăğőąřăŋŋżţ ć ŋăůăńě ¡šőčő ŕăřăčřăťă.

Ć čěőňěšřĺĺ řăśśšő£ŋĺě ňěęďş ďćşň£ šőůłăňĺ x ĺ y^∗) őŕřěďěń£ěšś£ łăł ďńĺŋă ćěłšőřă x − y. Ć őąźěň śńşůăě n-ňěřŋőčő ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă őŕřěďěńĺň

řăśśšő£ŋĺě ňěęďş x ĺ y ťőřňşńőľ d = |x − y|. ∗) Ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ őďŋőľ ĺ šőľ ęě ąşłćőľ ćěłšőř ĺ šőůłş, £ćń£¿źş¿ś£ ěčő łőŋűőň (ćěłšőřż ňż ŕřőćőďĺň ĺğ ŋăůăńă łőőřďĺŋăš, śň. śšř. 7).

x 3. Őřšőčőŋăńĳŋżľ ąăğĺś.

Ĺğőňőřťĺğň ěćłńĺďőćżţ ŕřőśšřăŋśšć

1. Őřšőčőŋăńĳŋżľ ąăğĺś. Ć § 1 ňż ććěńĺ ŕőŋ£šĺě ąăğĺśă (śĺśšěňż łőőřďĺŋăš) ăťťĺŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă. Ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ş ŋăś ŋěš őśŋőćăŋĺľ ŕřěďŕőůĺšăšĳ őďŋĺ ąăğĺśż ďřşčĺň | šăň ćśě ąăğĺśż řăćŋőŕřăćŋż^∗).

Ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě śşźěśšćş¿š ŋăĺąőńěě şďőąŋżě ąăğĺśż, ă ĺňěŋŋő őřšőčőŋăńĳŋżě ąăğĺśż. Őŋĺ ĺčřă¿š ğďěśĳ šş ęě řőńĳ, ůšő ĺ ŕř£ňőşčőńĳŋżě śĺśšěňż łőőřďĺŋăš ć ăŋăńĺšĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ.

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 1. Ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő n ćěł-

šőřőć e1, e2, . . . , en, ŋĺ őďĺŋ ĺğ łőšőřżţ ŋě řăćěŋ ŋşń¿, őąřăğş¿š őřšőčőŋăńĳŋżľ ąăğĺś ć n-ňěřŋőň ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě R, ěśńĺ őŋĺ ŕőŕăřŋő őřšőčőŋăńĳŋż. Ćěłšőřż e1, e2, . . . , en őąřăğş¿š őřšőčőŋăńĳŋżľ ŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś, ěśńĺ őŋĺ ŕőŕăřŋő őřšőčőŋăńĳŋż ĺ ĺňě¿š łăęďżľ ďńĺŋş 1, š. ě. ěśńĺ

(e_i, e_k) = { 1 ŕřĺ i = k, 0 ŕřĺ i ≠ k. (1) Ďń£ šőčő ůšőąż ďăŋŋőě ŋăňĺ őŕřěďěńěŋĺě őřšőčőŋăńĳŋőčő ąăğĺśă ążńő łőřřěłšŋżň, ŋěőąţőďĺňő ďőłăğăšĳ, ůšő ćţőď£źĺě ć őŕřěďěńěŋĺě ćěłšőřż e_1, e_2, . . . , e_n

∗) Šőůŋżľ śňżśń ¡šőčő şšćěřęďěŋĺ£ šăłőć. Ěśńĺ ćŋĺňăšěńĳŋő ŕőśňőšřěšĳ ŕřĺćěďěŋŋőě ć § 1 ďőłăğăšěńĳśšćő ĺğőňőřťĺğňă ăťťĺŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšć, šő ńěčłő ğăňěšĺšĳ, ůšő šăň ďőłăğăŋő ŋěśłőńĳłő ąőńĳÿě, ůěň śťőřňşńĺřőćăŋő, ă ĺňěŋŋő, ďőłăğăŋő, ůšő ňěęďş ďćşň£ n-ňěřŋżňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ ňőęŋő şśšăŋőćĺšĳ ĺğőňőřťŋőě śőőšćěšśšćĺě šăł, ůšőąż ğăďăŋŋżľ ąăğĺś őďŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ŕěřěÿěń ć ğăďăŋŋżľ ąăğĺś ďřşčőčő ŕřőśšřăŋśšćă. Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ ć R ğăďăŋż ďćă ąăğĺśă e1, e2, . . . , en ĺ e^′_1, e^′_2, . . . , e^′_n, šő śşźěśšćşěš ĺğőňőřťŋőě őšőąřăęěŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă R ŋă śěą£, ŕřĺ łőšőřőň ŕěřćżľ ąăğĺś ŕěřěţőďĺš ćő ćšőřőľ.

ďěľśšćĺšěńĳŋő őąřăğş¿š ąăğĺś, š. ě. ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺ- ňż. Ďőłăęěň ¡šő, š. ě. ŕőłăęěň, ůšő řăćěŋśšćő

λ_1e_1 + λ_2e_2 + . . . + λ_ne_n = 0 (2)

ćőğňőęŋő ńĺÿĳ, ěśńĺ λ_1 = λ_2 = . . . = λ_n = 0. Şňŋőęĺň őąě ůăśšĺ řăćěŋśšćă (2) śłăń£řŋő ŋă e_1. Ŕőńşůĺň:

λ_1(e_1, e_1) + λ_2(e_1, e_2) + . . . + λ_n(e_1, e_n) = 0.

Ŋő ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ őřšőčőŋăńĳŋőčő ąăğĺśă

(e_1, e_1) ≠ 0, (e_1, e_k) = 0 ŕřĺ k ≠ 1.

Śńěďőćăšěńĳŋő, λ_1 = 0. Ăŋăńőčĺůŋő, şňŋőęă£ (2) śłăń£řŋő ŋă e_2, ŕőńşůĺň, ůšő λ_2 = 0 ĺ š. ď. Ňż ďőłăğăńĺ, šăłĺň őąřăğőň, ůšő e_1, e_2, . . . , e_n ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż.

Ůšőąż ďőłăğăšĳ śşźěśšćőćăŋĺě őřšőčőŋăńĳŋżţ ąăğĺśőć, ćőśŕőńĳğşěňś£ šăł ŋăğżćăěňżň ŕřőűěśśőň őřšő-

čőŋăńĺğăűĺĺ, łőšőřżľ ůăśšő ćśšřěůăěšś£ ć čěőňěšřĺĺ.

Őŋ śőśšőĺš ć šőň, ůšő ĺğ ďăŋŋżţ ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ćěłšőřőć f_1, . . . , f_m śšřő£šś£ m ŕőŕăřŋő őřšőčőŋăńĳŋżţ ćěłšőřőć e_1, . . . , e_m.

Őŕĺÿěň ¡šőš ŕřőűěśś. Ŕşśšĳ ďăŋż m ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ćěłšőřőć f_1, . . . , f_m.

Ŕő ¡šĺň ćěłšőřăň ňż ŕőśšřőĺň ŕřőűěśśőň őřšőčőŋăńĺğăűĺĺ m ŕőŕăřŋő őřšőčőŋăńĳŋżţ ćěłšőřőć.

Ŕőńőęĺň e_1 = f_1. Ćěłšőř e_2 ąşďěň ĺśłăšĳ ć ćĺďě: e_2 = f_2 + αe_1. Ůĺśńő α ŕőďąěřěň šăł, ůšőąż (e_2, e_1) = 0, š. ě. (f_2 + αe_1, e_1) = 0. Őšś¿ďă α = − (f2, e1) (e1, e1) . Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ŕőŕăřŋő őřšőčőŋăńĳŋżě ĺ őšńĺůŋżě őš ŋşń£ ćěłšőřż e_1, e_2, . . . , e_{k−1} şęě ŕőśšřőěŋż. Ćěłšőř e_k ĺźěň ć ćĺďě:

e_k = f_k + λ_1e_1 + . . . + λ_{k−1}e_{k−1}, (3) š. ě. ćěłšőř e_k ňż ŕőńşůăěň ĺğ ćěłšőřă f_k ÀĺśŕřăćńěŋĺěňÁ ěčő ś ŕőňőźĳ¿ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ şęě ŕőśšřőěŋŋżţ ćěłšőřőć e_1, e_2, . . . , e_{k−1}.

Łő¡ťťĺűĺěŋšż λ_1, λ_2, . . . , λ_{k−1} ŋăţőďĺň ĺğ şśńőćĺ£ őřšőčőŋăńĳŋőśšĺ ćěłšőřă e_k = f_k + λ_1e_1 + . . . + λ_{k−1}e_{k−1} ł ćěłšőřăň e_1, e_2, . . . , e_{k−1}:

(f_k + λ_1e_1 + . . . + λ_{k−1}e_{k−1}, e_1) = 0, (f_k + λ_1e_1 + . . . + λ_{k−1}e_{k−1}, e_2) = 0, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (f_k + λ_1e_1 + . . . + λ_{k−1}e_{k−1}, e_{k−1}) = 0.

Šăł łăł ćěłšőřż e_1, e_2, . . . , e_{k−1} ŕőŕăřŋő őřšőčőŋăńĳŋż, šő ¡šĺ řăćěŋśšćă ğăŕĺśżćă¿šś£ ć ćĺďě: (f_k, e_1) + λ_1(e_1, e_1) = 0, (f_k, e_2) + λ_2(e_2, e_2) = 0, . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(f_k, e_{k−1}) + λ_{k−1}(e_{k−1}, e_{k−1}) = 0. Őšś¿ďă

λ_1 = − (fk, e1) (e1, e1) , λ2 = − (fk, e2) (e2, e2) , . . . , λ_{k−1} = − (fk, ek−1) (ek−1, ek−1) . (4) Ďő śĺţ ŕőř ŋě ążńő ĺśŕőńĳğőćăŋő šő, ůšő ćěłšőřż f_1, f_2, . . . , f_m ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż. Ňż ĺśŕőńĳğşěň ¡šő ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě šőčő, ůšő ŕőśšřőěŋŋżľ ćěłšőř e_k őšńĺůěŋ őš ŋşń£. Ğăňěšĺň ŕřěďćăřĺšěńĳŋő, ůšő ćěłšőř e_k ěśšĳ ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ ćěłšőřőć e_1, e_2, . . . , e_{k−1}, f_k. Ŋő ćěłšőř e_{k−1} ňőęŋő ğăňěŋĺšĳ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺěľ ćěłšőřă f_{k−1} ĺ ćěłšőřőć e_1, e_2, . . . , e_{k−2} ĺ š. ď. Őłőŋůăšěńĳŋő ňż ŕőńşůăěň, ůšő ćěłšőř e_k ğăŕĺśżćăěšś£ ć ćĺďě

e_k = a_1f_1 + a_2f_2 + . . . + a_{k−1}f_{k−1} + f_k. (5)

Šěŕěřĳ £śŋő, ůšő e_k ≠ 0. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě ŕřăćă£ ůăśšĳ řăćěŋśšćă (5) ążńă ąż ŋşńěň, ůšő ŕřőšĺćőřěůĺš ńĺŋěľŋőľ ŋěğăćĺśĺňőśšĺ ćěłšőřőć f_1, f_2, . . . , f_k, šăł łăł łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ f_k řăćěŋ 1. Ĺšăł, ďőłăğăŋő, ůšő e_k ≠ 0.

Ňż ŕőśšřőĺńĺ ŕő ćěłšőřăň e_1, e_2, . . . , e_{k−1} ĺ f_k ćěłšőř e_k. Šăłĺň ęě őąřăğőň ŕő e_1, e_2, . . . , e_k ĺ f_{k+1} ňż ŕőśšřőĺň e_{k+1} ĺ š. ď.

Ŕřőďőńęă£ ¡šőš ŕřőűěśś ďő šěţ ŕőř, ŕőłă ŋě ąşďşš ĺśůěřŕăŋż ğăďăŋŋżě ćěłšőřż f_1, f_2, . . . , f_m, ŕőńşůăěň m őšńĺůŋżţ őš ŋşń£ ĺ ŕőŕăřŋő őřšőčőŋăńĳŋżţ ćěłšőřőć e_1, e_2, . . . , e_m. Ďőłăęěň šěŕěřĳ śńěďş¿źş¿ šěőřěňş.

Š ě ő ř ě ň ă 1. Ćő ćś£łőň n-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě

śşźěśšćş¿š őřšőčőŋăńĳŋżě ąăğĺśż.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ n-ňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă (§ 1, ŕ. 2) ć ŋěň śşźěśšćşěš łăłőľ-šő ąăğĺś f_1, . . . , f_n. Ś ŕőňőźĳ¿ ŕřőűěśśă őřšőčőŋăńĺğăűĺĺ ĺğ ŋěčő ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ őřšőčőŋăńĳŋżľ ąăğĺś e_1, . . . , e_n, ůšő ĺ ďőłăğżćăěš šěőřěňş.

Ěśńĺ ğăňěŋĺšĳ ćěłšőřż e_k ćěłšőřăňĺ

e^′_k = e^kj ekj^, šő ¡šő ąşďşš, łăł ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ŕőŕăřŋő őřšőčőŋăńĳŋżě ćěłšőřż ďńĺŋż 1, š. ě. ňż ŕőńşůĺň őřšőčőŋăńĳŋżľ ŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś.

Ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůšő šăłĺţ ąăğĺśőć śşźěśšćşěš ňŋőčő. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, şęě ĺğ ďăŋŋőčő ąăğĺśă f_1, . . . , f_n ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ řăğŋżě őřšőčőŋăńĳŋżě ąăğĺśż, ěśńĺ ŋăůĺŋăšĳ ŕőśšřőěŋĺě ś řăğŋżţ ćěłšőřőć f_k. Ŕőğďŋěě, ć čń. II, ňż řăśśňőšřĺň ćőŕřőś ő šőň, łăł ść£ğăŋż ňěęďş śőąőľ řăğńĺůŋżě őřšőčőŋăńĳŋżě ąăğĺśż.

Ŕ ř ĺ ň ě ř ż ő ř š ő č ő ŋ ă ń ĺ ğ ă ű ĺ ĺ. 1. Ŕşśšĳ R | šřěţňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ŕřőűěśś őřšőčőŋăńĺğăűĺĺ ć ŋěň őğŋăůăěš śńěďş¿źěě: ŕşśšĳ ďăŋż šřĺ ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ćěłšőřă f1, f2, f3. Ŕőńőęĺň e1 = f1. Ŕřőćőďĺň ğăšěň ŕńőśłőśšĳ ůěřěğ e1 = f1 ĺ f2 ĺ ć ¡šőľ ŕńőśłőśšĺ ćżąĺřăěň ćěłšőř e2, őřšőčőŋăńĳŋżľ ł e1. Ŋăłőŋěű, ćő ćśěň ŕřőśšřăŋśšćě ŋăţőďĺň ćěłšőř, őřšőčőŋăńĳŋżľ ł e1 ĺ ł e2 (š. ě. ł ŕőśšřőěŋŋőľ řăŋěě ŕńőśłőśšĺ).

2. Ŕşśšĳ R | šřěţňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, ćěłšőřăňĺ ć łőšőřőň ňż śůĺšăěň ňŋőčőůńěŋż śšěŕěŋĺ ŋě ćżÿě ćšőřőľ. Śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ğăďăďĺň ťőřňşńőľ 1∫ −1 P (t)Q(t) dt. Ćěłšőřż 1, t, t^2 őąřăğş¿š ąăğĺś ć R. Ŕřĺňěŋĺň ł ¡šőňş ąăğĺśş ŕřőűěśś őřšőčőŋăńĺğăűĺĺ: e1 = 1; ćěłšőř e2 ĺźěň ć ćĺďě: t + α · 1; ĺğ şśńőćĺ£ őřšőčőŋăńĳŋőśšĺ

0 = (t + α · 1, 1) = 1∫ −1 (t + α) dt = 2α ŕőńşůăěň α = 0. Ğŋăůĺš, e2 = t. Ćěłšőř e3 ĺźěň ć ćĺďě: t^2+βt+γ·1. Ĺğ şśńőćĺľ őřšőčőŋăńĳŋőśšĺ ŕőńşůăěň β = 0, γ = −^1_3 , š. ě. e3 =

= t^2 −^1_3 . Őłőŋůăšěńĳŋő ŕőńşůăěň őřšőčőŋăńĳŋżľ ąăğĺś 1, t, t^2 −^1_3 . Ěśńĺ řăğďěńĺšĳ łăęďżľ ćěłšőř ŋă ěčő ďńĺŋş, šő ŕőńşůĺň őřšőčőŋăńĳŋżľ ŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś.

3. Ŕşśšĳ R | ŕřőśšřăŋśšćő ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ ŋě ćżÿě ůěň n − 1. Śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě őŕřěďěńĺň šăł ęě, łăł ĺ ć ŕřěďżďşźěň ŕřĺňěřě.

Ćőğĳňěň ąăğĺś 1, t, t^2, . . . , t^{n−1}. Ŕřőűěśś őřšőčőŋăńĺğăűĺĺ ŕřĺćőďĺš ŋăś, łăł ĺ ć ŕřĺňěřě 2, ł ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ňŋőčőůńěŋőć

1, t, t^2 −^1_3 , t^3 −^3_5 t, . . .

İšĺ ňŋőčőůńěŋż ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ňŋőęĺšěńěľ śőćŕăďă¿š ś ňŋőčőůńěŋăňĺ_1

2^k · k!

d^k(t2 − 1)^k dt^k , łőšőřżě ŋăğżćă¿šś£ ňŋőčőůńěŋăňĺ Ńěęăŋďřă. Ňŋőčőůńěŋż Ńěęăŋďřă őąřăğş¿š őřšőčőŋăńĳŋżľ, ŋő ŋě ŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś ć R. Şňŋőęă£ łăęďżľ ĺğ ¡šĺţ ňŋőčőůńěŋőć ŋă śőőšćěšśšćş¿źĺľ ňŋőęĺšěńĳ, ňż ňőęěň ŕőśšřőĺšĳ őřšőčőŋăńĳŋżľ ĺ ŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś; ěčő ¡ńěňěŋšż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ůěřěğ Pk(t).

Ŕşśšĳ e_1, e_2, . . . , e_n | őřšőčőŋăńĳŋżľ ŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă R. Ŋăľďěň, łăł ćżřăęăěšś£ śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ ćěłšőřőć ůěřěğ ĺţ łőőřďĺŋăšż ć ¡šőň ąăğĺśě. Ŕşśšĳ ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n | łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă x, ă η_1, η_2, . . . , η_n | łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă y ć ¡šőň ąăğĺśě, š. ě.

x = ξ_1e_1 + ξ_2e_2 + . . . + ξ_ne_n, y = η_1e_1 + η_2e_2 + . . . + η_ne_n.

Šőčďă

(x, y) = (ξ_1e_1 + ξ_2e_2 + . . . + ξ_ne_n, η_1e_1 + η_2e_2 + . . . + η_ne_n),

ĺ šăł łăł

(e_i, e_k) = { 1 ŕřĺ i = k, 0 ŕřĺ i ≠ k, šő (x, y) = ξ_1η_1 + ξ_2η_2 + . . . + ξ_nη_n, (6)

š. ě. ć ŋőřňĺřőćăŋŋőň őřšőčőŋăńĳŋőň ąăğĺśě śłăń£řŋőě

ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ ćěłšőřőć řăćŋő śşňňě ŕřőĺğćěďěŋĺľ ĺţ śőőšćěšśšćş¿źĺţ łőőřďĺŋăš (śř. ŕřĺňěř 2 § 2).

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ £. 1. Ŕőłăğăšĳ, ůšő ć ŕřőĺğćőńĳŋőň ąăğĺśě f1, f2, . . . , fn śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ğăďăěšś£ ťőřňşńőľ (x, y) = n∑ i,k=1 aikξiηk, čďě aik = aki, ă ξ1, ξ2, . . . , ξn ĺ η1, η2, . . . , ηn | łőőřďĺŋăšż ćěłšő- řőć x ĺ śőőšćěšśšćěŋŋő y.

2. Ŕőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ ć ŋěłőšőřőň ąăğĺśě f1, f2, . . . , fn śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ğăďăěšś£ ťőřňşńőľ (x, y) = ξ1η1 + ξ2η2 + . . . + ξnηn, čďě ξ1, ξ2, . . . , ξn ĺ η1, η2, . . . , ηn | łőőřďĺŋăšż ćěłšőřőć x ĺ y, šő ¡šőš ąăğĺś £ćń£ěšś£ őřšőčőŋăńĳŋżň ĺ ŋőřňĺřőćăŋŋżň.

Ŋăľďěň łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă x ć ŋőřňĺřőćăŋŋőň őřšőčőŋăńĳŋőň ąăğĺśě e_1, e_2, . . . , e_n.

Ŕşśšĳ x = ξ_1e_1 + ξ_2e_2 + . . . + ξ_ne_n.

Şňŋőęĺć őąě ůăśšĺ ¡šőčő řăćěŋśšćă śłăń£řŋő ŋă e_1, ŕőńşůĺň

(x, e_1) = ξ_1(e_1, e_1) + ξ_2(e_2, e_1) + . . . + ξ_n(e_n, e_1) = ξ_1

ĺ, ăŋăńőčĺůŋő,

ξ_2 = (x, e_2), . . . , ξ_n = (x, e_n). (7)

Ĺšăł: łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă ć őřšőčőŋăńĳŋőň ŋőřňĺřő-

ćăŋŋőň ąăğĺśě śşšĳ śłăń£řŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ¡šőčő ćěłšőřă ŋă śőőšćěšśšćş¿źĺě ąăğĺśŋżě ćěłšőřż.

Śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ćěłšőřă x ŋă ćěłšőř e ďńĺŋż ěďĺŋĺűă ěśšěśšćěŋŋő ŋăğćăšĳ ŕřőěłűĺěľ ćěłšőřă x ŋă ćěłšőř e. Ďőłăğăŋŋőě şšćěřęďěŋĺě őğŋăůăěš, ůšő, łăł ĺ ć ăŋăńĺšĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ, łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă

ć őřšőčőŋăńĳŋőň ŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě śşšĳ ŕřőěłűĺĺ ¡šőčő ćěłšőřă ŋă ąăğĺśŋżě ćěłšőřż (ŋă őśĺ łőőřďĺ-

ŋăš).

Ŕ ř ĺ ň ě ř ż. 1. Ŕşśšĳ P0(t), P1(t), . . . , Pn(t) | ŋőřňĺřőćăŋŋżě ňŋőčőůńěŋż Ńěęăŋďřă ŋşńěćőľ, ŕěřćőľ, . . . , n-ľ śšěŕěŋĺ. Ŕşśšĳ, ďăńěě, Q(t) | ŕřőĺğćőńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ n. Ŕřěďśšăćĺň Q(t) ć ćĺďě ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ ňŋőčőůńěŋőć Ńěęăŋďřă. Śőćőłşŕŋőśšĳ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ 6 n őąřăğş¿š (n + 1)-ňěřŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, P0(t), P1(t), . . . , Pn(t) őąřăğş¿š őřšőčőŋăńĳŋżľ ąăğĺś ć ŋěň. Ŕő¡šőňş ćś£łĺľ ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ 6 n ŕřěďśšăćĺň ć ćĺďě Q(t) = c0P0(t) + c1P1(t) + . . . + cnPn(t). Łő¡ťťĺűĺěŋšż ci, łăł ¡šő śńěďşěš ĺğ (7), ćżůĺśń£¿šś£ ŕő ťőřňşńăň ci = 1∫ −1 Q(t)Pi(t) dt.

2. Řăśśňőšřĺň ŋă ĺŋšěřćăńě (0, 2π) śĺśšěňş ťşŋłűĺľ 1, cos t, sin t, cos 2t, sin 2t, . . . , cos nt, sin nt. (8) Ĺţ ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£

P (t) = a^02 + a1 cos t + b1 sin t + a2 cos 2t + . . . + bn sin nt ŋăğżćăěšś£ šřĺčőŋőňěšřĺůěśłĺň ňŋőčőůńěŋőň n-čő ŕőř£ďłă. Śőćőłşŕŋőśšĳ šřĺčőŋőňěšřĺůěśłĺţ ňŋőčőůńěŋőć n-čő ŕőř£ďłă őąřăğşěš (2n + 1)-ňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő R1. Őŕřěďěńĺň ć R1 śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě, łăł őążůŋő, š. ě. ŕőńőęĺň (P, Q) = 2π∫ 0 P (t)Q(t) dt. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő śĺśšěňă (8) ąşďěš őřšőčőŋăńĳŋżň ąăğĺśőň. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, 2π∫ 0 cos kt cos lt dt = 0, ěśńĺ k ≠ l, 2π∫ 0 sin kt cos lt dt = 0, 2π∫ 0 sin kt sin lt dt = 0, ěśńĺ k ≠ l.

Šăł łăł 2π∫ 0 sin^2 kt dt = 2π∫ 0 cos^2 kt dt = π, ă 2π∫ 0 1 dt = 2π, šő ťşŋłűĺĺ 1√ 2π , 1√π cos t, 1√π sin t, . . . , 1√π cos nt, 1√π sin nt (8^′) őąřăğş¿š ć R1 őřšőčőŋăńĳŋżľ ŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś.

2. Ŕěřŕěŋďĺłşń£ř ĺğ šőůłĺ ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő. Łřăšůăľÿěě řăśśšő£ŋĺě őš šőůłĺ ďő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă^�).

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 2. Ŕşśšĳ R_1 | ŕőďŕřőśšřăŋ-

śšćő ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă R. Ňż ąşďěň čőćőřĺšĳ,

ůšő ćěłšőř h ∈ R őřšőčőŋăńěŋ ŕőďŕřőśšřăŋśšćş R_1, ěśńĺ őŋ őřšőčőŋăńěŋ ń¿ąőňş ćěłšőřş x ĺğ R_1.

Ěśńĺ ćěłšőř h őřšőčőŋăńěŋ ćěłšőřăň e_1, e_2, . . . , e_m, šő őŋ őřšőčőŋăńěŋ ń¿ąőľ ĺţ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ĺğ řăćěŋśšć

(h, e_i) = 0

śńěďşěš, ůšő ďń£ ń¿ążţ ůĺśěń λ_1, λ_2, . . . , λ_m

(h, λ_1e_1 + λ_2e_2 + . . . + λ_me_m) = 0.

Ŕő¡šőňş, ďń£ šőčő ůšőąż ćěłšőř h ążń őřšőčőŋăńěŋ m-ňěřŋőňş ŕőďŕřőśšřăŋśšćş R_1, ďőśšăšőůŋő, ůšőąż őŋ ążń őřšőčőŋăńěŋ m ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżň ćěłšőřăň ĺğ R_1 (ąăğĺśş ć R_1^{∗∗})).

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ŕőłăğăšĳ, ůšő śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ ćěłšőřőć y ∈ R, őřšőčőŋăńĳŋżţ ł ŕőďŕřőśšřăŋśšćş R1, šăłęě őąřăğşěš ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ŕřőśšřăŋśšćă R. İšő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ŋăğżćăěšś£ őřšőčőŋăńĳŋżň ďőŕőńŋěŋĺěň ł ŕőďŕřőśšřăŋśšćş R1 ć ŕřőśšřăŋśšćě R.

Řăśśňőšřĺň ć ŕřőśšřăŋśšćě R ŋěłőšőřőě m-ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő R_1^{∗∗∗}) ĺ ćěłšőř f, ŋě ŕřĺŋăďńěęăźĺľ R_1. Ŕőśšăćĺň ğăďăůş: őŕşśšĺšĳ ŕěřŕěŋďĺłşń£ř ĺğ šőůłĺ f ŋă R_1, š. ě. ŋăľšĺ ćěłšőř f_0 ĺğ R_1 šăłőľ,

ůšőąż ćěłšőř h = f − f0 ążń őřšőčőŋăńěŋ R1. Ćěł-

šőř f_0 ŋăğżćăěšś£ ŕřĺ ¡šőň őřšőčőŋăńĳŋőľ ŕřőěłűĺěľ

∗) İšőš ŕşŋłš ňőęŋő ŕřĺ ŕěřćőň ůšěŋĺĺ ŕřőŕşśšĺšĳ. ∗∗) Ďń£ śńşůă£, łőčďă R1 ěśšĳ ŕńőśłőśšĳ, ¡šă šěőřěňă ć ¡ńěňěŋšăřŋőľ čěőňěšřĺĺ ŋăğżćăěšś£ šěőřěňőľ ő ďćşţ ŕěřŕěŋďĺłşń£řăţ.

∗∗∗) Řăğňěřŋőśšĳ śăňőčő ŕřőśšřăŋśšćă R ďń£ ŋăś ŋěśşźěśšćěŋŋă. Őŋő ňőęěš ążšĳ ďăęě ąěśłőŋěůŋőňěřŋżň.

ćěłšőřă f ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő R1. Ŋěśłőńĳłő ŕőğęě

ňż şćĺďĺň, ůšő ¡šă ğăďăůă ćśěčďă ĺňěěš řěÿěŋĺě, ŕřĺšőň ěďĺŋśšćěŋŋőě. Śěľůăś ňż ŕőłăęěň, ůšő, łăł ĺ ć ¡ńěňěŋšăřŋőľ čěőňěšřĺĺ, ŕěřŕěŋďĺłşń£ř ěśšĳ łřăšůăľÿěě řăśśšő£ŋĺě őš šőůłĺ ďő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă. Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ŕőłăęěň, ůšő ěśńĺ f_1 ěśšĳ őšńĺůŋżľ őš f_0

ćěłšőř ĺğ R1, šő |f − f_1| > |f − f_0|. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ćěłšőř f_0 − f_1, łăł řăğŋőśšĳ ďćşţ ćěłšőřőć ĺğ R_1, ŕřĺŋăďńěęĺš R_1 ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, őřšőčőŋăńěŋ ćěłšőřş h = f − f_0. Ŕő šěőřěňě Ŕĺťăčőřă ĺňěěň:

|f − f_0|^2 + |f_0 − f_1|^2 = |f − f_0 + f_0 − f_1|^2 = |f − f_1|^2

ĺ, ğŋăůĺš, |f − f_1| > |f − f_0|. Ŕőłăęěň šěŕěřĳ, łăł ťăłšĺůěśłĺ ćżůĺśńĺšĳ ŕő f ěčő őřšőčőŋăńĳŋş¿ ŕřőěłűĺ¿ f_0 ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő R_1 (š. ě. őŕşśšĺšĳ ŕěřŕěŋďĺłşń£ř ĺğ f ŋă R_1). Ŕşśšĳ ąăğĺś ŕőďŕřőśšřăŋśšćă R_1 śőśšőĺš ĺğ ćěłšőřőć e_1, e_2, . . . , e_m. Ąşďěň ĺśłăšĳ ćěłšőř f_0 ć ćĺďě

f_0 = c_1e_1 + c_2e_2 + . . . + c_me_m, (9)

čďě łő¡ťťĺűĺěŋšż c_k ŋăľďěň ĺğ şśńőćĺ£ őřšőčőŋăńĳŋőśšĺ f − f_0 ł R_1. Ďń£ šőčő ůšőąż ¡šă őřšőčőŋăńĳŋőśšĳ ĺňěńă ňěśšő, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ćżŕőńŋ£ńĺśĳ m řăćěŋśšć (f − f_0, e_k) = 0 (k = 1, 2, . . . , m), š. ě.

(f_0, e_k) = (f, e_k). (10)

Ŕőďśšăćń££ ś¿ďă ćňěśšő f_0 ěčő ćżřăęěŋĺě (9), ŕőńşůăěň śĺśšěňş m şřăćŋěŋĺľ

c_1(e_1, e_k) + c_2(e_2, e_k) + . . . + c_m(e_m, e_k) = (f, e_k) (k = 1, 2, . . . , m) (11)

őšŋőśĺšěńĳŋő ůĺśěń c_i.

Řăśśňőšřĺň śŋăůăńă őšďěńĳŋő ůăśšő ćśšřěůă¿źĺľś£ śńşůăľ, łőčďă ąăğĺś e_1, e_2, . . . , e_m | őřšőčőŋăńĳŋżľ ĺ ŋőřňĺřőćăŋŋżľ. Ć ¡šőň śńşůăě ğăďăůă řěÿăěšś£ őśőąěŋŋő ŕřőśšő. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, śĺśšěňă (11) ŕřěćřăźăěšś£ ć šăłőň ąăğĺśě ć śĺśšěňş řăćěŋśšć

c_i = (f, e_i), (12)

śřăğş őŕřěďěń£¿źĺţ ŋşęŋżě łő¡ťťĺűĺěŋšż.

Šăł łăł ć łăęďőň m-ňěřŋőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě ňőęŋő ćżąřăšĳ őřšőčőŋăńĳŋżľ ŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś, šő ňż ďőłăğăńĺ, šăłĺň őąřăğőň, ůšő ş łăęďőčő ćěłšőřă f śş-

źěśšćşěš, ĺ ŕřĺšőň šőńĳłő őďŋă, őřšőčőŋăńĳŋă£ ŕřőěłűĺ£ f0 ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő R1.

Ćěřŋěňś£ šěŕěřĳ ł śńşůă¿ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ąăğĺśă. Ć ¡šőň śńşůăě śĺśšěňă (11) šăłęě ďőńęŋă ĺňěšĳ ěďĺŋśšćěŋŋőě řěÿěŋĺě. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ćěłšőř f_0, ŕő ďőłăğăŋŋőňş, śşźěśšćşěš ĺ ŕřĺšőň šőńĳłő őďĺŋ. Ć ąăğĺśě e_1, e_2, . . . , e_m ćěłšőř f_0 ĺňěěš ćŕőńŋě őŕřěďěńěŋŋżě łőőřďĺŋăšż c_1, c_2, . . . , c_m. Šăł łăł ¡šĺ ůĺśńă şďőćńěšćőř£¿š śĺśšěňě (11), šő ¡šă śĺśšěňă ĺňěěš, śńěďőćăšěńĳŋő, ěďĺŋśšćěŋŋőě řěÿěŋĺě. Śĺśšěňă m şřăćŋěŋĺľ ś ŋěĺğćěśšŋżňĺ ňőęěš ĺňěšĳ ěďĺŋśšćěŋŋőě řěÿěŋĺě, ńĺÿĳ ěśńĺ ěě őŕřěďěńĺšěńĳ őšńĺůěŋ őš ŋşń£. Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő őŕřěďěńĺšěńĳ śĺśšěňż (11) | | | | | (e_1, e_1) (e_2, e_1) . . . (e_m, e_1) (e_1, e_2) (e_2, e_2) . . . (e_m, e_2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (e_1, e_m) (e_2, e_m) . . . (e_m, e_m)

| | | | | őšńĺůěŋ őš ŋşń£. İšőš őŕřěďěńĺšěńĳ ŋăğżćăěšś£ őŕřě-

ďěńĺšěńěň Čřăňă ćěłšőřőć e1, e2, . . . , em.

Ĺšăł, ŕşśšĳ ğăďăŋő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő R1 ś ąăğĺśőň

e_1, . . . , e_m ĺ ŕřőĺğćőńĳŋżľ ćěłšőř f ŕřőśšřăŋśšćă R.

Őřšőčőŋăńĳŋă£ ŕřőěłűĺ£ f0 ćěłšőřă f ŋă R1 ĺňěěš ćĺď_{f0}

= c_1e_1 + . . . + c_me_m.

Ŕřĺ ¡šőň, ěśńĺ ąăğĺś e1, e2, . . . , em őřšőčőŋăńěŋ, šő c_i = (f, e_i). Ěśńĺ ęě ąăğĺś e1, . . . , em ŕřőĺğćőńěŋ, šő łő¡ťťĺűĺěŋšż ci őŕřěďěń£¿šś£ łăł řěÿěŋĺě śĺśšěňż (11).

Ŕ ř ĺ ň ě ř 1. Ś ŕ ő ś ő ą ŋ ă ĺ ň ě ŋ ĳ ÿ ĺ ţ ł ć ă - ď ř ă š ő ć . Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ćěńĺůĺŋă y ěśšĳ ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ ćěńĺůĺŋ x_1, . . . , x_m, š. ě. ůšő

y_0 = c_1x_1 + . . . + c_mx_m,

čďě c_1, . . . , c_m | ŕőśšő£ŋŋżě, ŋěĺğćěśšŋżě ŋăň łő¡ťťĺűĺěŋšż. Ůăśšő łő¡ťťĺűĺěŋšż c_1, . . . , c_m őŕřěďěń£¿šś£ ¡łśŕěřĺňěŋšăńĳŋő. Ďń£ ¡šőčő ŕřőĺğćőďĺšś£ ř£ď ĺğňěřěŋĺľ ćěńĺůĺŋ x_1, . . . , x_m ĺ y. Őąőğŋăůĺň řěğşńĳšăšż k-čő ĺğňěřěŋĺ£ ůěřěğ x_{1k}, . . . , x_{mk} ĺ, śőőšćěšśšćěŋŋő, y_k. Łő¡ťťĺűĺěŋšż c_1, . . . , c_m ňőęŋő ążńő ąż ŕőŕżšăšĳś£ őŕřěďěńĺšĳ ĺğ śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ

x_{11}c_1 + x_{21}c_2 + . . . + x_{m1}c_m = y_1,

x_{12}c_1 + x_{22}c_2 + . . . + x_{m2}c_m = y_2, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x_{1n}c_1 + x_{2n}c_2 + . . . + x_{mn}c_m = y_n.

(13)

Ğďěśĳ ůĺśńő şřăćŋěŋĺľ n řăćŋő ůĺśńş ŕřőĺğćěďěŋŋżţ ĺğňěřěŋĺľ ĺ őążůŋő ŕřěćőśţőďĺš ůĺśńő ŋěĺğćěśšŋżţ (n > m). Šăł łăł ĺğňěřěŋĺě ćěńĺůĺŋ x_1, . . . , x_m, y ŋěĺğąěęŋő ść£ğăŋő ś ŕőčřěÿŋőśš£ňĺ, šő śĺśšěňă (13), ćőőąźě čőćőř£, ŕřőšĺćőřěůĺćă ĺ ő ěě šőůŋőň řěÿěŋĺĺ čőćőřĺšĳ ąěśśňżśńěŋŋő. Ŕő¡šőňş şřăćŋěŋĺ£ň (13) ňőęŋő şďőćńěšćőřĺšĳ ńĺÿĳ ŕřĺąńĺęěŋŋő. Šăłĺň őąřăğőň, śšăćĺšś£ ğăďăůă řăğżśłăšĳ šăłĺě ğŋăůěŋĺ£ ŋěĺğćěśšŋżţ c_1, . . . , c_m, ŕřĺ łőšőřżţ ńěćżě ůăśšĺ şřăćŋěŋĺ£ (13) ążńĺ ąż ćőğňőęŋő ąőńěě ąńĺğłĺ ł śőőšćěšśšćş¿źĺň ŕřăćżň ůăśš£ň. Ć łăůěśšćě Àňěřż ąńĺğőśšĺÁ ąěřěšś£ šăł ŋăğżćăěňőě łćăďřăšĺůŋőě şłńőŋěŋĺě ńěćżţ ůăśšěľ şřăćŋěŋĺľ őš śćőąőďŋżţ ůńěŋőć, š. ě. ćěńĺůĺŋă n∑ k=1 (x_{1k}c_1 + x_{2k}c_2 + . . . + x_{mk}c_m − y_k)^2. (14)

Ŋăň ŋşęŋő ŋăľšĺ ůĺśńă c_1, c_2, . . . , c_m, ŕřĺ łőšőřżţ łćăďřăšĺůŋőě şłńőŋěŋĺě ĺňěěš ŋăĺňěŋĳÿěě ğŋăůěŋĺě. İšş ğăďăůş ŋă ňĺŋĺňşň ňőęŋő řěÿĺšĳ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő. Őďŋăłő ěě řěÿěŋĺě ňőęŋő śřăğş ŕőńşůĺšĳ ĺğ řěğşńĳšăšőć, ĺğńőęěŋŋżţ ćżÿě.

Ć śăňőň ďěńě, řăśśňőšřĺň n-ňěřŋőě ěćłńĺďőćő ŕřőśšřăŋśšćő ĺ ć ŋěň ćěłšőřż e_1 = (x_{11}, x_{12}, . . . , x_{1n}), e_2 = (x_{21}, . . . , x_{2n}), . . . , e_m = (x_{m1}, . . . , x_{mn}) ĺ f = = (y_1, . . . , y_n). Ŕřăćżě ůăśšĺ şřăćŋěŋĺľ śĺśšěňż (13) £ćń£¿šś£ łőňŕőŋěŋšăňĺ ćěłšőřă f, ńěćżě ůăśšĺ | ćěłšőřă c_1e_1 + c_2e_2 + . . . + c_me_m.

Ćżřăęěŋĺě (14) ěśšĳ, śńěďőćăšěńĳŋő, łćăďřăš řăśśšő£- ŋĺ£ ćěłšőřă c_1e_1 +c_2e_2 +. . . +c_me_m őš ćěłšőřă f. Šăłĺň őąřăğőň, şśńőćĺě, ůšőąż łćăďřăšĺůŋőě şłńőŋěŋĺě ążńő ňĺŋĺňăńĳŋżň, řăćŋőśĺńĳŋő śńěďş¿źěľ ğăďăůě: ćżąřăšĳ ůĺśńă c_1, c_2, . . . , c_m šăł, ůšőąż řăśśšő£ŋĺě őš ćěłšőřă f ďő ćěłšőřă f_0 = c_1e_1 + c_2e_2 + . . . + c_me_m ążńő ŋăĺňěŋĳÿĺň. Ěśńĺ őąőğŋăůĺšĳ ůěřěğ R_1 ŕőďŕřőśšřăŋśšćő n-ňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, śőśšő£źěě ĺğ ńĺŋěľŋżţ łőňąĺŋăűĺľ ćěłšőřőć e_1, e_2, . . . , e_m^∗), šő ğăďăůă śőśšőĺš ć ŋăţőęďěŋĺĺ ŕřőěłűĺĺ ćěłšőřă f ŋă ¡šő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő. Łăł ňż ćĺďěńĺ (ťőřňşńă (11)), ůĺśńă c_1, c_2, . . . , c_m,

∗) Ňż ŕřěďŕőńăčăěň,ůšő řăŋč ňăšřĺűż śĺśšěňż (13) řăćěŋ m ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ćěłšőřż e1, e2, . . . , em ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż.

řěÿă¿źĺě ¡šş ğăďăůş, ŋăţőď£šś£ ĺğ śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ (e_1, e_1)c_1 +(e_2, e_1)c_2 +. . .+(e_m, e_1)c_m = (f, e_1), (e_1, e_2)c_1 +(e_2, e_2)c_2 +. . .+(e_m, e_2)c_m = (f, e_2), . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (e_1, e_m)c_1 +(e_2, e_m)c_2 +. . .+(e_m, e_m)c_m = (f, e_m),

(15)

čďě (f, e_k) = n∑ j=1 x_{kj}y_j; (e_i, e_k) = n∑ j=1 x_{ij}x_{kj}. Śĺśšěňă (15) ŋăğżćăěšś£ ć ¡šőň śńşůăě śĺśšěňőľ

ŋőřňăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ. Ĺšăł, ŕřĺąńĺęěŋŋőě řěÿěŋĺě

śĺśšěňż (13) śőśšőĺš ć ğăňěŋě ěě ŋőřňăńĳŋőľ śĺśšěňőľ (15) m şřăćŋěŋĺľ ś m ŋěĺğćěśšŋżňĺ. Ĺğńőęěŋŋżľ ňěšőď ŋăğżćăěšś£ śŕőśőąőň ŋăĺňěŋĳÿĺţ łćăďřăšőć.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Řěÿĺšĳ ŕő śŕőśőąş ŋăĺňěŋĳÿĺţ łćăďřăšőć śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ 2c = 3, 3c = 4, 4c = 5.

Ř ě ÿ ě ŋ ĺ ě. e1 = (2, 3, 4), f = (3, 4, 5). Ŋőřňăńĳŋă£ śĺśšěňă śćőďĺšś£ ć ¡šőň śńşůăě ł őďŋőňş şřăćŋěŋĺ¿: (e1, e1)c = (e1, f), š. ě.

29c = 40; c =^{40}_{29} .

Ďń£ śńşůă£, łőčďă śĺśšěňă (13) ěśšĳ śĺśšěňă n şřăćŋěŋĺľ ś őďŋĺň ŋěĺğćěśšŋżň x_1c = y_1, x_2c = y_2, . . . . . . x_nc = y_n, (13^′) řěÿěŋĺě ğăŕĺÿěšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň: c = (x, y) (x, x) = n∑ k=1 xkyk n∑ k=1 x2k . Ŕřĺąńĺęěŋŋőě řěÿěŋĺě śĺśšěňż (13^′) ňőęěš ążšĳ ĺśšőńłőćăŋő čěőňěšřĺůěśłĺ łăł ŕřőćěďěŋĺě ůěřěğ ŋăůăńő łőőřďĺŋăš ŕř£ňőľ, ŕřőţőď£źěľ Àćőğňőęŋő ąőńěě ąńĺğłőÁ őš śőćőłşŕŋőśšĺ šőůěł (x_1, y_1), (x_2, y_2), . . . , (x_n, y_n). Ůĺśńő c ŕřěďśšăćń£ěš šőčďă şčńőćőľ łő¡ťťĺűĺěŋš šăłőľ ŕř£ňőľ.

Ŕ ř ĺ ň ě ř 2. Ŕ ř ĺ ą ń ĺ ę ě ŋ ĺ ě ť ş ŋ ł ű ĺ ľ š ř ĺ č ő - ŋ ő ň ě š ř ĺ ů ě ś ł ĺ ň ĺ ň ŋ ő č ő ů ń ě ŋ ă ň ĺ. Ŕşśšĳ f(t) | ŋěłőšőřă£ ŋěŕřěřżćŋă£ ťşŋłűĺ£, ğăďăŋŋă£ ŋă ĺŋšěřćăńě (0, 2π). Ůăśšő ążćăěš ŋşęŋő ŕőďőąřăšĳ šřĺčőŋőňěšřĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ P (t) ďăŋŋőčő ŕőř£ďłă, ćőğňőęŋő ňěŋĳÿě őšńĺůă¿źĺľś£ őš f(t). Ć łăůěśšćě ňěřż őšłńőŋěŋĺ£ P (t) őš f(t) ňż ćőğĳňěň łćăďřăšĺůŋőě şłńőŋěŋĺě, łőšőřőě ğăďăěšś£ ťőřňşńőľ 2π∫ 0 [f(t) − P (t)]^2 dt. (16)

Ĺšăł, šőůŋă£ ŕőśšăŋőćłă řăśśňăšřĺćăěňőľ ğăďăůĺ šăłőćă: śřěďĺ ćśěţ šřĺčőŋőňěšřĺůěśłĺţ ňŋőčőůńěŋőć ŕőř£ďłă n

P (t) = a^02 + a1 cos t + b1 sin t + . . . + an cos nt + bn sin nt (17)

ŋăľšĺ šőš, łćăďřăšĺůŋőě şłńőŋěŋĺě łőšőřőčő őš ğăďăŋŋőľ ťşŋłűĺĺ f(t) ňĺŋĺňăńĳŋő.

Ććěďěň ć řăśśňőšřěŋĺě ŕřőśšřăŋśšćő R ŋěŕřěřżćŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă őšřěğłě (0, 2π). Śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ć ¡šőň ŕřőśšřăŋśšćě ğăďăďĺň, łăł őążůŋő, ĺŋšěčřăńőň (f, g) = 2π∫ 0 f(t)g(t) dt. Ďńĺŋă ćěłšőřă ćżřăęăěšś£ šőčďă ťőřňşńőľ |f| = √∫_{2π} 0 [f(t)]^2 dt, ĺ śńěďőćăšěńĳŋő, łćăďřăšĺůŋőě şłńőŋěŋĺě (16) ěśšĳ ć ŋăÿěň ŕřőśšřăŋśšćě ŕřőśšő łćăďřăš řăśśšő£ŋĺ£ őš f(t) ďő P (t). Šřĺčőŋőňěšřĺůěśłĺě ňŋőčőůńěŋż ćĺďă (17) őąřăğş¿š ć R ŕőďŕřőśšřăŋśšćő R1 řăğňěřŋőśšĺ 2n + 1. Ŋăň ŋşęŋő ŋăľšĺ ¡ńěňěŋš ĺğ R1, ŋăţőď£źĺľś£ ŋă ňĺŋĺňăńĳŋőň řăśśšő£ŋĺĺ őš f(t). İšă ğăďăůă śŋőćă řěÿăěšś£ őŕşśłăŋĺěň ŕěřŕěŋďĺłşń£řă ĺğ šőůłĺ f(t) ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő R1.

Šăł łăł ťşŋłűĺĺ

e0 = 1√ 2π , e1 = cos t√π , e2 = sin t√π , . . . , e2n−1 = cos nt√π , e2n = sin nt√π őąřăğş¿š őřšőčőŋăńĳŋżľ ĺ ŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś ć ¡šőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě (śň. ŕřĺňěř 2 ŕřěďżďşźěčő ŕşŋłšă), šő řěÿěŋĺěň ¡šőľ ğăďăůĺ śńşęĺš ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć

P (t) = 2n∑ k=0 ckek, (18) čďě ck = (f, ek), š. ě., ćśŕőňĺŋă£ őŕřěďěńěŋĺě śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£, ĺňěěň:

c0 = 1√ 2π 2π∫ 0 f(t) dt; c2k−1 = 1√ π 2π∫ 0 f(t) cos kt dt;

c2k = 1√ π 2π∫ 0 f(t) sin kt dt (k = 1, . . . , n). Ŕőďśšăćń££ ck ĺ ek (k = 1, . . . , n) ć ťőřňşńş (18), ňż ŕřĺţőďĺň, šăłĺň őąřăğőň, ł śńěďş¿źěňş řěğşńĳšăšş: ďń£ šőčő ůšőąż őŕřěďěńĺšĳ šřĺčőŋőňěšřĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ

P (t) = a^02 + n∑ k=1 (ak cos kt + bk sin kt), łćăďřăšĺůŋőě şłńőŋěŋĺě łőšőřőčő őš ğăďăŋŋőľ ťşŋłűĺĺ f(t) ňĺŋĺňăńĳŋő, ŋăďő őŕřěďěńĺšĳ łő¡ťťĺűĺěŋšż ak, bk ŕő ťőřňşńăň

a0 = 1π 2π∫ 0 f(t) dt, ak = 1π 2π∫ 0 f(t) cos kt dt, bk = 1π 2π∫ 0 f(t) sin kt dt. Šăł őŕřěďěńěŋŋżě ůĺśńă ak, bk ŋăğżćă¿šś£ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ Ťşřĳě ťşŋłűĺĺ f(t).

3. Ĺğőňőřťĺğň ěćłńĺďőćżţ ŕřőśšřăŋśšć. Ňż řăśśňőšřěńĺ ř£ď ŕřĺňěřőć n-ňěřŋżţ ěćłńĺďőćżţ ŕřőśšřăŋśšć. İšĺ ŕřőśšřăŋśšćă őšńĺůăńĺśĳ őďŋő őš ďřşčőčő ćő ćś£łőň śńşůăě śŕőśőąőň ğăďăŋĺ£ ćěłšőřőć (šăł, ć ŕřĺňěřě 2 § 2 ćěłšőř ěśšĳ śőćőłşŕŋőśšĳ n ůĺśěń, ć ŕřĺňěřě 5 § 2 | ňŋőčőůńěŋ ĺ š. ď.).

Ćőğŋĺłăěš ćőŕřőś: łăłĺě ĺğ ¡šĺţ ŕřőśšřăŋśšć ďěľśšćĺšěńĳŋő řăğńĺůŋż ĺ ďń£ łăłĺţ řăğńĺůĺě £ćń£ěšś£ ńĺÿĳ ůĺśšő ćŋěÿŋĺň, š. ě. řăğńĺůŋż ńĺÿĳ śŕőśőąż ğăďăŋĺ£ ¡šĺţ ŕřőśšřăŋśšć?

Ďń£ šőčő ůšőąż ćőŕřőś ążń šőůŋő ŕőśšăćńěŋ, ŋşęŋő őŕřěďěńĺšĳ, łăłĺě ďćă ěćłńĺďőćżţ ŕřőśšřăŋśšćă ňż ąşďěň śůĺšăšĳ ńĺÿĳ ŋěśşźěśšćěŋŋő řăğńĺůă¿źĺňĺś£ (ĺğőňőřťŋżňĺ).

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 3. Ďćă ěćłńĺďőćżţ ŕřőśšřăŋś-

šćă R ĺ R1 ŋăğżćă¿šś£ ĺğőňőřťŋżňĺ, ěśńĺ ňěęďş ĺţ ¡ńěňěŋšăňĺ ňőęŋő şśšăŋőćĺšĳ ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě x ↔ x^′ (x ∈ R, x^′ ∈ R^′) šăł, ůšő:

1^∘ Ěśńĺ x ↔ x^′ ĺ y ↔ y^′, šő x + y ↔ x^′ + y^′, š. ě.

ěśńĺ ćěłšőřş x ∈ R śőőšćěšśšćşěš ćěłšőř x^′ ∈ R^′, ă ćěłšőřş y ∈ R śőőšćěšśšćşěš ćěłšőř y^′ ∈ R^′, šő śşňňě x + y śőőšćěšśšćşěš śşňňă x^′ + y^′.

2^∘ Ěśńĺ x ↔ x^′, šő λx ↔ λx^′.

3^∘ Ěśńĺ x ↔ x^′ ĺ y ↔ y^′, šő (x, y) = (x^′, y^′), š. ě. śłă-

ń£řŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ śőőšćěšśšćş¿źĺţ ŕăř ćěłšőřőć řăćŋż ňěęďş śőąőľ.

Šăłĺň őąřăğőň, ěćłńĺďőćż ŕřőśšřăŋśšćă R_1 ĺ R_2 ĺğőňőřťŋż, ěśńĺ őŋĺ ĺğőňőřťŋż łăł ńĺŋěľŋżě ŕřőśšřăŋśšćă ĺ ¡šőš ĺğőňőřťĺğň šăłőć, ůšő őŋ śőţřăŋ£ěš śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě śőőšćěšśšćş¿źĺţ ćěłšőřőć.

Ěśńĺ ć łăłőň-ŋĺąşďĳ n-ňěřŋőň ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě R ďőłăğăŋă šěőřěňă, śťőřňşńĺřőćăŋŋă£ ć šěřňĺŋăţ śńőęěŋĺ£, şňŋőęěŋĺ£ ŋă ůĺśńă ĺ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ćěłšőřőć, šő ¡šă ęě šěőřěňă ćěřŋă ĺ ć ń¿ąőň ĺğőňőřťŋőň ěňş ŕřőśšřăŋśšćě. Ć śăňőň ďěńě, ěśńĺ łăł ć ťőřňşńĺřőćłě, šăł ĺ ć ďőłăğăšěńĳśšćě šăłőľ šěőřěňż ğăňěŋĺšĳ ćěłšőřż ĺğ R śőőšćěšśšćş¿źĺňĺ ĺň ćěłšőřăňĺ ĺğ R^′, šő ć śĺńş śćőľśšć 1^∘, 2^∘, 3^∘ őŕřěďěńěŋĺ£ ĺğőňőřťĺğňă ćśě řăśśşęďěŋĺ£ őśšăŋşšś£ śŕřăćěďńĺćżňĺ, š. ě. śőőšćěšśšćş¿źă£ šěőřěňă ćěřŋă ĺ ć R^′.

Ćěřŋěňś£ ł ćőŕřőśş, ŕőśšăćńěŋŋőňş řăŋěě. Őłăğżćăěšś£, ůšő ĺňěěš ňěśšő śńěďş¿źă£

Š ě ő ř ě ň ă 2. Ćśě ěćłńĺďőćż ŕřőśšřăŋśšćă ďăŋ-

ŋőľ řăğňěřŋőśšĺ ĺğőňőřťŋż ňěęďş śőąőľ.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ďőłăęěň, ůšő ćśě n-ňěř-ŋżě ěćłńĺďőćż ŕřőśšřăŋśšćă ĺğőňőřťŋż śŕěűĺăńĳŋő ćżąřăŋŋőňş ÀśšăŋďăřšŋőňşÁ n-ňěřŋőňş ŕřőśšřăŋśšćş. Šěň śăňżň ąşďěš ďőłăğăŋő, ůšő ćśě n-ňěřŋżě ěćłńĺďőćż ŕřőśšřăŋśšćă ĺğőňőřťŋż ňěęďş śőąőľ.

Ć łăůěśšćě šăłőčő śšăŋďăřšŋőčő n-ňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă R^′ ňż ćőğĳňěň řăśśňőšřěŋŋőě ć § 2 (ŕřĺňěř 2) ŕřőśšřăŋśšćő, ć łőšőřőň ćěłšőř őŕřěďěń£ěšś£ łăł śőćőłşŕŋőśšĳ ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ůĺśěń x^′ = (ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n), ă śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ćěłšőřőć x^′ = (ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n) ĺ y^′ = (η_1, η_2, . . . , η_n) ğăďăěšś£ ťőřňşńőľ

(x^′, y^′) = ξ_1η_1 + ξ_2η_2 + . . . + ξ_nη_n.

Ŕşśšĳ ŋăň ďăŋő łăłőě-ńĺąő n-ňěřŋőě ěćłńĺďőćő ŕřőśšřăŋśšćő R; ćżąěřěň ć ŋěň ŋőřňĺřőćăŋŋżľ őřšőčőŋăńĳŋżľ ąăğĺś e_1, e_2, . . . , e_n (ňż ďőłăğăńĺ řăŋěě, ůšő ćő ćś£łőň ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě šăłőľ ąăğĺś śşźěśšćşěš). Ŕőśšăćĺň ć śőőšćěšśšćĺě ćěłšőřş

x = ξ_1e_1 + ξ_2e_2 + . . . + ξ_ne_n,

śőćőłşŕŋőśšĳ n ůĺśěń ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n, š. ě. ćěłšőř

x^′ = (ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n)

ĺğ R^′.

Ŕőłăęěň, ůšő şśšăŋőćńěŋŋőě śőőšćěšśšćĺě ěśšĳ ĺğőňőřťĺğň.

İšő śőőšćěšśšćĺě ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋő. Ŋşęŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ćżŕőńŋěŋż şśńőćĺ£ 1^∘{3^∘ őŕřěďěńěŋĺ£ ĺğőňőřťĺğňă.

Śćőľśšćă 1^∘ ĺ 2^∘ őůěćĺďŋż.

Ŕřőćěřĺň śćőľśšćő 3^∘, š. ě. řăćěŋśšćő śłăń£řŋżţ ŕřőĺğćěďěŋĺľ śőőšćěšśšćş¿źĺţ ďřşč ďřşčş ŕăř ćěłšőřőć. Ŕőńĳğş£śĳ ćżćěďěŋŋőľ ćżÿě (śšř. 49) ťőřňşńőľ ďń£ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ć őřšőčőŋăńĳŋőň ŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě, ĺňěěň:

(x, y) = ξ_1η_1 + ξ_2η_2 + . . . + ξ_nη_n.

Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ć ŕřőśšřăŋśšćě R^′ (ŕřĺňěř 2 § 2) ĺňěěň:

(x^′, y^′) = ξ_1η_1 + ξ_2η_2 + . . . + ξ_nη_n.

Šăłĺň őąřăğőň, (x, y) = (x^′, y^′), š. ě. řăćěŋśšćő śłăń£řŋżţ ŕřőĺğćěďěŋĺľ ďőłăğăŋő.

Šěőřěňă ŕőńŋőśšĳ¿ ďőłăğăŋă.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ďőłăğăšĳ ¡šş šěőřěňş ňěšőďőň, ăŋăńőčĺůŋżň ďőłăğăšěńĳśšćş ć ŕ. 4 § 1.

Ĺğ šěőřěňż őą ĺğőňőřťĺğňě ňőęŋő ćżćěśšĺ ĺŋšěřěśŋőě śńěďśšćĺě: ń¿ąőě čěőňěšřĺůěśłőě şšćěřęďěŋĺě ő ďćşţ ĺńĺ šřěţ ćěłšőřăţ ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ ć ĺğćěśšŋőň ĺğ ¡ńěňěŋšăřŋőľ čěőňěšřĺĺ šřěţňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě^∗). Ć śăňőň ďěńě, ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ ¡šĺţ ćěłšőřőć őąřăğşěš ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ŋăÿěčő ŕřőśšřăŋśšćă ŋě ąőńěě šřěţ ĺğňěřěŋĺľ. Ć śĺńş šěőřěňż ő ĺğőňőřťĺğňě ¡šő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ĺğőňőřťŋő őążůŋőňş šřěţňěřŋőňş ŕřőśšřăŋśšćş (ńĺąő ěčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćş)

∗) Čěőňěšřĺůěśłőľ šěőřěňőľ ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ şšćěřęďěŋĺě ő ćěłšőřăţ, łőšőřőě ňőęěš ążšĳ śťőřňşńĺřőćăŋő ć šěřňĺŋăţ śńőęěŋĺ£ ćěłšőřőć, şňŋőęěŋĺ£ ĺţ ŋă ůĺśńă ĺ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£.

ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ŋăÿě şšćěřęďěŋĺě ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ ć ŕőśńěďŋěň ŕřőśšřăŋśšćě.

Ć ůăśšŋőśšĺ, śŕřăćěďńĺćőśšĳ ŋěřăćěŋśšćă Łőÿĺ{ Ąşŋ£łőćśłőčő (£ćń£¿źěčőś£ şšćěřęďěŋĺěň ő ŕăřě ćěłšőřőć) śńěďşěš ĺğ šőčő, ůšő őŋő ćěřŋő ć ¡ńěňěŋšăřŋőľ čěőňěšřĺĺ (śň. ŕřĺňěř 1, śšř. 42). Ňż ŕőńşůăěň, šăłĺň őąřăğőň, ŋőćőě ďőłăğăšěńĳśšćő ŋěřăćěŋśšćă Łőÿĺ{ Ąşŋ£łőćśłőčő.

Ěźě őďĺŋ ŕřĺňěř. Ć § 2 ňż ďőłăğăńĺ ŋěřăćěŋśšćő (7) |x + y| 6 |x| + |y|. Ć ¡ńěňěŋšăřŋőľ čěőňěšřĺĺ ¡šő ŋěřăćěŋśšćő őğŋăůăěš, ůšő ďńĺŋă ďĺăčőŋăńĺ ŕăřăńńěńőčřăňňă ŋě ŕřěćőśţőďĺš śşňňż ďńĺŋ ďćşţ śňěęŋżţ śšőřőŋ, ĺ ďőłăğżćăěšś£ ć ń¿ąőň şůěąŋĺłě ¡ńěňěŋšăřŋőľ čěőňěšřĺĺ. Śńěďőćăšěńĳŋő, ć śĺńş śłăğăŋŋőčő řăŋěě, ¡šő ŋěřăćěŋśšćő śŕřăćěďńĺćő ć ń¿ąőň ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě. Šěőřěňă ő ĺğőňőřťĺğňě ďăěš ŋăň, šăłĺň őąřăğőň, ćőğňőęŋőśšĳ ŕőńşůĺšĳ, ŋăŕřĺňěř, ŋěřăćěŋśšćő b ∫ a (f(t) + g(t))^2 dt 6 b ∫ a f^2(t) dt + b ∫ a g^2(t) dt, £ćń£¿źěěś£ ŋěřăćěŋśšćőň (7) § 2 ć ŕřőśšřăŋśšćě ťşŋłűĺľ (ŕřĺňěř 4 § 2) łăł ŋěŕőśřěďśšćěŋŋőě śńěďśšćĺě šőńĳłő ůšő śťőřňşńĺřőćăŋŋőľ šěőřěňż ĺğ ¡ńěňěŋšăřŋőľ čěőňěšřĺĺ.

x 4. Ąĺńĺŋěľŋżě ĺ łćăďřăšĺůŋżě ťőřňż

Ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ňż ąşďěň őŕ£šĳ ğăŋĺňăšĳś£ ăťťĺŋŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň, ă ĺňěŋŋő, ąşďěň ĺğşůăšĳ ŕřőśšěľÿĺě ůĺśńőćżě ťşŋłűĺĺ őš ćěłšőřőć ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě.

1. Ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£. Ŕřőśšěľÿěľ ťşŋłűĺěľ ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£.

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 1. Čőćőř£š, ůšő ć ăťťĺŋŋőň

ŕřőśšřăŋśšćě ğăďăŋă ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ (ńĺŋěľŋă£ ťőřňă), ěśńĺ łăęďőňş ćěłšőřş x ŕőśšăćńěŋő ć śőőšćěšśšćĺě ůĺśńő f(x), šăł ůšő ŕřĺ ¡šőň ćżŕőńŋěŋż şśńőćĺ£:

1^∘ f(x + y) = f(x) + f(y). 2^∘ f(λx) = λf(x). Ćżąěřěň ć n-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ŕřőĺğćőńĳŋżľ ąăğĺś e_1, e_2, . . . , e_n. Šăł łăł łăęďżľ ćěłšőř x ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě

x = ξ_1e_1 + ξ_2e_2 + . . . + ξ_ne_n,

šő ć śĺńş śćőľśšć ńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺĺ ĺňěěň:

f(x) = f(ξ_1e_1 + ξ_2e_2 + . . . + ξ_ne_n) = = ξ_1f(e_1) + ξ_2f(e_2) + . . . + ξ_nf(e_n).

Ĺšăł: ć n-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ś ğăďăŋŋżň ąăğĺśőň

ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋă ć ćĺďě

f(x) = a_1ξ_1 + a_2ξ_2 + . . . + a_nξ_n, (1)

čďě ai = f(ei) | ŕőśšő£ŋŋżě, ğăćĺś£źĺě ńĺÿĳ őš ćżąőřă ąăğĺśă, ă ξ1, ξ2, . . . , ξn | łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă ć ¡šőň ąăğĺśě.

Šăłĺň őąřăğőň, ďăŋŋőě ćżÿě őŕřěďěńěŋĺě ńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺĺ śőćŕăďăěš, ŕő śşźěśšćş, ś ŕřĺŋ£šżň ć ăńčěąřě őŕřěďěńěŋĺěň ńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺĺ (ńĺŋěľŋőľ ťőřňż); ŋăďő ńĺÿĳ ĺňěšĳ ć ćĺďş, ůšő ć ŋăÿěň śńşůăě łő¡ťťĺűĺěŋšż ğăćĺś£š őš ćżąőřă ąăğĺśă.

Ćż£śŋĺň, łăł ňěŋ£¿šś£ łő¡ťťĺűĺěŋšż ńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺĺ ŕřĺ ğăňěŋě őďŋőčő ąăğĺśă ďřşčĺň.

Ŕşśšĳ e_1, e_2, . . . , e_n ĺ e^′_1, e^′_2, . . . , e^′_n | ďćă ąăğĺśă ć R. Ŕşśšĳ, ďăńěě, ćěłšőřż e^′_i ćżřăęă¿šś£ ůěřěğ ąăğĺś e_1, e_2, . . . , e_n ťőřňşńăňĺ e^′_1 = α_{11}e_1 + α_{21}e_2 + . . . + α_{n1}e_n, e^′_2 = α_{12}e_1 + α_{22}e_2 + . . . + α_{n2}e_n, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . e^′_n = α_{1n}e_1 + α_{2n}e_2 + . . . + α_{nn}e_n.

Ŕşśšĳ ć ąăğĺśě e_1, e_2, . . . , e_n ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ ćżřăęăěšś£ ťőřňşńőľ f(x) = a_1ξ_1 + a_2ξ_2 + . . . + a_nξ_n, ă ć ąăğĺśě e^′_1, e^′_2, . . . , e^′_n | ťőřňşńőľ f(x) = a^′_1ξ^′_1 + a^′_2ξ^′_2 + . . . + a^′_nξ^′_n.

Šăł łăł a_i = f(e_i), ă a^′_k = f(e^′_k), šő

a^′_k = f(α_{1k}e_1 + α_{2k}e_2 + . . . + α_{nk}e_n) = = α_{1k}f(e_1) + α_{2k}f(e_2) + . . . + α_{nk}f(e_n) = = α_{1k}a_1 + α_{2k}a_2 + . . . + α_{nk}a_n.

Ňż ćĺďĺň, śńěďőćăšěńĳŋő, ůšő łő¡ťťĺűĺěŋšż ńĺŋěľŋőľ

ťőřňż ŕřěőąřăğş¿šś£ ŕřĺ ŕěřěţőďě ł ďřşčőňş ąăğĺśş šăł ęě, łăł ćěłšőřż ąăğĺśă (ĺńĺ, łăł ĺŋőčďă čőćőř£š, łőčřěďĺěŋšŋő ćěłšőřăň ąăğĺśă).

Ŕ ř ĺ ň ě ř 1. Ć ŕřőśšřăŋśšćě, ćěłšőřăňĺ łőšőřőčő £ćń£¿šś£ ŋěŕřěřżćŋżě ťşŋłűĺĺ φ(t), ğăďăŋŋżě ŋă őšřěğłě [a, b], řăśśňőšřĺň ťşŋłűĺ¿ f(φ), ğăďăŋŋş¿ ťőřňşńőľ f(φ) = b∫ a φ(t) dt. İšă ťşŋłűĺ£ ńĺŋěľŋă, šăł łăł ćżŕőńŋ£¿šś£ şśńőćĺ£ 1^∘ ĺ 2^∘.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕěřćőě ĺğ ŋĺţ őğŋăůăěš, ůšő ĺŋšěčřăń śşňňż řăćěŋ śşňňě ĺŋšěčřăńőć, ă ćšőřőě őğŋăůăěš, ůšő ŕőśšő£ŋŋżľ ňŋőęĺšěńĳ ňőęŋő ćżŋőśĺšĳ ğă ğŋăł ĺŋšěčřăńă.

Ŕ ř ĺ ň ě ř 2. Ć šőň ęě ŕřőśšřăŋśšćě řăśśňőšřĺň ťşŋłűĺ¿ f(φ), őŕřěďěńěŋŋş¿ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ćżąěřěň ŋă őšřěğłě [a, b] ŋěłőšőřőě ğŋăůěŋĺě t = t_0 ĺ ŕőńőęĺň f(φ) = φ(t_0).

Ŕřőćěřĳšě, ůšő ¡šă ťşŋłűĺ£ f(φ) šăłęě ńĺŋěľŋă.

2. Ąĺńĺŋěľŋżě ťőřňż. Śşźěśšćěŋŋş¿ řőńĳ ć ďăńĳŋěľÿěň ąşďşš ĺčřăšĳ ąĺńĺŋěľŋżě ĺ łćăďřăšĺůŋżě ťşŋłűĺĺ (ťőřňż).

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 2. Ňż čőćőřĺň, ůšő A(x; y)

ěśšĳ ąĺńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ (ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă) őš ćěłšőřőć x ĺ y, ěśńĺ:

1^∘ ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋőň y A(x; y) ěśšĳ ńĺŋěľŋă£ ťşŋ-

łűĺ£ őš x,

2^∘ ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋőň x A(x; y) ěśšĳ ńĺŋěľŋă£ ťşŋ-

łűĺ£ őš y.

Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, ć śĺńş őŕřěďěńěŋĺ£ ńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺĺ şśńőćĺ£ 1^∘ ĺ 2^∘ őğŋăůă¿š śőőšćěšśšćěŋŋő

1^∘ A(x_1 + x_2; y) = A(x_1; y) + A(x_2; y), A(λx; y) = λA(x; y). 2^∘ A(x; y_1 + y_2) = A(x; y_1) + A(x; y_2), A(x; μy) = μA(x; y). Ŕ ř ĺ ň ě ř ż. 1. Řăśśňőšřĺň n-ňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, ć łőšőřőň ćěłšőř ěśšĳ śőćőłşŕŋőśšĳ n ůĺśěń. Ŕőńő- ęĺň A(x; y) = a_{11}ξ_1η_1 + a_{12}ξ_1η_2 + . . . + a_{1n}ξ_1η_n + + a_{21}ξ_2η_1 + a_{22}ξ_2η_2 + . . . + a_{2n}ξ_2η_n + . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . + a_{n1}ξ_nη_1 + a_{n2}ξ_nη_2 + . . . + a_{nn}ξ_nη_n, (2)

čďě x ěśšĳ ćěłšőř (ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n), ă y | ćěłšőř (η_1, η_2, . . . , η_n). Ťőřňşńă (2) őŕřěďěń£ěš ąĺńĺŋěľŋş¿ ťşŋłűĺ¿. Ć śăňőň ďěńě, ěśńĺ ğăťĺłśĺřőćăšĳ y, š. ě. śůĺšăšĳ η_1, η_2, . . . , η_n ŕőśšő£ŋŋżňĺ, šő^n ∑ i,k=1 a_{ik}ξ_iη_k ğăćĺśĺš őš ξ_i ńĺŋěľŋő, š. ě. ěśšĳ ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ őš x = (ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n), ă ŕřĺ ŕőśšő£ŋŋżţ ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n ťőřňă A(x; y) | ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ őš y.

2. Ć ŕřőśšřăŋśšćě, ć łőšőřőň ćěłšőřăňĺ £ćń£¿šś£ ŋěŕřěřżćŋżě ťşŋłűĺĺ f(t), řăśśňőšřĺň śńěďş¿źĺľ ŕřĺňěř ąĺńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺĺ. Ŕşśšĳ K(s, t) | ŋěłőšőřă£ ŋěŕřěřżćŋă£ ťşŋłűĺ£ ŕěřěňěŋŋżţ s ĺ t. Ŕőńőęĺň A(f; g) = b∫ a b∫ a K(s, t)f(s)g(t) ds dt. A(f; g) ěśšĳ ąĺńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ ćěłšőřőć f ĺ g.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, şśńőćĺ£ 1^∘ ĺ 2^∘ ŕřőćěř£¿šś£ šăł ęě, łăł ĺ ć ŕřĺňěřě 1 ŕřěďżďşźěčő ŕşŋłšă.

Ěśńĺ K(s, t) ≡ 1, šő A(f; g) = b∫ a b∫ a f(s)g(t) ds dt = b∫ a f(s) ds b∫ a g(t) dt, š. ě. A(f, g) ěśšĳ ŕřőĺğćěďěŋĺě ńĺŋěľŋżţ ťşŋłűĺľ b∫ a f(s) ds ĺ b∫ a g(t) dt. Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ŕőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ f(x) ĺ g(y) | ńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ, šő ĺţ ŕřőĺğćěďěŋĺě f(x)·g(y) ěśšĳ ąĺńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£.

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 3. Ąĺńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ (ťőř-

ňă) ŋăğżćăěšś£ śĺňňěšřĺůěśłőľ, ěśńĺ ďń£ ń¿ążţ ćěłšőřőć x ĺ y ĺňěěš ňěśšő řăćěŋśšćő A(x; y) = A(y; x). Ć ŕřĺćěďěŋŋőň ćżÿě ŕřĺňěřě 1 őŕřěďěńěŋŋă£ ťőřňşńőľ (2) ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă A(x; y) śĺňňěšřĺůŋă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă a_{ik} = a_{ki} ďń£ ń¿ążţ i ĺ k.

Śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě (x, y) ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě £ćń£ěšś£ ŕřĺňěřőň śĺňňěšřĺůěśłőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż.

Ć śăňőň ďěńě, ăłśĺőňż 1^∘, 2^∘, 3^∘ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ (§ 2) łăł řăğ ĺ őğŋăůă¿š, ůšő śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ěśšĳ śĺňňěšřĺůěśłă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă.

3. Ňăšřĺűă ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż. Ňż őŕřěďěńĺńĺ ąĺńĺŋěľŋş¿ ťőřňş ăłśĺőňăšĺůěśłĺ. Ćżąěřěň šěŕěřĳ ć n-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě łăłőľ-ńĺąő ąăğĺś e_1, e_2, . . . , e_n ĺ ćżřăğĺň ąĺńĺŋěľŋş¿ ťőřňş A(x; y) ůěřěğ łőőřďĺŋăšż ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n ĺ η_1, η_2, . . . , η_n ćěłšőřőć x ĺ y ć ¡šőň ąăğĺśě. Ňż ĺňěěň:

A(x; y) = A(ξ_1e_1+ξ_2e_2+. . .+ξ_ne_n; η_1e_1+η_2e_2+. . .+η_ne_n).

Ć śĺńş śćőľśšć 1^∘ ĺ 2^∘ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż

A(ξ_1e_1 + ξ_2e_2 + . . . + ξ_ne_n; η_1e_1 + η_2e_2 + . . . + η_ne_n) = = ξ_1η_1A(e_1; e_1) + ξ_1η_2A(e_1; e_2) + . . . + ξ_1η_nA(e_1; e_n) + + ξ_2η_1A(e_2; e_1) + ξ_2η_2A(e_2; e_2) + . . . + ξ_2η_nA(e_2; e_n) + . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . + ξ_nη_1A(e_n; e_1) + ξ_nη_2A(e_n; e_2) + . . . + ξ_nη_nA(e_n; e_n),

ĺńĺ, łőřőůě A(x, y) = n∑ i,k=1 A(e_i; e_k)ξ_iη_k. Őąőğŋăůĺň ŕőśšő£ŋŋżě A(e_i; e_k) ůěřěğ a_{ik}. Šőčďă ĺňěěň:

ŕřĺ ğăďăŋŋőň ąăğĺśě e1, e2, . . . , en ćś£łă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă ć n-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ňőęěš ążšĳ ğăŕĺśăŋă ć ćĺďě A(x; y) = n∑ i,k=1 a_{ik}ξ_iη_k, (3) čďě ξ1, ξ2, . . . , ξn | łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă x, ă η1, η2, . . .

. . . , η_n | łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă y ć ďăŋŋőň ąăğĺśě.

Ůĺśńă a_{ik} ğăćĺś£š őš ćżąőřă ąăğĺśă ĺ ćżůĺśń£¿šś£ ŕő ťőřňşńăň_a

ik = A(e_i; e_k). (4) Ňăšřĺűă A = ‖a_{ik}‖ ŋăğżćăěšś£ ňăšřĺűěľ ąĺńĺŋěľ-

ŋőľ ťőřňż A(x; y) ć ąăğĺśě e1, e2, . . . , en.

Šăłĺň őąřăğőň, ć łăęďőň ąăğĺśě ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă A(x; y) őŕřěďěń£ěšś£ śćőěľ ňăšřĺűěľ A = ‖a_{ik}‖.

Ŕ ř ĺ ň ě ř. Ŕşśšĳ R | šřěţňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, ćěłšőřăňĺ łőšőřőčő £ćń£¿šś£ šřőľłĺ ůĺśěń (ξ1, ξ2, ξ3). Ğăďăďĺň ć R ąĺńĺŋěľŋş¿ ťőřňş A(x; y) ťőřňşńőľ A(x; y) = ξ1η1 + 2ξ2η2 + 3ξ3η3.

Ćőğĳňěň ć R ć łăůěśšćě ąăğĺśă šřĺ ćěłšőřă

e1 = (1, 1, 1); e2 = (1, 1, −1); e3 = (1, −1, −1). Ŋăľďěň ňăšřĺűş A ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż A(x; y) ć ¡šőň ąăğĺśě.

Ć śĺńş (4) ŕőńşůĺň:

a11 = 1 · 1 + 2 · 1 · 1 + 3 · 1 · 1 = 6, a12 = a21 = 1 · 1 + 2 · 1 · 1 + 3 · 1 · (−1) = 0, a22 = 1 · 1 + 2 · 1 · 1 + 3 · (−1) · (−1) = 6, a13 = a31 = 1 · 1 + 2 · 1 · (−1) + 3 · 1 · (−1) = −4, a23 = a32 = 1 · 1 + 2 · 1 · (−1) + 3 · (−1) · (−1) = 2, a33 = 1 · 1 + 2 · (−1) · (−1) + 3 · (−1) · (−1) = 6, š. ě. A = 6 0 −4 0 6 2 −4 2 6 . Šăłĺň őąřăğőň, ěśńĺ őąőğŋăůĺšĳ ůěřěğ (ξ^′_1, ξ^′_2, ξ^′_3) ĺ η^′_1, η^′_2, η^′_3 łőőřďĺŋăšż ćěłšőřőć x ĺ y ć ąăğĺśě e1, e2, e3, šő

A(x; y) = 6ξ^′_1η^′_1 − 4ξ^′_1η^′_3 + 6ξ^′_2η^′_2 + 2ξ^′_2η^′_3 − 4ξ^′_3η^′_1 + 2ξ^′_3η^′_2 + 6ξ^′_3η^′_3.

4. Ŕřěőąřăğőćăŋĺě ňăšřĺűż ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż ŕřĺ ĺğňěŋěŋĺĺ ąăğĺśă. Ŕşśšĳ ďăŋż ć n-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ďćă ąăğĺśă: e_1, e_2, . . . , e_n ĺ f_1, f_2, . . . , f_n. Ŕşśšĳ ćěłšőřż f_1, f_2, . . . , f_n ćżřăęă¿šś£ ůěřěğ ćěłšőřż ąăğĺśă e_1, e_2, . . . , e_n ťőřňşńăňĺ

f_1 = c_{11}e_1 + c_{21}e_2 + . . . + c_{n1}e_n,

f_2 = c_{12}e_1 + c_{22}e_2 + . . . + c_{n2}e_n, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f_n = c_{1n}e_1 + c_{2n}e_2 + . . . + c_{nn}e_n. (5)

Šăłĺň őąřăğőň, c_{1k}, c_{2k}, . . . , c_{nk} | łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă f_k ć ąăğĺśě e_1, e_2, . . . , e_n. Ňăšřĺűş C = c_{11} c_{12} . . . c_{1n} c_{21} c_{22} . . . c_{2n} . . . . . . . . . . . . . c_{n1} c_{n2} . . . c_{nn} ŋăğőćěň ňăšřĺűěľ ŕěřěţőďă őš ąăğĺśă e_1, e_2, . . . , e_n ł ąăğĺśş f_1, f_2, . . . , f_n.

Ŕşśšĳ A = ‖a_{ik}‖ ěśšĳ ňăšřĺűă ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż A(x; y) ć ąăğĺśě e_1, e_2, . . . , e_n, ă B = ‖b_{ik}‖ | ňăšřĺűă šőľ ęě ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż ć ąăğĺśě f_1, f_2, . . . , f_n. Ŋăÿă ğăďăůă śőśšőĺš ć šőň, ůšőąż ŕő ňăšřĺűě ‖a_{ik}‖ ŋăľšĺ ňăšřĺűş ‖b_{ik}‖.

Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ [ťőřňşńă (4)] b_{pq} = A(f_p; f_q), š. ě. b_{pq} | ğŋăůěŋĺě ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż A(x; y) ŕřĺ x = f_p, y = f_q; ďń£ šőčő ůšőąż ŋăľšĺ ěčő, ćőśŕőńĳğşěňś£ ťőřňşńőľ (3), ŕőďśšăćĺć ć ŋěě ćňěśšő ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n ĺ η_1, η_2, . . . , η_n łőőřďĺŋăšż ćěłšőřőć f_p ĺ f_q ć ąăğĺśě e_1, e_2, . . . , e_n, š. ě. ůĺśńă c_{1p}, c_{2p}, . . . , c_{np} ĺ c_{1q}, c_{2q}, . . . , c_{nq}. Ŕőńşůĺň:

b_{pq} = A(f_p; f_q) = n∑ i,k=1 a_{ik}c_{ip}c_{kq}. (6) İšő ěśšĳ ĺśłőňă£ ťőřňşńă.

Ğăŕĺÿěň ěě ć ňăšřĺůŋőľ ťőřňě. Ďń£ ¡šőčő ŕőńőęĺň c^′_{pi} = c_{ip}; šăłĺň őąřăğőň, c^′_{pi} £ćń£¿šś£ ¡ńěňěŋšăňĺ ňăšřĺűż C^′, šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋőľ ł ňăšřĺűě C. Šőčďă b_{pq} = n∑ i,k=1 c^′_{pi}a_{ik}c_{kq}. Ć ňăšřĺůŋőľ ťőřňě ¡šő őğŋăůăěš^∗): B = C^′AC. (7) Ĺšăł: ěśńĺ A ĺ B śşšĳ ňăšřĺűż ąĺńĺŋěľŋőľ ťőř-

ňż A(x; y) śőőšćěšśšćěŋŋő ć ąăğĺśăţ e1, e2, . . . , en ĺ

f_1, f_2, . . . , f_n, šő B = C^′AC, čďě C | ňăšřĺűă ŕěřěţő-

ďă őš ąăğĺśă e1, e2, . . . , en ł ąăğĺśş f1, f2, . . . , fn, ă C^′ | ňăšřĺűă, šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋă£ ł ňăšřĺűě C.

5. Łćăďřăšĺůŋżě ťőřňż.

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 4. Ŕşśšĳ A(x; y) | śĺňňěšřĺ-

ůěśłă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă. Ťşŋłűĺ£ A(x; x), łőšőřă£ ŕőńşůăěšś£ ĺğ A(x; y), ěśńĺ ŕőńőęĺšĳ y = x, ŋăğżćăěšś£ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňőľ.

∗) Ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ ňăšřĺű őŕřěďěń£ěšś£, łăł ĺğćěśšŋő, šăł: ¡ńěňěŋš ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ňăšřĺű, śšő£źĺľ ŋă ŕěřěśěůěŋĺĺ i-ľ śšřőłĺ ĺ k-čő śšőńąűă, řăćěŋ śşňňě ŕřőĺğćěďěŋĺľ ¡ńěňěŋšőć iľ śšřőłĺ ŕěřćőľ ňăšřĺűż ŋă śőőšćěšśšćş¿źĺě ¡ńěňěŋšż k-čő śšőńąűă ćšőřőľ ňăšřĺűż. Şďőąŋěě ¡šő ŕřăćĺńő ğăŕĺśżćăšĳ ć ćĺďě ťőřňşńż cik = n∑ α=1 aiαbαk, čďě aiα | ¡ńěňěŋšż ŕěřćőľ ňăšřĺűż, ă bαk | ¡ńěňěŋšż ćšőřőľ ňăšřĺűż. Őšś¿ďă, ŕřĺňěŋ££ ¡šő ŕřăćĺńő ďćăęďż, ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ, ůšő ŕřőĺğćěďěŋĺě šřěţ ňăšřĺű ćżůĺśń£ěšś£ šăł: ěśńĺ D = ABC, šő dik = n∑ α,β=1 aiαbαβcβk. Ěśńĺ A^′ | ňăšřĺűă, šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋă£ ł ňăšřĺűě A, šő ¡ńěňěŋ-

šż ňăšřĺűż A^′BC ĺňě¿š ćĺď^n ∑ α,β=1 aαibαβcβk.

A(x; y) ŋăğżćăěšś£ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňőľ, ŕőń£řŋőľ ł łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňě A(x; x).

Šřěąőćăŋĺě śĺňňěšřĺůŋőśšĺ ťőřňż A(x; y) ć őŕřěďěńěŋĺĺ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż őŕřăćďżćăěšś£ śńěďş¿- źĺň ŕřěďńőęěŋĺěň, łőšőřőě ąěğ ¡šőčő ążńő ąż ŋěćěřŋő.

Ŕőń£řŋă£ ťőřňă A(x; y) őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ śćőěľ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňőľ A(x; x).

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż ńěčłő śńěďşěš, ůšő

A(x + y; x + y) = A(x; x) + A(x; y) + A(y; x) + A(y; y).

Őšś¿ďă ć śĺńş śĺňňěšřĺĺ (š. ě. řăćěŋśšćă A(x; y) = = A(y; x)) ŕőńşůăěň:

A(x; y) = 1 2[A(x + y; x + y) − A(x; x) − A(y; y)]. Ć ŕřăćőľ ůăśšĺ ¡šőčő řăćěŋśšćă śšő£š ğŋăůěŋĺ£ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż; śńěďőćăšěńĳŋő, ňż ďőłăğăńĺ, ůšő ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă A(x; y) őŕřěďěń£ěšś£ śćőěľ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňőľ^∗).

Ćżÿě ňż şęě ďőłăğăńĺ, ůšő ćś£łă£ śĺňňěšřĺůěśłă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă A(x; y) ğăŕĺśżćăěšś£ ůěřěğ łőőřďĺ-

∗) Ťşŋłűĺ£ A(x; x), ŕőńşůěŋŋă£ ĺğ ŕřőĺğćőńĳŋőľ (ŋě őą£ğăšěńĳŋő śĺňňěšřĺůěśłőľ) ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż A(x; y), ňőęěš ążšĳ ŕőńşůěŋă ĺ ĺğ śĺňňěšřĺůěśłőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňőľ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ A(x; y) | ŕřőĺğćőńĳŋă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă; šőčďă

A1(x; y) = 12 [A(x; y) + A(y; x)]

ěśšĳ śŋőćă ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă ĺ ŕřĺšőň, łăł ňőęŋő ćĺďěšĳ, śĺňňěšřĺůěśłă£. Ŋő

A1(x; x) = 12 [A(x; x) + A(x; x)] = A(x; x),

š. ě. A1(x; y) ŕřĺćőďĺš ŋăś (ŕřĺ y = x) ł šőľ ęě łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňě, ůšő ĺ A(x; y).

ŋăšż ćěłšőřőć x ĺ y ć ćĺďě A(x; y) = n∑ i,k=1 a_{ik}ξ_iη_k, čďě a_{ik} = a_{ki}. Ŕő¡šőňş:

ćś£łă£ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă A(x; x) ŕřĺ ğăďăŋŋőň ąăğĺśě ćżřăęăěšś£ ťőřňşńőľ A(x; x) = n∑ i,k=1 a_{ik}ξ_iξ_k, čďě a_{ik} = a_{ki}. Ććěďěň ěźě őďŋő ćăęŋőě

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 5. Łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă A(x; x)

ŋăğżćăěšś£ ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋőľ, ěśńĺ ďń£ ń¿- ąőčő ćěłšőřă x ≠ 0 A(x; x) > 0. Ŕ ř ĺ ň ě ř. A(x; x) = ξ^2_1 + ξ^2 + . . . + ξ^2_n £ćń£ěšś£, őůěćĺďŋő, ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋőľ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňőľ.

Ŕşśšĳ A(x; x) | ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋă£ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ĺ A(x; y) | ěě ŕőń£řŋă£ ťőřňă. Ć śĺńş śťőřňşńĺřőćăŋŋżţ ćżÿě őŕřěďěńěŋĺľ ¡šő őğŋăůăěš:

1^∘ A(x; y) = A(y; x).

2^∘ A(x_1 + x_2; y) = A(x_1; y) + A(x_2; y). 3^∘ A(λx; y) = λA(x; y). 4^∘ A(x; x) ¿ 0 ĺ A(x; x) > 0 ŕřĺ x ≠ 0.

Ňż ćĺďĺň, ůšő ¡šĺ şśńőćĺ£ śőćŕăďă¿š ś ăłśĺőňăňĺ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£, śťőřňşńĺřőćăŋŋżňĺ ć § 2. Śńěďőćăšěńĳŋő,

śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ěśšĳ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă, śőőšćěšśšćş¿źă£ ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋőľ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňě, ĺ ń¿ąă£ šăłă£ ťőřňă ňőęěš ążšĳ ŕřĺŋ£šă ğă śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě.

Ŕő¡šőňş ňż ňőęěň őŕřěďěńĺšĳ ěćłńĺďőćő ŕřőśšřăŋśšćő śńěďş¿źĺň őąřăğőň.

Ěćłńĺďőćżň ŕřőśšřăŋśšćőň ŋăğżćăěšś£ ăťťĺŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, ć łőšőřőň ćżąřăŋă łăłă£-ŋĺąşďĳ ťĺłśĺřőćăŋŋă£ ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋă£ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă A(x; x). Ğŋăůěŋĺě A(x; y) śőőšćěšśšćş¿źěľ^∗) ěľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż śůĺšăěšś£ ŕřĺ ¡šőň śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň^{∗∗}) ćěłšőřőć x ĺ y.

x 5. Ŕřĺćěďěŋĺě łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż

ł śşňňě łćăďřăšőć

Ňż ğŋăěň şęě, ůšő ćżřăęěŋĺě łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż A(x; x) ůěřěğ łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă x ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśă. Ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ąşďěš ŕőłăğăŋő, łăł ŕřĺćěśšĺ łćăďřăšĺůŋş¿ ťőřňş ł śşňňě łćăďřăšőć, š. ě. ćżąřăšĳ šăłőľ ąăğĺś (śĺśšěňş łőőřďĺŋăš), ć łőšőřőň łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ĺňěěš ŕřőśšőľ ćĺď

A(x; x) = λ_1ξ^2_1 + λ_2ξ^2 + . . . + λ_nξ^2_n. (1)

Ŕşśšĳ ć ŋěłőšőřőň ąăğĺśě f_1, f_2, . . . , f_n ĺňěěň řăćěŋśšćő A(x, x) = n∑ i,k=1 a_{ik}η_iη_k, (2) čďě η_1, η_2, . . . , η_n | łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă x ć ¡šőň ąăğĺśě. Ąşďěň ŕőśšěŕěŋŋő ŕřěőąřăğőćżćăšĳ ąăğĺś šăł, ůšőąż ć ťőřňşńě (2) ŕřőŕăďăńĺ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ łőőřďĺŋăš ś řăğńĺůŋżňĺ ĺŋďěłśăňĺ. Šăł łăł łăęďőňş ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ ąăğĺśă őšćěůăěš őŕřěďěńěŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě łőőřďĺŋăš (śň. § 1, ŕ. 6) ĺ őąřăšŋő, šő ňż ňőęěň ŕĺśăšĳ ťőřňşńż ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ łőőřďĺŋăš.

Ďń£ ŕřĺćěďěŋĺ£ ťőřňż A(x; x) ł śşňňě łćăďřăšőć ŋăň ŋşęŋő ąşďěš, ůšőąż ţőšĳ őďĺŋ ĺğ łő¡ťťĺűĺěŋšőć

∗) Ňż şęě ďőłăğăńĺ, ůšő ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă A(x; y) őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ śćőěľ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňőľ A(x; x).

∗∗) Ćżÿě őŋő őąőğŋăůăńőśĳ (x, y), ă ŋě A(x; y).

a_{kk} (łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ η^2_k) ążń őšńĺůěŋ őš ŋşń£. İšőčő ćśěčďă ňőęŋő ďőąĺšĳś£. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ťőřňă A(x; x), ŋě řăćŋă£ šőęďěśšćěŋŋő ŋşń¿, ŋě śőďěřęĺš ŋĺ őďŋőčő łćăďřăšă ŕěřěňěŋŋőčő; šőčďă őŋă śőďěřęĺš ţőš£ ąż őďŋő ŕřőĺğćěďěŋĺě, ŋăŕřĺňěř, 2a_{12}η_1η_2. Ğăňěŋĺň łőőřďĺŋăšż η_1 ĺ η_2 ŕő ťőřňşńăň

η_1 = η^′_1 + η^′_2,

η_2 = η^′_1 − η^′_2,

ŋě ĺğňěŋ££ őśšăńĳŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ. Ŕřĺ ¡šőň ŕřěőąřăğőćăŋĺĺ ůńěŋ 2a_{12}η_1η_2 ŕěřěľďěš ć 2a_{12}(η^{′2}_1 − η^{′2}_2 ), ĺ šăł łăł, ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿, a_{11} = a_{22} = 0, šő őŋ ŋĺ ś ůěň ŋě ňőęěš śőłřăšĺšĳś£, š. ě. łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ η^{′2}_1 őšńĺůěŋ őš ŋşń£.

Ąşďěň šěŕěřĳ śůĺšăšĳ, ůšő şęě ć ťőřňşńě (2) łő- ¡ťťĺűĺěŋš a_{11} ≠ 0^∗). Ćżďěńĺň ć ŋăÿěľ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňě ůńěŋż, śőďěřęăźĺě η_1:

a_{11}η^2_1 + 2a_{12}η_1η_2 + . . . + 2a_{1n}η_1η_n.

Ďőŕőńŋĺň ¡šş śşňňş ďő ŕőńŋőčő łćăďřăšă, š. ě. ğăŕĺÿěň ěě ć ćĺďě

a_{11}η^2_1 + 2a_{12}η_1η_2 + . . . + 2a_{1n}η_1η_n =

=^1_{a11} (a_{11}η_1 + . . . + a_{1n}η_n)^2 − B, (3)

čďě ůěřěğ B ňż őąőğŋăůĺńĺ ůńěŋż, śőďěřęăźĺě ńĺÿĳ łćăďřăšż ĺ ŕőŕăřŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ůńěŋőć a_{12}η_2, . . . . . . , a_{1n}η_n. Ŕőśńě ŕőďśšăŋőćłĺ ćżřăęěŋĺ£ (3) ć (2) řăśśňăšřĺćăěňă£ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ŕřĺňěš ćĺď

A(x; x) = 1 a11 (a_{11}η_1 + . . . + a_{1n}η_n)^2 + . . . ,

∗) Ěśńĺ a11 = 0, ŋő őšńĺůěŋ őš ŋşń£ łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ łćăďřăšě łăłőľ-ŋĺąşďĳ ďřşčőľ łőőřďĺŋăšż, šő ł řăśśňăšřĺćăěňőňş śńşůă¿ ňőęŋő ŕřĺľšĺ, ĺŋăůě ğăŋşňěřőćăć ćěłšőřż e1, e2, . . . , en, ůšő šăłęě £ćń£ěšś£ ŋěłőšőřżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň ¡šőčő ąăğĺśă.

čďě ŋěćżŕĺśăŋŋżě ůńěŋż śőďěřęăš šőńĳłő ŕěřěňěŋŋżě η_2, . . . , η_n. Ŕőńőęĺň

η^∗_1 = a_{11}η_1 + a_{12}η_2 + . . . + a_{1n}η_n, η^∗_2 = η_2, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . η^∗_n = η_n.

Šőčďă łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ŕřĺňěš ćĺď

A(x; x) = 1a_{11} η^{∗2}_1 + n∑ i,k=2 a^∗_{ik}η^∗_i η^∗_k. Ćżřăęěŋĺě^n ∑ i,k=1 a^∗_{ik}η^∗_i η^∗_k ćŕőńŋě ăŋăńőčĺůŋő ŕřăćőľ ůăśšĺ ťőřňşńż (2) ś šőľ šőńĳłő řăğŋĺűěľ, ůšő őŋő ŋě śőďěřęĺš ŕěřćőľ łőőřďĺŋăšż. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő łő¡ťťĺűĺěŋš a^∗_{22} ≠ 0 (¡šőčő, łăł ňż ćĺďěńĺ, ćśěčďă ňőęŋő ďőąĺšĳś£ ŕřőśšżňĺ ćśŕőňőčăšěńĳŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ- £ňĺ). Šőčďă ňőęŋő ŕřőĺğćěśšĺ ŋőćőě, ăŋăńőčĺůŋőě ŕěřćőňş, ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕěřěňěŋŋżţ ŕő ťőřňşńăň η^{∗∗}_1 = η^∗_1, η^{∗∗}_2 = a^∗_{22}η^∗_2 + a^∗_{23}η^∗_3 + . . . + a^∗_{2n}η^∗_n, η^{∗∗}_3 = η^∗_3, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . η^{∗∗}_n = η^∗_n. Ć ŋőćżţ ŕěřěňěŋŋżţ ťőřňă ŕřĺňěš ćĺď

A(x; x) = 1a_{11} η^{∗∗2}_1 + 1a_{∗22} η^{∗∗2}_2 + n∑ i,k=3 a^{∗∗}_{ik} η^{∗∗}_i η^{∗∗}_k . Ŕřőďőńęă£ ¡šőš ŕřőűěśś, ňż ŕőśńě łőŋěůŋőčő ůĺśńă ÿăčőć ŕřĺďěň ł ŕěřěňěŋŋżň ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n, ć łőšőřżţ ťőřňă A(x; x) ąşďěš ĺňěšĳ ćĺď

A(x; x) = λ_1ξ^2_1 + λ_2ξ^2 + . . . + λ_mξ^2_m,

ŕřĺůěň m 6 n.

Ňż ŕřěďőśšăćń£ěň ůĺšăšěń¿ ćżŕĺśăšĳ ŕřěőąřăğőćăŋĺě ąăğĺśă, őšćěůă¿źěě łăęďőňş ĺğ ŕřőĺğćěďěŋŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ łőőřďĺŋăš (śň. ŕ. 6 § 1), ĺ şąěďĺšĳś£, ůšő ŋăÿĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ďěľśšćĺšěńĳŋő ŕěřěćőď£š ąăğĺś śŋőćă ć ąăğĺś, š. ě. ůšő ŕőńşůěŋŋżě ĺğ ąăğĺśă ć řěğşńĳšăšě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ćěłšőřż śŋőćă ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż.

Ŕőńăčă£ ć śńşůăě m < n, ůšő λ_{m+1} = . . . = λ_n = 0, ňż ŕřĺţőďĺň, šăłĺň őąřăğőň, ł śńěďş¿źěľ šěőřěňě:

Š ě ő ř ě ň ă. Ŕşśšĳ ć n-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ğă-

ďăŋă ŕřőĺğćőńĳŋă£ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă A(x; x). Šőčďă ć R śşźěśšćşěš ąăğĺś e1, e2, . . . , en, ć łőšőřőň ¡šă łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ĺňěěš ćĺď

A(x; x) = λ_1ξ^2_1 + λ_2ξ^2 + . . . + λ_nξ^2_n,

čďě ξ1, ξ2, . . . , ξn | łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă x ć ąăğĺśě

e_1, e_2, . . . , e_n.

Ŕřĺćěďěň ŕřĺňěř ŕřĺćěďěŋĺ£ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż ł śşňňě łćăďřăšőć ŕő őŕĺśăŋŋőňş ňěšőďş. Ŕşśšĳ ć šřěţňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ś ŋěłőšőřżň ąăğĺśőň f1, f2, f3 ğăďăŋă łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă A(x; x) = 2η1η2 + 4η1η3 − η^2 − 8η^2_3 .

Ŕőńőęĺň η1 = η^′_2,

η2 = η^′_1,

η3 = η^′_3.

Šőčďă ŕőńşůĺň:

A(x; x) = −η^′_1^2 + 2η^′_1η^′_2 + 4η^′_2η^′_3 − 8η^′_3^2. Ďăńĳÿě, ŕőńăčă£ η^∗_1 = − η^′_1 + η^′_2,

η^∗_2 = η^′_2,

η^∗_3 = η^′_3, ňż ŕőńşůĺň ŋőćőě ćżřăęěŋĺě ďń£ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż: A(x; x) = −η^∗_1^2 + η^∗_2^2 + 4η^∗_2 η^∗_3 − 8η^∗_3^2.

Ŕřěőąřăğőćăŋĺě ξ1 =η^∗_1 , ξ2 = η^∗_2 + 2η^∗_3 , ξ3 = η^∗_3 ćżďěńĺš ĺğ ŋăÿěľ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż ěźě őďĺŋ ŕőńŋżľ łćăďřăš, ŕőśńě ůěčő ťőřňă ŕřĺňěš łăŋőŋĺůěśłĺľ ćĺď: A(x; x) = −ξ^2_1 + ξ^2 − 12ξ^2_3 .

Ĺňě£ ťőřňşńż, ćżřăęă¿źĺě η^∗_1, η^∗_2 , . . . , η^∗_n ůěřěğ η_1, η_2, . . . , η_n, ğăšěň η^{∗∗}_1 , . . . , η^{∗∗}_n ůěřěğ η^∗_1, η^∗_2 , . . . , η^∗_n ĺ š. ď., ňż ňőęěň ŕőńşůĺšĳ ćżřăęěŋĺě łőőřďĺŋăš ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n ůěřěğ ŕěřćőŋăůăńĳŋżě łőőřďĺŋăšż η_1, η_2, . . . , η_n: ξ_1 = c_{11}η_1 + c_{12}η_2 + . . . + c_{1n}η_n, ξ_2 = c_{21}η_1 + c_{22}η_2 + . . . + c_{2n}η_n, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ξ_n = c_{n1}η_1 + c_{n2}η_2 + . . . + c_{nn}η_n.

Šăł, ć ŕřĺćěďěŋŋőň ćżÿě ŕřĺňěřě ¡šĺ ťőřňşńż ĺňě¿š ćĺď ξ1 = η1 − η2, ξ2 = η1 + 2η3, ξ3 = η3. Ćśŕőňĺŋă£ (§ 1, ŕ. 6), ůšő ňăšřĺűă, ďă¿źă£ ŕřěőąřăğőćăŋĺě łőőřďĺŋăš, £ćń£ěšś£ őąřăšŋőľ ĺ šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋőľ ł ňăšřĺűě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ąăğĺśă, ňż ňőęěň ćżřăğĺšĳ ćěłšőřż ŋőćőčő ąăğĺśă e_1, e_2, . . . , e_n ůěřěğ ćěłšőřż śšăřőčő ąăğĺśă f_1, f_2, . . . , f_n: e_1 = d_{11}f_1 + d_{12}f_2 + . . . + d_{1n}f_n, e_2 = d_{21}f_1 + d_{22}f_2 + . . . + d_{2n}f_n, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . e_n = d_{n1}f_1 + d_{n2}f_2 + . . . + d_{nn}f_n.

Ěśńĺ ć ŕřőűěśśě ŕřĺćěďěŋĺ£ ŋăň ŋĺ řăğş ŋě ŕřĺţőďĺńőśĳ ŕřőĺğćőďĺšĳ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£, ňěŋ£¿źěčő śřăğş ďćě łőőřďĺŋăšż (šăłőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, łăł ňż ŕőňŋĺň, ŕřĺţőďĺšś£ śőćěřÿăšĳ, łőčďă ć ŕřěőąřăğşěňőľ ťőřňě őšśşšśšćş¿š łćăďřăšż łőőřďĺŋăš, ńĺąő ěśńĺ ŕřĺţőďĺńőśĳ ňěŋ£šĳ ŋşňěřăűĺ¿), šő ťőřňşńż ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ĺňě- ¿š ćĺď ξ_1 = c_{11}η_1 + c_{12}η_2 + . . . + c_{1n}η_n,

ξ_2 = c_{22}η_2 + . . . + c_{2n}η_n, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ξ_n = c_{nn}η_n, š. ě. ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ £ćń£ěšś£ šăł ŋăğżćăěňőľ šřěşčőńĳŋőľ ňăšřĺűěľ. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ąăğĺśă ąşďěš ć ¡šőň śńşůăě šăłęě šřěşčőńĳŋőľ ňăšřĺűěľ ćĺďă

e_1 = d_{11}f_1,

e_2 = d_{21}f_1 + d_{22}f_2, . . . . . . . . . . . . . .

e_n = d_{n1}f_1 + d_{n2}f_2 + . . . + d_{nn}f_n.

Ğďěśĳ d_{αβ} | ăńčěąřăĺůěśłőě ďőŕőńŋěŋĺě ¡ńěňěŋšă c_{αβ} ňăšřĺűż ‖c_{ik}‖, ďěńěŋŋőě ŋă őŕřěďěńĺšěńĳ ¡šőľ ňăšřĺ- űż. x 6. Ŕřĺćěďěŋĺě łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż ł śşňňě

łćăďřăšőć šřěşčőńĳŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň

1. Ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ňż şłăęěň ěźě őďĺŋ śŕőśőą ŕőśšřőěŋĺ£ ąăğĺśă, ć łőšőřőň łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ŕřĺćőďĺšś£ ł śşňňě łćăďřăšőć. Ć őšńĺůĺě őš ŕřěďżďşźěčő ŕăřăčřăťă ňż ďăďĺň ťőřňşńż, ćżřăęă¿źĺě ĺśłőňżľ ąăğĺś e_1, e_2, . . . , e_n ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ůěřěğ ĺśţőďŋżľ ąăğĺś (ă ŋě ć ŋěśłőńĳłő ÿăčőć, łăł ć § 5).

Ŕřĺ ¡šőň, őďŋăłő, ňż ďőńęŋż ąşďěň ŋă ťőřňş A(x; y) ĺ ĺśţőďŋżľ ąăğĺś f_1, f_2, . . . , f_n ŋăńőęĺšĳ śńěďş- ¿źěě őčřăŋĺůěŋĺě: ŕşśšĳ ‖a_{ik}‖ | ňăšřĺűă ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż A(x; y) ć ąăğĺśě f_1, f_2, . . . , f_n. Ňż ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő śńěďş¿źĺě ňĺŋőřż ňăšřĺűż ‖a_{ik}‖ ćśě őšńĺůŋż őš ŋşń£^∗):

´_1 = a_{11} ≠ 0; ´_2 = | |a^{11} a^{12} a_{21} a_{22} | | ≠ 0; . . . ;

´_n = | | | | a_{11} a_{12} . . . a_{1n} a_{21} a_{22} . . . a_{2n} . . . . . . . . . . . . . . a_{n1} a_{n2} . . . a_{nn}

| | | | ≠ 0. (1)

Ć łăęďőň ąăğĺśě f_1, f_2, . . . , f_n łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă A(x; x) ĺňěěš ćĺď A(x, x) = n∑ i,k=1 a_{ik}ξ_iξ_k, čďě a_{ik} = A(f_i, f_k). Ŋăÿă űěńĳ | őŕřěďěńĺšĳ ćěłšőřż e_1, e_2, . . . , e_n šăł, ůšőąż

A(e_i; e_k) = 0 ŕřĺ i ≠ k (i, k = 1, 2, . . . , n). (2)

Ŕřőűěśś, ś ŕőňőźĳ¿ łőšőřőčő ¡šő ąşďěš śďěńăŋő, śőćŕăďăěš ś ŕřőűěśśőň őřšőčőŋăńĺğăűĺĺ, őŕĺśăŋŋżň ć ŕ. 1 § 3, ěśńĺ ğăňěŋĺšĳ ć ¡šőň ŕřőűěśśě śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ćěłšőřőć ŕřőĺğćőńĳŋőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňőľ A(x; y), şďőćńěšćőř£¿źěľ şśńőćĺ£ň (1).

∗) Ňőęŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ¡šő šřěąőćăŋĺě řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő ŕřĺ ŕřĺćěďěŋĺĺ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż ł śşňňě łćăďřăšőć ŕő ňěšőďş, őŕĺśăŋŋőňş ć § 5, a11 ≠ 0, a^∗_{22} ≠ 0 ĺ š. ď.

Ąşďěň ĺśłăšĳ ćěłšőřż e_1, e_2, . . . , e_n ć ćĺďě e_1 = α_{11}f_1, e_2 = α_{21}f_1 + α_{22}f_2, . . . . . . . . . . . . . .

e_n = α_{n1}f_1 + α_{n2}f_2 + . . . + α_{nn}f_n. (3)

Łő¡ťťĺűĺěŋšż α_{ik} ňőęŋő ążńő ąż ŋăľšĺ ĺğ şśńőćĺľ (2), ŕőďśšăćĺć ć ¡šĺ şśńőćĺ£ ćňěśšő e_1, e_2, . . . , e_n ĺţ ćżřăęěŋĺ£ ĺğ (3). Őďŋăłő ¡šő ŋěşďőąŋő ďń£ ćżůĺśńěŋĺľ, šăł łăł ŕřĺÿńőśĳ ąż řěÿăšĳ şřăćŋěŋĺ£ ćšőřőľ śšěŕěŋĺ őšŋőśĺšěńĳŋő α_{ik}. Ŕőśšşŕĺň ŕő¡šőňş ŋěśłőńĳłő ĺŋăůě.

Ěśńĺ

A(e_k; f_i) = 0 ďń£ i = 1, 2, . . . , k − 1, šő ĺ

A(e_k; e_i) = 0 ďń£ i = 1, 2, . . . , k − 1. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕőďśšăćń££ ćňěśšő e_i ćżřăęěŋĺě α_{i1}f_1 + α_{i2}f_2 + . . . + α_{ii}f_i, ŕőńşůăěň:

A(e_k; e_i) = A(e_k; α_{i1}f_1 + α_{i2}f_2 + . . . + α_{ii}f_i) = = α_{i1}A(e_k; f_1) + α_{i2}A(e_k; f_2) + . . . + α_{ii}A(e_k; f_i).

Šăłĺň őąřăğőň, ěśńĺ A(e_k; f_i) = 0 ďń£ ń¿ąőčő k ĺ ďń£ ń¿ąőčő i < k, šő ĺ A(e_k; e_i) = 0 ďń£ i < k, ĺ śńěďőćăšěńĳŋő, ć śĺńş śĺňňěšřĺĺ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż ĺ ďń£ i > k, š. ě. e_1, e_2, . . . , e_n | šřěąşěňżľ ąăğĺś. Ŋăÿă ğăďăůă śćěďěŋă, šăłĺň őąřăğőň, ł śńěďş¿źěľ:

őŕřěďěńĺšĳ łő¡ťťĺűĺěŋšż α_{k1}, α_{k2}, . . . , α_{kk} šăł, ůšőąż ćěłšőř e_k = α_{k1}f_1 + α_{k2}f_2 + . . . + α_{kk}f_k şďőćńěšćőř£ń şśńőćĺ£ň A(e_k; f_i) = 0, i = 1, 2, . . . , k − 1. (4)

İšĺňĺ şśńőćĺ£ňĺ ćěłšőř e_k őŕřěďěń£ěšś£ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕőśšő£ŋŋőčő ňŋőęĺšěń£. Ğăťĺłśĺřşěň ¡šőš ňŋőęĺšěńĳ ś ŕőňőźĳ¿ šřěąőćăŋĺ£

A(e_k; f_k) = 1. (5)

Ňż şćĺďĺň śěľůăś, ůšő şśńőćĺ£ňĺ (4) ĺ (5) ćěłšőř e_k őŕřěďěńěŋ şęě őďŋőğŋăůŋő.

Ŕőďśšăćĺć ć (4) ĺ (5) ćżřăęěŋĺě ďń£ e_k, ňż ŕőńşůĺň śńěďş¿źş¿ śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ ŕěřćőľ śšěŕěŋĺ őšŋőśĺšěńĳŋő α_{ki}:

α_{k1}A(f_1; f_1) + α_{k2}A(f_1; f_2) +. . .+ α_{kk}A(f_1; f_k) = 0, α_{k1}A(f_2; f_1) + α_{k2}A(f_2; f_2) +. . .+ α_{kk}A(f_2; f_k) = 0, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α_{k1}A(f_{k−1}; f_1) + α_{k2}A(f_{k−1}; f_2) + . . . . . . + α_{kk}A(f_{k−1}; f_k) = 0, α_{k1}A(f_k; f_1) + α_{k2}A(f_k; f_2) +. . .+ α_{kk}A(f_k; f_k) = 1. (6)

Őŕřěďěńĺšěńĳ ¡šőľ śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ řăćěŋ

´_k = | | | | A(f_1; f_1) A(f_1; f_2) . . . A(f_1; f_k) A(f_2; f_1) A(f_2; f_2) . . . A(f_2; f_k) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . A(f_k; f_1) A(f_k; f_2) . . . A(f_k; f_k)

| | | | (7) ĺ ŕő şśńőćĺ¿ (1) őšńĺůěŋ őš ŋşń£. Ŕő¡šőňş řěÿěŋĺě śĺśšěňż (6) śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋŋő. Šăłĺň őąřăğőň, ğăďăůă ŋăţőęďěŋĺ£ ćěłšőřă e_k ŋăňĺ řěÿěŋă ďń£ ń¿ąőčő k.

Ŋăľďěň šěŕěřĳ łő¡ťťĺűĺěŋšż b_{ik} łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż A(x; x) ć ąăğĺśě e_1, e_2, . . . , e_n. Łăł ŋăň şęě ĺğćěśšŋő, b_{ik} = A(e_i; e_k).

Ŕő ŕőśšřőěŋĺ¿ ¡šőčő ąăğĺśă, A(e_i; e_k) = 0 ŕřĺ i ≠ k, š. ě. b_{ik} = 0 ŕřĺ i ≠ k.

Ćżůĺśńĺň b_{kk} = A(e_k; e_k):

A(e_k; e_k) = A(e_k; α_{k1}f_1 + α_{k2}f_2 + . . . + α_{kk}f_k) = = α_{k1}A(e_k; f_1) + α_{k2}A(e_k; f_2) + . . . + α_{kk}A(e_k; f_k)^∗) ĺ ć śĺńş şśńőćĺľ (4) ĺ (5) A(e_k; e_k) = α_{kk}.

Ůĺśńő α_{kk} ňőęŋő ŋăľšĺ ĺğ śĺśšěňż (6); śőčńăśŋő ŕřăćĺńş Łřăňěřă α_{kk} = Δk−1 Δk , čďě ´_{k−1} | őŕřěďěńĺšěńĳ, ăŋăńőčĺůŋżľ (7) ŕőř£ďłă k − 1, ĺ čďě ŕőńőęěŋő ´_0 = 1.

Šăłĺň őąřăğőň,

b_{kk} = A(e_k; e_k) = Δk−1 Δk . Ĺšăł, ďőłăğăŋă śńěďş¿źă£ Š ě ő ř ě ň ă 1. Ŕşśšĳ ć ąăğĺśě f_1, f_2, . . . , f_n łćăďřă-

šĺůŋă£ ťőřňă ĺňěěš ćĺď A(x; x) = ∑ a_{ik}η_iη_k, čďě a_{ik} = A(f_i; f_k).

Ŕşśšĳ, ďăńěě, őŕřěďěńĺšěńĺ

´_1 = a_{11}, ´_2 = | | | a_{11} a_{12} a_{21} a_{22} | | | , . . . , ´_n = | | | | a_{11} a_{12} . . . a_{1n} a_{21} a_{22} . . . a_{2n} . . . . . . . . . . . . . . a_{n1} a_{n2} . . . a_{nn}

| | | | őšńĺůŋż őš ŋşń£. Šőčďă śşźěśšćşěš ąăğĺś e1, e2, . . .

. . . , e_n, ć łőšőřőň A(x; x) ğăŕĺśżćăěšś£ ć ćĺďě śşňňż

∗) Ćżłńăďłă śĺńĳŋő şśńőęŋĺńăśĳ ąż, ěśńĺ ąż ňż ğăňěŋĺńĺ ek ěčő ćżřăęěŋĺěň ůěřěğ fi ĺ ŋă ŕěřćőň, ĺ ŋă ćšőřőň ňěśšě.

łćăďřăšőć śńěďş¿źĺň őąřăğőň:

A(x; x) = Δ^0 Δ1 ξ^2_1 + Δ^1 Δ2 ξ^2 + . . . + Δn−1 Δn ξ^2_n,

čďě ξ_k | łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă x ć ąăğĺśě e1, e2, . . . , en.

İšőš śŕőśőą ŕřĺćěďěŋĺ£ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż ł śşňňě łćăďřăšőć őążůŋő ŋăğżćăěšś£ ňěšőďőň §łőąĺ.

Ğ ă ň ě ů ă ŋ ĺ ě. Ć ŕřőűěśśě ďőłăğăšěńĳśšćă šěőřěňż ňż ŕřĺÿńĺ ł ŋěłőšőřőňş ćŕőńŋě őŕřěďěńěŋŋőňş ąăğĺśş e_1, e_2, . . . , e_n. İšő, łőŋěůŋő, ŋě őğŋăůăěš, ůšő ąăğĺś, ć łőšőřőň łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ŕřĺćőďĺšś£ ł śşňňě łćăďřăšőć, ćőőąźě ěďĺŋśšćěŋ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ ćğ£šĳ ďřşčőľ ĺśţőďŋżľ ąăğĺś f_1, f_2, . . . , f_n (ďăęě ŕřőśšő, ěśńĺ ğăŋşňěřőćăšĳ ěčő ćěłšőřż ć ďřşčőň ŕőř£ďłě), šő őŕĺśăŋŋżľ ćżÿě ŕřőűěśś ŕřĺćěďěš ŋăś, ćőőąźě čőćőř£, ł ďřşčőňş ąăğĺśş e_1, e_2, . . . , e_n (ŋě čőćőř£ şęě ő šőň, ůšő ąăğĺś e_1, e_2, . . . , e_n ŋě őą£ğăšěńĳŋő ĺśłăšĳ ć ćĺďě (3)).

Ŕ ř ĺ ň ě ř. Řăśśňőšřĺň łćăďřăšĺůŋş¿ ťőřňş 2ξ^2_1 + 3ξ1ξ2 + 4ξ1ξ3 + ξ^2 + ξ^2_3 ć šřěţňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ś ąăğĺśőň f1 = (1, 0, 0), f2 = (0, 1, 0), f3 = (0, 0, 1).

Śőőšćěšśšćş¿źă£ ěľ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă ĺňěěš ćĺď

A(x; y) = 2ξ1η1 + 32 ξ1η2 + 2ξ1η3 + 32 ξ2η1 + ξ2η2 + 2ξ3η1 + ξ3η3.

Ćżůĺśńĺć őŕřěďěńĺšěńĺ ´1, ´2 ĺ ´3, ŕőńşůĺň, ůšő őŋĺ řăćŋż śőőšćěšśšćěŋŋő 2, −^1_4 ĺ −4^1_4 , š. ě. ŋĺ őďĺŋ ĺğ ŋĺţ ŋě ŋşńĳ. Şśńőćĺ£ šěőřěňż, šăłĺň őąřăğőň, ćżŕőńŋěŋż. Ŕőńőęĺň e1 = α11f1 = (α11, 0, 0), e2 = α21f1 + α22f2 = (α21, α22, 0), e3 = α31f1 + α32f2 + α33f3 = (α31, α32, α33).

Łő¡ťťĺűĺěŋš α11 ŋăţőďĺň ĺğ şśńőćĺ£ A(e1; f1) = 1, š. ě. 2α11 = 1, ĺńĺ α11 =^1_2 ĺ, ğŋăůĺš,

e1 = 12 f1 = ( 1 2 , 0, 0 ) . Ďń£ α21 ĺ α22 ĺňěěň şřăćŋěŋĺ£ A(e2; f1) = 0 ĺ A(e2; f2) = 1, ĺńĺ 2α21 +^3_2 α22 = 0;^3_2 α21 + α22 = 1, őšłşďă α21 = 6, α22 = −8, š. ě. e2 = 6f1 − 8f2 = (6, −8, 0).

Ŋăłőŋěű, ďń£ α31, α32, α33 ĺňěěň śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ A(e3; f1) = 0, A(e3; f2) = 0, A(e3; f3) = 1, š. ě.

2α31 +^3_2 α32 + 2α33 = 0, 3 2 α31 + α32 = 0,

2α31 + α33 = 1, őšłşďă α31 = 817 ; α32 = − 1217 ; α33 = 117 , š. ě.

e3 = 817 f1 − 1217 f2 + 117 f3 = ( 8 17 , − 12 17 , 1 17 ) . Łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ć ąăğĺśě e1, e2, e3 ĺňěěš ćĺď A(x; x) = 1´_1 ζ^2_1 + ´^1´_2 ζ^2_2 + ´^2´_3 ζ^2_3 = 12 ζ^2_1 − 8ζ^2_2 + 117 ζ^2_3 , čďě ζ1, ζ2, ζ3 | łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă x ć ąăğĺśě e1, e2, e3.

2. Ćżÿě ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě šěőřěňż 1 ňż ŋě šőńĳłő ŕőśšřőĺńĺ ąăğĺś, ć łőšőřőň ďăŋŋă£ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ğăŕĺśżćăěšś£ łăł śşňňă łćăďřăšőć łőőřďĺŋăš, ŋő ĺ ŕőńşůĺńĺ ćŕőńŋě őŕřěďěńěŋŋżě ćżřăęěŋĺ£ ďń£ łő- ¡ťťĺűĺěŋšőć ŕřĺ ¡šĺţ łćăďřăšăţ, ă ĺňěŋŋő: 1 Δ1 , Δ^1 Δ2 , . . . , Δn−1 Δn , šăł ůšő łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ĺňěěš ćĺď 1 Δ1 ξ^2_1 + Δ^1 Δ2 ξ^2 + . . . + Δn−1 Δn ξ^2_n. (8)

İšő ďăěš ŋăň ćőğňőęŋőśšĳ ŋăľšĺ ůĺśńő ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ĺ őšřĺűăšěńĳŋżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ŕřĺ łćăďřăšăţ. Ĺňěŋŋő, ěśńĺ ´_{i−1} ĺ ´_i ĺňě¿š őďĺŋăłőćżě ğŋăłĺ, šő łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ ξ^2_i ŕőńőęĺšěńěŋ, ěśńĺ ęě ĺţ ğŋăłĺ řăğńĺůŋż, šő ¡šőš łő¡ťťĺűĺěŋš őšřĺűăšěńěŋ, š. ě. ůĺśńő őšřĺűăšěńĳŋżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ŕřĺ łćăďřăšăţ řăćŋő ůĺśńş ŕěřěňěŋ ğŋăłă ć ř£ďş

1, ´_1, ´_2, . . . , ´_n.

Ĺšăł, ďőłăğăŋă śńěďş¿źă£ šěőřěňă.

Š ě ő ř ě ň ă 2. Ůĺśńő őšřĺűăšěńĳŋżţ łő¡ťťĺűĺěŋ-

šőć ŕřĺ łćăďřăšăţ łőőřďĺŋăš ć łăŋőŋĺůěśłőň ćĺďě (8) łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż řăćŋő ůĺśńş ŕěřěňěŋ ğŋăłă ć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ őŕřěďěńĺšěńěľ

1, ´_1, ´_2, . . . , ´_n^∗).

Ŕşśšĳ, ć ůăśšŋőśšĺ, ´_1 > 0, ´_2 > 0, . . . , ´_n > 0. Šőčďă śşźěśšćşěš ąăğĺś e_1, e_2, . . . , e_n, ć łőšőřőň łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ĺňěěš ćĺď

A(x; x) = λ_1ξ^2_1 + λ_2ξ^2 + . . . + λ_nξ^2_n,

ŕřĺůěň ćśě λ_i > 0. Śńěďőćăšěńĳŋő, A(x; x) ¿ 0 ďń£ ćś£- łőčő x, ĺ ŕřĺšőň řăćěŋśšćő A(x; x) = ∑ λ_iξ^2_i = 0

ćőğňőęŋő, ńĺÿĳ ěśńĺ

ξ_1 = ξ_2 = . . . = ξ_n = 0.

Ĺŋăůě čőćőř£:

Ěśńĺ ´1 > 0, ´2 > 0, . . . , ´n > 0, šő łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă A(x; x) | ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋă£.

∗) Ňż ŕőłăğăńĺ, łăł ŋăľšĺ ůĺśńő ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ĺ őšřĺűăšěńĳŋżţ łćăďřăšőć ŕřĺ őŕřěďěńěŋŋőň śŕőśőąě ŕřĺćěďěŋĺ£ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż ł śşňňě łćăďřăšőć. Ć śńěďş¿źěň ŕăřăčřăťě ąşďěš ŕőłăğăŋő, ůšő ¡šő ůĺśńő | őďŋő ĺ šő ęě ŕřĺ ćśěţ śŕőśőąăţ ŕřĺćěďěŋĺ£ ťőřňż ł śşňňě łćăďřăšőć.

Őąřăšŋő, ŕşśšĳ A(x; x) | ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋă£ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă. Ŕőłăęěň, ůšő ć ¡šőň śńşůăě ´_k > 0 (k = 1, 2, . . . , n);

ďń£ ¡šőčő ŕőłăęěň řăŋĳÿě, ůšő ´_k ≠ 0. Ŕřěďŕőńőęĺň ŕřőšĺćŋőě, š. ě. ůšő

´_k = | | | | A(f_1; f_1) A(f_1; f_2) . . . A(f_1; f_k) A(f_2; f_1) A(f_2; f_2) . . . A(f_2; f_k) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . A(f_k; f_1) A(f_k; f_2) . . . A(f_k; f_k)

| | | | = 0; šőčďă őďŋă ĺğ śšřőł ¡šőčő őŕřěďěńĺšěń£ ěśšĳ ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ őśšăńĳŋżţ, š. ě.

μ_1A(f_1; f_i) + μ_2A(f_2; f_i) + . . . + μ_kA(f_k; f_i) = 0, i = 1, 2, . . . , k, čďě ŋě ćśě μ_j řăćŋż ŋşń¿. Ŋő šőčďă A(μ_1f_1 + μ_2f_2 + . . . + μ_kf_k; f_i) = 0 (i = 1, 2, . . . , k), ă śńěďőćăšěńĳŋő, A(μ_1f_1 + μ_2f_2 + . . . + μ_kf_k; μ_1f_1 + μ_2f_2 + . . . + μ_kf_k) = 0, ć šő ćřěň£ łăł μ_1f_1 + μ_2f_2 + . . . + μ_kf_k ≠ 0, ůšő ŕřőšĺćőřěůĺš őŕřěďěńěŋĺ¿ ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋőľ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż.

Śńěďőćăšěńĳŋő, śőčńăśŋő šěőřěňě 1, A(x; x) ňőęŋő ŕřĺćěśšĺ ł ćĺďş A(x; x) = λ_1ξ^2_1 + . . . + λ_nξ^2_n, čďě λ_k = Δk−1 Δk . Šăł łăł ďń£ ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋőľ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż ćśě λ_k > 0, šő ĺ ćśě ´_k > 0. (Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ´_0 = 1.)

Ĺšăł, ŋăňĺ ďőłăğăŋă Š ě ő ř ě ň ă 3. Ŕşśšĳ A(x; y) | śĺňňěšřĺůěśłă£

ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă ĺ f1, f2, . . . , fn | ąăğĺś ć n-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě R. Ďń£ šőčő ůšőąż łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă A(x; x) ążńă ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋőľ, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż

´_1 > 0, ´_2 > 0, . . . , ´_n > 0.

İšă šěőřěňă ŋăğżćăěšś£ şśńőćĺěň Śĺńĳćěśšřă ŕőńőęĺšěńĳŋőľ őŕřěďěńěŋŋőśšĺ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż.

Ňż ňőčńĺ ąż ćğ£šĳ ćňěśšő f1, f2, . . . , fn łăłőľ-ńĺąő ďřşčőľ ąăğĺś ĺ ŋăŕĺśăšĳ şśńőćĺ£ ŕőńőęĺšěńĳŋőľ őŕřěďěńěŋŋőśšĺ ťőřňż A(x; x) ůěřěğ ćěłšőřż ¡šőčő ŋőćőčő ąăğĺśă. Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ ňż ć łăůěśšćě ŋőćőčő ąăğĺśă ćőğĳňěň šě ęě śăňżě ćěłšőřż f1, f2, . . . , fn, ŋő šőńĳłő ć ďřşčőň ŕőř£ďłě, šő ŋőćżňĺ ňĺŋőřăňĺ ´1, ´2, . . . , ´n ąşďşš řăğńĺůŋżě čńăćŋżě ňĺŋőřż^∗) ňăšřĺűż ‖aik‖. Őšś¿ďă ćżšěłăěš ĺŋšěřěśŋőě

Ś ń ě ď ś š ć ĺ ě. Ěśńĺ ćśě čńăćŋżě ňĺŋőřż ´1, ´2, . . . , ´n ňăšřĺűż ‖aik‖ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż A(x; x) ć ďăŋŋőň ąăğĺśě ŕőńőęĺšěńĳŋż, šő ćőőąźě ćśě čńăćŋżě ňĺŋőřż ¡šőľ ňăšřĺűż ŕőńőęĺšěńĳŋż.

Ć śăňőň ďěńě, ěśńĺ ćśě ňĺŋőřż ´k ňăšřĺűż ‖aik‖ ŕőńőęĺšěńĳŋż, šő ťőřňă A(x; x) ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋă£. Ŕşśšĳ ´ | łăłőľ-ńĺąő čńăćŋżľ ňĺŋőř ňăšřĺűż ‖aik‖ ĺ ŕşśšĳ p1, p2, . . . , pk | ŋőňěřă ćţőď£źĺţ ć ŋěčő śšřőł ĺ śšőńąűőć ¡šőľ ňăšřĺűż (šăł łăł ňĺŋőř | čńăćŋżľ, šő ¡šĺ ŋőňěřă ďń£ śšřőł ĺ śšőńąűőć őďŋĺ ĺ šě ęě). Ŕěřěśšăćĺć ć ĺśţőďŋőň ąăğĺśě ćěłšőřż ś ŋőňěřăňĺ p1, p2, . . . , pk ŋă ŕěřćőě, ćšőřőě ĺ š. ď., k-ě ňěśšő ĺ ğăŕĺśăć ć ¡šőň ŋőćőň ąăğĺśě şśńőćĺ£ ŕőńőęĺšěńĳŋőľ őŕřěďěńěŋŋőśšĺ ťőřňż, ŕőńşůĺň ´ > 0.

3. Őŕřěďěńĺšěńĺ Čřăňă. Řěğşńĳšăšż ¡šőčő ŕăřăčřăťă ňż ĺğńőęĺň śěľůăś ďń£ śńşůă£, łőčďă ć łăůěśšćě łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż ćżąřăŋő śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě, š. ě. A(x; x) ≡ (x, x). ∗) Čńăćŋżňĺ ňĺŋőřăňĺ ŋăğżćă¿šś£ šě, ŕřĺ śőśšăćńěŋĺĺ łőšőřżţ ćżďěń£¿šś£ śšőńąűż ś šěňĺ ęě ŋőňěřăňĺ, ůšő ĺ śšřőłĺ.

Ňż ğŋăěň, ůšő śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ćěłšőřă ś śőąőľ ěśšĳ ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋă£ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă, ĺ őąřăšŋő, łăęďă£ śĺňňěšřĺůěśłă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă, łőšőřőľ śőőšćěšśšćşěš ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋă£ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă, ňőęěš ążšĳ ŕřĺŋ£šă ğă śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě. Ŕő¡šőňş ćś£łă£ šěőřěňă ő ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋżţ łćăďřăšĺůŋżţ ťőřňăţ £ćń£ěšś£ őďŋőćřěňěŋŋő ŋěłőšőřőľ šěőřěňőľ ő ćěłšőřăţ ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě.

Ŕşśšĳ e_1, e_2, . . . , e_k | ćěłšőřż ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě.

Őŕřěďěńĺšěńĳ | | | | (e_1, e_1) (e_1, e_2) . . . (e_1, e_k) (e_2, e_1) (e_2, e_2) . . . (e_2, e_k) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (e_k, e_1) (e_k, e_2) . . . (e_k, e_k)

| | | | ŋăğżćăěšś£ őŕřěďěńĺšěńěň Čřăňă ¡šőľ śĺśšěňż ćěłšőřőć.

Š ě ő ř ě ň ă 4. Őŕřěďěńĺšěńĳ Čřăňă ń¿ąőľ śĺśšě-

ňż ćěłšőřőć ćśěčďă ąőńĳÿě ĺńĺ řăćěŋ ŋşń¿. Őŋ řăćěŋ ŋşń¿ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ćěłšőřż

e_1, e_2, . . . , e_k ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ŕşśšĳ ćěłšőřż e_1, e_2, . . . , e_k ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż. Řăśśňőšřĺň ąĺńĺŋěľŋş¿ ťőřňş A(x; y) ≡ (x, y), čďě (x, y) | śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ćěłšőřőć x ĺ y. Šőčďă őŕřěďěńĺšěńĳ Čřăňă ěśšĳ őŕřěďěńĺšěńĳ ´_k, řăśśňőšřěŋŋżľ ć ¡šőň ŕăřăčřăťě [śň. ťőřňşńş (7)]. Šăł łăł A(x; x) | ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋă£ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă, šő, ć śĺńş šěőřěňż 3, ´_k > 0.

Ďőłăęěň, ůšő ć śńşůăě ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňżţ ćěłšőřőć őŕřěďěńĺšěńĳ Čřăňă řăćěŋ ŋşń¿. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ e_1, e_2, . . . , e_k ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż, šő ţőšĳ őďĺŋ ĺğ ŋĺţ, ŋăŕřĺňěř e_k, ěśšĳ ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ őśšăńĳŋżţ:

e_k = λ_1e_1 + λ_2e_2 + . . . + λ_{k−1}e_{k−1}.

Ŕő¡šőňş ŕőśńěďŋ££ śšřőłă ć őŕřěďěńĺšěńě Čřăňă ěśšĳ ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ őśšăńĳŋżţ. Ğŋăůĺš, őŋ řăćěŋ ŋşń¿. Šěőřěňă ŕőńŋőśšĳ¿ ďőłăğăŋă.

Ć łăůěśšćě ŕřĺňěřă řăśśňőšřĺň őŕřěďěńĺšěńĳ Čřăňă ďćşţ ćěłšőřőć x ĺ y:

´_2 = | | | (x, x) (x, y) (y, x) (y, y) | | | . Şšćěřęďěŋĺě, ůšő ´_2 ¿ 0, ŕřěćřăźăěšś£ ć ¡šőň śńşůăě ć ŋěřăćěŋśšćő Łőÿĺ{Ąşŋ£łőćśłőčő.

Ŕ ř ĺ ň ě ř ż. 1. Ć ěćłńĺďőćőň šřěţňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě (ĺńĺ ŋă ŕńőśłőśšĺ) őŕřěďěńĺšěńĳ

´2 = | |(x, x) (x, y) (y, x) (y, y) | | ĺňěěš śńěďş¿źĺľ čěőňěšřĺůěśłĺľ śňżśń: ´2 řăćŋő łćăďřăšş ŕńőźăďĺ ŕăřăńńěńőčřăňňă, ŕőśšřőěŋŋőčő ŋă ćěłšőřăţ x ĺ y. Ć śăňőň ďěńě, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ (x, y) = (y, x) = |x||y| cos φ, čďě φ | şčőń ňěęďş ćěłšőřăňĺ x ĺ y. Ŕő¡šőňş

´2 = |x|^2|y|^2 − |x|^2|y|^2 cos^2 φ = |x|^2|y|^2(1 − cos^2 φ) = |x|^2|y|^2 sin^2 φ,

š. ě. ´2 řăćŋő łćăďřăšş ŕńőźăďĺ ŕăřăńńěńőčřăňňă, ŕőśšřőěŋŋőčő ŋă ćěłšőřăţ x ĺ y.

2. Ć šřěţňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě őąžěň ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă, ŕőśšřőěŋŋőčő ŋă ćěłšőřăţ x, y, z, łăł ŕőłăğżćăěšś£ ć ăŋăńĺšĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ, řăćěŋ ăąśőń¿šŋőľ ćěńĺůĺŋě őŕřěďěńĺšěń£ v = | | | x1 x2 x3 y1 y2 y3 z1 z2 z3 | | | , čďě xi, yi, zi | łőőřďĺŋăšż ćěłšőřőć x, y, z ć őřšőčőŋăńĳŋőň ąăğĺśě. Ćżůĺśńĺň łćăďřăš ¡šőčő őŕřěďěńĺšěń£, şňŋőęă£ śšřőłĺ ŋă śšřőłĺ. Ňż ŕőńşůĺň:

v^2 = | | | | x^2_1+x^2+x^2_3 x1y1+x2y2+x3y3 x1z1+x2z2+x3z3 y1x1+y2x2+y3x3 y^2_1+y^2+y^2_3 y1z1+y2z2+y3z3 z1x1+z2x2+z3x3 z1y1+z2y2+z3y3 z^2_1 +z^2 +z^2_3

| | | | =

= | | | (x, x) (x, y) (x, z) (y, x) (y, y) (y, z) (z, x) (z, y) (z, z) | | | . Šăłĺň őąřăğőň, őŕřěďěńĺšěńĳ Čřăňă ćěłšőřőć x, y, z řăćěŋ łćăďřăšş őąžěňă ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă, ŕőśšřőěŋŋőčő ŋă ¡šĺţ ćěłšőřăţ.

Ăŋăńőčĺůŋő ňőęŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő őŕřěďěńĺšěńĳ Čřăňă k ćěłšőřőć x, y, . . . , w ć k-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě^∗) řăćěŋ łćăďřăšş őŕřěďěńĺšěń£ | | | | x1 x2 . . . xk y1 y2 . . . yk . . . . . . . . . . . . . w1 w2 . . . wk

| | | | , (9)

čďě xi, śőőšćěšśšćěŋŋő yi ĺ š. ď. | łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă x, śőőšćěšśšćěŋŋő y ĺ š. ď. ć łăłőň-ŋĺąşďĳ őřšőčőŋăńĳŋőň ąăğĺśě.

Ŕő ăŋăńőčĺĺ ś šřěţňěřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň ňőďşńĳ őŕřěďěńĺšěń£ (9) ŋăğżćă¿š őąžěňőň k-ňěřŋőčő ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă, őŕřěďěń£ěňőčő ćěłšőřăňĺ x, y, . . . , w.

3. Ć ŕřőśšřăŋśšćě ťşŋłűĺľ (ŕřĺňěř 4 § 2) őŕřěďěńĺšěńĳ Čřăňă ŕĺÿěšś£ šăł:

´ =

| | | | | | | | | | b∫ a f^2_1 (t) dt b∫ a f1(t)f2(t) dt . . . b∫ a f1(t)fk(t) dt b∫ a f2(t)f1(t) dt b∫ a f^2_2 (t) dt . . . b∫ a f2(t)fk(t) dt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . b∫ a fk(t)f1(t) dt b∫ a fk(t)f2(t) dt . . . b∫ a f^2_k (t) dt

| | | | | | | | | |

,

∗) Ďń£ ŋăś, łőŋěůŋő, ŋěśşźěśšćěŋŋő, ůšő řăğňěřŋőśšĳ ŕřőśšřăŋśšćă řăćŋă k. Ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ ŕřőśšřăŋśšćő R ňőęěš ĺňěšĳ ŕřőĺğćőńĳŋőě (ďăęě ąěśłőŋěůŋőě) ůĺśńő ĺğňěřěŋĺľ, ŕőśłőńĳłş ŋăÿĺ řăśśşęďěŋĺ£ ňőčşš ążšĳ őšŋěśěŋż ł ŕőďŕřőśšřăŋśšćş, ŕőřőęďěŋŋőňş ćěłšőřăňĺ x, y, . . . , w.

ĺ ďőłăğăŋŋă£ ŋăňĺ šěőřěňă őğŋăůăěš:

Őŕřěďěńĺšěńĳ Čřăňă śĺśšěňż ťşŋłűĺľ ¿ 0. Ďń£ ńĺŋěľŋőľ ğăćĺśĺňőśšĺ śĺśšěňż ťşŋłűĺľ ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ĺţ őŕřěďěńĺšěńĳ Čřăňă ążń řăćěŋ ŋşń¿.

x 7. Ğăłőŋ ĺŋěřűĺĺ

1. Ğăłőŋ ĺŋěřűĺĺ. Ŕřĺćőď£ łćăďřăšĺůŋş¿ ťőřňş A(x; x) ł śşňňě łćăďřăšőć, ňőęŋő ŕő-řăğŋőňş ćżąĺřăšĳ šőš ąăğĺś, ć łőšőřőň ¡šă ťőřňă ŕřĺćőďĺšś£ ł śşňňě łćăďřăšőć, š. ě. ł ćĺďş A(x; x) = n∑ i=1 λ_iξ^2_i . (1)

Ćśě šě λ_i, łőšőřżě őšńĺůŋż őš ŋşń£, ňőęŋő, ğăňěŋ££ ćěłšőřż ąăğĺśă ĺň ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋżňĺ, śďěńăšĳ řăćŋżňĺ ±1. Šăłĺň őąřăğőň, łăŋőŋĺůěśłĺľ ćĺď ťőřňż A(x; x) ć ŋěłőšőřőň śőőšćěšśšćş¿źĺň őąřăğőň ŕőďőąřăŋŋőň ąăğĺśě ćŕőńŋě ňőęŋő ţăřăłšěřĺğőćăšĳ łőńĺůěśšćőň łő¡ťťĺűĺěŋšőć, řăćŋżţ śőőšćěšśšćěŋŋő ŋşń¿, +1 ĺ −1. Šăł łăł ňż ňőęěň ŕő-řăğŋőňş ćżąĺřăšĳ šőš ąăğĺś, ć łőšőřőň łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ğăŕĺśżćăěšś£ ć ćĺďě śşňňż łćăďřăšőć, šő ćőğŋĺłăěš ćőŕřőś, ğăćĺśĺš ńĺ łőńĺůěśšćő łő¡ťťĺűĺěŋšőć, řăćŋżţ ŋşń¿, +1 ĺ −1, őš ćżąőřă ąăğĺśă ĺńĺ ęě ¡šĺ ůĺśńă ğăćĺś£š ńĺÿĳ őš łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż A(x; x) (£ćń£¿šś£ ěě ĺŋćăřĺăŋšăňĺ).

Ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă A(x; x) ć ŋěłőšőřőň ąăğĺśě e_1, e_2, . . . , e_n ĺňěěš ňăšřĺűş ‖a_{ik}‖, čďě a_{ik} = A(e_i; e_k) ĺ ćśě őŕřěďěńĺšěńĺ

´_1 = a_{11}, ´_2 = | |a^{11} a^{12} a_{21} a_{22} | | , . . . , ´_n = | | | | a_{11} a_{12} . . . a_{1n} a_{21} a_{22} . . . a_{2n} . . . . . . . . . . . . . . a_{n1} a_{n2} . . . a_{nn}

| | | | őšńĺůŋż őš ŋşń£, šő, łăł ňż ŕőłăğăńĺ ć ŕ. 2 ŕřěďżďşźěčő ŕăřăčřăťă, ćśě λ_i ć ťőřňşńě (1) őšńĺůŋż őš ŋşń£ ĺ ŕřĺ ŕřĺćěďěŋĺĺ A(x; x) ł śşňňě łćăďřăšőć ŕő őŕĺśăŋŋőňş šăň śŕőśőąş ůĺśńő őšřĺűăšěńĳŋżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć řăćŋő ůĺśńş ŕěřěňěŋ ğŋăłă ć ř£ďş őŕřěďěńĺšěńěľ 1, ´_1, ´_2, . . . , ´_n.

Ŋő ňż ňőčńĺ ćğ£šĳ ďřşčőľ ĺśţőďŋżľ ąăğĺś e^′_1, e^′_2, . . . . . . , e^′_n (ŋăŕřĺňěř, ţőš£ ąż ćğ£šĳ šě ęě śăňżě ćěłšőřż, ŋő ć ďřşčőň ŕőř£ďłě); ŕřĺ ¡šőň ŕőńşůăěšś£ ďřşčă£ ňăšřĺűă ‖a^′_{ik}‖ ĺ ďřşčĺě őŕřěďěńĺšěńĺ

´^′_1, ´^′_2, . . . , ´^′_n,

ĺ ğăřăŋěě śőćěřÿěŋŋő ŋě£śŋő, ŕőůěňş ůĺśńő ŕěřěňěŋ ğŋăłă ć őąőĺţ śńşůă£ţ ďőńęŋő ążšĳ őďŋő ĺ šő ęě.

Ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ąşďěš ďőłăğăŋă śńěďş¿źă£ šěőřěňă, ŋăğżćăěňă£ ğăłőŋőň ĺŋěřűĺĺ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż:

Š ě ő ř ě ň ă 1. Ěśńĺ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ŕřĺćěďě-

ŋă ďćşň£ řăğńĺůŋżňĺ śŕőśőąăňĺ (š. ě. ć ďćşţ řăğńĺůŋżţ ąăğĺśăţ) ł śşňňě łćăďřăšőć, šő ůĺśńő ŕőńőęĺšěńĳŋżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć, šăł ęě łăł ĺ ůĺśńő őšřĺűăšěńĳŋżţ, ć őąőĺţ śńşůă£ţ őďŋő ĺ šő ęě.

Šăł łăł őąźěě ůĺśńő łő¡ťťĺűĺěŋšőć λ_i ć łăŋőŋĺůěśłőň ćĺďě łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż řăćŋő n, šő őšś¿ďă ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő śńěďşěš, ůšő ůĺśńő łő¡ťťĺűĺěŋšőć λ_i,

řăćŋżţ ŋşń¿, šăłęě ěśšĳ ĺŋćăřĺăŋš łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ŕşśšĳ ć ąăğĺśě e_1, e_2, . . . , e_n łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă A(x; x) ĺňěěš ćĺď^∗)

A(x; x) = ξ^2_1 + ξ^2 + . . . + ξ^2_p − ξ^2_{p+1} − . . . − ξ^2_{p+q}; (2)

∗) Łő¡ťťĺűĺěŋšż λi ć ťőřňşńě (1) ňőęŋő, łăł ňż ğŋăěň, śďěńăšĳ řăćŋżňĺ ±1 ĺńĺ 0. Šě ůńěŋż, ďń£ łőšőřżţ λi = 0, ňż ć ťőřňşńăţ (2) ĺ (3) őŕşśłăěň.

ŕřĺ ¡šőň ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n | łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă x, š. ě.

x = ξ_1e_1 + ξ_2e_2 + . . . + ξ_pe_p + ξ_{p+1}e_{p+1} + . . . . . . + ξ_{p+q}e_{p+q} + . . . + ξ_ne_n. Ŕşśšĳ ć ąăğĺśě f_1, f_2, . . . , f_n ¡šă ęě łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ĺňěěš ćĺď

A(x; x) = η^2_1 + η^2 + · · · + η^2_p′ − η^2_p′_{+1} − . . . − η^2_p′_{+q}′ , (3)

čďě η_1, η_2, . . . , η_n | łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă ć ąăğĺśě f_1, f_2, . . . , f_n. Ŋăň ŋşęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő p = p^′ ĺ q = q^′. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ¡šő ŋě šăł, ŋăŕřĺňěř, ŕşśšĳ p > p^′. Řăśśňőšřĺň ŕőďŕřőśšřăŋśšćő R^′, śőśšő£źěě ĺğ ńĺŋěľŋżţ łőňąĺŋăűĺľ ćěłšőřőć e_1, e_2, . . . , e_p. Őŋő ĺňěěš p ĺğňěřěŋĺľ. Ŕőďŕřőśšřăŋśšćő R^{′′}, śőśšő£źěě ĺğ ńĺŋěľŋżţ łőňąĺŋăűĺľ ćěłšőřőć f_p′_{+1}, f_p′_{+2}, . . . , f_n, ĺňěěš n − p^′ ĺğňěřěŋĺľ. Šăł łăł n − p^′ + p > n (ĺąő ňż ŕřěďŕőńőęĺńĺ, ůšő p > p^′), šő śşźěśšćşěš ćěłšőř x ≠ 0, ńěęăźĺľ ŋă ŕěřěśěůěŋĺĺ R^′ ĺ R^{′′}, š. ě. šăłőľ, ůšő x = ξ_1e_1 + ξ_2e_2 + . . . + ξ_pe_p ĺ x = η_p′_{+1}f_p′_{+1} + . . . + η_p′_{+q}′ f_p′_{+q}′ + . . . + η_nf_n.

Ć ąăğĺśě e_1, e_2, . . . , e_n ¡šőš ćěłšőř ĺňěěš łőőřďĺŋăšż ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_p, 0, . . . , 0, ć ąăğĺśě f_1, f_2, . . . , f_n őŋ ĺňěěš łőőřďĺŋăšż 0, 0, . . . , 0, η_p′_{+1}, . . . , η_n. Ŕőďśšăćń££ ¡šĺ łőőřďĺŋăšż ć ťőřňşńż (2) ĺ (3), ňż ŕőńşůĺň, ś őďŋőľ śšőřőŋż,

A(x; x) = ξ^2_1 + ξ^2 + . . . + ξ^2_p > 0 (4)

(šăł łăł ŋě ćśě ůĺśńă ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_p řăćŋż ŋşń¿), ă ś ďřşčőľ śšőřőŋż,

A(x; x) = −η^2_p′_{+1} − η^2_p′_{+2} − . . . − η^2_p′_{+q}′ 6 0^∗). (5)

Ňż ŕřĺÿńĺ ł ŕřőšĺćőřěůĺ¿, śńěďőćăšěńĳŋő, ŋěřăćěŋśšćő p > p^′ ŋěćőğňőęŋő. Šőůŋő šăł ęě ďőłăğżćăěšś£ ŋěćőğňőęŋőśšĳ ŋěřăćěŋśšć p < p^′, q > q^′ ĺ q < q^′. Šăłĺň őąřăğőň, ğăłőŋ ĺŋěřűĺĺ ďń£ łćăďřăšĺůŋżţ ťőřň ďőłăğăŋ.

2. Řăŋč łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż.

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 1. Ůĺśńő őšńĺůŋżţ őš ŋşń£ łő-

¡ťťĺűĺěŋšőć λi ć łăŋőŋĺůěśłőň ćĺďě łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż ŋăğżćăěšś£ řăŋčőň łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż.

Łăł şęě ążńő şłăğăŋő ćżÿě, ĺğ ďőłăğăŋŋőčő ŋăňĺ ğăłőŋă ĺŋěřűĺĺ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő śńěďşěš, ůšő řăŋč łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż ğăćĺśĺš šőńĳłő őš śăňőľ ťőřňż, ă ŋě őš śŕőśőąă ěě ŕřĺćěďěŋĺ£ ł łăŋőŋĺůěśłőňş ćĺďş. Ŕőśňőšřĺň, łăł ťăłšĺůěśłĺ ŋăľšĺ řăŋč łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż. Ďń£ ¡šőčő ňż őŕřěďěńĺň řăŋč łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż, ŋě ŕřĺąěčă£ ł ěě łăŋőŋĺůěśłőňş ćĺďş. Ŕőŕşšŋő ňż ŕőńşůĺň őŕřěďěńěŋĺě őďŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, šěśŋő ść£ğăŋŋőčő ś ďăŋŋőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňőľ.

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 2. Ŋşńěćżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň

ďăŋŋőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż A(x; y) ňż ŋăğżćăěň śőćőłşŕŋőśšĳ R0 ćěłšőřőć y, şďőćńěšćőř£¿źĺţ şśńőćĺ¿

A(x; y) = 0 ďń£ ń¿ąőčő ćěłšőřă x ∈ R.

Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő R_0 ďěľśšćĺšěńĳŋő ěśšĳ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő. Ć śăňőň ďěńě, ŕşśšĳ y_1, y_2 ∈ R_0, š. ě. A(x; y_1) = 0 ĺ A(x; y_2) = 0 ďń£ ń¿ąőčő x ∈ R. Šőčďă A(x; y_1 + y_2) = 0 ĺ A(x; λy_1) = 0 ďń£ ń¿ążţ x ĺ λ, š. ě. y = y_1 + y_2 ∈ R_0 ĺ λy_1 ∈ R_0.

∗) Ć ťőřňşńě (5) ŋěńĳğ£ ćňěśšő ğŋăłă 6 ŕőśšăćĺšĳ ğŋăł <, šăł łăł, ţőš£ śřěďĺ ůĺśěń η_p0_{+1}, . . . , ηn ěśšĳ őšńĺůŋżě őš ŋşń£, ŋő ćőğňőęŋő, ůšő η_p0_{+1} = η_p0_{+2} = . . . = η_p0_{+q}0 = 0.

Ŕőśšăćĺň ćőŕřőś: łăł ŋăľšĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő R_0? Ŕşśšĳ f_1, f_2, . . . , f_n | łăłőľ-ńĺąő ąăğĺś ć R. Ďń£ šőčő ůšőąż ćěłšőř

y = η_1f_1 + η_2f_2 + . . . + η_nf_n (6)

ŕřĺŋăďńěęăń ŋşńěćőňş ŕőďŕřőśšřăŋśšćş, ďőśšăšőůŋő, ůšőąż A(f_i; y) = 0 ďń£ i = 1, 2, . . . , n. (7)

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ ¡šĺ řăćěŋśšćă ćżŕőńŋěŋż, šő ĺ ďń£ ń¿ąőčő x ĺňěěň A(x; y) = 0, šăł łăł ćś£łĺľ ćěłšőř x ěśšĳ ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć.

Ŕőďśšăćń££ ć (7) ćňěśšő y ěčő ćżřăęěŋĺě (6), ňż ŕřĺţőďĺň ł śńěďş¿źěľ śĺśšěňě şřăćŋěŋĺľ:

A(f_1; η_1f_1 + η_2f_2 + . . . + η_nf_n) = 0,

A(f_2; η_1f_1 + η_2f_2 + . . . + η_nf_n) = 0, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . A(f_n; η_1f_1 + η_2f_2 + . . . + η_nf_n) = 0,

ĺńĺ, ěśńĺ ŕőńőęĺšĳ A(f_i; f_k) = a_{ik}, ł śĺśšěňě

a_{11}η_1 + a_{12}η_2 + . . . + a_{1n}η_n = 0,

a_{21}η_1 + a_{22}η_2 + . . . + a_{2n}η_n = 0, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a_{n1}η_1 + a_{n2}η_2 + . . . + a_{nn}η_n = 0.

Śőćőłşŕŋőśšĳ ćěłšőřőć y, łőőřďĺŋăšż η_1, η_2, . . . , η_n łőšőřżţ £ćń£¿šś£ řěÿěŋĺ£ňĺ ¡šőľ śĺśšěňż, ĺ őąřăğşěš ŋşńěćőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő R_0. Łăł ĺğćěśšŋő ĺğ šěőřĺĺ ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ, řăğňěřŋőśšĳ ¡šőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă řăćŋă n − r, čďě r | řăŋč ňăšřĺűż ‖a_{ik}‖.

Ňż ňőęěň šěŕěřĳ śďěńăšĳ śńěďş¿źĺľ ćżćőď:

Řăŋč ňăšřĺűż ‖a_{ik}‖ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż A(x; y) ć ŋěłőšőřőň ąăğĺśě ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ¡šőčő ąăğĺśă

(ţőš£ śăňă ňăšřĺűă ‖a_{ik}‖, łăł ňż ğŋăěň ĺğ § 5, ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśă).

Ć śăňőň ďěńě, řăŋč ¡šőľ ňăšřĺűż řăćěŋ n − r_0, čďě r_0 | řăğňěřŋőśšĳ ŋşńěćőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă. Ŋşńěćőě ęě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ŋĺ őš łăłőľ śĺśšěňż łőőřďĺŋăš ćőőąźě ŋě ğăćĺśĺš.

Ść£ęěň řăŋč ňăšřĺűż łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż ś řăŋčőň śăňőľ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż. Řăŋčőň łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż ňż ŋăğćăńĺ ůĺśńő őšńĺůŋżţ őš ŋşń£ łćăďřăšőć ć łăŋőŋĺůěśłőň ćĺďě łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż. Ŋő ć łăŋőŋĺůěśłőň ąăğĺśě ňăšřĺűă łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż ĺňěěš ćĺď λ_1 0 . . . 0 0 λ_2 . . . 0 . . . . . . . . . . . 0 0 . . . λ_n ĺ řăŋč ¡šőľ ňăšřĺűż řăćěŋ r, čďě r | ůĺśńő łő¡ťťĺűĺěŋšőć, őšńĺůŋżţ őš ŋşń£, š. ě. řăćěŋ řăŋčş łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż. Šăł łăł řăŋč ňăšřĺűż łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż, łăł ňż ďőłăğăńĺ, ŋě ğăćĺśĺš őš śĺśšěňż łőőřďĺŋăš, šő ĺ ć ń¿ąőľ ďřşčőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš řăŋč ňăšřĺűż łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż řăćěŋ řăŋčş śăňőľ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż^∗).

Ĺšăł, ŋăňĺ ďőłăğăŋă śńěďş¿źă£ Š ě ő ř ě ň ă 2. Ňăšřĺűż łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż ć

řăğńĺůŋżţ śĺśšěňăţ łőőřďĺŋăš ĺňě¿š őďĺŋ ĺ šőš ęě řăŋč r. İšőš řăŋč řăćěŋ ůĺśńş łćăďřăšőć ć łăŋőŋĺůěśłőň ćĺďě ťőřňż, łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ łőšőřżţ őšńĺůŋż őš ŋşń£.

Šăłĺň őąřăğőň, ďń£ šőčő ůšőąż ŋăľšĺ řăŋč łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż, ŋşęŋő ćżůĺśńĺšĳ řăŋč ěě ňăšřĺűż ć łăłőľ-ŋĺąşďĳ őďŋőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš.

∗) Ŕőńĳğş£śĳ šěň ĺğćěśšŋżň ĺğ šěőřĺĺ ňăšřĺű ťăłšőň, ůšő řăŋč ňăšřĺűż ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ şňŋőęěŋĺĺ ěě ŋă ń¿ąş¿ ŋěőśőąěŋŋş¿ ňăšřĺűş, ¡šőš řěğşńĳšăš ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ĺ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ĺğ ćżćěďěŋŋőľ ć § 4 ťőřňşńż ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ňăšřĺűż ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż ŕřĺ ĺğňěŋěŋĺĺ ąăğĺśă B = C^′AC.

x 8. Łőňŕńěłśŋőě n-ňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő

Ćő ćśěţ ŕřěďżďşźĺţ ŕăřăčřăťăţ ňż ćś¿ďş, łřőňě šěţ śńşůăěć, łőčďă ¡šő őśőąő őčőćăřĺćăńőśĳ, ĺňěńĺ ďěńő ś ŕřőśšřăŋśšćőň ŋăď ŕőńěň ćěźěśšćěŋŋżţ ůĺśěń. Ř£ď ĺğńőęěŋŋżţ ćżÿě řěğşńĳšăšőć śŕřăćěďńĺć ďń£ ń¿ąőčő őśŋőćŋőčő ŕőń£. Ďń£ ďăńĳŋěľÿěčő őśőąőě ğŋăůěŋĺě, łřőňě ŕřőśšřăŋśšćă ŋăď ŕőńěň ćěźěśšćěŋŋżţ ůĺśěń, ąşďěš ĺňěšĳ ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď ŕőńěň łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń. Řăğąěřěň śőďěřęăŋĺě ŕřěďżďşźĺţ ŕăřăčřăťőć ŕřĺňěŋĺšěńĳŋő ł ¡šőňş śńşůă¿.

1. Łőňŕńěłśŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Łăł şłăğżćăńőśĳ ć § 1, ćśě ĺğńőęěŋŋżě šăň řěğşńĳšăšż śŕřăćěďńĺćż ďń£ ŕřőśšřăŋśšćă ŋăď ń¿ążň ŕőńěň ĺ, ğŋăůĺš, ć ůăśšŋőśšĺ ďń£ ŕřőśšřăŋśšćă ŋăď ŕőńěň łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń.

2. Łőňŕńěłśŋőě ěćłńĺďőćő ŕřőśšřăŋśšćő. Łőňŕńěłśŋżň ěćłńĺďőćżň ŕřőśšřăŋśšćőň ŋăğżćăěšś£ łőňŕńěłśŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, ć łőšőřőň ććěďěŋő śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě, š. ě. łăęďőľ ŕăřě ćěłšőřőć x ĺ y ŕőśšăćńěŋő ć śőőšćěšśšćĺě łőňŕńěłśŋőě ůĺśńő (x, y), ŕřĺůěň ćżŕőńŋěŋż śńěďş¿źĺě ăłśĺőňż:

1^∘ (x, y) = (y, x) (ŕőď (y, x) ňż ŕőŋĺňăěň ůĺśńő, łőňŕńěłśŋő śőŕř£ęěŋŋőě ś (y, x)); 2^∘ (λx, y) = λ(x, y); 3^∘ (x_1 + x_2, y) = (x_1, y) + (x_2, y);

4^∘ (x, x) ěśšĳ ćěźěśšćěŋŋőě ŋěőšřĺűăšěńĳŋőě ůĺśńő, řăćŋőě ŋşń¿ ńĺÿĳ ŕřĺ x = 0.

Ĺğ ăłśĺőň 1^∘ ĺ 2^∘ śńěďşěš, ůšő (x, λy) = λ(x, y). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, (x, λy) = (λy, x) = λ (y, x) = λ(x, y). Ďăńěě, śŕřăćěďńĺćő řăćěŋśšćő (x, y_1 + y_2) = (x, y_1) + + (x, y_2). Ć śăňőň ďěńě,

(x, y_1+y_2) = (y_1 + y_2, x) = (y_1, x)+(y_2, x) = (x, y_1)+(x, y_2).

Ăłśĺőňă 1^∘ őšńĺůăěšś£ őš śőőšćěšśšćş¿źěľ ăłśĺőňż 1^∘ ďń£ ćěźěśšćěŋŋőčő ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă; ŕřĺ ŕěřěţőďě ł łőňŕńěłśŋőňş ŕřőśšřăŋśšćş ňż ŋě ňőčńĺ ąż śőţřăŋĺšĳ ăłśĺőňż 1^∘, 2^∘, 4^∘ ćěźěśšćěŋŋőčő ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă ąěğ ĺğňěŋěŋĺľ. Ć śăňőň ďěńě, ěśńĺ ąż (x, y) = (y, x), šő (x, λy) = λ(x, y). Ŋő šőčďă (λx, λx) = λ^2(x, x); śńěďőćăšěńĳŋő, ć ůăśšŋőśšĺ (ix, ix) = −(x, x), š. ě. ůĺśńă (x, x) ĺ (y, y), čďě y = ix, ążńĺ ąż řăğŋżţ ğŋăłőć, ůšő ŕřőšĺćőřěůĺš ăłśĺőňě 4^∘.

Ŕ ř ĺ ň ě ř ż ł ő ň ŕ ń ě ł ś ŋ ż ţ ě ć ł ń ĺ ď ő ć ż ţ ŕ ř ő ś š ř ă ŋ ś š ć. 1. Ćěłšőřőň ŕřőśšřăŋśšćă R ňż ŋăğőćěň śĺśšěňş n łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń. Śńőęěŋĺě ćěłšőřőć ĺ şňŋőęěŋĺě ĺţ ŋă ůĺśńă őŕřěďěńĺň őążůŋżň őąřăğőň. Śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ćěłšőřőć

x = (ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n) ĺ y = (η_1, η_2, . . . , η_n)

ğăďăďĺň ťőřňşńőľ

(x, y) = ξ_1η_1 + ξ_2η_2 + . . . + ξ_nη_n.

Ňż ŕřěďőśšăćń£ěň ůĺšăšěń¿ ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ăłśĺőňż 1^∘{4^∘ ćżŕőńŋěŋż. Ć ůăśšŋőśšĺ, śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ćěłšőřă ś śăňĺň śőąőľ ğăďăěšś£ ťőřňşńőľ

(x, x) = ξ_1ξ_1 + ξ_2ξ_2 + . . . + ξ_nξ_n = |ξ_1|^2 + |ξ_2|^2 + . . . + |ξ_n|^2.

2. Ćěłšőřż ć ŕřőśšřăŋśšćě R őŕřěďěńĺň, łăł ĺ ć ŕřĺňěřě 1. Śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ğăďăěň ťőřňşńőľ (x, y) = n∑ i,k=1 a_{ik}ξ_iη_k, čďě a_{ik} | ğăďăŋŋżě łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă, şďőćńěšćőř£¿- źĺě şśńőćĺ£ň:

α) a_{ik} = a_{ki}, β) ∑ a_{ik}ξ_iξ_k ¿ 0 ďń£ ń¿ążţ ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n ĺ őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ńĺÿĳ ŕřĺ ξ_1 = ξ_2 = . . . = ξ_n = 0.

3. Ćěłšőřăňĺ ŕřőśšřăŋśšćă R ňż ąşďěň śůĺšăšĳ ťşŋłűĺĺ őš t, ğăďăŋŋżě ŋă őšřěğłě [a, b] ĺ ŕřĺŋĺňă- ¿źĺě łőňŕńěłśŋżě ğŋăůěŋĺ£. Śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ šăłĺţ ťşŋłűĺľ őŕřěďěńĺň ťőřňşńőľ (f(t), g(t)) = b∫ a f(t)g(t) dt. Ňőęŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ćśě ăłśĺőňż śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ŕřĺ ¡šőň ćżŕőńŋěŋż.

Ďńĺŋőľ ćěłšőřă x ŋăğőćěň^√(x, x). Ĺğ ăłśĺőňż 4^∘

śńěďşěš, ůšő ďńĺŋă ćěłšőřă ŋěőšřĺűăšěńĳŋă ĺ őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ńĺÿĳ ďń£ ŋşńěćőčő ćěłšőřă. Šăł łăł śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ ćěłšőřőć, ćőőąźě čőćőř£, łőňŕńěłśŋő, šő ňż ŋě ąşďěň őŕřěďěń£šĳ şčńă ňěęďş ćěłšőřăňĺ, ă ććěďěň ńĺÿĳ ŕőŋ£šĺě őřšőčőŋăńĳŋőśšĺ ďćşţ ćěłšőřőć.

Ćěłšőřż x ĺ y ŋăğżćă¿šś£ őřšőčőŋăńĳŋżňĺ, ěśńĺ

(x, y) = 0.

3. Őřšőčőŋăńĳŋżľ ąăğĺś. Ĺğőňőřťĺğň łőňŕńěłśŋżţ ěćłńĺďőćżţ ŕřőśšřăŋśšć. Őřšőčőŋăńĳŋżň ąăğĺśőň ć n-ňěřŋőň łőňŕńěłśŋőň ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě ŋăğżćăěšś£ śőćőłşŕŋőśšĳ n ŕőŕăřŋő őřšőčőŋăńĳŋżţ ŋě řăćŋżţ ŋşń¿ ćěłšőřőć e_1, e_2, . . . , e_n. Šăł ęě, łăł ć § 3, ďőłăğżćăěšś£, ůšő ćěłšőřż e_1, e_2, . . . , e_n ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż, š. ě. őąřăğş¿š ąăğĺś.

Śşźěśšćőćăŋĺě őřšőčőŋăńĳŋőčő ąăğĺśă ć łőňŕńěłśŋőň n-ňěřŋőň ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě ďőłăğżćăěšś£ ŕřőűěśśőň őřšőčőŋăńĺğăűĺĺ, ć šőůŋőśšĺ śőćŕăďă¿źĺň ś ŕřĺćěďěŋŋżň ć § 3.

Ćżřăğĺň śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ ćěłšőřőć x ĺ y ůěřěğ ĺţ łőőřďĺŋăšż ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n ĺ η_1, η_2, . . . , η_n ć őřšőčőŋăńĳŋőň ŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě. Ňż ĺňěěň:

x = ξ_1e_1 +ξ_2e_2 +. . .+ξ_ne_n ĺ y = η_1e_1 +η_2e_2 +. . .+η_ne_n.

Šőčďă

(x, y) = (ξ_1e_1 +ξ_2e_2 +. . .+ξ_ne_n, η_1e_1 +η_2e_2 +. . .+η_ne_n) = = ξ_1η_1 + ξ_2η_2 + . . . + ξ_nη_n.

(Śř. ŕřĺňěř 1 ¡šőčő ŕăřăčřăťă.)

Ćżřăğĺň łőőřďĺŋăšż ξ_i ćěłšőřă x ć őřšőčőŋăńĳŋőň ŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě ůěřěğ ćěłšőřż ąăğĺśă ĺ śăň ćěłšőř x. Ĺňěěň:

x = ξ_1e_1 + ξ_2e_2 + . . . + ξ_ne_n.

Şňŋőęă£ śłăń£řŋő őąě ůăśšĺ řăćěŋśšćă ŋă e_i, ŕőńşůĺň:

(x, e_i) = ξ_1(e_1, e_i)+ξ_2(e_2, e_i)+. . .+ξ_i(e_i, e_i)+. . .+ξ_n(e_n, e_i) ĺńĺ (x, e_i) = ξ_i. Šăł ęě, łăł ĺ ć § 3, ďőłăğżćăěšś£, ůšő ćśě łőňŕńěłśŋżě ěćłńĺďőćż ŕřőśšřăŋśšćă ďăŋŋőčő ůĺśńă ĺğňěřěŋĺľ n ĺğőňőřťŋż ňěęďş śőąőľ.

4. Ąĺńĺŋěľŋżě ĺ łćăďřăšĺůŋżě ťőřňż. Ćśě őŕřěďěńěŋĺ£ (ńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺĺ, łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż ĺ š. ď.), ććěďěŋŋżě ć § 4 (ğă ĺśłń¿ůěŋĺěň ŕőŋ£šĺ£ ŕőńőęĺšěńĳŋőľ őŕřěďěńěŋŋőśšĺ), ĺňě¿š śňżśń ďń£ ńĺŋěľŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ŋăď ń¿ążň ŕőńěň, ć šőň ůĺśńě ĺ ŋăď ŕőńěň łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń. Őďŋăłő ć śńşůăě łőňŕńěłśŋőčő ńĺŋěľŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ňőęŋő ěźě ŕő-ďřşčőňş ććěśšĺ ¡šĺ ŕőŋ£šĺ£; ďń£ ŋăś ĺňěŋŋő ¡šőš ćšőřőľ śŕőśőą ąşďěš ďăęě ąőńěě śşźěśšćěŋŋżň.

Ń ĺ ŋ ě ľ ŋ ż ě ť ş ŋ ł ű ĺ ĺ ŕ ě ř ć ő č ő ĺ ć š ő - ř ő č ő ř ő ď ă. Ťşŋłűĺ£, śšăć£źă£ ć śőőšćěšśšćĺě łăęďőňş ćěłšőřş łőňŕńěłśŋőě ůĺśńő, ŋăğżćăěšś£ ńĺŋěľ-

ŋőľ ťşŋłűĺěľ ŕěřćőčő řőďă, ěśńĺ őŋă şďőćńěšćőř£ěš

śńěďş¿źĺň şśńőćĺ£ň:

1^∘ f(x + y) = f(x) + f(y), 2^∘ f(λx) = λf(x). İšő śőćŕăďăěš ś őŕřěďěńěŋĺěň ńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺĺ ć § 4.

Ńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺěľ ćšőřőčő řőďă ŋăğżćăěšś£ ťşŋł-

űĺ£, şďőćńěšćőř£¿źă£ şśńőćĺ£ň

1^∘ f(x + y) = f(x) + f(y), 2^∘ f(λx) = λf(x). Šăł ęě, łăł ĺ ć § 4, ňőęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ćś£łă£ ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ ŕěřćőčő řőďă ňőęěš ążšĳ ğăŕĺśăŋă ć ćĺďě f(x) = a_1ξ_1 + a_2ξ_2 + . . . + a_nξ_n,

čďě ξ_i | łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă x ć ąăğĺśě e_1, e_2, . . . , e_n, ă a_i | ŕőśšő£ŋŋżě, a_i = f(e_i).

Ćś£łă£ ęě ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ ćšőřőčő řőďă ňőęěš ążšĳ ğăŕĺśăŋă ć ćĺďě

f(x) = b_1ξ_1 + b_2ξ_2 + . . . + b_nξ_n.

Őůěćĺďŋő, ůšő ěśńĺ f(x) | ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ ŕěřćőčő řőďă, šő f(x) | ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ ćšőřőčő řőďă.

Łăł ążńő őŕřěďěńěŋő ćżÿě (ŕ. 2, § 4), ąĺńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺěľ ŋăğżćăěšś£ ťşŋłűĺ£ ďćşţ ćěłšőřőć A(x; y), ńĺŋěľŋă£ ŕő łăęďőňş ĺğ ăřčşňěŋšőć. Ŋăńĺůĺě ć łőňŕńěłśŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ďćşţ šĺŕőć ńĺŋěľŋżţ ťşŋłűĺľ ŕřĺćőďĺš ł śşźěśšćőćăŋĺ¿ űěńżţ ůěšżřěţ šĺŕőć ąĺńĺŋěľŋżţ ťşŋłűĺľ | ńĺŋěľŋżţ ŕěřćőčő řőďă ĺ ŕő x ĺ ŕő y, ŕěřćőčő řőďă ŕő x ĺ ćšőřőčő řőďă ŕő y, ćšőřőčő řőďă ŕő x ĺ ŕěřćőčő ŕő y ĺ ćšőřőčő řőďă ŕő őąőĺň ăřčşňěŋšăň. Ŋő šřěšĺľ ĺ ůěšćěřšżľ šĺŕż łőňŕńěłśŋő śőŕř£ęěŋż śőőšćěšśšćěŋŋő łő ćšőřőňş ĺ ŕěřćőňş, ă ąĺńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ ŕěřćőčő šĺŕă őŕřěďěń£¿šś£ ć łőňŕńěłśŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ąşłćăńĳŋő šăł ęě, łăł ĺ ć ćěźěśšćěŋŋőň. Ŕő¡šőňş ňż őśšăŋőćĺňś£ ŕőďřőąŋěě ńĺÿĳ ŋă ąĺńĺŋěľŋżţ ťőřňăţ ćšőřőčő šĺŕă. Ďń£ łřăšłőśšĺ ąşďěň ŋăğżćăšĳ ĺţ ŕřőśšő ąĺńĺŋěľŋżňĺ. Ĺšăł, ććěďěň śńěďş¿źěě őŕřěďěńěŋĺě:

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 1. Ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő A(x; y)

ěśšĳ ąĺńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ (ťőřňă) őš ćěłšőřőć x ĺ y, ěśńĺ

1^∘ ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋőň y A(x; y) ěśšĳ ńĺŋěľŋă£ ťşŋ-

łűĺ£ ŕěřćőčő řőďă őš x;

2^∘ ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋőň x A(x; y) ěśšĳ ńĺŋěľŋă£ ťşŋ-

łűĺ£ ćšőřőčő řőďă őš y. Ĺńĺ, ĺŋăůě:

1^∘ A(x_1 + x_2; y) = A(x_1; y) + A(x_2; y), A(λx; y) = λA(x; y), 2^∘ A(x; y_1 + y_2) = A(x; y_1) + A(x; y_2), A(x; μy) = μA(x; y). Ŕřĺňěřőň ąĺńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺĺ £ćń£ěšś£ śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ć łőňŕńěłśŋőň ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě A(x; y) = (x, y), řăśśňăšřĺćăěňőě łăł ťşŋłűĺ£ ćěłšőřőć x ĺ y. Ďřşčĺň ŕřĺňěřőň ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż ć łőňŕńěłśŋőň ŕřőśšřăŋśšćě £ćń£ěšś£ ćżřăęěŋĺě A(x; y) = n∑ i,k=1 a_{ik}ξ_iη_k, řăśśňăšřĺćăěňőě łăł ťşŋłűĺ£ ćěłšőřőć x = ξ_1e_1 +ξ_2e_2 +. . .+ξ_ne_n ĺ y = η_1e_1 +η_2e_2 +. . .+η_ne_n. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő şśńőćĺ£, őŕřěďěń£¿źĺě ąĺńĺŋěľŋş¿ ťşŋłűĺ¿, ŕřĺ ¡šőň ćżŕőńŋěŋż.

Ŕşśšĳ e_1, e_2, . . . , e_n | ŋěłőšőřżľ ąăğĺś ć n-ňěřŋőň łőňŕńěłśŋőň ŕřőśšřăŋśšćě. Ŕşśšĳ A(x; y) | ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă, x ĺ y ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ć ćĺďě x = ξ_1e_1 + ξ_2e_2 + . . . + ξ_ne_n, y = η_1e_1 + η_2e_2 + . . . + η_ne_n.

Šőčďă

A(x; y) = A(ξ_1e_1+ξ_2e_2+. . .+ξ_ne_n; η_1e_1+η_2e_2+. . .+η_ne_n) = = n∑ i,k=1 ξ_iη_kA(e_i; e_k). Ňăšřĺűă ‖a_{ik}‖ ĺğ ůĺśěń

a_{ik} = A(e_i; e_k)

ŋăğżćăěšś£ ňăšřĺűěľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż A(x; y) ć ąăğĺśě e_1, e_2, . . . , e_n.

Ěśńĺ ć ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňě A(x; y) ŕőńőęĺšĳ y = x, šő ŕőńşůĺšś£ ťşŋłűĺ£ A(x; x), ŋăğżćăěňă£ łćăďřăšĺů-

ŋőľ ťőřňőľ (ć łőňŕńěłśŋőň ŕřőśšřăŋśšćě). Śŕřăćěďńĺ-

ćő śńěďş¿źěě şšćěřęďěŋĺě:

Ćś£łă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ śćőěľ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňőľ^∗).

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ŕşśšĳ A(x; x) | łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă, ă x ĺ y | ŕřőĺğćőńĳŋżě ćěłšőřż. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ĺňěěš ňěśšő šőęďěśšćő^{∗∗})

A(x; y) = 1 4 {A(x + y; x + y) + iA(x + iy; x + iy) − − A(x − y; x − y) − iA(x − iy; x − iy)}. (1) Ćżřăęěŋĺě, śšő£źěě śŕřăćă ć ťőřňşńě (1), ŕřěďśšăćń£- ěš śőąőľ łőňąĺŋăűĺ¿ ğŋăůěŋĺľ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż ďń£ ćěłšőřőć x + y, x − y, x + iy ĺ x − iy. Śńěćă śšőĺš ğŋăůěŋĺě ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋżţ ćěłšőřőć x ĺ y. Šăłĺň őąřăğőň, ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ śćőěľ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňőľ.

∗) Ć őšńĺůĺě őš őŕřěďěńěŋŋżţ ć § 4 ťőřň ć ćěźěśšćěŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě, ďń£ łőšőřżţ śőőšćěšśšćş¿źěě şšćěřęďěŋĺě śŕřăćěďńĺćő ńĺÿĳ ďń£ śĺňňěšřĺůěśłĺţ ąĺńĺŋěľŋżţ ťőřň.

∗∗) Ůĺšăšěńĳ ďőńęěŋ ŕőňŋĺšĳ, ůšő A(x; λy) = λA(x; y) ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ć ůăśšŋőśšĺ, A(x; iy) = −iA(x; y).

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 2. Ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă ŋăğżćă-

ěšś£ ¡řňĺšőćőľ, ěśńĺ A(x; y) = A(y; x). İšő ŕőŋ£šĺě £ćń£ěšś£ ăŋăńőčőň ŕőŋ£šĺ£ śĺňňěšřĺůěśłőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż ć ćěźěśšćěŋŋőň ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě.

Ďń£ šőčő ůšőąż ťőřňă A(x; y) ążńă ¡řňĺšőćőľ, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ěě ňăšřĺűă ‖a_{ik}‖ ć łăłőňńĺąő ąăğĺśě şďőćńěšćőř£ńă şśńőćĺ¿ a_{ik} = a_{ki}. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ ťőřňă A(x; y) ¡řňĺšőćă, šő

a_{ik} = A(e_i; e_k) = A(e_k; e_i) = a_{ki}.

Őąřăšŋő, ěśńĺ a_{ik} = a_{ki}, šő A(x; y) = ∑ a_{ik}ξ_iη_k = ∑ a_{ki}η_kξ_i = A(y; x). Ğ ă ň ě ů ă ŋ ĺ ě. Ěśńĺ ć łăłőň-ńĺąő ąăğĺśě ňăšřĺűă ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ¿ a_{ik} = a_{ki}, šő ¡šő ęě şśńőćĺě ćżŕőńŋěŋő ďń£ ňăšřĺűż ¡šőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż ĺ ć ń¿ąőň ďřşčőň ąăğĺśě. Ć śăňőň ďěńě, ěśńĺ ć łăłőň-ńĺąő ąăğĺśě řăćěŋśšćő a_{ik} = a_{ki} ĺňěěš ňěśšő, šő A(x; y) £ćń£ěšś£ ¡řňĺšőćőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňőľ; ŋő šőčďă ĺ ć ń¿ąőň ďřşčőň ąăğĺśě a_{ik} = a_{ki}.

Ěśńĺ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă ¡řňĺšőćă, šő śőőšćěšśšćş¿- źă£ ěľ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă šőęě ŋăğżćăěšś£ ¡řňĺšőćőľ.

Ďń£ šőčő ůšőąż ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă A(x; y) ążńă ¡řňĺšőćőľ, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż A(x; x) ążńő ćěźěśšćěŋŋő ďń£ ń¿ąőčő ćěłšőřă x.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ŕşśšĳ ťőřňă A(x; y) ¡řňĺšőćă, š. ě. A(x; y) = A(y; x). Šőčďă, ŕőńăčă£ x = y, ŕőńşůăěň: A(x; x) = A(x; x), š. ě. ůĺśńő A(x; x) řăćŋő śćőěňş śőŕř£ęěŋŋőňş ĺ, ğŋăůĺš, ćěźěśšćěŋŋő. Őąřăšŋő, ŕşśšĳ A(x; x) ćěźěśšćěŋŋő ďń£ ń¿ąőčő ćěłšőřă x. Šőčďă A(x + y; x + y), A(x + iy; x + iy), A(x − y; x − y), A(x − iy; x − iy) ćěźě- śšćěŋŋż, ĺ ŕő¡šőňş ĺğ ťőřňşńż (1) ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ćĺďŋő, ůšő ćżřăęěŋĺ£ A(x; y) ĺ A(y; x) £ćń£¿šś£ łőňŕńěłśŋő śőŕř£ęěŋŋżňĺ.

Ś ń ě ď ś š ć ĺ ě. Łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ¡řňĺšőćă ć

šőň ĺ šőńĳłő ć šőň śńşůăě, łőčďă őŋă ŕřĺŋĺňăěš šőńĳłő ćěźěśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, šőńĳłő ůšő ążńő ďőłăğăŋő, ůšő ďń£ ¡řňĺšőćőśšĺ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż A(x; y) ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż A(x; x) ążńă ćěźěśšćěŋŋă ďń£ ćśěţ x.

Ŕřĺňěřőň ¡řňĺšőćőľ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż £ćń£ěšś£ ťőřňă A(x; x) = (x, x), čďě (x, x) őğŋăůăěš śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ćěłšőřă x ś śăňĺň śőąőľ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ăłśĺőňż 1^∘{3^∘ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ć łőňŕńěłśŋőň ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě őğŋăůă¿š, ůšő (x, y) ěśšĳ ¡řňĺšőćă ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă, ĺ ŕő¡šőňş (x, x) ěśšĳ ¡řňĺšőćă łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă.

Ěśńĺ, łăł ĺ ć § 4, ŋăğćăšĳ ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋőľ łćăďřăšĺůŋş¿ ťőřňş, şďőćńěšćőř£¿źş¿ şśńőćĺ¿

A(x; x) > 0 ŕřĺ x ≠ 0,

šő łőňŕńěłśŋőě ěćłńĺďőćő ŕřőśšřăŋśšćő ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ łăł łőňŕńěłśŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, ć łőšőřőň ğăďăŋă ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋă£ ¡řňĺšőćă łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă.

Ăŋăńőčĺůŋő šőňş, łăł ¡šő śďěńăŋő ć ćěźěśšćěŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě, ňőęŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ A ĺ B śşšĳ ňăšřĺűż ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż A(x; y) śőőšćěšśšćěŋŋő ć ąăğĺśăţ e_1, e_2, . . . , e_n ĺ f_1, f_2, . . . , f_n, šő B = C^∗AC, čďě C | ňăšřĺűă ŕěřěţőďă őš ąăğĺśă e_1, e_2, . . . , e_n ł ąăğĺśş f_1, f_2, . . . , f_n, ă C^∗ | ňăšřĺűă, šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋă£ ĺ łőňŕńěłśŋő-śőŕř£ęěŋŋă£ ł ňăšřĺűě C.

5. Ŕřĺćěďěŋĺě łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż ł śşňňě łćăďřăšőć.

Š ě ő ř ě ň ă 1. Ŕşśšĳ A(x; x) | ¡řňĺšőćă łćăďřă-

šĺůŋă£ ťőřňă ć łőňŕńěłśŋőň ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě R. Šőčďă ć R śşźěśšćşěš ąăğĺś e1, e2, . . . , en, ć łőšőřőň ¡šă łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ĺňěěš ćĺď

A(x; x) = λ_1ξ_1ξ_1 + λ_2ξ_2ξ_2 + . . . + λ_nξ_nξ_n,

čďě λi | ćěźěśšćěŋŋż.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ, ŕěřěŋőś£ ŕőůšĺ ďőśńőćŋő ďőłăğăšěńĳśšćő śőőšćěšśšćş¿źěľ šěőřěňż ć ćěźěśšćěŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě.

Őďŋăłő ććĺďş šőčő, ůšő ć § 5 ¡šő ďőłăğăšěńĳśšćő ĺğńőęěŋő ąěğ ş£śŋěŋĺ£ ěčő čěőňěšřĺůěśłőľ śšőřőŋż, ňż ğďěśĳ ćłřăšűě ŕőćšőřĺň ¡šő ďőłăğăšěńĳśšćő ć ĺŋőň, ąőńěě čěőňěšřĺůěśłőň, ĺğńőęěŋĺĺ. Ďń£ ¡šőčő ňż ąşďěň őďĺŋ ğă ďřşčĺň ćżąĺřăšĳ ćěłšőřż šőčő ąăğĺśă, ć łőšőřőň ťőřňă ŕřĺćőďĺšś£ ł śşňňě łćăďřăšőć.

Ćżąěřěň ćěłšőř e_i šăł, ůšő A(e_1; e_1) ≠ 0; ¡šő ćőğňőęŋő, šăł łăł ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě ňż ĺňěńĺ ąż A(x; x) = 0 ďń£ ń¿ąőčő x, ă śńěďőćăšěńĳŋő, ć śĺńş ťőřňşńż (1), ĺ A(x; y) ≡ 0. Ć (n − 1)-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě R^{(1)}, śőśšő£źěň ĺğ ćěłšőřőć x, şďőćńěšćőř£¿źĺţ şśńőćĺ¿ A(e_1; x) = 0, ćżąěřěň ćěłšőř e_2 šăłőľ, ůšő A(e_2; e_2) ≠ 0, ĺ š. ď. İšőš ŕřőűěśś ŕřőďőńęĺň ďő šěţ ŕőř, ŕőłă ňż ŋě ŕřĺďěň ł ŕőďŕřőśšřăŋśšćş R^{(r)}, ć łőšőřőň A(x; y) ≡ 0 (R^{(r)} ňőęěš őłăğăšĳś£ śőśšő£źěň ńĺÿĳ ĺğ ŋşń£). Ěśńĺ R^{(r)} őšńĺůŋő őš ŋşń£, šő ćżąěřěň ć ŋěň ŕřőĺğćőńĳŋżľ ąăğĺś e_{r+1}, e_{r+2}, . . . , e_n. Ćňěśšě ś ŕőśšřőěŋŋżňĺ ćěłšőřăňĺ e_1, e_2, . . . , e_r őŋĺ őąřăğş¿š ąăğĺś e_1, e_2, . . . , e_n ćśěčő R.

Ŕő ŕőśšřőěŋĺ¿ A(e_i; e_k) = 0 ďń£ i < k, ă ğŋăůĺš, ć śĺńş ¡řňĺšőćőśšĺ ťőřňż A(x; y), A(e_i; e_k) = 0 ĺ ďń£ i > k, š. ě.

A(e_i; e_k) = 0 ďń£ i ≠ k. Ŕő¡šőňş, ěśńĺ x = ξ_1e_1 + ξ_2e_2 + . . . + ξ_ne_n | ŕřőĺğćőńĳŋżľ ćěłšőř, šő A(x; x) = ξ_1ξ_1A(e_1; e_1)+ξ_2ξ_2A(e_2; e_2)+. . .+ξ_nξ_nA(e_n; e_n). Ŕřĺ ¡šőň ůĺśńă A(e_i; e_i) ćěźěśšćěŋŋż, łăł ğŋăůěŋĺ£ ¡řňĺšőćőľ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż. Őąőğŋăůă£ A(e_i; e_i) ůěřěğ λ_i, ĺňěěň:

A(x; x) = λ_1ξ_1ξ_1 + λ_2ξ_2ξ_2 + . . . + λ_nξ_nξ_n = = λ_1|ξ_1|^2 + λ_2|ξ_2|^2 + . . . + λ_n|ξ_n|^2.

6. Ŕřĺćěďěŋĺě ¡řňĺšőćőľ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż ł śşňňě łćăďřăšőć šřěşčőńĳŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň. Ŕşśšĳ A(x; x) | ¡řňĺšőćă łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ć łőňŕńěłśŋőň ńĺŋěľŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ĺ e_1, e_2, . . . , e_n | ąăğĺś. Ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő őŕřěďěńĺšěńĺ

´_1 = a_{11}, ´_2 = | | | a_{11} a_{12} a_{21} a_{22} | | | , . . . , ´^n = | | | | | a_{11} a_{12} . . . a_{1n} a_{21} a_{22} . . . a_{2n} . . . . . . . . . . . . . a_{n1} a_{n2} . . . a_{nn}

| | | | | , čďě a_{ik} = A(e_i; e_k), őšńĺůŋż őš ŋşń£. Šőčďă, šăł ęě łăł ĺ ć § 6, ňż ňőęěň ŋăŕĺśăšĳ ťőřňşńş ďń£ ŋăţőęďěŋĺ£ ąăğĺśőć, ć łőšőřżţ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ŕřĺćőďĺšś£ ł śşňňě łćăďřăšőć. İšĺ ťőřňşńż ć šőůŋőśšĺ śőćŕăďă¿š ś ťőřňşńăňĺ (3) ĺ (6) § 6. Ŕřĺ ¡šőň śăňă łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ć ŋőćőň ąăğĺśě ĺňěěš ćĺď

A(x; x) = Δ^0Δ_1 |ξ_1|^2 + Δ^1Δ_2 |ξ_2|^2 + . . . + Δn−1 Δn |ξn| 2, (2)

čďě ´_0 = 1. Őšś¿ďă, ć ůăśšŋőśšĺ, śńěďşěš, ůšő őŕřěďěńĺšěńĺ ´_1, ´_2, . . . , ´_n ćěźěśšćěŋŋż; ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ ¡řňĺšőćă łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ŕřĺćěďěŋă ł łăŋőŋĺůěśłőňş ćĺďş (2), šő łő¡ťťĺűĺěŋšż λ_i řăćŋż A(e_i; e_i) ĺ ćěźěśšćěŋŋż.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ďőłăğăšĳ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő, ůšő ěśńĺ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă A(x; x) ¡řňĺšőćă, šő őŕřěďěńĺšěńĺ ´1, ´2, . . . . . . , ´n ćěźěśšćěŋŋż.

Šăł ęě, łăł ĺ ć § 6, ňż ŕőńşůăěň, ůšő ďń£ šő-

čő ůšőąż ¡řňĺšőćă łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă A(x; x) ążńă ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋőľ, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ŕőśšřőěŋŋżě ŕő ŋěľ őŕřěďěńĺšěńĺ

´_1, ´_2, . . . , ´_n ążńĺ ŕőńőęĺšěńĳŋż.

Ůĺśńő őšřĺűăšěńĳŋżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ŕřĺ łćăďřăšăţ ć łăŋőŋĺůěśłőň ćĺďě ¡řňĺšőćőľ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż řăćŋő ůĺśńş ŕěřěňěŋ ğŋăłă ć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ őŕřěďěńĺšěńěľ

1, ´_1, ´_2, . . . , ´_n.

7. Ğăłőŋ ĺŋěřűĺĺ. Ĺňěěš ňěśšő šěőřěňă, ďőłăğăšěńĳśšćő łőšőřőľ ŋĺůěň ŋě őšńĺůăěšś£ őš ďőłăğăšěńĳśšćă śőőšćěšśšćş¿źěľ šěőřěňż ć § 7.

Š ě ő ř ě ň ă 2. Ěśńĺ ¡řňĺšőćă łćăďřăšĺůŋă£ ťőř-

ňă ĺňěěš ć ďćşţ ąăğĺśăţ łăŋőŋĺůěśłĺľ ćĺď, šő ůĺśńő ŕőńőęĺšěńĳŋżţ, őšřĺűăšěńĳŋżţ ĺ ŋşńěćżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ć őąőĺţ śńşůă£ţ őďŋő ĺ šő ęě.

Ŕőŋ£šĺě řăŋčă łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż, ććěďěŋŋőě ŋăňĺ ć § 7 ďń£ śńşůă£ ćěźěśšćěŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, ŕěřěŋőśĺšś£ ąěğ ĺğňěŋěŋĺľ ĺ ŋă łőňŕńěłśŋżľ śńşůăľ.