Č Ń Ă Ć Ă II

ŃĹŊĚĽŊŻĚ ŔŘĚŐĄŘĂĞŐĆĂŊĹ§ x 9. Ńĺŋěľŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ĺ őŕěřăűĺĺ ŋăď ŋĺňĺ

1. Őśŋőćŋżě őŕřěďěńěŋĺ£. Ć ŕřěďżďşźěľ čńăćě ňż ĺğşůăńĺ ťşŋłűĺĺ ć n-ňěřŋőň ńĺŋěľŋőň ŕřőśšřăŋśšćě, ŕřĺŋĺňă¿źĺě ůĺśńěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ (ńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ, łćăďřăšĺůŋżě ĺ š. ď.). Ŋő ć ř£ďě śńşůăěć ćőğŋĺłăěš ŕőšřěąŋőśšĳ řăśśňăšřĺćăšĳ ťşŋłűĺĺ ďřşčőčő ćĺďă, ă ĺňěŋŋő, ťşŋłűĺĺ, łőšőřżě šőůłăň ŕřőśšřăŋśšćă śšăć£š ć śőőšćěšśšćĺě śŋőćă šőůłĺ šőčő ęě ŕřőśšřăŋśšćă (ă ŋě ůĺśńă). Ŕřőśšěľÿĺňĺ śřěďĺ ťşŋłűĺľ šăłőčő řőďă £ćń£¿šś£ ńĺŋěľŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£.

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 1. Ŕşśšĳ łăęďőňş ćěłšőřş x

n-ňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ŕőśšăćńěŋ ć śőőšćěšśšćĺě ćěłšőř y ¡šőčő ęě ŕřőśšřăŋśšćă. Ťşŋłűĺ¿ y = A(x) ňż ŋăğőćěň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň ŕřőśšřăŋśšćă R.

Ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ŋăğżćăěšś£ ńĺŋěľŋżň, ěśńĺ ćżŕőńŋěŋż śńěďş¿źĺě şśńőćĺ£:

1^∘ A(x_1 + x_2) = A(x_1) + A(x_2), 2^∘ A(λx) = λA(x). Šăň, čďě ¡šő ŋě śňőęěš ŕřĺćěśšĺ ł ŋěďőřăğşňěŋĺ£ň, ćňěśšő A(x) ňż ąşďěň ŕĺśăšĳ Ax.

Ŕ ř ĺ ň ě ř ż. 1. Řăśśňőšřĺň šřěţňěřŋőě ěćłńĺďőćő ŕřőśšřăŋśšćő R ĺ ć ŋěň ŕřěőąřăğőćăŋĺě, śőśšő£źěě ć ŕőćőřőšě R ćőłřşč łăłőľ-ńĺąő őśĺ, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ ŋşńĳ. Łăęďőňş ćěłšőřş x śšăćĺšś£ ć śőőšćěšśšćĺě ćěłšőř Ax, ŕőńşůěŋŋżľ ĺğ ŋěčő ďăŋŋżň ŕőćőřőšőň. Şśńőćĺ£ 1^∘ ĺ 2^∘ ŕřőćěř£¿šś£ ąěğ šřşďă. Ŕřőćěřĺň, ŋăŕřĺňěř, şśńőćĺě 1^∘. A(x_1 + x_2) őğŋăůăěš, ůšő ćěłšőřż x_1 ĺ x_2 śŋăůăńă śłńăďżćă¿šś£, ă ğăšěň ŕőńşůěŋŋżľ ćěłšőř ŕőćőřăůĺćăěšś£. Ax_1 + Ax_2 őğŋăůăěš, ůšő ćěłšőřż x_1 ĺ x_2 śŕěřćă ŕőćőřăůĺćă¿šś£, ă ğăšěň śłńăďżćă¿šś£. §śŋő, ůšő ć őąőĺţ śńşůă£ţ řěğşńĳšăš őďĺŋ ĺ šőš ęě.

2. Ŕşśšĳ R^′ | ŋěłőšőřă£ ŕńőśłőśšĳ ć šřěţňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě R, ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ ŋşńĳ. Ŕőśšăćĺň ć śőőšćěšśšćĺě łăęďőňş ćěłšőřş x ěčő ŕřőěłűĺ¿ x^′ = Ax ŋă ¡šş ŕńőśłőśšĳ. Şśńőćĺ£ 1^∘ ĺ 2^∘ őŕ£šĳ ńěčłő ŕřőćěř£¿šś£. Ŋăŕřĺňěř, 1^∘ őğŋăůăěš, ůšő ŕřőěłűĺ£ śşňňż řăćŋă śşňňě ŕřőěłűĺľ.

3. Řăśśňőšřĺň ăťťĺŋŋőě n-ňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, ć łőšőřőň ćěłšőř őŕřěďěńěŋ łăł śőćőłşŕŋőśšĳ n ůĺśěń.

Ŕşśšĳ ‖a_{ik}‖ | ŋěłőšőřă£ ňăšřĺűă. Ŕőśšăćĺň ć śőőšćěšśšćĺě łăęďőňş ćěłšőřş

x = (ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n)

ćěłšőř y = Ax = (η_1, η_2, . . . , η_n), čďě η_i ćżůĺśń£¿šś£ ŕő ťőřňşńăň

η_i = n∑ k=1 a_{ik}ξ_k. Şśńőćĺ£ 1^∘ ĺ 2^∘, őŕřěďěń£¿źĺě ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, ŕřőćěř£¿šś£ ąěğ šřşďă.

4. Řăśśňőšřĺň n-ňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, ¡ńěňěŋšăňĺ łőšőřőčő £ćń£¿šś£ ňŋőčőůńěŋż śšěŕěŋĺ 6 n − 1.

Ŕőńőęĺň AP (t) = P^′(t), čďě P^′(t) | ŕřőĺğćőďŋă£ ňŋőčőůńěŋă P (t).

İšő ŕřěőąřăğőćăŋĺě | ńĺŋěľŋőě. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, 1^∘ (P_1(t) + P_2(t))^′ = P^′_1(t) + P^′_2(t), 2^∘ (λP (t))^′ = λP^′(t).

5. Řăśśňőšřĺň ŕřőśšřăŋśšćő, ć łőšőřőň ćěłšőřăňĺ £ćń£¿šś£ ŋěŕřěřżćŋżě ťşŋłűĺĺ f(t), 0 6 t 6 1. Ŕőńő- ęĺň Af(t) = t∫ 0 f(τ) dτ. Ŕřěőąřăğőćăŋĺě A | ńĺŋěľŋőě. Ďěľśšćĺšěńĳŋő,

1^∘ A(f_1 + f_2) = t∫ 0 [f_1(τ) + f_2(τ)] dτ =

= t∫ 0 f_1(τ) dτ + t∫ 0 f_2(τ) dτ = Af_1 + Af_2,

2^∘ A(λf) = t∫ 0 λf(τ) dτ = λ t∫ 0 f(τ) dτ = λAf. 6. Řăśśňőšřĺň šő ęě ŕřőśšřăŋśšćő, ůšő ĺ ć ŕřĺňěřě 5. Ŕşśšĳ k(t, s) | ŋěŕřěřżćŋă£ ťşŋłűĺ£, ğăďăŋŋă£ ć łćăďřăšě 0 6 t 6 1, 0 6 s 6 1. Ŕőńőęĺň φ(t) ≡ Af(t) = 1∫ 0 k(t, s)f(s) ds. Ŕřőćěřĳšě śăňĺ, ůšő ¡šő ŕřěőąřăğőćăŋĺě ńĺŋěľŋő.

Śřěďĺ ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ őśőąş¿ řőńĳ ĺčřă- ¿š śńěďş¿źĺě ŕřőśšżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£:

ěďĺŋĺůŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě E, śšăć£źěě ć śőőšćěš-

śšćĺě łăęďőňş ćěłšőřş ¡šőš ęě śăňżľ ćěłšőř, š. ě. Ex = x;

ŋşńěćőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě O, śšăć£źěě ć śőőšćěšśšćĺě

łăęďőňş ćěłšőřş x ŋşńěćőľ ćěłšőř: Ox = 0. 2. Ść£ğĳ ňěęďş ňăšřĺűăňĺ ĺ ńĺŋěľŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ. Ŕşśšĳ e_1, e_2, . . . , e_n | ŋěłőšőřżľ ąăğĺś ć n-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě R ĺ A | ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ć R.

Ďń£ ń¿ążţ n ćěłšőřőć g1, g2, . . . , gn śşźěśšćşěš őďŋő ĺ šőńĳłő őďŋő ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A, šăłőě ůšő Ae_1 = g_1, Ae_2 = g_2, . . . , Ae_n = g_n.

Ďőłăęěň ¡šő. Ŕőłăęěň śŋăůăńă, ůšő ŕřěőąřăğőćăŋĺě A őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ćěłšőřăňĺ Ae_1, Ae_2, . . . . . . , Ae_n. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ

x = ξ_1e_1 + ξ_2e_2 + . . . + ξ_ne_n (1)

| ŕřőĺğćőńĳŋżľ ćěłšőř ĺğ R. Šőčďă

Ax = A(ξ_1e_1 + ξ_2e_2 + . . . + ξ_ne_n) = = ξ_1Ae_1 + ξ_2Ae_2 + . . . + ξ_nAe_n (2)

ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, Ax őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ŕő Ae_1, Ae_2, . . . , Ae_n. Šěŕěřĳ ŕőłăęěň, ůšő ďń£ ćś£łĺţ ćěłšőřőć g_1, g_2, . . . , g_n śşźěśšćşěš ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A, šăłőě, ůšő Ae_i = g_i. Ďń£ ¡šőčő ŕőśšăćĺň ć śőőšćěšśšćĺě ćěłšőřăň e_i ćěłšőřż g_i; ŕřőĺğćőńĳŋőňş ęě ćěłšőřş x = ξ_1e_1 + . . . + ξ_ne_n ŕőśšăćĺň ć śőőšćěšśšćĺě ćěłšőř ξ_1g_1 + . . . + ξ_ng_n. Šăł łăł ćěłšőř x ćżřăęăěšś£ ůěřěğ e_1 őďŋőğŋăůŋő, šő ěňş śšăćĺšś£ ć śőőšćěšśšćĺě ćŕőńŋě őŕřěďěńěŋŋżľ ćěłšőř Ax. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő šăł őŕřěďěńěŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ńĺŋěľŋő.

Őąőğŋăůĺň łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă g_k ć ąăğĺśě e_1, e_2, . . . , e_n ůěřěğ a_{1k}, a_{2k}, . . . , a_{nk}, š. ě. ŕőńőęĺň

g_k = Ae_k = n∑ i=1 a_{ik}e_i. (3) Śőćőłşŕŋőśšĳ ůĺśěń a_{ik} (i, k = 1, 2, . . . , n) őąřăğşěš ňăšřĺűş A = ‖a_{ik}‖, łőšőřş¿ ňż ŋăğőćěň ňăšřĺűěľ ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćă-

ŋĺ£ A ć ąăğĺśě e1, e2, . . . , en.

Ĺšăł, ňż ďőłăğăńĺ, ůšő ŕřĺ ğăďăŋŋőň ąăğĺśě e_1, e_2, . . . , e_n łăęďőňş ńĺŋěľŋőňş ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ A őď-

ŋőğŋăůŋő śőőšćěšśšćşěš ňăšřĺűă ‖a_{ik}‖, ĺ, őąřăšŋő, łăęďőľ ňăšřĺűě ‖a_{ik}‖ őďŋőğŋăůŋő őšćěůăěš ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, őŕřěďěń£ěňőě ťőřňşńăňĺ (3), (1), (2).

Ňż ćĺďĺň, šăłĺň őąřăğőň, ůšő ńĺŋěľŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ňőęŋő őŕĺśżćăšĳ ś ŕőňőźĳ¿ ňăšřĺű ĺ ňăšřĺűż £ćń£¿šś£ šěň ăŋăńĺšĺůěśłĺň ăŕŕăřăšőň, ś ŕőňőźĳ¿ łőšőřőčő ĺğşůă¿šś£ ńĺŋěľŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ć łőŋěůŋőňěřŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ.

Ğăňěšĺň, ůšő ŕřĺ ĺğňěŋěŋĺĺ ąăğĺśă ňăšřĺűă, śőőšćěšśšćş¿źă£ ďăŋŋőňş ńĺŋěľŋőňş ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿, ćőőąźě čőćőř£, ĺğňěŋĺšś£.

Ŕ ř ĺ ň ě ř ż. 1. Ŕşśšĳ R | šřěţňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, A | ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, śőśšő£źěě ć ŕřőěłšĺřőćăŋĺĺ łăęďőčő ćěłšőřă ŋă ŕńőśłőśšĳ XY . Ŕřĺňěň ğă ąăğĺś ěďĺŋĺůŋżě ćěłšőřż e_1, e_2, e_3, ŋăŕřăćńěŋŋżě ŕő őś£ň łőőřďĺŋăš. Šőčďă

Ae_1 = e_1, Ae_2 = e_2, Ae_3 = 0,

š. ě. ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ć ¡šőň ąăğĺśě ĺňěěš ćĺď

1 0 0 0 1 0 0 0 0 .

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ŋăľšĺ ňăšřĺűş šőčő ęě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ć ąăğĺśě e^′_1, e^′_2, e^′_3, čďě

e^′_1 = e1, e^′_2 = e2, e^′_3 = e1 + e2 + e3.

2. Ŕşśšĳ E | ěďĺŋĺůŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ĺ e_1, e_2, . . . . . . e_n | ąăğĺś ć R. Šőčďă Ae_i = e_i (i = 1, 2, . . . , n), š. ě. ňăšřĺűă ěďĺŋĺůŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ć ń¿ąőň ąăğĺśě ĺňěěš ćĺď 1 0 . . . 0 0 1 . . . 0 . . . . . . . . 0 0 . . . 1 .

Ńěčłő šăłęě ćĺďěšĳ, ůšő ňăšřĺűă ŋşńěćőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ć ń¿ąőň ąăğĺśě śőśšőĺš śŕńőÿĳ ĺğ ŋşńěľ.

3. Ŕşśšĳ R | ŕřőśšřăŋśšćő ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ

6 n − 1. Ŕřěőąřăğőćăŋĺě A | ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺě, š. ě. AP (t) = P^′(t). Ćżąěřěň ć R ąăğĺś śńěďş¿źĺň őąřăğőň:

e_1 = 1, e_2 = t, e_3 = t^2 2! , . . . , e_n = t^{n−1} (n � 1)!^.

Šőčďă

Ae_1 = 1^′ = 0, Ae_2 = t^′ = 1, Ae_3 = ( t_2 2 )_′ = t = e_2, . . . . . . , Ae_n = ( t_{n−1} (n � 1)! )_′ =^{tn−2} (n � 2)!^{= en−1.}

Šăłĺň őąřăğőň, ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ć ¡šőň ąăğĺśě ĺňěěš ćĺď 0 1 0 . . . 0 0 0 1 . . . 0 . . . . . . . . . . 0 0 0 . . . 1 0 0 0 . . . 0 .

Ŕşśšĳ A | ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, e_1, e_2, . . . , e_n | ąăğĺś ć R ĺ ‖a_{ik}‖ | ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ć ¡šőň ąăğĺśě. Ŕşśšĳ x = ξ_1e_1 + ξ_2e_2 + . . . + ξ_ne_n, (4) Ax = η_1e_1 + η_2e_2 + . . . + η_ne_e. (4^′) Ŋăľďěň ćżřăęěŋĺě łőőřďĺŋăš η_1, η_2, . . . , η_n ćěłšőřă Ax ůěřěğ łőőřďĺŋăšż ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n ćěłšőřă x. Ĺňěěň:

Ax = A(ξ_1e_1 + ξ_2e_2 + . . . + ξ_ne_n) = = ξ_1(a_{11}e_1 + a_{21}e_2 + . . . + a_{n1}e_n) + + ξ_2(a_{12}e_1 + a_{22}e_2 + . . . + a_{n2}e_n) + . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . + ξ_n(a_{1n}e_1 + a_{2n}e_2 + . . . + a_{nn}e_n) = = (a_{11}ξ_1 + a_{12}ξ_2 + . . . + a_{1n}ξ_n)e_1 + + (a_{21}ξ_1 + a_{22}ξ_2 + . . . + a_{2n}ξ_n)e_2 + . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . + (a_{n1}ξ_1 + a_{n2}ξ_2 + . . . + a_{nn}ξ_n)e_n.

Śńěďőćăšěńĳŋő, śřăćŋĺćă£ ś (4^′), ŕőńşůăěň: η_1 = a_{11}ξ_1 + a_{12}ξ_2 + . . . + a_{1n}ξ_n, η_2 = a_{21}ξ_1 + a_{22}ξ_2 + . . . + a_{2n}ξ_n, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . η_n = a_{n1}ξ_1 + a_{n2}ξ_2 + . . . + a_{nn}ξ_n, ĺńĺ łőřőůě:

η_i = n∑ k=1 a_{ik}ξ_k. (5) Šăłĺň őąřăğőň: ěśńĺ ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A

ĺňěěš ć ďăŋŋőň ąăğĺśě e1, e2, . . . , en ňăšřĺűş ‖a_{ik}‖, šő ąăğĺśŋżě ćěłšőřż ŕřěőąřăğş¿šś£ ś ŕőňőźĳ¿ śšőńąűőć ¡šőľ ňăšřĺűż [ťőřňşńă (3)], ă łőőřďĺŋăšż ŕřőĺğćőńĳŋőčő ćěłšőřă | ś ŕőňőźĳ¿ ěě śšřőł [ťőřňşńă (5)].

3. Śńőęěŋĺě ĺ şňŋőęěŋĺě ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ. Ńĺŋěľŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ňőęŋő śłńăďżćăšĳ ĺ şňŋőęăšĳ.

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 2. Ŕřőĺğćěďěŋĺěň ńĺŋěľŋżţ

ŕřěőąřăğőćăŋĺľ A ĺ B ŋăğżćăěšś£ ŕřěőąřăğőćăŋĺě C, śőśšő£źěě ć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőň ćżŕőńŋěŋĺĺ śŋăůăńă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ B, ă ğăšěň ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A.

Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ: C = AB őğŋăůăěš, ůšő ďń£ ń¿ąő- čő x Cx = A(Bx). Ŕřőĺğćěďěŋĺě ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ěśšĳ ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, š. ě. şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ£ň 1^∘ ĺ 2^∘ őŕřěďěńěŋĺ£ 1. Ďěľśšćĺšěńĳŋő,

C(x_1 + x_2) = A[B(x_1 + x_2)] = A(Bx_1 + Bx_2) = = ABx_1 + ABx_2 = Cx_1 + Cx_2.

Ŕěřćőě řăćěŋśšćő ŋăŕĺśăŋő ŋă őśŋőćăŋĺĺ őŕřěďěńěŋĺ£ ŕřőĺğćěďěŋĺ£, ćšőřőě ŋă őśŋőćăŋĺĺ śćőľśšćă 1^∘ ďń£ B, šřěšĳě ć śĺńş šőčő ęě śćőľśšćă ďń£ A ĺ, ŋăłőŋěű, ůěšćěřšőě őŕ£šĳ-šăłĺ ć śĺńş őŕřěďěńěŋĺ£ ŕřőĺğćěďěŋĺ£.

Ăŋăńőčĺůŋő ŕőłăğżćăěšś£, ůšő C(λx) = λCx. Ěśńĺ E | ěďĺŋĺůŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, ă A | ŕřőĺğćőńĳŋőě, šő ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő AE = EA = A. Łăł őążůŋő, őŕřěďěń£ěň śšěŕěŋĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A:

A^2 = A · A, A^3 = A^2 · A, . . . ĺ š. ď.

Łăł ĺ ďń£ ůĺśěń, ŕőńăčăěň, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, A^0 = E. Őůěćĺďŋő, ůšő A^{m+n} = A^m · A^n. Ŕ ř ĺ ň ě ř. R | ŕřőśšřăŋśšćő ňŋőčőůńěŋőć P (t) śšěŕěŋĺ ŋě ćżÿě n − 1. Őŕřěďěńĺň ć ŋěň ŕřěőąřăğőćăŋĺě D ťőřňşńőľ DP (t) = P^′(t), čďě P^′(t) | ŕřőĺğćőďŋă£ ňŋőčőůńěŋă P (t). Šőčďă ďń£ ń¿- ąőčő P (t)

D^2P (t) = D(DP (t)) = (P^′(t))^′ = P^{′′}(t).

İšő řăćěŋśšćő őŕřěďěń£ěš ŕřěőąřăğőćăŋĺě D^2. Ăŋăńőčĺůŋő ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ŕřěőąřăğőćăŋĺě D^3P (t) = = P^{′′′}(t), . . . Ğăňěšĺň, ůšő ć ďăŋŋőň śńşůăě D^n = 0. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, šăł łăł ćěłšőřăňĺ ŕřőśšřăŋśšćă £ćń£¿šś£ ňŋőčőůńěŋż śšěŕěŋĺ 6 n − 1, šő

D^nP (t) = P^{(n)}(t) = 0.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ćżąěřěň ć ŕřőśšřăŋśšćě ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ ŋě ćżÿě, ůěň n − 1, ąăğĺś, şłăğăŋŋżľ ć ŕřĺňěřě 3 ŕ. 2 ¡šőčő ŕăřăčřăťă. Ŋăľšĺ ć ¡šőň ąăğĺśě ňăšřĺűż ŕřěőąřăğőćăŋĺľ D, D^2, D^3, . . . Ňż ğŋăěň, ůšő ŕřĺ ğăďăŋŋőň ąăğĺśě e_1, e_2, . . . , e_n łăęďőňş ńĺŋěľŋőňş ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ őšćěůăěš ňăšřĺűă. Ŕşśšĳ ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ A őšćěůăěš ňăšřĺűă ‖a_{ik}‖, ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ B | ňăšřĺűă ‖b_{ik}‖; ŋăľďěň ňăšřĺűş ‖c_{ik}‖, őšćěůă¿źş¿ ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ C = AB. Ć śĺńş őŕřěďěńěŋĺ£ ňăšřĺűż ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ C ňż ĺňěěň: Ce_k = ∑ i c_{ik}e_i. (6) Ďăńěě, ABe_k = A (_n ∑ j=1 b_{jk}e_j ) = ∑ j b_{jk}Ae_j = ∑ j,i b_{jk}a_{ij}e_i. (7)

Śřăćŋĺćă£ łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ e_i ć řăćěŋśšćăţ (6) ĺ (7), ŕőńşůăěň: c_{ik} = ∑ j a_{ij}b_{jk}. (8) Ňż ćĺďĺň, ůšő ¡ńěňěŋš c_{ik} ňăšřĺűż C ěśšĳ śşňňă ŕřőĺğćěďěŋĺľ ¡ńěňěŋšőć i-ľ śšřőłĺ ňăšřĺűż A ŋă śőőšćěšśšćş¿źĺě ¡ńěňěŋšż k-čő śšőńąűă ňăšřĺűż B. Šăł őŕřěďěńěŋŋă£ ňăšřĺűă ŋăğżćăěšś£ ŕřőĺğćěďěŋĺěň ňăšřĺűż A ŋă ňăšřĺűş B. Ĺšăł, ěśńĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ A őšćěůăěš ňăšřĺűă ‖a_{ik}‖, ă ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ B | ňăšřĺűă ‖b_{ik}‖, šő ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ ¡šĺţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ őšćěůăěš ňăšřĺűă ‖c_{ik}‖, £ćń£¿źă£ś£ ŕřőĺğćěďěŋĺěň ňăšřĺű ‖a_{ik}‖ ĺ ‖b_{ik}‖. Ŕřőĺğćěďěŋĺě ňăšřĺű ćżůĺśń£ěšś£ ŕő ťőřňşńě (8).

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 3. Śşňňőľ ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğő-

ćăŋĺľ A ĺ B ŋăğżćăěšś£ šăłőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě C, łőšőřőě łăęďőňş ćěłšőřş x śšăćĺš ć śőőšćěšśšćĺě ćěłšőř Ax + Bx; ĺŋăůě čőćőř£, C = A + B őğŋăůăěš,

ůšő Cx = Ax + Bx ďń£ ń¿ąőčő x.

Ŕşśšĳ ŕřěőąřăğőćăŋĺě C ěśšĳ śşňňă ŕřěőąřăğőćăŋĺľ A ĺ B. Šőčďă, ğŋă£ ňăšřĺűż ŕřěőąřăğőćăŋĺľ A ĺ B, ńěčłő ŋăľšĺ ňăšřĺűş ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ C. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ ‖a_{ik}‖, śőőšćěšśšćěŋŋő ‖b_{ik}‖, śşšĳ ňăšřĺűż ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A, śőőšćěšśšćěŋŋő B, š. ě. Ae_k = ∑ i a_{ik}e_i, Be_k = ∑ i b_{ik}e_i, ĺ ‖c_{ik}‖ | ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ C, š. ě. Ce_k = ∑ i c_{ik}e_i. Šăł łăł C = A + B, šő

Ce_k = Ae_k + Be_k = ∑ i (a_{ik} + b_{ik})e_i ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, c_{ik} = a_{ik} + b_{ik}. Ňăšřĺűă ‖a_{ik} + b_{ik}‖ ŋăğżćăěšś£ śşňňőľ ňăšřĺű ‖a_{ik}‖ ĺ ‖b_{ik}‖. Ĺšăł: ňăšřĺűă śşňňż ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćă-

ŋĺľ řăćŋă śşňňě ňăšřĺű, śőőšćěšśšćş¿źĺţ őšďěńĳŋżň śńăčăěňżň.

Őŕěřăűĺĺ śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ şďőćńěšćőř£¿š őążůŋżň ďń£ śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ şśńőćĺ£ň, ă ĺňěŋŋő:

1^∘ A + B = B + A; 2^∘ (A + B) + C = A + (B + C); 3^∘ A(BC) = (AB)C; 4^∘ { (A + B)C = AC + BC, C(A + B) = CA + CB. Ğăňěšĺň, ůšő şňŋőęěŋĺě ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ, ćőőąźě čőćőř£, ŋěłőňňşšăšĺćŋő. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ćőğĳňěň ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ś ňăšřĺűěľ ‖ ‖ ‖ 1 1 0 1 ‖ ‖ ‖ ĺ ńĺ-

ŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě B ś ňăšřĺűěľ ‖ ‖ ‖ 1 0 1 1 ‖ ‖ ‖. Šăł łăł ‖ ‖ ‖ 1 1 0 1 ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ 1 0 1 1 ‖ ‖ ‖ = ‖ ‖ ‖ 2 1 1 1 ‖ ‖ ‖ , ă ‖ ‖ ‖1 0 1 1 ‖ ‖ ‖ ‖1 1 0 1 ‖ ‖ = ‖ ‖1 1 1 2 ‖ ‖ , šő AB ≠ BA. Ňż ňőčńĺ ąż ąěğ ąőńĳÿőčő šřşďă ďőłăğăšĳ řăćěŋśšćă 1^∘{4^∘ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő. Ŋő ć ¡šőň ŋěš ŋěőąţőďĺňőśšĺ.

Ć śăňőň ďěńě, ňěęďş ńĺŋěľŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ ĺ ňăšřĺűăňĺ şśšăŋőćńěŋő ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě, ŕřĺůěň śşňňě śőőšćěšśšćşěš śşňňă, ă ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ | ŕřőĺğćěďěŋĺě. Ďń£ ňăšřĺű ťőřňşńż 1^∘{4^∘ ďőłăğżćă¿šś£ ć łşřśě ăńčěąřż; ć śĺńş şśšăŋőćńěŋŋőčő śőőšćěšśšćĺ£ őŋĺ ăćšőňăšĺůěśłĺ ŕěřěŋőś£šś£ ŋă ńĺŋěľŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£.

Őŕřěďěńĺň ěźě ŕřőĺğćěďěŋĺě ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ŋă ůĺśńő λ; ŕőď ŕřěőąřăğőćăŋĺěň λA ňż ąşďěň ŕőŋĺňăšĳ ŕřěőąřăğőćăŋĺě, łőšőřőě łăęďőňş ćěłšőřş x śšăćĺš ć śőőšćěšśšćĺě ćěłšőř λ(Ax). §śŋő, ůšő ěśńĺ ńĺŋěľŋőňş ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ A őšćěůăěš ňăšřĺűă ‖a_{ik}‖, šő ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ λA őšćěůăěš ňăšřĺűă ‖λa_{ik}‖.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ňŋőęěśšćő ćśěţ ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ŕřőśšřăŋśšćă R ś ććěďěŋŋżňĺ ğďěśĳ őŕěřăűĺ£ňĺ śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ŋă ůĺśńő őąřăğş¿š ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Łăłőćă ěčő řăğňěřŋőśšĳ?

Şňě£ ŋăţőďĺšĳ śşňňş ĺ ŕřőĺğćěďěŋĺě ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ, ňőęŋő šěŕěřĳ ŋăľšĺ ń¿ąőľ ňŋőčőůńěŋ őš ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A. Ŕşśšĳ P (t) = a_0t^m + a_1t^{m−1} + . . . . . .+a_m | ŕřőĺğćőńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ. Šőčďă ŕőď P (A) ňż ŕőŋĺňăěň ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, őŕřěďěńěŋŋőě ťőřňşńőľ

P (A) = a_0A^m + a_1A^{m−1} + . . . + a_mE.

Ŕ ř ĺ ň ě ř. Řăśśňőšřĺň ŕřőśšřăŋśšćő R, ¡ńěňěŋšăňĺ łőšőřőčő £ćń£¿šś£ ťşŋłűĺĺ, őŕřěďěńěŋŋżě ŋă ĺŋšěřćăńě (a, b) ĺ ĺňě- ¿źĺě ŕřőĺğćőďŋżě ćśěţ ŕőř£ďłőć. Ć ¡šőň ŕřőśšřăŋśšćě řăśśňőšřĺň ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě D, łőšőřőě łăęďőľ ťşŋłűĺĺ śšăćĺš ć śőőšćěšśšćĺě ěě ŕřőĺğćőďŋş¿, š. ě. Df(t) = f^′(t). Ŕşśšĳ šěŕěřĳ ŋăň ğăďăŋ ňŋőčőůńěŋ P (t) = a0t^m +a1t^{m−1} +. . .+am. Šőčďă P (D) ěśšĳ ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, łőšőřőě ŕěřěćőďĺš ťşŋłűĺ¿ f(t) ć P (D)f(t) = a0f^{(m)}(t) + a1f^{(m−1)}(t) + . . . + amf(t).

Ć śőőšćěšśšćĺĺ ś ććěďěŋŋżňĺ ćżÿě őŕřěďěńěŋĺ£ňĺ śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ňăšřĺű ňŋőčőůńěŋ őš ňăšřĺűż A ňż ğăďăěň ťőřňşńőľ

P (A) = a_0A^m + a_1A^{m−1} + . . . + a_mE.

Ŕ ř ĺ ň ě ř. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő A | šăł ŋăğżćăěňă£ ďĺăčőŋăńĳŋă£ ňăšřĺűă, š. ě. ňăšřĺűă, ş łőšőřőľ ŋă ćśěţ ňěśšăţ, łřőňě čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĺ, śšő£š ŋşńĺ. Ŋăľďěň p(A). Ňż ĺňěěň A = λ1 0 0 . . . 0 0 λ2 0 . . . 0 . . . . . . . . . . . . . . 0 0 0 . . . λn ; šőčďă

A^2 = λ^2_1 0 . . . 0 0 λ^2 . . . 0 . . . . . . . . . . . . 0 0 . . . λ^2_n , . . . , A^m = λ^m_1 0 . . . 0 0 λ^m_2 . . . 0 . . . . . . . . . . . . . . 0 0 . . . λ^m_n . Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő ěśńĺ P (t) = a0t^m + . . . + am−1t + am, šő

P (A) =

P (λ1) 0 . . . 0 0 P (λ2) . . . 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 . . . P (λn) . Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ŕşśšĳ ňăšřĺűă A ĺňěěš ćĺď 0 1 0 0 . . . 0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 1 . . . 0 . . . . . . . . . . . . . 0 0 0 0 . . . 1 0 0 0 0 . . . 0 .

Ŋăľšĺ P (A).

Ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ŋě šőńĳłő ňŋőčőůńěŋ őš ňăšřĺűż, ŋő ĺ ćőőąźě ťşŋłűĺ¿ őš ňăšřĺűż, ŋăŕřĺňěř eA, sin A, ĺ š. ď.

Śőćőłşŕŋőśšĳ ňăšřĺű n-čő ŕőř£ďłă őąřăğşěš, łăł ňż şęě şŕőňĺŋăńĺ ć § 1 (śšř. 9, ŕřĺňěř 5), ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, ěśńĺ őŕřěďěńĺšĳ śşňňş ĺ ŕřőĺğćěďěŋĺě ňăšřĺű ŋă ůĺśńő, łăł őążůŋő. İšő ŕřőśšřăŋśšćő ĺňěěš n^2 ĺğňěřěŋĺľ (łăęďă£ ňăšřĺűă ğăďăěšś£ śĺśšěňőľ n^2 ůĺśěń); ŕő¡šőňş ćś£łĺě n^2 + 1 ňăšřĺű ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż. Řăśśňőšřĺň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śšěŕěŋěľ ŋěłőšőřőľ ňăšřĺűż A: E, A, A^2, . . . , A^{n2} . Šăł łăł ĺţ n^2 + 1, šő őŋĺ ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż, š. ě. śşźěśšćş¿š ůĺśńă a_0, a_1, a_2, . . . , a_n2 šăłĺě, ůšő

a_0E + a_1A + a_2A^2 + . . . + a_n2 A^{n2} = 0.

Ňż ŕőńşůĺńĺ śńěďş¿źĺľ ĺŋšěřěśŋżľ ćżćőď: ďń£ łăęďőľ ňăšřĺűż ŕőř£ďłă n śşźěśšćşěš ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ n^2 šăłőľ, ůšő P (A) = 0. Şłăğăŋŋżľ ğďěśĳ őůěŋĳ ŕřőśšőľ ćżćőď śşźěśšćőćăŋĺ£ ňŋőčőůńěŋă P (t), ďń£ łőšőřőčő P (A) = 0, őąńăďăěš ďćşň£ ŋěďőśšăšłăňĺ. Ćőŕěřćżţ, ŋě şłăğăŋ śŕőśőą ćżůĺśńěŋĺ£ šăłőčő ňŋőčőůńěŋă ĺ, ćő-ćšőřżţ, śšěŕěŋĳ šăłőčő ňŋőčőůńěŋă ğăćżÿěŋă. Ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ ňż ŋěśłőńĳłő ŕőğęě ŕőłăęěň, ůšő ďń£ łăęďőľ ňăšřĺűż A śşźěśšćşěš ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ n, őůěŋĳ ŕřőśšő ść£ğăŋŋżľ ś ňăšřĺűěľ ĺ őąřăźă¿- źĺľś£ ć ŋşńĳ ŕřĺ ŕőďśšăŋőćłě ć ŋěčő ¡šőľ ňăšřĺűż.

4. Őąřăšŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě. §ďřő ĺ őąřăğ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£.

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 4. Ŕřěőąřăğőćăŋĺě B ŋăğżćă-

ěšś£ őąřăšŋżň ł A, ěśńĺ AB = BA = E, čďě E | ěďĺŋĺůŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě.

Ć śĺńş őŕřěďěńěŋĺ£ E ¡šő őğŋăůăěš, ůšő ďń£ ń¿ąőčő x B(Ax) = x, š. ě. ěśńĺ A ŕěřěćőďĺš x ć ćěłšőř Ax, šő őąřăšŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě B ŕěřěćőďĺš ćěłšőř Ax őąřăšŋő ć ćěłšőř x. Ŕřěőąřăğőćăŋĺě, őąřăšŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ A, őąőğŋăůăěšś£ A^{−1}.

Ŋě ďń£ ćś£łőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ śşźěśšćşěš őąřăšŋőě. Ŋăŕřĺňěř, ŕřěőąřăğőćăŋĺě, śőśšő£źěě ć ŕřőěłšĺřőćăŋĺĺ šřěţňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ŋă ŕńőśłőśšĳ XY (śň. ŕřĺňěř 1 ŕ. 1), őůěćĺďŋő, ŋě ĺňěěš őąřăšŋőčő.

Ś ŕőŋ£šĺěň őąřăšŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ść£ğăŋő ŕőŋ£- šĺě őąřăšŋőľ ňăšřĺűż. Łăł ĺğćěśšŋő, ďń£ łăęďőľ ňăšřĺűż A, şďőćńěšćőř£¿źěľ şśńőćĺ¿ Det(A) ≠ 0, ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ňăšřĺűş A^{−1}, şďőćńěšćőř£¿źş¿ şśńőćĺ¿

AA^{−1} = A^{−1}A = E. (9)

İšă ňăšřĺűă A^{−1} ŋăğżćăěšś£ őąřăšŋőľ ł ňăšřĺűě A. Ěě ňőęŋő ŋăľšĺ, řěÿă£ śĺśšěňş ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ, ¡łćĺćăńěŋšŋş¿ ňăšřĺůŋőňş řăćěŋśšćş (9). İńěňěŋšż ěě k-čő śšőńąűă őłăęşšś£ řăćŋżňĺ ňĺŋőřăň k-ľ śšřőłĺ ňăšřĺűż A, ďěńěŋŋżň ŋă ěě őŕřěďěńĺšěńĳ. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő šăł śőśšăćńěŋŋă£ ňăšřĺűă A^{−1} şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ£ň (9).

Šăł łăł ŕřĺ ğăďăŋŋőň ąăğĺśě ňěęďş ňăšřĺűăňĺ ĺ ńĺŋěľŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ ĺňěěšś£ ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě, śőţřăŋ£¿źěě őŕěřăűĺ¿ şňŋőęěŋĺ£,

šő, ďń£ šőčő ůšőąż ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ĺňěńő őąřăšŋőě, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ěčő ňăšřĺűă ć łăłőň-ŋĺąşďĳ ąăğĺśě ĺňěńă őŕřěďěńĺšěńĳ, őšńĺůŋżľ őš ŋşń£, š. ě. ĺňěńă ąż řăŋč n. Ŕřěőąřăğőćăŋĺě, ĺňě-

¿źěě őąřăšŋőě, ŋăğżćă¿š ŋěćżřőęďěŋŋżň.

Ś ŕřőĺğćőńĳŋżň ńĺŋěľŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň A ść£- ğăŋż ďćă ćăęŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă | £ďřő ĺ őąřăğ ¡šőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£.

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 5. Śőćőłşŕŋőśšĳ M ćěłšőřőć

ćĺďă Ax, čďě x ŕřőąěčăěš ćśě R, ŋăğżćăěšś£ őąřăğőň ŕřőśšřăŋśšćă R ŕřĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺĺ A.

Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, őąřăğ ŕřőśšřăŋśšćă | ¡šő ňŋőęěśšćő šěţ ćěłšőřőć y, ďń£ łőšőřżţ şřăćŋěŋĺě Ax = y ĺňěěš ţőš£ ąż őďŋő řěÿěŋĺě. §śŋő, ůšő ş őąřăšĺňőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ őąřăğ ěśšĳ ćśě ŕřőśšřăŋśšćő.

Ŕőłăęěň, ůšő M ěśšĳ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ŕřőśšřăŋ-

śšćă R. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ y1 ∈ M ĺ y2 ∈ M.

İšő ğŋăůĺš, ůšő śşźěśšćş¿š x_1 ĺ x_2 šăłĺě, ůšő y_1 = = Ax_1 ĺ y_2 = Ax_2. Ŋő šőčďă y_1 + y_2 = Ax_1 + Ax_2 =

= A(x_1 + x_2) ĺ, ğŋăůĺš, y_1 + y_2 ∈ M. Ăŋăńőčĺůŋő, ěśńĺ y = Ax, šő λy = λAx = Aλx, š. ě. λy ∈ M. Śńěďőćăšěńĳŋő, M £ćń£ěšś£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň. Řăğňěřŋőśšĳ ¡šőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ŋăğżćăěšś£ řăŋčőň ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A.

Ŕ ř ĺ ň ě ř. Řăśśňőšřĺň ŕřěőąřăğőćăŋĺě A, śőśšő£- źěě ć ŕřőěłšĺřőćăŋĺĺ šřěţňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă R ć ŕńőśłőśšĳ XY (ŕřĺňěř 1, ŕ. 2). Őůěćĺďŋő, ůšő őąřăğ ¡šőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ěśšĳ ŕńőśłőśšĳ XY .

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ŋăŕĺśăšĳ ňăšřĺűş ŕřőĺğćőńĳŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ć ąăğĺśě, ŕěřćżě k ćěłšőřőć łőšőřőčő £ćń£¿šś£ ąăğĺśőň ć őąřăğě ŕřőśšřăŋśšćă ŕřĺ ¡šőň ŕřěőąřăğőćăŋĺĺ.

Ďřşčĺň ćăęŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň £ćń£ěšś£ £ďřő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A, śőśšő£źěě ĺğ ćśěţ ćěłšőřőć, ŕěřěţőď£źĺţ ŕřĺ ¡šőň ŕřěőąřăğőćăŋĺĺ ć ŋşńĳ.

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 6. Śőćőłşŕŋőśšĳ N ćěłšőřőć x

šăłĺţ, ůšő Ax = 0, ŋăğżćăěšś£ £ďřőň ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A.

§śŋő, ůšő £ďřő šăłęě ěśšĳ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ŕřőśšřăŋśšćă R. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ Ax_1 = 0 ĺ Ax_2 = 0, šő A(x_1 + x_2) = Ax_1 + Ax_2 = 0. Šőůŋő šăł ęě, ěśńĺ Ax = 0, šő Aλx = λAx = 0, š. ě. N ěśšĳ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő.

Őůěćĺďŋő, ůšő ěśńĺ A | ŋěćżřőęďěŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, šő ěčő £ďřő śőśšőĺš ĺğ ŋşń£ (š. ě. śĺśšěňă őďŋőřőďŋżţ şřăćŋěŋĺľ ś őšńĺůŋżň őš ŋşń£ őŕřěďěńĺšěńěň ĺňěěš šőńĳłő ŋşńěćőě řěÿěŋĺě).

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ŋăŕĺśăšĳ ňăšřĺűş ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ć ąăğĺśě, ŕěřćżě k ćěłšőřőć łőšőřőčő ěśšĳ ąăğĺś £ďřă.

Ŕ ř ĺ ň ě ř. Ŕşśšĳ R | ŕřőśšřăŋśšćő ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ 6 n − 1 ĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺě A | ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺě, š. ě. AP (t) = P^′(t).

§ďřő ¡šőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ śőśšőĺš ĺğ ňŋőčőůńěŋőć P (t), ďń£ łőšőřżţ P^′(t) = 0, š. ě. ĺğ łőŋśšăŋš. Šăłĺň őąřăğőň, £ďřő N ğďěśĳ őďŋőňěřŋő.

Őąřăğ A śőśšőĺš ĺğ ňŋőčőůńěŋőć ćĺďă P^′(t), čďě P (t) ĺňěěš śšěŕěŋĳ 6 n − 1, š. ě. M śőśšőĺš ĺğ ćśěţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ 6 n − 2. Řăğňěřŋőśšĳ M řăćŋă n − 1.

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ ŕřěőąřăğőćăŋĺě A^2, łőšőřőě ğăďăěšś£ ťőřňşńőľ

A^2P (t) = P^{′′}(t).

Ďń£ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A^2 £ďřő N śőśšőĺš ĺğ ćśěţ ňŋőčőůńěŋőć ŋě ćżÿě ŕěřćőľ śšěŕěŋĺ, ă őąřăğ ĺğ ćśěţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ 6 n − 3 (ŕřőćěřĳšě!), š. ě. N ďćşňěřŋő, ă M ĺňěěš řăğňěřŋőśšĳ n − 2.

Ăŋăńőčĺůŋő ş ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A^3 £ďřő šřěţňěřŋő, ă őąřăğ ĺňěěš řăğňěřŋőśšĳ n − 3 ĺ š. ď.

Ŋăłőŋěű, ŕřěőąřăğőćăŋĺě A^n ć ¡šőň śńşůăě ěśšĳ ŋşńěćőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě. Ěčő £ďřő N = R, ă őąřăğ śőśšőĺš šőńĳłő ĺğ ŋşń£.

Ŋă ¡šőň ŕřĺňěřě ćĺďŋő, ůšő ŕřĺ ćőğćěďěŋĺĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ć śšěŕěŋĳ ěčő £ďřő řăśÿĺř£ěšś£, ă őąřăğ, ŋăőąőřőš, şňěŋĳÿăěšś£. Ŕřĺ ¡šőň řăğňěřŋőśšĳ £ďřă łăł ąż ţăřăłšěřĺğşěš śšěŕěŋĳ ćżřőęďěŋŋőśšĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£. Ůěň ąőńĳÿě £ďřő, šěň ňěŋĳÿě őąřăğ ĺ šěň Àąőńěě ćżřőęďěŋŋżňÁ £ćń£ěšś£ ŕřěőąřăğőćăŋĺě. Łřăľŋĺňĺ śńşůă£ňĺ £ćń£¿šś£ ŋşńěćőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, £ďřőň łőšőřőčő £ćń£ěšś£ ćśě R, ă őąřăğ řăćěŋ ŋşń¿, ĺ, ś ďřşčőľ śšőřőŋż, őąřăšĺňőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, őąřăğőň łőšőřőčő £ćń£ěšś£ ćśě ŕřőśšřăŋśšćő, ă £ďřő řăćŋő ŋşń¿.

Ŕřĺ ¡šőň śşňňă řăğňěřŋőśšěľ £ďřă ĺ őąřăğă ćśěčďă őśšăěšś£ řăćŋőľ řăğňěřŋőśšĺ ćśěčő ŕřőśšřăŋśšćă.

Ĺňěěš ňěśšő őąźă£ šěőřěňă.

Š ě ő ř ě ň ă. Ŕşśšĳ A | ŕřőĺğćőńĳŋőě ńĺŋěľŋőě

ŕřěőąřăğőćăŋĺě n-ňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă R. Śşňňă řăğňěřŋőśšěľ £ďřă ĺ őąřăğă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A řăćŋă řăğňěřŋőśšĺ ćśěčő ŕřőśšřăŋśšćă.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő £ďřő N ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ĺňěěš řăğňěřŋőśšĳ k. Ćżąěřěň ć N ąăğĺś ĺğ ćěłšőřőć e_1, . . . , e_k ĺ ďőŕőńŋĺň ěčő ďő ąăğĺśă e_1, . . . , e_k, e_{k+1}, . . . , e_n ćő ćśěň ŕřőśšřăŋśšćě R.

Řăśśňőšřĺň ćěłšőřż Ae_{k+1}, . . . , Ae_n. Ňŋőęěśšćő ńĺŋěľŋżţ łőňąĺŋăűĺľ ¡šĺţ ćěłšőřőć őąřăğşěš ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, łőšőřőě śőćŕăďăěš ś M | őąřăğőň ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ y | ŕřőĺğćőńĳŋżľ ćěłšőř ĺğ M. Šőčďă, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, śşźěśšćşěš ćěłšőř x šăłőľ, ůšő y = Ax. Šăł łăł e_1, . . . , e_n | ąăğĺś ć R, šő x = γ_1e_1 + . . . + γ_ne_n. Ŋő šăł łăł Ae_1 = . . . = Ae_k = 0 (e_1, . . . , e_k | ąăğĺś ć £ďřě), šő y = Ax = γ_{k+1}Ae_{k+1} + . . . . . . + γ_nAe_n. Ŕőłăęěň, ůšő n − k ćěłšőřőć Ae_{k+1}, . . . , Ae_n ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ śşźěśšćş¿š ůĺśńă α_j, ŋě řăćŋżě őďŋőćřěňěŋŋő ŋşń¿ ĺ šăłĺě, ůšő α_1Ae_{k+1} + . . . . . . + α_{n−k}Ae_n = 0. Řăśśňőšřĺň ćěłšőř x = α_1e_{k+1} + . . . . . . + α_{n−k}e_n. Šőčďă Ax = A(α_1e_{k+1} + . . . + α_{n−k}e_n) = = α_1Ae_{k+1}+. . .+α_{n−k}Ae_n = 0, š. ě. x ŕřĺŋăďńěęĺš £ďřş. Ňż ŕřĺÿńĺ ł ŕřőšĺćőřěůĺ¿, ŕőśłőńĳłş, ś őďŋőľ śšőřőŋż, x łăł ¡ńěňěŋš £ďřă ŕřěďśšăćĺň łăł ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ ŕěřćżţ k ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć, ă, ś ďřşčőľ śšőřőŋż, x = α_1e_{k+1} + . . . + α_{n−k}e_n ążń ğăďăŋ łăł ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ e_{k+1}, . . . , e_n. İšő ŕřőšĺćőřěůĺš ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ćěłšőřă x ůěřěğ ćěłšőřż ąăğĺśă. Śńěďőćăšěńĳŋő, ćěłšőřż Ae_{k+1}, . . . , Ae_n ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż.

Ňż ŕőłăğăńĺ, ůšő śşźěśšćşěš n − k ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ćěłšőřőć šăłĺţ, ůšő ń¿ąőľ ćěłšőř őąřăğă ěśšĳ ĺţ ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£, š. ě. řăğňěřŋőśšĳ őąřăğă řăćŋă n − k, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ ďőłăğăšĳ.

5. Ść£ğĳ ňěęďş ňăšřĺűăňĺ ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ć řăğńĺůŋżţ ąăğĺśăţ. Őďŋő ĺ šő ęě ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ňőęěš ć řăğńĺůŋżţ ąăğĺśăţ ĺňěšĳ řăğńĺůŋżě ňăšřĺűż (śň., ŋăŕřĺňěř, şŕřăęŋěŋĺě ł ŕřĺňěřş 1 ŕ. 3 ¡šőčő ŕăřăčřăťă). Ćż£śŋĺň, łăł ĺğňěŋ£ěšś£ ňăšřĺűă ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ŕřĺ ŕěřěţőďě őš őďŋőčő ąăğĺśă ł ďřşčőňş.

Ŕşśšĳ ć R ďăŋż ďćă ąăğĺśă: e_1, e_2, . . . , e_n ĺ f_1, f_2, . . . . . . , f_n. Ňăšřĺűş ŕěřěţőďă őš ąăğĺśă e_1, e_2, . . . , e_n ł ąăğĺśş f_1, f_2, . . . , f_n őąőğŋăůĺň ůěřěğ C, š. ě. ŕőńőęĺň

f_1 = c_{11}e_1 + c_{21}e_2 + . . . + c_{n1}e_n,

f_2 = c_{12}e_1 + c_{22}e_2 + . . . + c_{n2}e_n, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . f_n = c_{1n}e_1 + c_{2n}e_2 + . . . + c_{nn}e_n.

(10)

Ććěďěň ćśŕőňőčăšěńĳŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě C, ŕőńőęĺć Ce_i = f_i. Ěčő ňăšřĺűă ć ąăğĺśě e_1, e_2, . . . , e_n śőčńăśŋő ťőřňşńăň (2) ĺ (3) ŕ. 3 ąşďěš C.

Őąőğŋăůĺň ňăšřĺűş ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ć ąăğĺśě e_1, e_2, . . . , e_n ůěřěğ A = ‖a_{ik}‖, ă ć ąăğĺśě f_1, f_2, . . . . . . , f_n ůěřěğ B = ‖b_{ik}‖. Ĺŋăůě čőćőř£, Ae_k = n∑ i=1 a_{ik}e_i, (10^′)

Af_k = n∑ i=1 b_{ik}f_i. (10^{′′})

Ŋăÿă űěńĳ | ćżřăğĺšĳ ňăšřĺűş B ůěřěğ ňăšřĺűż A ĺ C. Ğăňěŋĺň ďń£ ¡šőčő ć ŕřăćőľ ĺ ńěćőľ ůăśš£ţ ťőřňşńż (10^{′′}) f_k ůěřěğ Ce_k ĺ f_i ůěřěğ Ce_i. Ňż ąşďěň ĺňěšĳ: ACe_k = n∑ i=1 b_{ik}Ce_i. Ŕřĺňěŋĺň ł őąěĺň ůăśš£ň ¡šőčő řăćěŋśšćă ŕřěőąřăğőćăŋĺě C^{−1} (őŋő śşźěśšćşěš, šăł łăł ćěłšőřż f_1, f_2, . . . , f_n ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż). Ňż ŕőńşůĺň: C^{−1}ACe_k = n∑ i=1 b_{ik}e_i. Ňż ćĺďĺň, ůšő ĺŋšěřěśş¿źă£ ŋăś ňăšřĺűă ‖b_{ik}‖ ěśšĳ šăłęě ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ C^{−1}AC ć ąăğĺśě e_1, e_2, . . . , e_n. Ŕřĺ ŕěřěňŋőęěŋĺĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ĺţ ňăšřĺűż ć ďăŋŋőň ąăğĺśě e_1, e_2, . . . , e_n ŕěřěňŋőęă¿šś£. Ŕő¡šőňş B = C^{−1}AC. (11)

Ňăšřĺűż A ĺ B, ść£ğăŋŋżě śőőšŋőÿěŋĺěň (11), ŋăğżćă¿šś£ ŕőďřőąŋżňĺ.

Ĺšăł, ňăšřĺűă B ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ć ąăğĺśě f_1, f_2, . . . , f_n ŕőńşůăěšś£ ĺğ ňăšřĺűż A ŕřěőąřăğőćă-

ŋĺ£ A ć ąăğĺśě e1, e2, . . . , en ŕő ťőřňşńě (11), čďě C | ňăšřĺűă ŕěřěţőďă őš ąăğĺśă e1, e2, . . . , en ł ąăğĺśş

f_1, f_2, . . . , f_n (ťőřňşńă (10)).

6. Ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă R_1 ć ŕřőśšřăŋśšćő R_2. Őŕřěďěń££ ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A, ňż ťăłšĺůěśłĺ ŋĺčďě ŋě ŕőńĳğőćăńĺśĳ šěň, ůšő ćěłšőřż x ĺ Ax ŕřĺŋăďńěęăš őďŋőňş ĺ šőňş ęě ŕřőśšřăŋśšćş. Ŕő¡šőňş, ŕőćšőř££ ďőśńőćŋő őŕřěďěńěŋĺě 1 ŕ. 1, ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ šăłęě ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă R_1 ć ďřşčőě ŕřőśšřăŋśšćő R_2.

Ćśě śłăğăŋŋőě ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ąěğ łăłĺţ-ńĺąő śşźěśšćěŋŋżţ ĺğňěŋěŋĺľ ŕěřěŋőśĺšś£ ŋă šăłĺě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£. Őśšăŋőćĺňś£ ŋă őŕěřăűĺ£ţ śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ.

Ŕşśšĳ A ĺ B | ńĺŋěľŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ŕřőśšřăŋśšćă R_1 ć ŕřőśšřăŋśšćő R_2. Šőčďă, łăł ĺ ć ŕ. 3, ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ĺţ śşňňş A + B: C = A + B őğŋăůăěš, ůšő Cx = Ax + Bx ďń£ ń¿ąőčő x ∈ R_1.

Ŕřőĺğćěďěŋĺě AB ć ¡šőň śńşůăě śňżśńă şęě ŋě ĺňěěš. Őďŋăłő ňż ňőęěň őŕřěďěńĺšĳ ŕřőĺğćěďěŋĺě AB ć šőň śńşůăě, łőčďă B | ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă R_1 ć R_2, ă A | ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă R_2 ć R_3. Ć ¡šőň śńşůăě AB ěśšĳ, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă R_1 ć R_3, śőśšő£źěě ć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőň ćżŕőńŋěŋĺĺ śŋăůăńă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ B, őšőąřăęă¿źěčő R_1 ć R_2, ă ğăšěň ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A, őšőąřăęă¿źěčő R_2 ć R_3.

Ććěďěŋŋżě őŕěřăűĺĺ śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ şďőćńěšćőř£¿š ăśśőűĺăšĺćŋőňş ĺ ďĺśšřĺąşšĺćŋőňş ğăłőŋăň.

Ğ ă ď ă ů ă. Şśšăŋőćĺšĳ, łăł ĺğňěŋ£ěšś£ ňăšřĺűă ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ R_1 ć R_2 ŕřĺ ğăňěŋě ąăğĺśőć ć R_1 ĺ R_2.

x 10. Ĺŋćăřĺăŋšŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă,

śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż ĺ śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£

1. Ĺŋćăřĺăŋšŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă. Ŕşśšĳ R_1 | ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ŕřőśšřăŋśšćă R ĺ A | ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ć R. Ćőőąźě čőćőř£, ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő x ∈ R_1, Ax /∈ R_1^∗). Ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ R | ěćłńĺďőćă ŕńőśłőśšĳ, R_1 | ŕřőĺğćőńĳŋă£ ŕř£ňă£ ĺ A | ŕőćőřőš ŋă şčőń φ =^π_6 , šő őůěćĺďŋő, ůšő ďń£ ń¿ąőčő x ≠ 0 ĺ ŕřĺŋăďńěęăźěčő R_1, Ax /∈ R_1. Őďŋăłő ňőęěš śńşůĺšĳś£,

∗) Ğăŕĺśĳ Ax /∈ R1 őğŋăůăěš, ůšő ćěłšőř Ax ŋě ŕřĺŋăďńěęĺš ŕőďŕřőśšřăŋśšćş R1.

ůšő ŋěłőšőřżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ŕěřěţőď£š śăňĺ ć śěą£ ŕřĺ ńĺŋěľŋőň ŕřěőąřăğőćăŋĺĺ A. Ććěďěň śńěďş¿źĺě őŕřěďěńěŋĺ£.

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 1. Ŕşśšĳ A | ńĺŋěľŋőě ŕřěőą-

řăğőćăŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă R. Ńĺŋěľŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő R1 ŋăğżćăěšś£ ĺŋćăřĺăŋšŋżň őšŋőśĺšěńĳŋő A, ěśńĺ ďń£ łăęďőčő ćěłšőřă x ĺğ R1 ćěłšőř Ax šăłęě ŕřĺŋăďńěęĺš R1.

Ŕřĺ ĺğşůěŋĺĺ ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ć ĺŋćăřĺăŋšŋőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě R_1 ňőęŋő, šăłĺň őąřăğőň, řăśśňăšřĺćăšĳ ¡šő ŕřěőąřăğőćăŋĺě šőńĳłő ć R_1.

Šřĺćĺăńĳŋżňĺ ĺŋćăřĺăŋšŋżňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ £ćń£¿šś£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, śőśšő£źěě ńĺÿĳ ĺğ ŋşń£, ĺ ćśě ŕřőśšřăŋśšćő.

Ŕ ř ĺ ň ě ř ż. 1. Ŕşśšĳ R | šřěţňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ĺ A | ŕőćőřőš ćőłřşč ŋěłőšőřőľ őśĺ, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ ŋşńĳ. Ĺŋćăřĺăŋšŋżňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ ŕřĺ ¡šőň £ćń£¿šś£: ă) őśĳ ćřăźěŋĺ£ (őďŋőňěřŋőě ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő), ą) ŕńőśłőśšĳ, ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ ŋăůăńő łőőřďĺŋăš ĺ őřšőčőŋăńĳŋă£ ł ¡šőľ őśĺ (ďćşňěřŋőě ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő).

2. R | ŕńőśłőśšĳ. Ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ğăłń¿ůăěšś£ ć řăśš£ęěŋĺĺ ŕńőśłőśšĺ ć λ_1 řăğ ćďőńĳ őśĺ X ĺ ć λ_2 řăğ ćďőńĳ őśĺ Y . Ĺŋăůě čőćőř£, ěśńĺ ćěłšőř z řăćěŋ ξ_1e_1 + ξ_2e_2, šő Az = λ_1ξ_1e_1 + λ_2ξ_2e_2, čďě e_1, e_2 | ěďĺŋĺůŋżě ćěłšőřż ŋă őś£ţ. Łőőřďĺŋăšŋżě őśĺ X ĺ Y £ćń£¿šś£ ć ¡šőň śńşůăě őďŋőňěřŋżňĺ ĺŋćăřĺăŋšŋżňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ. Ěśńĺ λ_1 = λ_2 = λ, šő A £ćń£ěšś£ ŕřěőąřăğőćăŋĺěň ŕőďőąĺ£ ś łő¡ťťĺűĺěŋšőň ŕőďőąĺ£ λ. Ć ¡šőň śńşůăě łăęďă£ ŕř£ňă£, ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ ŋăůăńő łőőřďĺŋăš, £ćń£ěšś£ ĺŋćăřĺăŋšŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ŕőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ λ1 ≠ λ2, šő ć ŕřĺňěřě 2 ŋěš ŋĺłăłĺţ ďřşčĺţ őďŋőňěřŋżţ ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć, łřőňě şłăğăŋŋżţ ćżÿě.

3. R | śőćőłşŕŋőśšĳ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ ŋě ćżÿě n − 1. Ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A | ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺě, š. ě. AP (t) = P^′(t). Śőćőłşŕŋőśšĳ ňŋőčőůńěŋőć, śšěŕěŋĳ łőšőřżţ ňěŋĳÿě ĺńĺ řăćŋă k, čďě k 6 n − 1, őąřăğşěš ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ďĺťťěřěŋűĺřş£ ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ 6 k, ňż ŕőńşůĺň ňŋőčőůńěŋ, śšěŕěŋĳ łőšőřőčő śŋőćă ŋě ŕřěćőśţőďĺš k.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ŕřĺňěřě 3 ŋĺłăłĺţ ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć, łřőňě şłăğăŋŋżţ, ŋěš.

4. R | ŕřőĺğćőńĳŋőě n-ňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ğăďăěšś£ ć ŋěłőšőřőň ąăğĺśě e_1, e_2, . . . , e_n ňăšřĺűěľ ćĺďă

a_{11} . . . a_{1k} a_{1,k+1} . . . a_{1n} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a_{k1} . . . a_{kk} a_{k,k+1} . . . a_{kn} 0 . . . 0 a_{k+1,k+1} . . . a_{k+1,n} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 . . . 0 a_{n,k+1} . . . a_{nn} .

Ć ¡šőň śńşůăě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő R_1, ŕőřőęďěŋŋőě ćěłšőřăňĺ e_1, e_2, . . . , e_k, ĺŋćăřĺăŋšŋő. Ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőčő ňż ŕřěďőśšăćń£ěň ůĺšăšěń¿. Ěśńĺ, łřőňě šőčő,

a_{i,k+1} = . . . = a_{in} = 0 (1 6 i 6 k),

šő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ŕőřőęďěŋŋőě ćěłšőřăňĺ e_{k+1}, e_{k+2}, . . . , e_n, šăłęě ąşďěš ĺŋćăřĺăŋšŋżň.

5. R | ŕřőĺğćőńĳŋőě n-ňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, A | ŕřőĺğćőńĳŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ć ¡šőň ŕřőśšřăŋśšćě.

Šőčďă őąřăğ M ĺ £ďřő N ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A £ćń£¿š-

ś£ ĺŋćăřĺăŋšŋżňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ. Ďěľśšćĺšěńĳ-

ŋő, ŕşśšĳ y ∈ M. Šőčďă Ay ∈ M ć śĺńş őŕřěďěńěŋĺ£ M.

Šőůŋő šăł ęě, ěśńĺ x ∈ N, šő Ax = 0 ∈ N. İšőš ŕřőśšőľ ťăłš ąşďěš ĺśŕőńĳğőćăŋ ć ďăńĳŋěľÿěň ŕřĺ ŕřĺćěďěŋĺĺ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ł ŕřőśšěľÿěňş ćĺďş.

Ŕşśšĳ ďăŋő ŕřőśšřăŋśšćő R ĺ ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ć ¡šőň ŕřőśšřăŋśšćě. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő R řăğńőęĺňő ć ŕř£ňş¿ śşňňş ďćşţ ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć R_1 řăğňěřŋőśšĺ k ĺ R_2 řăğňěřŋőśšĺ n − k (śň. śšř. 27). Šőčďă ć ąăğĺśě e_1, . . . , e_n, ŕěřćżě k ćěłšőřőć łőšőřőčő ńěęăš ć R_1, ă ŕőśńěďŋĺě (n − k) | ć R_2, ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A śőśšőĺš ĺğ ďćşţ łńěšőł řăğňěřŋőśšěľ k ĺ n − k, śšő£źĺţ ŋă ďĺăčőŋăńĺ, ă ŋă őśšăńĳŋżţ ňěśšăţ śšő£š ŋşńĺ, š. ě.

A = a_{11} . . . a_{1k} 0 . . . 0 a_{21} . . . a_{2k} 0 . . . 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a_{k1} . . . a_{kk} 0 . . . 0 0 . . . 0 a_{k+1,k+1} . . . a_{k+1,n} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 . . . 0 a_{n,k+1} . . . a_{n,n}

.

2. Śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż ĺ śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£. Őśőąş¿ řőńĳ ć ďăńĳŋěľÿěň ąşďşš ĺčřăšĳ őďŋőňěřŋżě ĺŋćăřĺăŋšŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă.

Ŕşśšĳ R_1 | őďŋőňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ŕőřőęďěŋŋőě ćěłšőřőň x ≠ 0 (š. ě. śőćőłşŕŋőśšĳ ćěłšőřőć ćĺďă αx). §śŋő, ůšő ďń£ šőčő ůšőąż R_1 ążńő ĺŋćăřĺăŋšŋżň, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ćěłšőř Ax ńěęăń ć R_1, š. ě. ążń łřăšěŋ ćěłšőřş x: Ax = λx. Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 2. Ćěłšőř x ≠ 0, şďőćńěšćő-

ř£¿źĺľ śőőšŋőÿěŋĺ¿ Ax = λx, ŋăğżćăěšś£ śőąśšćěŋŋżň ćěłšőřőň, ă śőőšćěšśšćş¿źěě ůĺśńő λ | śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺěň (ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺň ůĺśńőň) ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A.

Ĺšăł, ěśńĺ x | śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř, šő ćěłšőřż αx őąřăğş¿š őďŋőňěřŋőě ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő.

Őąřăšŋő, ćśě őšńĺůŋżě őš ŋşń£ ćěłšőřż őďŋőňěřŋőčő ĺŋćăřĺăŋšŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă £ćń£¿šś£ śőąśšćěŋŋżňĺ.

Š ě ő ř ě ň ă 1. Ć łőňŕńěłśŋőň ŕřőśšřăŋśšćě^∗) R

ćś£łőě ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ĺňěěš ţőš£ ąż őďĺŋ śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ćżąěřěň ć R łăłőľ-ńĺąő ąăğĺś e_1, e_2, . . . , e_n. Ńĺŋěľŋőňş ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ A ć ¡šőň ąăğĺśě śőőšćěšśšćşěš ŋěłőšőřă£ ňăšřĺűă ‖a_{ik}‖.

Ŕşśšĳ

x = ξ_1e_1 + ξ_2e_2 + . . . + ξ_ne_n

| ŕřőĺğćőńĳŋżľ ćěłšőř ĺğ R. Šőčďă łőőřďĺŋăšż η_1, η_2, . . . , η_n ćěłšőřă Ax ćżřăęă¿šś£ śńěďş¿źĺňĺ ťőřňşńăňĺ (śň. ŕ. 2 § 9):

η_1 = a_{11}ξ_1 + a_{12}ξ_2 + . . . + a_{1n}ξ_n,

η_2 = a_{21}ξ_1 + a_{22}ξ_2 + . . . + a_{2n}ξ_n, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . η_n = a_{n1}ξ_1 + a_{n2}ξ_2 + . . . + a_{nn}ξ_n.

Şśńőćĺě šőčő, ůšő ćěłšőř śőąśšćěŋŋżľ, š. ě. řăćěŋśšćő Ax = λx, ∗) Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż ŕřĺčőďŋő ďń£ ŕřőśšřăŋśšćă ŋăď ń¿ążň ăńčěąřăĺůěśłĺň ğăňłŋşšżň ŕőńěň, šăł łăł ĺśŕőńĳğşěšś£ ńĺÿĳ śşźěśšćőćăŋĺě řěÿěŋĺ£ ş şřăćŋěŋĺ£ (2).

ğăŕĺśżćăěšś£ ć śńěďş¿źěň ćĺďě: a_{11}ξ_1 + a_{12}ξ_2 + . . . + a_{1n}ξ_n = λξ_1,

a_{21}ξ_1 + a_{22}ξ_2 + . . . + a_{2n}ξ_n = λξ_2, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a_{n1}ξ_1 + a_{n2}ξ_2 + . . . + a_{nn}ξ_n = λξ_n ĺńĺ (a_{11} − λ)ξ_1 + a_{12}ξ_2 + . . . + a_{1n}ξ_n = 0, a_{21}ξ_1 + (a_{22} − λ)ξ_2 + . . . + a_{2n}ξ_n = 0, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a_{n1}ξ_1 + a_{n2}ξ_2 + . . . + (a_{nn} − λ)ξ_n = 0. (1) Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă šěőřěňż ŋşęŋő ďőłăğăšĳ, šăłĺň őąřăğőň, ůšő śşźěśšćş¿š ůĺśńő λ ĺ ůĺśńă ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n, ŋě ćśě řăćŋżě ŋşń¿, şďőćńěšćőř£¿źĺě śĺśšěňě (1).

Şśńőćĺěň śşźěśšćőćăŋĺ£ ŋěŋşńěćőčő řěÿěŋĺ£ őďŋőřőďŋőľ śĺśšěňż (1) £ćń£ěšś£ řăćěŋśšćő ŋşń¿ ěě őŕřěďěńĺšěń£ | | | | | a_{11} − λ a_{12} . . . a_{1n}

a_{21} a_{22} − λ . . . a_{2n} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a_{n1} a_{n2} . . . a_{nn} − λ

| | | | = 0 . (2)

Ňż ŕőńşůĺńĺ şřăćŋěŋĺě śšěŕěŋĺ n őšŋőśĺšěńĳŋő λ. İšő şřăćŋěŋĺě ĺňěěš ţőš£ ąż őďĺŋ (ćőőąźě čőćőř£, łőňŕńěłśŋżľ) łőřěŋĳ λ_0.

Ŕőďśšăćĺć ć śĺśšěňş (1) ćňěśšő λ łőřěŋĳ λ_0, ňż ŕőńşůĺň őďŋőřőďŋş¿ śĺśšěňş ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ, őŕřěďěńĺšěńĳ łőšőřőľ řăćěŋ ŋşń¿, ĺ ĺňě¿źş¿, śńěďőćăšěńĳŋő, ŋěŋşńěćőě řěÿěŋĺě ξ^{(0)}_1 , ξ^{(0)}_2 , . . . , ξ^{(0)}n . Šőčďă ćěłšőř

x^{(0)} = ξ^{(0)}_1 e_1 + ξ^{(0)}_2 e_2 + . . . + ξ^{(0)}_n e_n ąşďěš śőąśšćěŋŋżň ćěłšőřőň, ă λ_0 | śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺěň, šăł łăł Ax^{(0)} = λ_0x^{(0)}.

Šěőřěňă ďőłăğăŋă.

Ğ ă ň ě ů ă ŋ ĺ ě. Šăł łăł ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż őśšăěšś£ ć śĺńě, ěśńĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺě A řăśśňăšřĺćăšĳ ŋě ćő ćśěň ŕřőśšřăŋśšćě, ă ć ń¿ąőň ěčő ĺŋćăřĺăŋšŋőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě, šő ć ń¿ąőň ĺŋćăřĺăŋšŋőň ŕőď-

ŕřőśšřăŋśšćě śşźěśšćşěš ţőš£ ąż őďĺŋ śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A.

Ňŋőčőůńěŋ, śšő£źĺľ ć ńěćőľ ůăśšĺ şřăćŋěŋĺ£ (2), ŋăğżćăěšś£ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺň ňŋőčőůńěŋőň ňăšřĺűż ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A, ă śăňő şřăćŋěŋĺě (2) ţăřăłšě-

řĺśšĺůěśłĺň ĺńĺ ćěłőćżň şřăćŋěŋĺěň ¡šőľ ňăšřĺűż.

Ć ŕřőűěśśě ďőłăğăšěńĳśšćă šěőřěňż ňż ŕőłăğăńĺ, ůšő łőřŋĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋă śşšĳ śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ĺ, őąřăšŋő, śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A śşšĳ łőřŋĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋă.

Šăł łăł śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ őŕřěďěńěŋż ŋěğăćĺśĺňő őš ćżąőřă ąăğĺśă, šő, śńěďőćăšěńĳŋő, ĺ łőřŋĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋă šăłęě ŋě ğăćĺś£š őš ćżąőřă ąăğĺśă. Ňż ŕőłăęěň ďăńěě ŋěśłőńĳłő ąőńĳÿě^∗), ă ĺňěŋŋő, ůšő śăň ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋő-

čőůńěŋ ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśă, ĺ ŕő¡šőňş ňż ć

ďăńĳŋěľÿěň ąşďěň ŋăğżćăšĳ ěčő ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺň

ňŋőčőůńěŋőň ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A (ă ŋě ţăřăłšěřĺśšĺůě-

śłĺň ňŋőčőůńěŋőň ňăšřĺűż ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A).

3. Śřěďĺ ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ć ĺğćěśšŋőň śňżśńě ŕřőśšěľÿĺňĺ £ćń£¿šś£ šě, łőšőřżě ĺňě¿š n ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć.

Ŕşśšĳ A | šăłőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, ă e_1, e_2, . . . , e_n | ěčő ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżě śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż, š. ě. Ae_i = λ_ie_i (i = 1, 2, . . . , n). ∗) Ĺğ šőčő, ůšő łőřŋĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋă őďŋĺ ĺ šě ęě ďń£ řăğŋżţ ąăğĺśőć, ěźě ŋě śńěďşěš, ůšő śăň ňŋőčőůńěŋ ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśă; ăŕřĺőřĺ ćőğňőęŋő, ůšő ć řăğŋżţ ąăğĺśăţ łřăšŋőśšĺ ¡šĺţ łőřŋěľ řăğńĺůŋż.

Ŕřĺňěň e_1, e_2, . . . , e_n ğă ąăğĺś ć R. Řăćěŋśšćă

Ae_1 = λ_1e_1,

Ae_2 = λ_2e_2, . . . . . . . . Ae_n = λ_ne_n őğŋăůă¿š, ůšő ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ć ¡šőň ąăğĺśě ĺňěěš ćĺď λ_1 0 . . . 0 0 λ_2 . . . 0 . . . . . . . . . . . . . 0 0 . . . λ_n (£ćń£ěšś£ ďĺăčőŋăńĳŋőľ ňăšřĺűěľ). Šăłĺň őąřăğőň, ĺňěěš ňěśšő

Š ě ő ř ě ň ă 2. Ěśńĺ ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A

ĺňěěš n ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć, šő, ćżąřăć ĺţ ğă ąăğĺś, ňż ŕřĺćěďěň ňăšřĺűş ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ł ďĺăčőŋăńĳŋőľ ťőřňě. Őąřăšŋő, ěśńĺ ć ŋěłőšőřőň ąăğĺśě ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ďĺăčőŋăńĳŋă, šő ćśě ćěłšőřż ¡šőčő ąăğĺśă £ćń£¿šś£ śőąśšćěŋŋżňĺ ćěłšőřăňĺ.

Ğ ă ň ě ů ă ŋ ĺ ě. Őšňěšĺň őďĺŋ ćăęŋżľ śńşůăľ, łőčďă ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ğăćěďőňő ĺňěěš n ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć. Ŕřěďćăřĺšěńĳŋő ğăňěšĺň śńěďş¿źěě:

Ěśńĺ e1, e2, . . . , e_k | śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ĺ śőőšćěšśšćş¿źĺě ĺň śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ λ1, λ2, . . . , λ_k, ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋż, šő e1, e2, . . . , e_k ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż.

Ďń£ k = 1 şšćěřęďěŋĺě őůěćĺďŋő. Ŕşśšĳ ŋăÿě şšćěřęďěŋĺě ćěřŋő ďń£ k−1 ćěłšőřőć; ďőłăęěň ěčő ďń£ k ćěłšőřőć. Ŕřěďŕőńőęĺň ŕřőšĺćŋőě, š. ě. ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő

α_1e_1 + α_2e_2 + . . . + α_ke_k = 0, (3) ŕřĺůěň ţőš£ ąż őďĺŋ ĺğ łő¡ťťĺűĺěŋšőć α_i, ŋăŕřĺňěř α_1, őšńĺůěŋ őš ŋşń£.

Ŕřĺňěŋĺň ł őąěĺň ůăśš£ň řăćěŋśšćă (3) ŕřěőąřăğőćăŋĺě A. Ŕőńşůĺň

A(α_1e_1 + α_2e_2 + . . . + α_ke_k) = 0,

š. ě.

α_1λ_1e_1 + α_2λ_2e_2 + . . . + α_kλ_ke_k = 0.

Ćżůĺšă£ ĺğ ŕőśńěďŋěčő řăćěŋśšćă řăćěŋśšćő (3), şňŋőęěŋŋőě ŋă λ_k, ňż ŕőńşůĺň ćżřăęěŋĺě

α_1(λ_1 − λ_k)e_1 + α_2(λ_2 − λ_k)e_2 + . . . . . . + α_{k−1}(λ_{k−1} − λ_k)e_{k−1} = 0, čďě ŕěřćżľ łő¡ťťĺűĺěŋš ŕő-ŕřěęŋěňş őšńĺůěŋ őš ŋşń£ (šăł łăł ŕő şśńőćĺ¿ λ_i ≠ λ_k ŕřĺ i ≠ k). Ňż ŕřĺÿńĺ ł ŕřőšĺćőřěůĺ¿, šăł łăł ŕő ĺŋďşłšĺćŋőňş ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ćěłšőřż e_1, e_2, . . . , e_{k−1} ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż. Őšś¿ďă ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő śńěďşěš, ůšő:

Ěśńĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ĺňěěš n řăğńĺůŋżţ łőřŋěľ, šő ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ňőęěš ążšĳ ŕřĺćěďěŋă ł ďĺăčőŋăńĳŋőľ ťőřňě.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, łăęďőňş łőřŋ¿ λ_k ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő şřăćŋěŋĺ£ őšćěůăěš ţőš£ ąż őďĺŋ śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř. Šăł łăł śőőšćěšśšćş¿źĺě ¡šĺň ćěłšőřăň śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ (łőřŋĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő şřăćŋěŋĺ£) ćśě řăğńĺůŋż, šő, śőčńăśŋő ďőłăğăŋŋőňş ćżÿě, ňż ĺňěěň n ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć e_1, e_2, . . . , e_n. Ěśńĺ ćěłšőřż e_1, e_2, . . . , e_n ŕřĺŋ£šĳ ğă ąăğĺś, šő ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ąşďěš ďĺăčőŋăńĳŋőľ.

Ěśńĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ĺňěěš łřăšŋżě łőřŋĺ, šő ůĺśńő ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć ňőęěš ążšĳ ňěŋĳÿě, ůěň n. Ŋăŕřĺňěř, ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ć ŕřőśšřăŋśšćě ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ ŋě ćżÿě n−1, śšăć£źěě ć śőőšćěšśšćĺě łăęďőňş ňŋőčőůńěŋş ěčő ŕřőĺğćőďŋş¿, ĺňěěš ńĺÿĳ őďŋő śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě λ = 0 ĺ őďĺŋ (ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋőśšĺ) śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř P (t) = const. Ć śăňőň ďěńě, ďń£ ń¿ąőčő ňŋőčőůńěŋă P (t) śšěŕěŋĺ k > 0 ňŋőčőůńěŋ P^′(t) ĺňěěš śšěŕěŋĳ k − 1, ĺ ŕőšőňş řăćěŋśšćő P^′(t) = λP (t) ćőğňőęŋő ńĺÿĳ, ěśńĺ λ = 0 ĺ P (t) = const. Śńěďőćăšěńĳŋő, ďń£ ¡šőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ŋě śşźěśšćşěš ąăğĺśă, ć łőšőřőň ěňş śőőšćěšśšćőćăńă ąż ďĺăčőŋăńĳŋă£ ňăšřĺűă.

Ć čńăćě III ąşďěš ďőłăğăŋő, ůšő ěśńĺ λ ěśšĳ m-łřăš-ŋżľ łőřěŋĳ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő şřăćŋěŋĺ£, šő ěňş őšćěůăěš ŋě ąőńěě ůěň m ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć.

Ŋĺęě (ć §§ 12 ĺ 13) ňż şłăęěň ŋěłőšőřżě łńăśśż ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ, ŕřĺćőďĺňżţ ł ďĺăčőŋăńĳŋőľ ťőřňě. Ćőŕřőśş ő šőň, ł łăłőňş ŕřőśšěľÿěňş ćĺďş ňőęěš ążšĳ ŕřĺćěďěŋő ŕřőĺğćőńĳŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, ąşďěš ŕőść£źěŋă čńăćă III.

4. Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ. Ć ŕ. 2 ňż şęě őŕřěďěńĺńĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A łăł őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż A − λE, čďě A | ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A, ă E | ěďĺŋĺůŋă£ ňăšřĺűă. Ďőłăęěň, ůšő ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśă. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕřĺ ŕěřěţőďě ł ďřşčőňş ąăğĺśş ňăšřĺűă A ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ŕřĺŋĺňăěš ćĺď C^{−1}AC, čďě C ěśšĳ ňăšřĺűă ŕěřěţőďă ł ŋőćőňş ąăğĺśş. Šăłĺň őąřăğőň, ć ŋőćőň ąăğĺśě ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ěśšĳ őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż C^{−1}AC − λE. Ŋő |C^{−1}AC−λE| = |C^{−1}AC−λC^{−1}EC| = |C^{−1}(A−λE)C|, ĺ šăł łăł őŕřěďěńĺšěńĳ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ řăćěŋ ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ őŕřěďěńĺšěńěľ, šő |C^{−1}AC − λE| = |C^{−1}||A − λE||C| = |A − λE|, ĺ şšćěřęďěŋĺě ďőłăğăŋő. Šăłĺň őąřăğőň, ňż ć ďăńĳŋěľÿěň ňőęěň čőćőřĺšĳ ő ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőň ňŋőčőůńěŋě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A (ă ŋě ő ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőň ňŋőčőůńěŋě ňăšřĺűż ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A).

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ £. 1. Ŋăľšĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ňăšřĺűż λ0 0 0 . . . 0 0 1 λ0 0 . . . 0 0 0 1 λ0 . . . 0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 0 . . . 1 λ0 .

2. Ŋăľšĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ňăšřĺűż a1 a2 a3 . . . an−1 an 1 0 0 . . . 0 0 0 1 0 . . . 0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 0 . . . 1 0 .

Őšćěš. (−1)^n(λ^n − a1λ^{n−1} − a2λ^{n−2} − . . . − an).

Ćżřăğĺň ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ £ćŋő ůěřěğ ¡ńěňěŋšż ňăšřĺűż A ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A. Ćżůĺśńĺň śŋăůăńă ąőńěě őąźĺľ őŕřěďěńĺšěńĳ (łőšőřżľ ŕőğęě ć § 12 ŋăň šőęě ćśšřěšĺšś£): |A − λB|, čďě A ĺ B | ďćě ğăďăŋŋżě ňăšřĺűż. Ŋăň ŋşęŋő, śńěďőćăšěńĳŋő, ćżůĺśńĺšĳ śńěďş¿źĺľ ňŋőčőůńěŋ őšŋőśĺšěńĳŋő λ: Q(λ) = | | | | a_{11} − λb_{11} a_{12} − λb_{12} . . . a_{1n} − λb_{1n} a_{21} − λb_{21} a_{22} − λb_{22} . . . a_{2n} − λb_{2n} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a_{n1} − λb_{n1} a_{n2} − λb_{n2} . . . a_{nn} − λb_{nn}

| | | | . Šăł łăł ć ¡šőň őŕřěďěńĺšěńě łăęďżľ śšőńąěű ěśšĳ śşňňă ďćşţ śšőńąűőć, šő őŕřěďěńĺšěńĳ ňőęěš ążšĳ řăğńőęěŋ ŋă śşňňş őŕřěďěńĺšěńěľ. Śćőąőďŋżľ ůńěŋ ć Q(λ) ěśšĳ

q_0 = | | | | a_{11} a_{12} . . . a_{1n} a_{21} a_{22} . . . a_{2n} . . . . . . . . . . . . . . a_{n1} a_{n2} . . . a_{nn}

| | | | . (4)

§śŋő, ůšő łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ (−λ)^k ć Q(λ) řăćěŋ śşňňě

őŕřěďěńĺšěńěľ, łăęďżľ ĺğ łőšőřżţ ŕőńşůăěšś£ ğăňěŋőľ ć (4) łăłĺţ-ńĺąő k śšőńąűőć ňăšřĺűż ‖a_{ik}‖ śőőšćěšśšćş¿źĺňĺ śšőńąűăňĺ ňăšřĺűż ‖b_{ik}‖.

Ŕěřěľďěň šěŕěřĳ ł ćżůĺśńěŋĺ¿ |A − λE|. Ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ łő¡ťťĺűĺěŋšă ŕřĺ (−λ)^k ňż ďőńęŋż ćğ£šĳ śşňňş őŕřěďěńĺšěńěľ, łăęďżľ ĺğ łőšőřżţ ŕőńşůăěšś£ ğăňěŋőľ k śšőńąűőć ňăšřĺűż ‖a_{ik}‖ k śšőńąűăňĺ ěďĺŋĺůŋőľ ňăšřĺűż. Ŋő łăęďżľ šăłőľ őŕřěďěńĺšěńĳ ěśšĳ čńăćŋżľ ňĺŋőř (n − k)-čő ŕőř£ďłă ňăšřĺűż ‖a_{ik}‖. Šăłĺň őąřăğőň, őłőŋůăšěńĳŋő, ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋő-

čőůńěŋ P (λ) ňăšřĺűż A ĺňěěš ćĺď

P (λ) = (−1)^n(λ^n − p_1λ^{n−1} + p_2λ^{n−2} − . . . ± p_n),

čďě p1 ěśšĳ śşňňă ďĺăčőŋăńĳŋżţ ¡ńěňěŋšőć, p2 | śşňňă čńăćŋżţ ňĺŋőřőć ćšőřőčő ŕőř£ďłă ĺ š. ď.; ŋăłőŋěű

p_n ěśšĳ őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż A.

Ůĺśńă p_1, p_2, . . . , p_n, ŕőśšřőěŋŋżě ŕő ňăšřĺűě A ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A, ğăćĺś£š ńĺÿĳ őš śăňőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£, ŕőśłőńĳłş ¡šĺň śćőľśšćőň, łăł ňż ŕőłăğăńĺ, őąńăďăěš ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ. Śřěďĺ łő¡ťťĺűĺěŋšőć p_i ŋăĺąőńĳÿş¿ řőńĳ ĺčřă¿š p_n | őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż A ĺ p_1 | śşňňă ďĺăčőŋăńĳŋżţ ¡ńěňěŋšőć ňăšřĺűż A. Śşňňă ďĺăčőŋăńĳŋżţ ¡ńěňěŋšőć ňăšřĺűż ŋă-

ğżćăěšś£ śńěďőň ňăšřĺűż A. Śńěď ňăšřĺűż A őąőğŋă-

ůăěšś£ tr A (őš ăŋčńĺľśłőčő śńőćă trace | śńěď). §śŋő, ůšő śńěď ňăšřĺűż řăćěŋ śşňňě ćśěţ łőřŋěľ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋă (śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ), ŕřĺůěň łăęďżľ łőřěŋĳ śůĺšăěšś£ ś šőľ łřăšŋőśšĳ¿, ś łőšőřőľ őŋ ćţőďĺš ć ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ £. 1. Ŕőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ A ĺ B | ňăšřĺűż n-čő ŕőř£ďłă, šő tr AB = tr BA. 2. Ŕőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ C | ŋěćżřőęďěŋŋă£ ňăšřĺűż n-čő ŕőř£ďłă, šő ďń£ ń¿ąőľ ňăšřĺűż A n-čő ŕőř£ďłă ĺňěěň: tr C^{−1}AC = tr A.

Ćżůĺśńěŋĺě śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ šřěąşěš ğŋăŋĺ£ śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£ n-ľ śšěŕěŋĺ | ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő şřăćŋěŋĺ£. Ć őďŋőň ćăęŋőň ůăśšŋőň śńşůăě łőřŋĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋă ňőęŋő ŋăľšĺ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő.

Ěśńĺ ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A šřěşčőńĳŋă£, š. ě. ĺňěěš ćĺď

a_{11} a_{12} a_{13} . . . a_{1n} 0 a_{22} a_{23} . . . a_{2n} 0 0 a_{33} . . . a_{3n} . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 0 . . . a_{nn} , (5)

šő śőąśšćěŋŋżňĺ ğŋăůěŋĺ£ňĺ ąşďşš ůĺśńă, śšő£źĺě ŋă ďĺăčőŋăńĺ, š. ě. a11, a22, . . . , ann.

Ć śăňőň ďěńě, ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ďăŋŋőľ ňăšřĺűż ćżůĺśń£ěšś£ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ĺ ěśšĳ

P (λ) = (a_{11} − λ)(a_{22} − λ) . . . (a_{nn} − λ),

ĺ śńěďőćăšěńĳŋő, ěčő łőřŋĺ | a_{11}, a_{22}, . . . , a_{nn}.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ŋăľšĺ śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż, őšćěůă¿źĺě śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺ£ň a11, a22, a33 šřěşčőńĳŋőľ ňăšřĺűż (5).

Ć ğăłń¿ůěŋĺě ¡šőčő ŕşŋłšă şłăęěň őďŋő ĺŋšěřěśŋőě śćőľśšćő ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋă. Łăł ňż şęě şłăğżćăńĺ ć ŕ. 3 ŕřěďżďşźěčő ŕăřăčřăťă, śşźěśšćşěš šăłőľ ňŋőčőůńěŋ P (t), ůšő ěśńĺ ć ŋěčő ŕőďśšăćĺšĳ ćňěśšő t ňăšřĺűş A, šő őŋ őąřăšĺšś£ ć ŋşńĳ. Ňż ŕőłăęěň śěľůăś, ůšő őďŋĺň ĺğ šăłĺţ ňŋőčőůńěŋőć £ćń£ěšś£ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ. Ďőłăęěň ŕřěďćăřĺšěńĳŋő ńěňňş:

Ń ě ň ň ă. Ŕşśšĳ ňŋőčőůńěŋ P (λ) = a0λ^m + a1λ^{m−1} + . . . + am ĺ ňăšřĺűă A ść£ğăŋż śőőšŋőÿěŋĺěň P (λ)E = (A − λE)C(λ), (6) čďě C(λ) | ňŋőčőůńěŋ őš λ, łő¡ťťĺűĺěŋšż łőšőřőčő £ćń£¿šś£ ňăšřĺűăňĺ, š. ě. C(λ) = C0λ^{m−1} + C1λ^{m−2} + . . . + Cm−1, Ci | ňăšřĺűż. Šőčďă P (A) = 0.

Ğăňěšĺň, ůšő ¡šă ńěňňă £ćń£ěšś£ őąőąźěŋĺěň ŋă ňŋőčőůńěŋż ś ňăšřĺůŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ šěőřěňż Ąěğş.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ňż ĺňěěň: (A − λE)C(λ) = ACm−1 + (ACm−2 − Cm−1)λ + + (ACm−3 − Cm−2)λ^2 + . . . − C0λ^m. (7) Śřăćŋĺćă£ ňěęďş śőąőľ łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ őďĺŋăłőćżţ śšěŕěŋ£ţ λ ć őąěĺţ ůăśš£ţ řăćěŋśšćă (6), ňż ŕőńşůăěň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ řăćěŋśšć: ACm−1 = amE, ACm−2 − Cm−1 = am−1E, ACm−3 − Cm−2 = am−2E, . . . . . . . . . . . . . . . . . AC0 − C1 = a1E, − C0 = a0E. (8)

Şňŋőęĺň šěŕěřĳ śńěćă ŕěřćőě řăćěŋśšćő ŋă E, ćšőřőě ŋă A, šřěšĳě ŋă A^2, . . . , ŕőśńěďŋěě ŋă A^m ĺ śńőęĺň ĺţ. Ňż ŕőńşůĺň śŕřăćă P (A) = amE + am−1A + . . . + a0A^m, ă śńěćă 0. Šăłĺň őąřăğőň, P (A) = 0 ĺ ńěňňă ďőłăğăŋă^∗).

Š ě ő ř ě ň ă 3. Ěśńĺ P (λ) | ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ňăšřĺűż A, šő P (A) = 0.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Řăśśňőšřĺň ňăšřĺűş, őąřăšŋş¿ ňăšřĺűě A−λE. Ňż ĺňěěň (A−λE)(A−λE)^{−1} = E. Łăł ĺğćěśšŋő, őąřăšŋă£ ňăšřĺűă ňőęěš ążšĳ ğăŕĺśăŋă ć ćĺďě

(A − λE)^{−1} =^1P_(λ_) C(λ),

čďě C(λ) | ňăšřĺűă ĺğ ňĺŋőřőć (n − 1)-čő ŕőř£ďłă ňăšřĺűż A − λE, ă P (λ) | őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż A − λE, š. ě. ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ňăšřĺűż A. Őšś¿ďă (A − λE)C(λ) = P (λ)E. ∗) Ć ăńčěąřě šěőřěňă Ąěğş ďőłăğżćăěšś£ šěň, ůšő ć řăćěŋśšćő (6) ŕőďśšăćń£ěšś£ A ćňěśšő λ. Ğďěśĳ, łőŋěůŋő, ňż ŋě ćŕřăćě ¡šőčő śďěńăšĳ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő, šăł łăł λ ěśšĳ ůĺśńő, ă A | ňăšřĺűă. Őďŋăłő, ŕő śşźěśšćş, ňż śďěńăńĺ šő ęě śăňőě. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, k-ě ĺğ řăćěŋśšć (8) ŕőńşůĺńőśĳ śřăćŋěŋĺěň ć (6) łő¡ťťĺűĺěŋšőć ŕřĺ λ^k. Şňŋőęă£ ěčő ŋă A^k ĺ śłńăďżćă£ ğăšěň ćśě řăćěŋśšćă, ňż, ŕő śşźěśšćş, ŕőďśšăćń£ěň A ćňěśšő λ.

Šăł łăł ¡ńěňěŋšăňĺ ňăšřĺűż C(λ) £ćń£¿šś£ ňĺŋőřż ňăšřĺűż A − λE, š. ě. ňŋőčőůńěŋż śšěŕěŋĺ ŋě ćżÿě n − 1 őšŋőśĺšěńĳŋő λ, šő śőčńăśŋő ďőłăğăŋŋőľ ńěňňě

P (A) = 0,

ĺ šěőřěňă ďőłăğăŋă.

Ğăňěšĺň, ůšő ěśńĺ ş ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋă ňăšřĺűż A ŋěš łřăšŋżţ łőřŋěľ, šő ŋě śşźěśšćşěš ňŋőčőůńěŋă śšěŕěŋĺ ŋĺęě n, őąřăźă¿źěčőś£ ć ŋşńĳ ŕřĺ ŕőďśšăŋőćłě ć ŋěčő ňăšřĺűż A (śň. śńěďş¿źěě şŕřăęŋěŋĺě).

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ŕşśšĳ A | ďĺăčőŋăńĳŋă£ ňăšřĺűă ćĺďă A = λ1 0 . . . 0 0 λ2 . . . 0 . . . . . . . . . . . 0 0 . . . λn , čďě ćśě ůĺśńă λi řăğńĺůŋż. Ŋăľšĺ ňŋőčőůńěŋ P (t) ćőğňőęŋő ąőńěě ŋĺğłőľ śšěŕěŋĺ, ďń£ łőšőřőčő P (A) = 0. (Śň. ŕřĺňěř ć § 9, ŕ. 3.)

x 11. Ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě,

śőŕř£ęěŋŋőě ł ďăŋŋőňş

1. Ść£ğĳ ňěęďş ńĺŋěľŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ ĺ ąĺńĺŋěľŋżňĺ ťőřňăňĺ ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě. Ňż řăśśňăšřĺćăńĺ řăŋěě ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě őšďěńĳŋő ńĺŋěľŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ĺ őšďěńĳŋő ąĺńĺŋěľŋżě ťőřňż. Ć śńşůăě ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă ňěęďş ąĺńĺŋěľŋżňĺ ťőřňăňĺ ĺ ńĺŋěľŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ śşźěśšćşěš šěśŋă£ ść£ğĳ^∗).

Ćś£łőňş ńĺŋěľŋőňş ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ A őšćěůăěš ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă A(x; y),

∗) Šăł łăł ć ďăŋŋőň ąăğĺśě łăł ńĺŋěľŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£, šăł ĺ ąĺńĺŋěľŋżě ťőřňż ğăďă¿šś£ ňăšřĺűăňĺ, šő ňőęŋő ążńő ąż ŕőŕżšăšĳś£ ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ŕőśšăćĺšĳ ďřşč ďřşčş ć śőőšćěšśšćĺě ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ĺ ąĺńĺŋěľŋş¿ ťőřňş, ğăďăćăěňżě őďŋőľ ĺ šőľ ęě ňăšřĺűěľ. Őďŋăłő ¡šő śőőšćěšśšćĺě ążńő ąż śńşůăľŋżň. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ ć őďŋőň ąăğĺśě ňăšřĺűż ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż ĺ ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ śőćŕăďă¿š, šő ć ďřşčőň ąăğĺśě őŋĺ ąşďşš şęě, ćőőąźě čőćőř£, řăğńĺůŋż, šăł łăł

ğăďăćăěňă£ ťőřňşńőľ A(x; y) ≡ (Ax, y). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ťşŋłűĺ£ A(x; y) ≡ (Ax, y) şďőćńěšćőř£- ěš şśńőćĺ£ň, őŕřěďěń£¿źĺň ąĺńĺŋěľŋş¿ ťőřňş. Ĺňěěň:

1^∘ (A(x_1 +x_2), y) = (Ax_1 +Ax_2, y) = (Ax_1, y)+(Ax_2, y), (Aλx, y) = (λAx, y) = λ(Ax, y). 2^∘ (x, A(y_1 +y_2)) = (x, Ay_1 +Ay_2) = (x, Ay_1)+(x, Ay_2), (x, Aμy) = (x, μAy) = μ(x, Ay). Ŕőłăęěň, ůšő ŕřěőąřăğőćăŋĺě A őŕřěďěń£ěšś£ śőőšćěšśšćş¿źěľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňőľ A(x; y) őďŋőğŋăůŋő.

Ŕşśšĳ A(x; y) = (Ax, y) ĺ A(x; y) = (Bx, y). Šőčďă (Ax, y) ≡ (Bx, y), š. ě. (Ax − Bx, y) = 0 ŕřĺ ŕěřěţőďě ł ďřşčőňş ąăğĺśş ňăšřĺűă A ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż ŕěřěţőďĺš ć C^′AC (C^′ | ňăšřĺűă, šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋă£ ł ňăšřĺűě C) (śň. § 4), ă ňăšřĺűă ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ | ć C^{−1}AC (śň. § 9).

Ćŋĺňăšěńĳŋżľ ůĺšăšěńĳ śňőęěš ğăňěšĺšĳ, ůšő şśšăŋăćńĺćăěňőě ŋĺęě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş ąĺńĺŋěľŋżňĺ ťőřňăňĺ ĺ ńĺŋěľŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě śőśšőĺš ć šőň, ůšő śőŕőśšăćń£¿šś£ ďřşč ďřşčş ńĺŋěľŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ĺ ąĺńĺŋěľŋżě ťőřňż, ňăšřĺűż łőšőřżţ ć ŋőřňĺřőćăŋŋőň őřšőčőŋăńĳŋőň ąăğĺśě ŕőńşůă¿šś£ őďŋă ĺğ ďřşčőľ šřăŋśŕőŋĺřőćăŋĺěň; ¡šő śőőšćěšśšćĺě, łăł śńěďşěš ĺğ ďăńĳŋěľÿěčő, şęě ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśă.

ďń£ ń¿ąőčő ćěłšőřă y; ŋő ¡šő ğŋăůĺš, ůšő Ax − Bx = 0. Šăłĺň őąřăğőň, Ax = Bx ďń£ ń¿ąőčő x, š. ě. A = B. Őďŋőğŋăůŋőśšĳ ďőłăğăŋă.

Ĺňěěš ňěśšő ĺ őąřăšŋőě.

Ŕşśšĳ R | łőňŕńěłśŋőě ěćłńĺďőćő ŕřőśšřăŋśšćő ĺ ŕşśšĳ A(x; y) | ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă ć ŋěň. Ćżąěřěň ć R łăłőľ-ńĺąő őřšőčőŋăńĳŋżľ ŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś e_1, e_2, . . . , e_n. Ěśńĺ x = ξ_1e_1 +ξ_2e_2 +. . .+ξ_ne_n ĺ y = η_1e_1 +η_2e_2 +. . .+η_ne_n, šő A(x; y) ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ć ćĺďě

A(x; y) = a_{11}ξ_1η_1 + a_{12}ξ_1η_2 + . . . + a_{1n}ξ_1η_n + + a_{21}ξ_2η_1 + a_{22}ξ_2η_2 + . . . + a_{2n}ξ_2η_n + . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . + a_{n1}ξ_nη_1 + a_{n2}ξ_nη_2 + . . . + a_{nn}ξ_nη_n. (1) Ŕőśšăřăěňś£ ŕřěďśšăćĺšĳ ¡šő ćżřăęěŋĺě ć ćĺďě ŋěłőšőřőčő śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£. Ďń£ ¡šőčő ŕěřěŕĺÿěň ěčő śńěďş¿źĺň őąřăğőň:

A(x; y) = (a_{11}ξ_1 + a_{21}ξ_2 + . . . + a_{n1}ξ_n)η_1 + + (a_{12}ξ_1 + a_{22}ξ_2 + . . . + a_{n2}ξ_n)η_2 + . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . + (a_{1n}ξ_1 + a_{2n}ξ_2 + . . . + a_{nn}ξ_n)η_n.

Ććěďěň ć řăśśňőšřěŋĺě ćěłšőř z ś łőőřďĺŋăšăňĺ ζ_1 = a_{11}ξ_1 + a_{21}ξ_2 + . . . + a_{n1}ξ_n, ζ_2 = a_{12}ξ_1 + a_{22}ξ_2 + . . . + a_{n2}ξ_n, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ζ_n = a_{1n}ξ_1 + a_{2n}ξ_2 + . . . + a_{nn}ξ_n.

Ćěłšőř z ŕőńşůăěšś£ ĺğ ćěłšőřă x ńĺŋěľŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň ś ňăšřĺűěľ, šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋőľ ł ňăšřĺűě ‖a_{ik}‖ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż A(x; y). İšő ŕřěőąřăğőćăŋĺě ňż őąőğŋăůĺň ąşłćőľ A, š. ě. ŕőńőęĺň z = Ax. Ňż ŕőńşůăěň, śńěďőćăšěńĳŋő, ůšő

A(x; y) = ζ_1η_1 + ζ_2η_2 + . . . + ζ_nη_n = (z, y) = (Ax, y).

Ĺšăł, ćś£łőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňě A(x; y) ć ěćłńĺďőćőň

ŕřőśšřăŋśšćě őšćěůăěš šăłőě ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A, ůšő A(x; y) ≡ (Ax, y). Šăłĺň őąřăğőň, ňż ďőłăğăńĺ śńěďş¿źş¿ šěőřěňş. Š ě ő ř ě ň ă 1. Ťőřňşńă A(x; y) = (Ax, y) (2) şśšăŋăćńĺćăěš ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş ąĺńĺŋěľŋżňĺ ťőřňăňĺ ĺ ńĺŋěľŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ.

Ĺğ őďŋőğŋăůŋőśšĺ śőőšćěšśšćĺ£, şśšăŋăćńĺćăěňőčő ťőřňşńőľ (2), śńěďşěš, ůšő őŋő ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśă.

Ść£ğĳ ňěęďş ąĺńĺŋěľŋżňĺ ťőřňăňĺ ĺ ńĺŋěľŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ ňőęŋő şśšăŋőćĺšĳ ĺ ďřşčĺň śŕőśőąőň. Ă ĺňěŋŋő, łăęďş¿ ąĺńĺŋěľŋş¿ ťőřňş ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ šăłęě ć ćĺďě A(x; y) = (x, A^∗y). Ďń£ ¡šőčő ć ťőřňşńě (1)

A(x; y) = a_{11}ξ_1η_1 + a_{12}ξ_1η_2 + . . . + a_{1n}ξ_1η_n + + a_{21}ξ_2η_1 + a_{22}ξ_2η_2 + . . . + a_{2n}ξ_2η_n + . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . + a_{n1}ξ_nη_1 + a_{n2}ξ_nη_2 + . . . + a_{nn}ξ_nη_n

ňż ąşďěň ćżŋőśĺšĳ ğă śłőąłĺ łőőřďĺŋăšż ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n ćěłšőřă x. Ŕőćšőř££ śŋőćă ŕřěęŋĺě řăśśşęďěŋĺ£, ňż ŕőńşůăěň:

A(x; y) = ξ_1(a_{11}η_1 + a_{12}η_2 + . . . + a_{1n}η_n) + + ξ_2(a_{21}η_1 + a_{22}η_2 + . . . + a_{2n}η_n) + . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . + ξ_n(a_{n1}η_1 + a_{n2}η_2 + . . . + a_{nn}η_n) =

= ξ_1(a_{11}η_1 + a_{12}η_2 + . . . + a_{1n}η_n) +

+ ξ_2(a_{21}η_1 + a_{22}η_2 + . . . + a_{2n}η_n) + . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+ ξ_n(a_{n1}η_1 + a_{n2}η_2 + . . . + a_{nn}η_n) = (x, A^∗y).

Ŕřĺ ¡šőň ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A^∗ ŕőńşůăěšś£ ĺğ ňăšřĺűż ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ć ń¿ąőň őřšőčőŋăńĳŋőň ąăğĺśě ŕěřěţőďőň ł šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋőľ ĺ ğăňěŋőľ ěě ¡ńěňěŋšőć łőňŕńěłśŋő śőŕř£ęěŋŋżňĺ.

Ğăňěšĺň, ůšő ć ŋěőřšőčőŋăńĳŋőň ąăğĺśě ść£ğĳ ňěęďş ňăšřĺűăňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ A ĺ A^∗ ąőńěě śńőęŋă.

2. Őŕěřăűĺ£ ŕěřěţőďă őš ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ł śőŕř£- ęěŋŋőňş (őŕěřăűĺ£^�).

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 1. Ŕşśšĳ A | ńĺŋěľŋőě ŕřěőą-

řăğőćăŋĺě łőňŕńěłśŋőčő ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă. Ŕřěőąřăğőćăŋĺě A^∗, őŕřěďěńěŋŋőě şśńőćĺěň (Ax, y) = (x, A^∗y), ŋăğżćăěšś£ śőŕř£ęěŋŋżň ł A.

Š ě ő ř ě ň ă 2. Ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě łăę-

ďőňş ńĺŋěľŋőňş ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ őšćěůăěš śőŕř£ęěŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ĺ ŕřĺšőň šőńĳłő őďŋő.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ńĺŋěľŋőňş ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ A őďŋőğŋăůŋő śőőšćěšśšćşěš śőčńăśŋő šěőřěňě 1 ¡šőčő ŕăřăčřăťă ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă A(x; y) = (Ax, y). İšş ąĺńĺŋěľŋş¿ ťőřňş śőčńăśŋő śłăğăŋŋőňş ć łőŋűě ŕ. 1 ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ, ĺ ŕřĺšőň őďŋőğŋăůŋő, ć ćĺďě

(x, A^∗y). Őłőŋůăšěńĳŋő ňż ĺňěěň: (Ax, y) = A(x; y) = (x, A^∗y). Ňăšřĺűă śőŕř£ęěŋŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A^∗ ŕőńşůăěšś£ ĺğ ňăšřĺűż ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ć őřšőčőŋăńĳŋőň ąăğĺśě ŕěřěţőďőň ł šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋőľ ĺ łőňŕńěłśŋő śőŕř£ęěŋŋőľ ňăšřĺűě, łăł ¡šő ďőłăğăŋő ć ŕ. 1 ¡šőčő

ŕăřăčřăťă.

Ŕěřěţőď őš A ł A^∗ ňőęŋő ćżřăğĺšĳ ć ćĺďě ŕřăćĺńă: ěśńĺ ć ćżřăęěŋĺĺ (Ax, y) ňż ęěńăěň A ŕěřěąřőśĺšĳ ŋă ćšőřőě ňěśšő, šő ł ŋěňş ŋşęŋő ŕřĺŕĺśăšĳ^∗.

Őŕěřăűĺ£ ŕěřěţőďă őš ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ł śőŕř£- ęěŋŋőňş ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ A^∗ (Àőŕěřăűĺ£^∗Á) ść£ğăŋă ś őŕřěďěńěŋŋżňĺ ćżÿě (§ 9) őŕěřăűĺ£ňĺ śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ śńěďş¿źĺňĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ:

1^∘ (AB)^∗ = B^∗A^∗. 2^∘ (A^∗)^∗ = A.

3^∘ (A + B)^∗ = A^∗ + B^∗. 4^∘ (λA)^∗ = λA^∗. 5^∘ E^∗ = E.

Ďőłăęěň, ŋăŕřĺňěř, ďćă ŕěřćżţ ĺğ ¡šĺţ śćőľśšć. 1^∘ (ABx, y) = (Bx, A^∗y) = (x, B^∗A^∗y). Ŋő, ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ (AB)^∗ ĺňěěň: (ABx, y) = (x, (AB)^∗y). Śřăćŋĺćă£ ŕřăćżě ůăśšĺ ¡šĺţ ďćşţ řăćěŋśšć ĺ ćśŕőňŋĺć, ůšő ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ śőőšćěšśšćş¿źěľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňőľ, ŕőńşůăěň:

(AB)^∗ = B^∗A^∗.

2^∘ Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ A^∗ ĺňěěň: (Ax, y) = (x, A^∗y).

Őąőğŋăůĺň ćřěňěŋŋő A^∗ ůěřěğ C. Šőčďă (Ax, y) = (x, Cy), őšłşďă (y, Ax) = (Cy, x). Ğăňěŋĺć y ůěřěğ x, ă x ůěřěğ y ĺ ŕőňěŋ£ć ňěśšăňĺ ŕřăćş¿ ĺ ńěćş¿ ůăśšĺ ¡šőčő řăćěŋśšćă, ŕőńşůĺň: (Cx, y) = (x, Ay). Ŋő ¡šő řăćěŋśšćő ĺ őğŋăůăěš, ůšő C^∗ = A, ĺ šăł łăł C = A^∗, šő (A^∗)^∗ = A.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ £. 1. Ďőłăğăšĳ šăłĺň ęě śŕőśőąőň śćőľśšćă 3^∘{5^∘.

2. Ďőłăğăšĳ śćőľśšćă 1^∘{5^∘, ŕőńĳğş£śĳ šěň, ůšő ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A^∗ ŕőńşůăěšś£ ĺğ ňăšřĺűż ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ć őřšőčőŋăńĳŋőň ąăğĺśě šřăŋśŕőŋĺřőćăŋĺěň ĺ ğăňěŋőľ ćśěţ ¡ńěňěŋšőć łőňŕńěłśŋő śőŕř£ęěŋŋżňĺ.

3. Śăňőśőŕř£ęěŋŋżě, şŋĺšăřŋżě ĺ ŋőřňăńĳŋżě ńĺŋěľŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£. Őŕěřăűĺ£^∗ ć ĺğćěśšŋőľ ňěřě ăŋăńőčĺůŋă őŕěřăűĺĺ ŕěřěţőďă őš ďăŋŋőčő łőňŕńěłśŋőčő ůĺśńă α ł śőŕř£ęěŋŋőňş α. İšă ăŋăńőčĺ£ ŋě śńşůăľŋă. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ďń£ ňăšřĺű ŕěřćőčő ŕőř£ďłă ŋăď łőňŕńěłśŋżň ŕőńěň, š. ě. ďń£ łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń, őŕěřăűĺ£^∗ łăł řăğ ĺ śőśšőĺš ć ğăňěŋě ďăŋŋőčő ůĺśńă łőňŕńěłśŋő śőŕř£ęěŋŋżň.

Śřěďĺ ćśěţ łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń ďěľśšćĺšěńĳŋżě ůĺśńă ţăřăłšěřĺğş¿šś£ šěň śćőľśšćőň, ůšő α = α. Ďń£ ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ăŋăńőčĺůŋőě ŕőŋ£šĺě £ćń£ěšś£ ćěśĳňă śşźěśšćěŋŋżň.

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 2. Ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A

ŋăğżćăěšś£ śăňőśőŕř£ęěŋŋżň (ĺńĺ ¡řňĺšőćżň), ěśńĺ

A^∗ = A.

Ŕőłăęěň, ůšő ďń£ šőčő, ůšőąż ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğő-

ćăŋĺě A ążńő śăňőśőŕř£ęěŋŋżň, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă (Ax, y) ążńă ¡řňĺšőćőľ.

Ć śăňőň ďěńě, ¡řňĺšőćőśšĳ ťőřňż (Ax, y) őğŋăůăěš, ůšő (Ax, y) = (Ay, x). (ă) Śăňőśőŕř£ęěŋŋőśšĳ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A őğŋăůăěš, ůšő (Ax, y) = (x, Ay). (ą) Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő řăćěŋśšćă (ă) ĺ (ą) ¡łćĺćăńěŋšŋż.

Ćś£łőě łőňŕńěłśŋőě ůĺśńő ζ ŕřěďśšăćĺňő ć ćĺďě ζ = = α + iβ, čďě α ĺ β | ďěľśšćĺšěńĳŋżě ůĺśńă. Ăŋăńőčĺů- ŋő: Ćś£łőě ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ňőęěš ążšĳ ğăŕĺśăŋő ć ćĺďě

A = A_1 + iA_2 (3),

čďě A1 ĺ A2 | śăňőśőŕř£ęěŋŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő,

A = A + A^∗2 + i A � A^∗2i .

Ććěďěň őąőğŋăůěŋĺ£ A + A∗ 2 = A_1,^A �^{A∗}_{2i} = A_2.

Šőčďă

A^∗_1 = ( A + A∗ 2 )_∗ =^1_2(A + A^∗)^∗ =^1_2(A^∗ + A^{∗∗}) =

=^1_2(A^∗ + A) = A_1 ĺ A^∗_2 = ( A � A^∗_{2i}^{)∗}_{= −} 1_{2i(A − A∗)∗ = −} 1_{2i(A∗ − A∗∗) =}

= −^1_{2i}(A^∗ − A) = A_2,

š. ě. A_1 ĺ A_2 | śăňőśőŕř£ęěŋŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£.

Šăłĺň őąřăğőň, śăňőśőŕř£ęěŋŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ĺčřă¿š śřěďĺ ćśěţ ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ řőńĳ, ăŋăńőčĺůŋş¿ řőńĺ ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ůĺśěń śřěďĺ łőňŕńěłśŋżţ.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ £. 1. Ďőłăğăšĳ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ć ćĺďě (3).

2. Ďőłăğăšĳ, ůšő ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ ś ďěľśšćĺšěńĳŋżňĺ łő- ¡ťťĺűĺěŋšăňĺ śăňőśőŕř£ęěŋŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ěśšĳ śŋőćă śăňőśőŕř£ęěŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě.

3. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ A | ŕřőĺğćőńĳŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, šő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ AA^∗ ĺ A^∗A | śăňőśőŕř£ęěŋŋżě.

Ŕ ř ĺ ň ě ů ă ŋ ĺ ě. Ć őšńĺůĺě őš łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń, AA^∗, ćőőąźě čőćőř£, ŋě řăćŋő A^∗A.

Ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ śăňőśőŕř£ęěŋŋżţ ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ŋě ěśšĳ, ćőőąźě čőćőř£, śăňőśőŕř£ęěŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě. Ĺňěěš ňěśšő śńěďş¿źă£

Š ě ő ř ě ň ă 3. Ŕşśšĳ A ĺ B | śăňőśőŕř£ęěŋŋżě

ńĺŋěľŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£. Ďń£ šőčő ůšőąż ŕřěőąřăğőćăŋĺě AB ążńő šăłęě śăňőśőŕř£ęěŋŋżň, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż AB = BA, š. ě. ůšőąż ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ĺ B ążńĺ ŕěřěśšăŋőćőůŋż.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ŋăň ďăŋő, ůšő

A^∗ = A ĺ B^∗ = B.

Ňż ĺźěň ŋěőąţőďĺňőě ĺ ďőśšăšőůŋőě şśńőćĺě šőčő, ůšőąż ćżŕőńŋ£ńőśĳ řăćěŋśšćő

(AB)^∗ = AB. (4)

Ŋő (AB)^∗ = B^∗A^∗ = BA. Śńěďőćăšěńĳŋő, řăćěŋśšćő (4) ĺňěěš ňěśšő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă AB = BA. Šěőřěňă ďőłăğăŋă.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ A ĺ B | śăňőśőŕř£- ęěŋŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£, šő śăňőśőŕř£ęěŋŋżňĺ ąşďşš ĺ ŕřěőąřă- ğőćăŋĺ£ AB + BA ĺ i(AB − BA). Ăŋăńőčőň łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń, řăćŋżţ ŕő ňőďşń¿ ěďĺŋĺűě, š. ě. šăłĺţ, ůšő zz = 1, £ćń£¿šś£ şŋĺšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£.

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 3. Ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě U

ŋăğżćăěšś£ şŋĺšăřŋżň, ěśńĺ UU^∗ = U^∗U = E^∗). Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ďń£ şŋĺšăřŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£

U^∗ = U^{−1}.

Ć § 13 ňż ŕőğŋăłőňĺňś£ ś ćěśĳňă ŕřőśšőľ čěőňěšřĺůěśłőľ ĺŋšěřŕřěšăűĺěľ şŋĺšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ £. 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ şŋĺšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ěśšĳ śŋőćă şŋĺšăřŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě.

2. Ŕőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ U | şŋĺšăřŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, ă A | śăňőśőŕř£ęěŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, šő U^{−1}AU | šăłęě śăňőśőŕř£ęěŋŋőě.

Ŋĺęě (ć § 15) ňż ďőłăęěň, ůšő ćś£łőě ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ łăł ŕřőĺğćěďěŋĺě śăňőśőŕř£ęěŋŋőčő ŋă şŋĺšăřŋőě. İšş šěőřěňş ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł őąőąźěŋĺě ğăŕĺśĺ łőňŕńěłśŋőčő ůĺśńă ć šřĺčőŋőňěšřĺůěśłőľ ťőřňě.

Ććěďěň ěźě őďŋő őŕřěďěńěŋĺě.

∗) Ć n-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě şśńőćĺ£ U^∗U = E ĺ UU^∗ = E ¡łćĺćăńěŋšŋż. Ć ąěśłőŋěůŋőňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ¡šő | ďćă řăğńĺůŋżţ şśńőćĺ£.

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 4. Ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A

ŋăğżćăěšś£ ŋőřňăńĳŋżň, ěśńĺ AA^∗ = A^∗A.

Ďń£ łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń ŋěš ŋăďőąŋőśšĺ ć ăŋăńőčĺůŋőň ŕőŋ£šĺĺ, šăł łăł şňŋőęěŋĺě łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń łőňňşšăšĺćŋő ĺ, ğŋăůĺš, αα ćśěčďă řăćŋő αα.

Ŋěšřşďŋő şąěďĺšĳś£, ůšő łăł śăňőśőŕř£ęěŋŋżě, šăł ĺ şŋĺšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ £ćń£¿šś£ ůăśšŋżňĺ śńşůă£ňĺ ŋőřňăńĳŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ.

Ąőńěě ďěšăńĳŋőňş ĺğşůěŋĺ¿ őšďěńĳŋżţ łńăśśőć ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě ąşďşš ŕőść£źěŋż ďăńĳŋěľÿĺě ŕăřăčřăťż ¡šőľ čńăćż. Ŕřĺ ¡šőň ňż ŕőńşůĺň ďń£ řăğńĺůŋżţ šĺŕőć ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ćěśĳňă ŕřőśšş¿ čěőňěšřĺůěśłş¿ ţăřăłšěřĺśšĺłş.

x 12. Śăňőśőŕř£ęěŋŋżě (¡řňĺšőćż) ŕřěőąřăğőćăŋĺ£.

Őďŋőćřěňěŋŋőě ŕřĺćěďěŋĺě ŕăřż łćăďřăšĺůŋżţ ťőřň ł śşňňě łćăďřăšőć

1. Śăňőśőŕř£ęěŋŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£. Ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ňż ąőńěě ŕőďřőąŋő ĺğşůĺň łńăśś śăňőśőŕř£ęěŋŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ n-ňěřŋőčő ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă. İšĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ůăśšő ćśšřěůă¿šś£ ć řăğńĺůŋżţ ŕřĺńőęěŋĺ£ţ. (Śşźěśšćěŋŋş¿ řőńĳ śăňőśőŕř£ęěŋŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£, ŕřăćďă ć ąěśłőŋěůŋőňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě, ĺčřă¿š ć łćăŋšőćőľ ňěţăŋĺłě).

Ń ě ň ň ă 1. Śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ śăňőśőŕř£ęěŋ-

ŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ćěźěśšćěŋŋż.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ŕşśšĳ x | śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř śăňőśőŕř£ęěŋŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ĺ λ | śőőšćěšśšćş¿źěě śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě, š. ě. Ax = λx; x ≠ 0. Šăł łăł A^∗ = A, šő (Ax, x) = (x, Ax), š. ě. (λx, x) = (x, λx). Ćżŋőś£ λ ğă śłőąłĺ, ŕőńşůĺň: λ(x, x) = λ(x, x), ĺ šăł łăł (x, x) ≠ 0, šő λ = λ, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ ďőłăğăšĳ.

Ń ě ň ň ă 2. Ŕşśšĳ A | śăňőśőŕř£ęěŋŋőě ńĺŋěľŋőě

ŕřěőąřăğőćăŋĺě ć n-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě R ĺ e | ěčő śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř. Śőćőłşŕŋőśšĳ R1 ćěłšőřőć x, őřšőčőŋăńĳŋżţ ł e, ěśšĳ (n − 1)-ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ĺŋćăřĺăŋšŋőě őšŋőśĺšěńĳŋő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Śőćőłşŕŋőśšĳ R_1 ćěłšőřőć x, őřšőčőŋăńĳŋżţ ł e, őąřăğşěš (n − 1)-ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő.

Ŕőłăęěň, ůšő R_1 ĺŋćăřĺăŋšŋő őšŋőśĺšěńĳŋő A. Ŕşśšĳ x ∈ R_1. İšő ğŋăůĺš, ůšő (x, e) = 0. Šőčďă ĺ (Ax, e) = 0, š. ě. Ax ∈ R_1. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, (Ax, e) = (x, A^∗e) = (x, Ae) = (x, λe) = λ(x, e) = 0. Ňż ďőłăğăńĺ, ůšő ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ŋě ćżćőďĺš ćěłšőřż, ŕřĺŋăďńěęăźĺě R_1, ĺğ R_1, š. ě. ďőłăğăńĺ, ůšő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő R_1 ĺŋćăřĺăŋšŋő őšŋőśĺšěńĳŋő A.

Š ě ő ř ě ň ă 1. Ŕşśšĳ A | śăňőśőŕř£ęěŋŋőě ŕřě-

őąřăğőćăŋĺě ć n-ňěřŋőň ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě R. Šőčďă śşźěśšćşěš n ŕőŕăřŋő őřšőčőŋăńĳŋżţ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A. Śőőšćěšśšćş- ¿źĺě ĺň śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ćěźěśšćěŋŋż.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Śőčńăśŋő šěőřěňě 1 § 10 ć R śşźěśšćşěš ţőš£ ąż őďĺŋ śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř e_1 ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A. Ć śĺńş ńěňňż 2 śőćőłşŕŋőśšĳ ćěłšőřőć, őřšőčőŋăńĳŋżţ ł e_1, őąřăğşěš (n − 1)-ňěřŋőě ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő R_1. Ąşďěň ďăńěě řăśśňăšřĺćăšĳ ŋăÿě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ńĺÿĳ ć R_1. Ć R_1 śşźěśšćşěš śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř e_2 (śň. ğăňěůăŋĺě ł šěőřěňě 1

§ 10). Śőćőłşŕŋőśšĳ ćěłšőřőć ĺğ R_1, őřšőčőŋăńĳŋżţ ł e_2, őąřăğşěš (n − 2)-ňěřŋőě ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő R_2. Ć ŋěň śşźěśšćşěš śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř e_3 ĺ š. ď.

Ňż ŕőńşůăěň, šăłĺň őąřăğőň, n ŕőŕăřŋő őřšőčőŋăńĳŋżţ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć e_1, e_2, . . . , e_n. Śőčńăśŋő ńěňňě 1 śőőšćěšśšćş¿źĺě ĺň śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ćěźěśšćěŋŋż. Šěőřěňă ďőłăğăŋă.

Šăł łăł ŕřőĺğćěďěŋĺě śőąśšćěŋŋőčő ćěłšőřă ŋă ń¿- ąőě őšńĺůŋőě őš ŋşń£ ůĺśńő ěśšĳ śŋőćă śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř, šő ćěłšőřż e_i ňőęŋő ćżąřăšĳ šăł, ůšőąż ĺţ ďńĺŋż řăćŋ£ńĺśĳ ěďĺŋĺűě.

Š ě ő ř ě ň ă 2. Ŕşśšĳ A | śăňőśőŕř£ęěŋŋőě ŕřě-

őąřăğőćăŋĺě ć n-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě. Šőčďă śşźěśšćşěš őřšőčőŋăńĳŋżľ ąăğĺś, ć łőšőřőň ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ďĺăčőŋăńĳŋă ĺ ćěźěśšćěŋŋă. Ćěřŋő šăłęě ĺ őąřăšŋőě.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ćżąěřěň ć łăůěśšćě ąăğĺśă ŕőśšřőěŋŋżě ć šěőřěňě 1 ŕőŕăřŋő őřšőčőŋăńĳŋżě śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż e_1, e_2, . . . , e_n.

Šőčďă Ae_1 = λ_1e_1,

Ae_2 = λ_2e_2, . . . . . . . . Ae_n = λ_ne_n, š. ě. ć ¡šőň ąăğĺśě ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ĺňěěš ćĺď

λ_1 0 . . . 0 0 λ_2 . . . 0 . . . . . . . . . . . 0 0 . . . λ_n , (1) čďě ćśě λ_i ćěźěśšćěŋŋż.

Őąřăšŋő, ŕşśšĳ ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ć őřšőčőŋăńĳŋőň ąăğĺśě ĺňěěš ćĺď (1). Ć őřšőčőŋăńĳŋőň ŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě ňăšřĺűă śőŕř£ęěŋŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A^∗ ŕőńşůăěšś£ ĺğ ňăšřĺűż ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A šřăŋśŕőŋĺřőćăŋĺěň ĺ ğăňěŋőľ łăęďőčő ¡ńěňěŋšă łőňŕńěłśŋő śőŕř£ęěŋŋżň (śň. § 11). Ŕřőďěńăć ¡šĺ őŕěřăűĺĺ ŋăď ňăšřĺűěľ ćĺďă (1) (čďě ćśě λ_i ćěźěśšćěŋŋż), ňż ŕőńşůĺň šş ęě śăňş¿ ňăšřĺűş. Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ň A ĺ A^∗ śőőšćěšśšćşěš őďŋă ĺ šă ęě ňăšřĺűă, š. ě. A = A^∗. Šěőřěňă ŕőńŋőśšĳ¿ ďőłăğăŋă.

Őšňěšĺň ěźě śńěďş¿źěě śćőľśšćő śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć śăňőśőŕř£ęěŋŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£: śőąśšćěŋŋżě

ćěłšőřż, śőőšćěšśšćş¿źĺě řăğńĺůŋżň śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺ£ň, ćğăĺňŋő őřšőčőŋăńĳŋż.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ

Ae_1 = λ_1e_1, Ae_2 = λ_2e_2, λ_1 ≠ λ_2.

Ĺňěěň:

(Ae_1, e_2) = (e_1, A^∗e_2) = (e_1, Ae_2),

š. ě.

λ_1(e_1, e_2) = λ_2(e_1, e_2) ĺńĺ (λ_1 − λ_2)(e_1, e_2) = 0.

Šăł łăł λ_1 ≠ λ_2, šő

(e_1, e_2) = 0.

Ğ ă ň ě ů ă ŋ ĺ ě. Ĺğ ďőłăğăŋŋőľ šěőřěňż śńěďşěš, ůšő ŋăčń£ďŋő-čěőňěšřĺůěśłĺľ śňżśń ŕřőĺğćőńĳŋőčő śăňőśőŕř£ęěŋŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ šăłőć; ć ŕřőśšřăŋśšćě ćżďěń£ěšś£ n ŕőŕăřŋő őřšőčőŋăńĳŋżţ ŋăŕřăćńěŋĺľ (śőąśšćěŋŋżţ ŋăŕřăćńěŋĺľ). Łăęďőňş ĺğ ¡šĺţ ŋăŕřăćńěŋĺľ śšăćĺšś£ ć śőőšćěšśšćĺě ďěľśšćĺšěńĳŋőě ůĺśńő (śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě). Ŕő łăęďőňş ĺğ ¡šĺţ ŋăŕřăćńěŋĺľ ŕřőĺğćőďĺšś£ řăśš£ęěŋĺě (śęăšĺě) ŕřőśšřăŋśšćă ć |λi| řăğ ĺ, łřőňě šőčő, ğěřłăńĳŋőě őšřăęěŋĺě ć ŕńőśłőśšĺ, őřšőčőŋăńĳŋőľ ł ďăŋŋőňş ŋăŕřăćńěŋĺ¿, ěśńĺ śőőšćěšśšćş¿źěě λi őšřĺűăšěńĳŋő.

Ŕăřăńńěńĳŋő ś ŕőŋ£šĺěň śăňőśőŕř£ęěŋŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ććőďĺšś£ ŕőŋ£šĺě ¡řňĺšőćőľ ňăšřĺűż.

Ňăšřĺűă ‖a_{ik}‖ ŋăğżćăěšś£ ¡řňĺšőćőľ, ěśńĺ a_{ik} = = a_{ki}.

§śŋő, ůšő ďń£ šőčő ůšőąż ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ążńő śăňőśőŕř£ęěŋŋżň, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ěčő ňăšřĺűă ć łăłőň-ŋĺąşďĳ őřšőčőŋăńĳŋőň ąăğĺśě ążńă ¡řňĺšőćőľ.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ćőğćěśšĺ ňăšřĺűş ( 0 √ 2 √ 2 1 )

ć 28-¿ śšěŕěŋĳ. Ş ł ă ğ ă ŋ ĺ ě. Ŕřĺćěśšĺ ¡šş ňăšřĺűş ł ďĺăčőŋăńĳŋőľ ťőřňě, ğăšěň ćőğćěśšĺ ěě ć şłăğăŋŋş¿ śšěŕěŋĳ ĺ, ŋăłőŋěű, ćěřŋşšĳś£ ł ŕřěęŋěňş ąăğĺśş.

2. Ŕřĺćěďěŋĺě ł čńăćŋżň őś£ň. Őďŋőćřěňěŋŋőě ŕřĺćěďěŋĺě ŕăřż łćăďřăšĺůŋżţ ťőřň ł śşňňě łćăďřăšőć. Ŕřĺňěŋĺň ŕőńşůěŋŋżě ć ŕ. 1 řěğşńĳšăšż ł łćăďřăšĺůŋżň ťőřňăň.

Ňż ğŋăěň, ůšő ćś£łőľ ¡řňĺšőćőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňě śőőšćěšśšćşěš śăňőśőŕř£ęěŋŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě. Ĺğ šěőřěňż 2 ¡šőčő ŕăřăčřăťă ćżšěłăěš ćăęŋă£ Š ě ő ř ě ň ă 3. Ŕşśšĳ R | ěćłńĺďőćő n-ňěřŋőě

ŕřőśšřăŋśšćő ĺ ŕşśšĳ A(x; y) | ¡řňĺšőćă ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă ć R. Šőčďă ć R śşźěśšćşěš őřšőčőŋăńĳŋżľ ŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś, ć łőšőřőň śőőšćěšśšćş¿źă£

A(x; y) łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ğăŕĺśżćăěšś£ ć ćĺďě

śşňňż łćăďřăšőć: A(x; x) = ∑ λ_i|ξ_i|^2, čďě λi ćěźěśšćěŋŋż, ă ξi | łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă x^∗).

∗) Ć § 8 ňż ďőłăğăńĺ, ůšő ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ňőęŋő ćś£łş¿ łćăďřăšĺůŋş¿ (ĺńĺ, ůšő šő ęě śăňőě, ćś£łş¿ ¡řňĺšőćş ąĺńĺŋěľŋş¿) ťőřňş ŕřĺćěśšĺ ł śşňňě łćăďřăšőć. Ğďěśĳ ňż ďń£ ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă ďőłăğżćăěň ąőńěě śĺńĳŋőě şšćěřęďěŋĺě, ĺňěŋŋő śşźěśšćőćăŋĺě ŋőřňĺřőćăŋŋőčő őřšőčőŋăńĳŋőčő ąăğĺśă, ć łőšőřőň ďăŋŋă£ ¡řňĺšőćă ťőřňă ŕřĺćőďĺšś£ ł śşňňě łćăďřăšőć.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ěśńĺ A(x; y) | ¡řňĺšőćă ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă, š. ě. A(x; y) = A(y; x), šő (śň. § 11) śşźěśšćşěš šăłőě śăňőśőŕř£ęěŋŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A, ůšő A(x; y) ≡ (Ax, y). Ćżąěřěň ć R ć łăůěśšćě ćěłšőřőć őřšőčőŋăńĳŋőčő ŋőřňĺřőćăŋŋőčő ąăğĺśă śĺśšěňş ŕőŕăřŋő őřšőčőŋăńĳŋżţ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć śăňőśőŕř£ęěŋŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A (¡šő ćőğňőęŋő ć śĺńş šěőřěňż 1). Šőčďă Ae_1 = λ_1e_1, Ae_2 = λ_2e_2, . . . , Ae_n = λ_ne_n.

Ŕşśšĳ x = ξ_1e_1 + ξ_2e_2 + . . . + ξ_ne_n, y = η_1e_1 + η_2e_2 + . . . + η_ne_n. Šăł łăł (e_i, e_k) = { 1 ŕřĺ i = k, 0 ŕřĺ i ≠ k, šő A(x; y) ≡ (Ax, y) = = (ξ_1Ae_1 +ξ_2Ae_2 +. . .+ξ_nAe_n, η_1e_1 +η_2e_2 +. . .+η_ne_n) = = (λ_1ξ_1e_1+λ_2ξ_2e_2+. . .+λ_nξ_ne_n, η_1e_1+η_2e_2+. . .+η_ne_n) = = λ_1ξ_1η_1 + λ_2ξ_2η_2 + . . . + λ_nξ_nη_n.

Ć ůăśšŋőśšĺ,

A(x; x) = (Ax, x) = λ_1|ξ_1|^2 + λ_2|ξ_2|^2 + . . . + λ_n|ξ_n|^2. Šěőřěňă ďőłăğăŋă.

Ŋăţőęďěŋĺě ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě őřšőčőŋăńĳŋőčő ŋőřňĺřőćăŋŋőčő ąăğĺśă, ć łőšőřőň ďăŋŋă£ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ŕřĺćőďĺšś£ ł śşňňě łćăďřăšőć, ŋăğżćăěšś£ ŕřĺćěďěŋĺěň ¡šőľ ťőřňż ł čńăćŋżň őś£ň.

Š ě ő ř ě ň ă 4. Ŕşśšĳ R | ăťťĺŋŋőě n-ňěřŋőě ŕřő-

śšřăŋśšćő ĺ A(x; x) ĺ B(x; x) | ďćě ¡řňĺšőćż łćăďřăšĺůŋżě ťőřňż, ŕřĺůěň ťőřňă B(x; x) | ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋă£. Šőčďă śşźěśšćşěš ąăğĺś, ć łőšőřőň őąě ¡šĺ ťőřňż ğăŕĺśżćă¿šś£ ć ćĺďě śşňňż łćăďřăšőć.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ććěďěň ć R śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě, ŕőńőęĺć (x, y) ≡ B(x; y), čďě B(x; y) | őšćěůă¿źă£ B(x; x) ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă. İšő £ćń£ěšś£ ğăłőŋŋżň, šăł łăł ăłśĺőňż śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ őğŋăůă¿š, ůšő (x, y) ěśšĳ ¡řňĺšőćă ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă, śőőšćěšśšćş¿źă£ ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋőľ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňě (§ 8). Ŕřőśšřăŋśšćő R śšăŋěš, šăłĺň őąřăğőň, ěćłńĺďőćżň. Śőčńăśŋő šěőřěňě 3 ć R śşźěśšćşěš őřšőčőŋăńĳŋżľ^∗) ŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś e_1, e_2, . . . , e_n, ć łőšőřőň ťőřňă A(x; x) ŕřĺćőďĺšś£ ł śşňňě łćăďřăšőć, š. ě. ł ćĺďş

A(x; x) = λ_1|ξ_1|^2 + λ_2|ξ_2|^2 + . . . + λ_n|ξ_n|^2. (2)

Ć ŋőřňĺřőćăŋŋőň őřšőčőŋăńĳŋőň ąăğĺśě śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ĺňěěš ćĺď

(x, x) = |ξ_1|^2 + |ξ_2|^2 + . . . + |ξ_n|^2,

š. ě.

B(x; x) = |ξ_1|^2 + |ξ_2|^2 + . . . + |ξ_n|^2. (3)

Ňż ŋăÿńĺ, šăłĺň őąřăğőň, ąăğĺś, ć łőšőřőň őąě łćăďřăšĺůŋżě ťőřňż A(x; x) ĺ B(x; x) őďŋőćřěňěŋŋő ŕřĺćőď£šś£ ł śşňňě łćăďřăšőć, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

Ć šěőřěňě 4 ŕőłăğăŋő, ůšő ć R śşźěśšćşěš ąăğĺś, ć łőšőřőň ¡řňĺšőćż łćăďřăšĺůŋżě ťőřňż A ĺ B ĺňě¿š ćĺď (2) ĺ (3). Ŕőłăęěň, łăł ŋăľšĺ ůĺśńă λ_1, λ_2, . . . , λ_n.

∗) Őšŋőśĺšěńĳŋő ććěďěŋŋőčő ŋăňĺ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ (x, y) = B(x; y).

Ć łăŋőŋĺůěśłőň ćĺďě ňăšřĺűż łćăďřăšĺůŋżţ ťőřň A ĺ B ĺňě¿š ćĺď

A = λ_1 0 . . . 0 0 λ_2 . . . 0 . . . . . . . . . . . 0 0 . . . λ_n , B = 1 0 . . . 0 0 1 . . . 0 . . . . . . . . 0 0 . . . 1 . Śńěďőćăšěńĳŋő,

Det(A − λB) = (λ_1 − λ)(λ_2 − λ) . . . (λ_n − λ). (4)

Ŕřĺ ŕěřěţőďě ł ďřşčőňş ąăğĺśş ňăšřĺűż ¡řňĺšőćżţ łćăďřăšĺůŋżţ ťőřň A ĺ B ŕěřěţőď£š ć A_1 = C^∗AC ĺ B_1 = C^∗AC. Ŕő¡šőňş, ěśńĺ e_1, e_2, . . . , e_n | ŕřőĺğćőńĳŋżľ ąăğĺś, šő ć ¡šőň ąăğĺśě

Det(A_1 − λB_1) = Det C^∗ · Det(A − λB) · Det C,

š. ě. őšńĺůăěšś£ ńĺÿĳ ŕőśšő£ŋŋżň ňŋőęĺšěńěň őš ćżřăęěŋĺ£ (4). Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő ůĺśńă λ_1, λ_2, . . . , λ_n

£ćń£¿šś£ łőřŋ£ňĺ śńěďş¿źěčő şřăćŋěŋĺ£: | | | | a_{11} − λb_{11} a_{12} − λb_{12} . . . a_{1n} − λb_{1n} a_{21} − λb_{21} a_{22} − λb_{22} . . . a_{2n} − λb_{2n} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a_{n1} − λb_{n1} a_{n2} − λb_{n2} . . . a_{nn} − λb_{nn}

| | | | = 0 , čďě ‖a_{ik}‖ ĺ ‖b_{ik}‖ | ňăšřĺűż ťőřň A(x; x) ĺ B(x; x) ć łăłőň-ŋĺąşďĳ ąăğĺśě e_1, e_2, . . . , e_n.

Ğ ă ň ě ů ă ŋ ĺ ě. Šřěąőćăŋĺě ŕőńőęĺšěńĳŋőľ őŕřěďěńěŋŋőśšĺ őďŋőľ ĺğ ťőřň £ćń£ěšś£ śşźěśšćěŋŋżň, ő ůěň śćĺďěšěńĳśšćşěš śńěďş¿źĺľ ŕřĺňěř: ďćě łćăďřăšĺůŋżě ťőřňż

A(x; x) = |ξ1|^2 − |ξ2|^2, B(x; x) = ξ1ξ_2 + ξ2ξ_1,

ĺğ łőšőřżţ ŋĺ őďŋă ŋě £ćń£ěšś£ ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋőľ, ŋě ňőčşš ążšĳ őďŋőćřěňěŋŋő ŕřĺćěďěŋż ł śşňňě łćăďřăšőć. Ć śăňőň ďěńě, ŕěřćőľ ťőřňě śőőšćěšśšćşěš ňăšřĺűă A = ( 1 0 0 −1 ) , ă ćšőřőľ | ňăšřĺűă B = ( 0 1 1 0 ) . Řăśśňőšřĺň ňăšřĺűş A−λB, čďě λ | ćěźěśšćěŋŋżľ ŕăřăňěšř. Ěě ďěšěřňĺŋăŋš řăćěŋ −(λ^2 + 1). Šăł łăł őŋ ŋě ĺňěěš ćěźěśšćěŋŋżţ łőřŋěľ, šő, śőčńăśŋő śłăğăŋŋőňş ćżÿě, őąě ťőřňż ŋě ňőčşš ążšĳ ŕřĺćěďěŋż őďŋőćřěňěŋŋő ł śşňňě łćăďřăšőć.

x 13. Şŋĺšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£

Ňż őŕřěďěńĺńĺ ć § 11 şŋĺšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ řăćěŋśšćőň UU^∗ = U^∗U = E. (1)

İšő őŕřěďěńěŋĺě ĺňěěš ŕřőśšőľ čěőňěšřĺůěśłĺľ śňżśń. Ă ĺňěŋŋő:

Ćś£łőě şŋĺšăřŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě U ć ěćłńĺďőćőň n-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě R śőţřăŋ£ěš śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě, š. ě. (Ux, Uy) = (x, y) ďń£ ćśěţ x, y ∈ R. Őąřăšŋő, ćś£łőě ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě U, śőţřăŋ£¿źěě śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě, şŋĺšăřŋő [š. ě. şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ¿ (1)].

Ć śăňőň ďěńě, ěśńĺ ďăŋő, ůšő U^∗U = E, šő (Ux, Uy) = (x, U^∗Uy) = (x, y). Őąřăšŋő, ěśńĺ ďń£ ń¿ążţ ćěłšőřőć x ĺ y (Ux, Uy) = (x, y), šő (U^∗Ux, y) = (x, y), š. ě. (U^∗Ux, y) = (Ex, y). Šăł łăł ĺğ řăćěŋśšćă ąĺńĺŋěľŋżţ ťőřň śńěďşěš řăćěŋśšćő śőőšćěšśšćş¿źĺţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ, šő U^∗U = E, š. ě. U şŋĺšăřŋő.

Ć ůăśšŋőśšĺ, ŕřĺ x = y ĺňěěň: (Ux, Ux) = (x, x), š. ě. şŋĺšăřŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě U ŋě ňěŋ£ěš ďńĺŋ ćěł-

šőřőć.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě śőţřăŋ£ěš ďńĺŋż ćśěţ ćěłšőřőć, šő őŋő şŋĺšăřŋő.

Ğăŕĺÿěň şśńőćĺ£ şŋĺšăřŋőśšĺ ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ć ňăšřĺůŋőľ ťőřňě. Ďń£ ¡šőčő ćżąěřěň łăłőľńĺąő őřšőčőŋăńĳŋżľ ŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś e_1, e_2, . . . . . . , e_n. Ŕşśšĳ ć ¡šőň ąăğĺśě ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ U śőőšćěšśšćşěš ňăšřĺűă a_{11} a_{12} . . . a_{1n} a_{21} a_{22} . . . a_{2n} . . . . . . . . . . . . . . a_{n1} a_{n2} . . . a_{nn} . (2) Šőčďă śőŕř£ęěŋŋőňş ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ U^∗ śőőšćěšśšćşěš ňăšřĺűă a_{11} a_{21} . . . a_{n1} a_{12} a_{22} . . . a_{n2} . . . . . . . . . . . . . . a_{1n} a_{2n} . . . a_{nn} . (3) Şśńőćĺě şŋĺšăřŋőśšĺ UU^∗ = E őğŋăůăěš, ůšő ŕřőĺğćěďěŋĺě ňăšřĺű (2) ĺ (3) ěśšĳ ěďĺŋĺůŋă£ ňăšřĺűă. Ěśńĺ ŕěřěňŋőęĺšĳ ĺţ ĺ ŕřĺřăćŋ£šĳ ¡ńěňěŋšż ŕřőĺğćěďěŋĺ£ śőőšćěšśšćěŋŋżň ¡ńěňěŋšăň ěďĺŋĺůŋőľ ňăšřĺűż, šő ŕőńşůĺň: n∑ α=1 a_{iα}a_{iα} = 1, n∑ α=1 a_{iα}a_{kα} = 0 (i ≠ k). (4)

Ĺšăł, ć őřšőčőŋăńĳŋőň ŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě şśńőćĺě UU^∗ = E őğŋăůăěš, ůšő śşňňă ŕřőĺğćěďěŋĺľ ¡ńěňěŋ-

šőć łăłőľ-ńĺąő śšřőłĺ ňăšřĺűż ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ U ŋă

¡ńěňěŋšż, śőŕř£ęěŋŋżě ł ¡ńěňěŋšăň ďřşčőľ śšřőłĺ, řăćŋă ŋşń¿, ă śşňňă łćăďřăšőć ňőďşńěľ ¡ńěňěŋšőć ń¿- ąőľ śšřőłĺ řăćŋă ěďĺŋĺűě.

Šăł łăł U^∗U = E šăłęě ěśšĳ şśńőćĺě şŋĺšăřŋőśšĺ, šő ňż ĺňěěň šăłęě: n∑ α=1 a_{αi}a_{αi} = 1; n∑ α=1 a_{αi}a_{αk} = 0 (i ≠ k). (5)

İšő şśńőćĺě ăŋăńőčĺůŋő ŕřěďżďşźěňş, ŋő ćňěśšő śšřőł ć ŋěň şůăśšćş¿š śšőńąűż ňăšřĺűż.

Şśńőćĺě (5) ĺňěěš ŕřőśšőľ čěőňěšřĺůěśłĺľ śňżśń. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ćěłšőřőć

Ue_i = a_{1i}e_1 + a_{2i}e_2 + . . . + a_{ni}e_n ĺ Ue_k = a_{1k}e_1 + a_{2k}e_2 + . . . + a_{nk}e_n

řăćŋő ∑ a_{αi}a_{αk} (šăł łăł e_1, e_2, . . . , e_n | ¡šő őřšőčőŋăńĳŋżľ ŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś); ŕő¡šőňş (Ue_i, Ue_k) = { 1 ŕřĺ i = k, 0 ŕřĺ i ≠ k. (6) Śńěďőćăšěńĳŋő, ďń£ šőčő ůšőąż ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřă-

ğőćăŋĺě ążńő şŋĺšăřŋżň, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż őŋő ŕěřěćőďĺńő łăłőľ-ńĺąő őřšőčőŋăńĳŋżľ ŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś e1, e2, . . . , en śŋőćă ć őřšőčőŋăńĳŋżľ ĺ ŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś Ue1, Ue2, . . . , Uen.

Ňăšřĺűă ‖a_{ik}‖, ¡ńěňěŋšż łőšőřőľ şďőćńěšćőř£¿š şśńőćĺ£ň (4), ńĺąő, ůšő šő ęě śăňőě, şśńőćĺ£ň (5), ŋăğżćăěšś£ şŋĺšăřŋőľ ňăšřĺűěľ. Şŋĺšăřŋżě ňăšřĺűż £ćń£¿šś£, łăł ňż ćĺďěńĺ, ňăšřĺűăňĺ şŋĺšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ć őřšőčőŋăńĳŋőň ŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě. Šăł łăł ŕěřěţőď őš őďŋőčő őřšőčőŋăńĳŋőčő ŋőřňĺřőćăŋŋőčő ł ďřşčőňş ğăďăěšś£ şŋĺšăřŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň, šő ňăšřĺűă ŕěřěţőďă őš őďŋőčő őřšőčőŋăńĳŋőčő ŋőřňĺřőćăŋŋőčő ąăğĺśă ł ďřşčőňş šăłőňş ęě £ćń£ěšś£ şŋĺšăřŋőľ.

Ŕőśňőšřĺň, ł łăłőňş ŕřőśšěľÿěňş ćĺďş ňőęŋő ŕřĺćěśšĺ ňăšřĺűş şŋĺšăřŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ŕřĺ śőőšćěšśšćş¿źěň ćżąőřě ąăğĺśă.

Ń ě ň ň ă 1. Śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ şŋĺšăřŋőčő

ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ŕő ňőďşń¿ řăćŋż 1.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ŕşśšĳ x | śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř şŋĺšăřŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ U ĺ λ | śőőšćěšśšćş- ¿źěě śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě, š. ě. Ux = λx, x ≠ 0. Šőčďă (x, x) = (Ux, Ux) = (λx, λx) = λλ(x, x), š. ě. λλ = 1, ğŋăůĺš |λ| = 1, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ ďőłăğăšĳ.

Ń ě ň ň ă 2. Ŕşśšĳ U | şŋĺšăřŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřě-

őąřăğőćăŋĺě ć n-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě R ĺ e | ěčő śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř, š. ě. Ue = λe, e ≠ 0. Šőčďă (n − 1)-ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő R1, śőśšő£źěě ĺğ ćěłšőřőć x, őřšőčőŋăńĳŋżţ ł e, ĺŋćăřĺăŋšŋő őšŋőśĺšěńĳŋő U.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ŕşśšĳ x ∈ R_1, š. ě. (x, e) = = 0. Ŕőłăęěň, ůšő Ux ∈ R_1, š. ě. ůšő (Ux, e) = 0. Ć śăňőň ďěńě, (Ux, Ue) = (U^∗Ux, e) = (x, e) = 0. Ă šăł łăł Ue = λe, šő λ(Ux, e) = 0. Ŋő ć śĺńş ńěňňż 1 λ ≠ 0, ŕő¡šőňş (Ux, e) = 0, š. ě. Ux ∈ R_1. Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕőďŕřőśšřăŋśšćő R_1 ĺŋćăřĺăŋšŋő őšŋőśĺšěńĳŋő U.

Š ě ő ř ě ň ă 1. Ŕşśšĳ U | şŋĺšăřŋőě ŕřěőąřăğő-

ćăŋĺě ć n-ňěřŋőň ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě. Šőčďă śşźěśšćşěš n ŕőŕăřŋő őřšőčőŋăńĳŋżţ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ U. Śőőšćěšśšćş¿źĺě ĺň śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ŕő ňőďşń¿ řăćŋż ěďĺŋĺűě.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ć śĺńş šěőřěňż 1 § 10 ŕřěőąřăğőćăŋĺě U, łăł ĺ ćś£łőě ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, ĺňěěš ć R ţőš£ ąż őďĺŋ śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř. Őąőğŋăůĺň ěčő e_1. Śőčńăśŋő ńěňňě 2, (n − 1)-ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő R_1, śőśšő£źěě ĺğ ćśěţ ćěłšőřőć ŕřőśšřăŋśšćă R, őřšőčőŋăńĳŋżţ ł e_1, ĺŋćăřĺăŋšŋő őšŋőśĺšěńĳŋő U. Śńěďőćăšěńĳŋő, ć R_1 ĺňěěšś£ ţőš£ ąż őďĺŋ śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř e_2 ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ U. Ůěřěğ R_2 őąőğŋăůĺň ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, śőśšő£źěě ĺğ ćśěţ ćěłšőřőć, ŕřĺŋăďńěęăźĺţ R_1 ĺ őřšőčőŋăńĳŋżţ ł e_2. Ć R_2 śőďěřęĺšś£ ŋěłőšőřżľ śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř e_3 ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ U ĺ š. ď.; ŕřőďőńęă£ ¡šőš ŕřőűěśś, ňż ŕőśšřőĺň n ŕőŕăřŋő őřšőčőŋăńĳŋżţ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć e_1, e_2, . . . , e_n ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ U. Śőčńăśŋő ńěňňě 1 śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£, śőőšćěšśšćş¿źĺě śőąśšćěŋŋżň ćěłšőřăň e_1, e_2, . . . , e_n, ŕő ňőďşń¿ řăćŋż 1.

Š ě ő ř ě ň ă 2. Ďń£ łăęďőčő şŋĺšăřŋőčő ŕřěőąřă-

ğőćăŋĺ£ U ć n-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě R śşźěśšćşěš ŋőřňĺřőćăŋŋżľ őřšőčőŋăńĳŋżľ ąăğĺś, ć łőšőřőň ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ U ďĺăčőŋăńĳŋă, š. ě. ĺňěěš ćĺď:

λ_1 0 . . . 0 0 λ_2 . . . 0 . . . . . . . . . . . 0 0 . . . λ_n , (7) ŕřĺůěň λ1, λ2, . . . , λn | ůĺśńă, ŕő ňőďşń¿ řăćŋżě ěďĺŋĺűě.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ŕşśšĳ U | şŋĺšăřŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě. Šőčďă n ŕőŕăřŋő őřšőčőŋăńĳŋżţ ŋőřňĺřőćăŋŋżţ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć, ŕőśšřőěŋŋżţ ć ŕřěďżďşźěľ šěőřěňě, őąřăğş¿š ĺśłőňżľ ąăğĺś. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, Ue_1 = λ_1e_1,

Ue_2 = λ_2e_2, . . . . . . . . Ue_n = λ_ne_n ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ U ć ąăğĺśě e_1, e_2, . . . , e_n ĺňěěš ćĺď (7). Ůĺśńă λ_1, λ_2, . . . , λ_n ŕő ňőďşń¿ řăćŋż 1 ć śĺńş ńěňňż 1. Šěőřěňă ďőłăğăŋă.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ £. 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ćěřŋő ĺ őąřăšŋőě, š. ě. ěśńĺ ć ŋěłőšőřőň őřšőčőŋăńĳŋőň ąăğĺśě ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ U ĺňěěš ćĺď (7), šő U şŋĺšăřŋő.

2. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ A | śăňőśőŕř£ęěŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, šő ŕřěőąřăğőćăŋĺě (A−iE)^{−1}(A+iE) śşźěśšćşěš ĺ £ćń£ěšś£ şŋĺšăřŋżň.

3. Ŕşśšĳ U | şŋĺšăřŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺě U − E őąřăšĺňő, šő ŕřěőąřăğőćăŋĺě A = i(U − E)^{−1}(U + E) śăňőśőŕř£ęěŋŋőě.

Šăł łăł ňăšřĺűă ŕěřěţőďă őš őďŋőčő őřšőčőŋăńĳŋőčő ŋőřňĺřőćăŋŋőčő ąăğĺśă ł ďřşčőňş ğăďăěšś£ şŋĺšăřŋőľ ňăšřĺűěľ, šő ŕőńşůěŋŋżľ ć ¡šőň ŕăřăčřăťě řěğşńĳšăš ňż ňőęěň ć ňăšřĺůŋżţ šěřňĺŋăţ śťőřňşńĺřőćăšĳ śńěďş¿źĺň őąřăğőň:

Ŕşśšĳ U | ğăďăŋŋă£ şŋĺšăřŋă£ ňăšřĺűă. Šőčďă śşźěśšćşěš šăłă£ şŋĺšăřŋă£ ňăšřĺűă V , ůšő U ŕřěďśšăćĺňă ć ćĺďě U = V^{−1}DV , čďě D | ďĺăčőŋăńĳŋă£ ňăšřĺűă, ş łőšőřőľ ŕő ďĺăčőŋăńĺ śšő£š ůĺśńă, ŕő ňőďşń¿ řăćŋżě 1.

Ăŋăńőčĺůŋő, őśŋőćŋőľ řěğşńĳšăš ć ŕ. 1 § 12 ć ňăšřĺůŋżţ šěřňĺŋăţ ťőřňşńĺřşěšś£ šăł:

Ŕşśšĳ A | ğăďăŋŋă£ ¡řňĺšőćă ňăšřĺűă. Šőčďă A ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋă ć ćĺďě A = V^{−1}DV , čďě V | şŋĺšăřŋă£ ňăšřĺűă, ă D | ďĺăčőŋăńĳŋă£ ňăšřĺűă, ş łőšőřőľ ŕő ďĺăčőŋăńĺ śšő£š ćěźěśšćěŋŋżě ůĺśńă.

x 14. Ŕěřěśšăŋőćőůŋżě ńĺŋěľŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£.

Ŋőřňăńĳŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ 1. Ŕěřěśšăŋőćőůŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£. Ňż ćĺďěńĺ (§ 12), ůšő ďń£ ćś£łőčő śăňőśőŕř£ęěŋŋőčő ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ěśšĳ śćőľ őřšőčőŋăńĳŋżľ ŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś, ć łőšőřőň ěčő ňăšřĺűă ďĺăčőŋăńĳŋă. Ňőęěš őłăğăšĳś£ ůšő ďń£ ŋěśłőńĳłĺţ śăňőśőŕř£ęěŋŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ śşźěśšćşěš őďĺŋ őąźĺľ ąăğĺś, ć łőšőřőň ňăšřĺűż ćśěţ ¡šĺţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ďĺăčőŋăńĳŋż. Ňż ćż£śŋĺň ğďěśĳ, ŕřĺ łăłĺţ şśńőćĺ£ţ ¡šő ćőğňőęŋő. Řăğąěřěň ć ŕěřćş¿ őůěřěďĳ śńşůăľ ďćşţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ.

Ń ě ň ň ă 1. Ŕşśšĳ A ĺ B | ďćă ŕěřěśšăŋőćőůŋżţ

ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£, š. ě. AB = BA. Šőčďă śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A, őšćěůă¿źĺţ ďăŋŋőňş śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ, őąřăğşěš (ćňěśšě ś ŋşńěćżň ćěłšőřőň) ŕőďŕřőśšřăŋśšćő R_λ, ĺŋćăřĺăŋšŋőě őšŋőśĺšěńĳŋő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ B.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ŋăň ŋşęŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ x ∈ R_λ, š. ě. Ax = λx, šő ĺ Bx ∈ R_λ, š. ě. ABx = λBx. Ŋő šăł łăł AB = BA, šő ABx = BAx = Bλx = λBx, ĺ ńěňňă ďőłăğăŋă.

Ń ě ň ň ă 2. Ń¿ążě ďćă ŕěřěśšăŋőćőůŋżţ ŕřěőąřă-

ğőćăŋĺ£ ĺňě¿š őąźĺľ śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ŕşśšĳ AB = BA ĺ R_λ | ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, śőśšő£źěě ĺğ ćśěţ šăłĺţ ćěłšőřőć x, ůšő Ax = λx, čďě λ | śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A. Śőčńăśŋő ńěňňě 1, R_λ ĺŋćăřĺăŋšŋő őšŋőśĺšěńĳŋő B. Ŕő¡šőňş ć ŋěň śşźěśšćşěš ćěłšőř x_0, śőąśšćěŋŋżľ ďń£ B. İšőš ćěłšőř £ćń£ěšś£ śőąśšćěŋŋżň ĺ ďń£ A, šăł łăł ćśě ćěłšőřż ĺğ R_λ £ćń£¿šś£ śőąśšćěŋŋżňĺ ďń£ A.

Ğ ă ň ě ů ă ŋ ĺ ě. Ěśńĺ AB = BA, šő, ćőőąźě čőćőř£, ŋě ćś£łĺľ ćěłšőř, śőąśšćěŋŋżľ ďń£ A, £ćń£ěšś£ śőąśšćěŋŋżň ĺ ďń£ B. Ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ A ěśšĳ ěďĺŋĺůŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě E, šő ďń£ ŋěčő ń¿ąőľ ćěłšőř x £ćń£ěšś£ śőąśšćěŋŋżň. Őďŋăłő x ćőćśě ŋě ąşďěš śőąśšćěŋŋżň ćěłšőřőň ďń£ ń¿ąőčő ŕěřěśšăŋőćőůŋőčő ś E ŕřěőąřăğőćăŋĺ£, šăł łăł ś E ŕěřěśšăŋőćőůŋż ćśě ńĺŋěľŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£.

Š ě ő ř ě ň ă 1. Ŕşśšĳ A ĺ B | ďćă śăňőśőŕř£ęěŋ-

ŋżţ ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ć łőňŕńěłśŋőň n-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě R. Ďń£ šőčő ůšőąż ć R śşźěśšćőćăń őřšőčőŋăńĳŋżľ ąăğĺś, ć łőšőřőň ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ĺ B őďŋőćřěňěŋŋő ŕřĺćőď£šś£ ł ďĺăčőŋăńĳŋőľ ťőřňě, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż őŋĺ ążńĺ ŕěřěśšăŋőćőůŋż (š. ě. AB = BA).

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ď ő ś š ă š ő ů ŋ ő ś š ĳ. Ŕşśšĳ AB = BA. Šőčďă, ć śĺńş ńěňňż 2, śşźěśšćşěš ćěłšőř e_1, śőąśšćěŋŋżľ ĺ ďń£ A, ĺ ďń£ B, š. ě. šăłőľ, ůšő

Ae_1 = λ_1e_1, Be_1 = μ_1e_1.

(n−1)-ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő R_1, őřšőčőŋăńĳŋőě ł e_1, ĺŋćăřĺăŋšŋő łăł ďń£ A, šăł ĺ ďń£ B (śň. ńěňňş 2 § 12). Ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ĺ B ńĺÿĳ ć R_1. Śőčńăśŋő ńěňňě 2 ć R_1 śşźěśšćşěš ćěłšőř e_2, śőąśšćěŋŋżľ ĺ ďń£ A, ĺ ďń£ B:

Ae_2 = λ_2e_2, Be_2 = μ_2e_2.

Śőćőłşŕŋőśšĳ ćěłšőřőć ĺğ R_1, őřšőčőŋăńĳŋżţ ł e_2, őąřăğşěš (n − 2)-ňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, ĺŋćăřĺăŋšŋőě łăł őšŋőśĺšěńĳŋő A, šăł ĺ őšŋőśĺšěńĳŋő B, ĺ š. ď. Ŕřőďőńęă£ ¡šőš ŕřőűěśś, ňż ŕőńşůĺň n ŕőŕăřŋő őřšőčőŋăńĳŋżţ ćěłšőřőć e_1, e_2, . . . , e_n, śőąśšćěŋŋżţ łăł ďń£ A, šăł ĺ ďń£ B: Ae_i = λ_ie_i, Be_i = μ_ie_i (i = 1, . . . , n). Ŕřĺňěň ćěłšőřż e_1, e_2, . . . , e_n ğă ąăğĺś ć R. Šőčďă őąă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ĺ B ğăŕĺÿşšś£ ć ďĺăčőŋăńĳŋőľ ťőřňě. Ďőśšăšőůŋőśšĳ şśńőćĺ£ AB = BA ďőłăğăŋă.

Ŋ ě ő ą ţ ő ď ĺ ň ő ś š ĳ. Ŕşśšĳ ć ŋěłőšőřőň őřšőčőŋăńĳŋőň ąăğĺśě ňăšřĺűż ŕřěőąřăğőćăŋĺľ A ĺ B ďĺăčőŋăńĳŋż. Ń¿ążě ďĺăčőŋăńĳŋżě ňăšřĺűż, łăł ¡šő ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ŕěřěśšăŋőćőůŋż ňěęďş śőąőľ. Ŋő ěśńĺ ňăšřĺűż ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ć ŋěłőšőřőň ąăğĺśě ŕěřěśšăŋőćőůŋż, šő ŕěřěśšăŋőćőůŋż ĺ śăňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ŕşśšĳ U1 ĺ U2 | ŕěřěśšăŋőćőůŋżě şŋĺšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşźěśšćşěš ąăğĺś, ć łőšőřőň őŋĺ őďŋőćřěňěŋŋő ğăŕĺśżćă¿šś£ ć ďĺăčőŋăńĳŋőľ ťőřňě.

Ğ ă ň ě ů ă ŋ ĺ ě. Šěőřěňă 1 ŕěřěŋőśĺšś£ ŋă ń¿ąőě ňŋőęěśšćő ŕőŕăřŋő ŕěřěśšăŋőćőůŋżţ śăňőśőŕř£ęěŋŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ. Ďőłăğăšěńĳśšćő ŕőćšőř£ěšś£ ďőśńőćŋő, šőńĳłő ćňěśšő ńěňňż 2 ĺśŕőńĳğşěšś£ śńěďş¿źă£

Ń ě ň ň ă 2^′. Ş ń¿ąőčő ňŋőęěśšćă ŕőŕăřŋő ŕěřěśšăŋőćőůŋżľ ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ěśšĳ őąźĺľ śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő ąşďěň ćěśšĺ ŕő ĺŋďşłűĺĺ. Ć őďŋőňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě (n = 1) ńěňňă őůěćĺďŋă. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ďń£ ŕřőśšřăŋśšć řăğňěřŋőśšĺ < n ńěňňă ďőłăğăŋă ĺ ďőłăęěň ěě ďń£ n-ňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă.

Ěśńĺ łăęďżľ ćěłšőř ĺğ R £ćń£ěšś£ śőąśšćěŋŋżň ďń£ łăęďőčő ĺğ řăśśňăšřĺćăěňżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ^∗) A, B, C, . . . , šő ćśě ďőłăğăŋő. Ŕřěďŕőńőęĺň ŕő¡šőňş, ůšő ţőš£ ąż őďĺŋ ćěłšőř ŋě £ćń£ěšś£ śőąśšćěŋŋżň ďń£ łăłőčő-ńĺąő ĺğ ŋăÿĺţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ, ŋăŕřĺňěř ďń£ A.

∗) İšő őğŋăůăěš, ůšő łăęďőě ĺğ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ A, B, C, . . . łřăšŋő ěďĺŋĺůŋőňş ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿.

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ R1 śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A, őšćěůă¿źĺţ łăłőňş-ŋĺąşďĳ śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ. Śőčńăśŋő ńěňňě 1, R1 ĺŋćăřĺăŋšŋő őšŋőśĺšěńĳŋő B, C, . . . (ĺ, śăňő śőąőľ řăğşňěěšś£, ĺŋćăřĺăŋšŋő őšŋőśĺšěńĳŋő A). Ŕřĺ ¡šőň R1 ěśšĳ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, őšńĺůŋőě őš ŋşńěćőčő ĺ őš ćśěčő R ĺ ĺňě¿źěě, śńěďőćăšěńĳŋő, řăğňěřŋőśšĳ 6 n − 1. Šăł łăł ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ďń£ ŕřőśšřăŋśšć řăğňěřŋőśšĺ, ňěŋĳÿěľ ůěň n, šěőřěňă ďőłăğăŋă, šő ć R1 ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A, B, C, . . . ĺňě¿š őąźĺľ śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř, ĺ ńěňňă ďőłăğăŋă.

2. Ŋőřňăńĳŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£. Ć §§ 12 ĺ 13 ňż őğŋăłőňĺńĺśĳ ś ďćşň£ łńăśśăňĺ ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ, ŕřĺćőďĺňżx ć ŋěłőšőřőň ŋőřňĺřőćăŋŋőň őřšőčőŋăńĳŋőň ąăğĺśě ł ďĺăčőŋăńĳŋőľ ťőřňě. Śěľůăś ňż ćż- £śŋĺň, łăłőć őąźĺľ ćĺď ćśěţ šăłĺţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ.

Š ě ő ř ě ň ă 2. Ďń£ šőčő ůšőąż śşźěśšćőćăń őř-

šőčőŋăńĳŋżľ ąăğĺś, ć łőšőřőň ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ŕřĺćőďĺšś£ ł ďĺăčőŋăńĳŋőľ ťőřňě, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż AA^∗ = A^∗A. (Šăłĺě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ňż ŋăğćăńĺ ć § 11 ŋőřňăńĳŋżňĺ.)

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ŋ ě ő ą ţ ő ď ĺ ň ő ś š ĳ. Ŕşśšĳ ć ŋěłőšőřőň őřšőčőŋăńĳŋőň ŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ďĺăčőŋăńĳŋă, š. ě. ĺňěěš ćĺď λ_1 0 . . . 0 0 λ_2 . . . 0 . . . . . . . . . . . 0 0 . . . λ_n . Šăł łăł ąăğĺś őřšőčőŋăńĳŋżľ ĺ ŋőřňĺřőćăŋŋżľ, šő ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A^∗ ĺňěěš ćĺď

λ_1 0 . . . 0 0 λ_2 . . . 0 . . . . . . . . . . . 0 0 . . . λ_n .

Ňăšřĺűż ŕřěőąřăğőćăŋĺľ A ĺ A^∗ ďĺăčőŋăńĳŋż ĺ, ğŋăůĺš, ŕěřěśšăŋőćőůŋż ňěęďş śőąőľ. Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕěřěśšăŋőćőůŋż ĺ śăňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ĺ A^∗.

Ď ő ś š ă š ő ů ŋ ő ś š ĳ. Ŕşśšĳ A ĺ A^∗ ŕěřěśšăŋőćőůŋż. Šőčďă, śőčńăśŋő ńěňňě 2 ¡šőčő ŕăřăčřăťă, ş A ĺ A^∗ śşźěśšćşěš őąźĺľ śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř e_1, š. ě.

Ae_1 = λ_1e_1, A^∗e_1 = μ_1e_1^∗).

(n − 1)-ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő R_1, śőśšő£źěě ĺğ ćěłšőřőć, őřšőčőŋăńĳŋżţ ł e_1, ĺŋćăřĺăŋšŋő łăł őšŋőśĺšěńĳŋő A, šăł ĺ őšŋőśĺšěńĳŋő A^∗. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ x ∈ R_1, š. ě. (x, e_1) = 0. Šőčďă

(Ax, e_1) = (x, A^∗e_1) = (x, μ_1e_1) = μ_1(x, e_1) = 0,

š. ě. x ∈ R_1. Ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ R_1 őšŋőśĺšěńĳŋő A ďőłăğăŋă. Ăŋăńőčĺůŋő ďőłăğżćăěšś£ ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ R_1 őšŋőśĺšěńĳŋő A^∗.

Ŕřĺňěŋ££ ł R_1 šş ęě ńěňňş 2, ŕőńşůĺň, ůšő ć R_1 śşźěśšćşěš ćěłšőř e_2, śőąśšćěŋŋżľ őďŋőćřěňěŋŋő ĺ ďń£ A, ĺ ďń£ A^∗. Ůěřěğ R_2 őąőğŋăůĺň (n−2)-ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, śőśšő£źěě ĺğ ćěłšőřőć ŕőďŕřőśšřăŋśšćă R_1, őřšőčőŋăńĳŋżţ ł e_2, ĺ š. ď. Ŕřőďőńęă£ šăłĺň őąřăğőň, ňż ŕőśšřőĺň n ŕőŕăřŋő őřšőčőŋăńĳŋżţ ćěłšőřőć e_1, e_2, . . . , e_n, łăęďżľ ĺğ łőšőřżţ £ćń£ěšś£ śőąśšćěŋŋżň łăł ďń£ A, šăł ĺ ďń£ A^∗. Ćěłšőřż e_1, e_2, . . . , e_n őąřăğş- ¿š őřšőčőŋăńĳŋżľ ąăğĺś, ć łőšőřőň łăł A, šăł ĺ A^∗ ŕřĺćőď£šś£ ł ďĺăčőŋăńĳŋőľ ťőřňě.

Ď ř ş č ő ě ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő ď ő ś š ă š ő ů ŋ ő ś š ĺ. Ŕőńőęĺň A_1 = A + A^∗2 , A_2 = A � A^∗2i .

Ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A_1 ĺ A_2 | śăňőśőŕř£ęěŋŋżě. Ěśńĺ A ĺ A^∗ ŕěřěśšăŋőćőůŋż, šő A_1 ĺ A_2 šăłęě ŕěřěśšăŋőćőů-

∗) Şŕřăęŋěŋĺě: ďőłăğăšĳ, ůšő μ1 = λ1.

ŋż. Ć śĺńş šěőřěňż 1 ŋăśšő£źěčő ŕăřăčřăťă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A_1 ĺ A_2 ňőčşš ążšĳ őďŋőćřěňěŋŋő ŕřĺćěďěŋż ł ďĺăčőŋăńĳŋőľ ťőřňě. Ŋő šőčďă ĺ A = A_1 + iA_2 šăłęě ğăŕĺśżćăěšś£ ć ďĺăčőŋăńĳŋőľ ťőřňě.

Ěśńĺ A | śăňőśőŕř£ęěŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, šő

AA^∗ = A^∗A = A^2,

š. ě. A ŋőřňăńĳŋő. Ŋőřňăńĳŋżň £ćń£ěšś£ šăłęě ćś£- łőě şŋĺšăřŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, šăł łăł ć ¡šőň śńşůăě UU^∗ = U^∗U = E. Ŕő¡šőňş šěőřěňă 2 ¡šőčő ŕăřăčřăťă śőďěřęĺš łăł ůăśšŋżľ śńşůăľ řěğşńĳšăšż § 12 (ŕ. 1) ĺ § 13.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ £. 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ń¿ąőě ňŋőęěśšćő ŕőŕăřŋő ŕěřěśšăŋőćőůŋżţ ŋőřňăńĳŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ŕřĺćőďĺšś£ őďŋőćřěňěŋŋő ł ďĺăčőŋăńĳŋőľ ťőřňě.

2. Ďőłăğăšĳ, ůšő ćś£łőě ŋőřňăńĳŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ňőęěš ążšĳ ğăŕĺśăŋő ć ćĺďě A = HU = UH, čďě H | śăňőśőŕř£ęěŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, ă U | şŋĺšăřŋőě, ŕřĺůěň H ĺ U ŕěřěśšăŋőćőůŋż.

Ş ł ă ğ ă ŋ ĺ ě. Ćżąřăšĳ ąăğĺś, ć łőšőřőň A ĺ A^∗ ŕřĺćőď£šś£ ł ďĺăčőŋăńĳŋőľ ťőřňě.

3. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ A = HU, čďě H ĺ U ŕěřěśšăŋőćőůŋż, H | ¡řňĺšőćő, U | şŋĺšăřŋő, šő A | ŋőřňăńĳŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě.

x 15. Řăğńőęěŋĺě ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£

ć ŕřőĺğćěďěŋĺě şŋĺšăřŋőčő ĺ ¡řňĺšőćă

Ćś£łőě łőňŕńěłśŋőě ůĺśńő ňőęŋő řăğńőęĺšĳ ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ŕőńőęĺšěńĳŋőčő ůĺśńă ĺ ůĺśńă, ŕő ňőďşń¿ řăćŋőčő ěďĺŋĺűě (šăł ŋăğżćăěňă£ šřĺčőŋőňěšřĺůěśłă£ ťőřňă łőňŕńěłśŋőčő ůĺśńă). Ňż ţőšĺň ŕőńşůĺšĳ ďń£ ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ăŋăńőč šăłőčő řăğńőęěŋĺ£.

Ăŋăńőčőň ůĺśěń, ŕő ňőďşń¿ řăćŋżţ ěďĺŋĺűě, £ćń£- ¿šś£ şŋĺšăřŋżě ńĺŋěľŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£. Ăŋăńőčőň ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ůĺśěń £ćń£¿šś£ šăł ŋăğżćăěňżě ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋżě ńĺŋěľŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£.

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 1. Ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě H

ŋăğżćăěšś£ ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋżň, ěśńĺ H śăňőśőŕř£ęěŋŋő ĺ (Hx, x) ¿ 0 ďń£ ń¿ąőčő x.

Š ě ő ř ě ň ă 1. Ćś£łőě ŋěćżřőęďěŋŋőě ńĺŋěľŋőě

ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋő ć ćĺďě

A = HU (ńĺąő A = U_1H_1),

čďě H (śőőšć. H1) | ŋěćżřőęďěŋŋőě ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋőě, ă U (śőőšć. U1) | şŋĺšăřŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě.

Śăňő ďőłăğăšěńĳśšćő ňż ŕřőćěďěň ŋěśłőńĳłő ŕőğęě: śěľůăś ňż ćż£śŋĺň, łăł ŕő A ŋăľšĺ śőőšćěšśšćş¿źĺě H ĺ U, ěśńĺ şłăğăŋŋőě ć šěőřěňě 1 řăğńőęěŋĺě ćőğňőęŋő; ¡šő ŕőďśłăęěš ŋăň ŕşšĳ ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă šěőřě- ňż. Ŕşśšĳ A = HU, čďě H | ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋőě ŋěćżřőęďěŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, ă U | şŋĺšăřŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě. H ńěčłő ćżřăğĺšĳ ůěřěğ A; ć śăňőň ďěńě,

A^∗ = U^∗H^∗ = U^{−1}H,

őšłşďă

AA^∗ = H^2.

Śńěďőćăšěńĳŋő, ďń£ šőčő ůšőąż ŋăľšĺ H, ŋşęŋő Àĺğćńěůĳ łćăďřăšŋżľ łőřěŋĳÁ ĺğ AA^∗. Ğŋă£ A ĺ H, ńěčłő ŕőńşůĺšĳ ĺ U, ŕőńăčă£ U = H^{−1}A.

Ďőłăğăšěńĳśšćş šěőřěňż 1 ŕřěďŕőÿńěň šřĺ ńěňňż. Ń ě ň ň ă 1. Łăłőćő ąż ŋĺ ążńő ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřă-

ğőćăŋĺě A, ŕřěőąřăğőćăŋĺě AA^∗ | ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋőě. Ěśńĺ A ŋě ćżřőęďěŋő, šő AA^∗ šăłęě ŋě ćżřőęďěŋő.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ŕřěőąřăğőćăŋĺě AA^∗ ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋőe. Ďěľśšćĺšěńĳŋő: (AA^∗x, x) = (A^∗x, A^∗x) ¿ 0 ďń£ ń¿ąőčő x. Łřőňě šőčő,

(AA^∗)^∗ = A^{∗∗}A^∗ = AA^∗,

š. ě. AA^∗ | śăňőśőŕř£ęěŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě.

Ěśńĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ŋě ćżřőęďěŋő, šő ďěšěřňĺŋăŋš ňăšřĺűż ‖a_{ik}‖ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ć ń¿ąőň őřšőčőŋăńĳŋőň ąăğĺśě ŋě řăćěŋ ŋşń¿. Ďěšěřňĺŋăŋš ňăšřĺűż ‖a_{ik}‖ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A^∗ ć šőň ęě ąăğĺśě £ćń£ěšś£ łőňŕńěłśŋő śőŕř£ęěŋŋżň ł ďěšěřňĺŋăŋšş ňăšřĺűż ‖a_{ik}‖ ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, šăłęě ŋě řăćěŋ ŋşń¿. Ŕő¡šőňş ć ďăŋŋőň śńşůăě ďěšěřňĺŋăŋš ňăšřĺűż, śőőšćěšśšćş¿źĺľ ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ AA^∗, ŋě řăćěŋ ŋşń¿, ă ¡šő őğŋăůăěš, ůšő ŕřěőąřăğőćăŋĺě AA^∗ | ŋěćżřőęďěŋŋőě.

Ń ě ň ň ă 2. Ěśńĺ B | ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋőě

ŕřěőąřăğőćăŋĺě, šő ěčő śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ŋěőšřĺűăšěńĳŋż. Őąřăšŋő, ěśńĺ ćśě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ śăňőśőŕř£ęěŋŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ B ŋěőšřĺűăšěńĳŋż, šő B | ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ŕşśšĳ B ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋő ĺ Be = λe. Šőčďă (Be, e) = λ(e, e) ĺ šăł łăł (Be, e) ¿ 0 ĺ (e, e) > 0, šő λ ¿ 0.

Őąřăšŋő, ŕşśšĳ ćśě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ śăňőśőŕř£ęěŋŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ B ŋěőšřĺűăšěńĳŋż, e_1, e_2, . . . , e_n | ŋőřňĺřőćăŋŋżľ őřšőčőŋăńĳŋżľ ąăğĺś, śőśšő£źĺľ ĺğ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ B. Ŕşśšĳ x = ξ_1e_1 + ξ_2e_2 + . . . + ξ_ne_n

| ŕřőĺğćőńĳŋżľ ćěłšőř ĺğ R. Šőčďă (Bx, x) = = (ξ_1Be_1 +ξ_2Be_2 +. . .+ξ_nBe_n, ξ_1e_1 +ξ_2e_2 +. . .+ξ_ne_n) = = (ξ_1λ_1e_1+ξ_2λ_2e_2+. . .+ξ_nλ_ne_n, ξ_1e_1+ξ_2e_2+. . .+ξ_ne_n) =

= λ_1|ξ_1|^2 + λ_2|ξ_2|^2 + . . . + λ_n|ξ_n|^2 (1)

ĺ šăł łăł ćśě λ_i ŋěőšřĺűăšěńĳŋż, šő (Bx, x) ¿ 0.

Ğ ă ň ě ů ă ŋ ĺ ě. Ĺğ řăćěŋśšćă (1) ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ćĺďŋő, ůšő ěśńĺ ćśě λ_i ŕőńőęĺšěńĳŋż, šő ŕřěőąřăğőćăŋĺě B ŋě ćżřőęďěŋő ĺ őąřăšŋő.

Ń ě ň ň ă 3. Ěśńĺ B | ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋőě

ŕřěőąřăğőćăŋĺě, šő śşźěśšćşěš šăłőě ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě H, ůšő H^2 = B (ňż ğăŕĺÿěň ¡šő šăł: H =^√B = B^{12} ). Ŕřĺ ¡šőň, ěśńĺ B ŋě ćżřőęďěŋő, šő ĺ H ŋě ćżřőęďěŋő.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ćżąěřěň ć R őřšőčőŋăńĳŋżľ ąăğĺś, ć łőšőřőň B ğăŕĺśżćăěšś£ ć ďĺăčőŋăńĳŋőľ ťőřňě: B = λ_1 0 . . . 0 0 λ_2 . . . 0 . . . . . . . . . . . 0 0 . . . λ_n , λ_1, λ_2, . . . , λ_n | śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ B. Śőčńăśŋő ńěňňě 2 ćśě λ_i ¿ 0. Ŕőńőęĺň H = √ λ_1 0 . . . 0 0 √ λ_2 . . . 0 . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 . . . √ λ_n , čďě ůĺśńă √ λ_i ćżąĺřă¿šś£ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżňĺ. Ć śĺńş šőľ ęě ńěňňż 2 ŕřěőąřăğőćăŋĺě H ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋő. Ŕřĺ ¡šőň, ěśńĺ B ŋě ćżřőęďěŋő, šő (śň. ğăňěůăŋĺě ł ńěňňě 2) λ_i > 0, ğŋăůĺš, ĺ √ λ_i > 0 ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, H ŋě ćżřőęďěŋő.

Ŕěřěľďěň šěŕěřĳ ł ďőłăğăšěńĳśšćş šěőřěňż 1. Ŕşśšĳ A | ń¿ąőě ŋěćżřőęďěŋŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě. Ŕőńőęĺň H = √ AA^∗. Ć śĺńş ďőłăğăŋŋżţ ńěňň 1 ĺ 3, H ěśšĳ ŋěćżřőęďěŋŋőě ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě. Ŕőńőęĺň, ďăńěě, U = H^{−1}A. (2) Ŕřěőąřăğőćăŋĺě U şŋĺšăřŋő. Ć śăňőň ďěńě, UU^∗ = H^{−1}A(H^{−1}A)^∗ = H^{−1}AA^∗H^{−1} = H^{−1}H^2H^{−1} = E. Ĺğ (2) śńěďşěš,ůšő A = HU. Šěőřěňă ďőłăğăŋă.

Őŕěřăűĺ¿ ĺğćńěůěŋĺ£ łćăďřăšŋőčő łőřŋ£, ŕřĺňěŋěŋŋş¿ ć ¡šőň ŕăřăčřăťě, ňőęŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă śńěďş¿źěčő ŕřěďńőęěŋĺ£:

Ŕşśšĳ A ĺ B | ďćă śăňőśőŕř£ęěŋŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£, ŕřĺůěň A | ŋěćżřőęďěŋŋőě ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě. Šőčďă śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ AB ćěźěśšćěŋŋż.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ňż ğŋăěň, ůšő ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺě ňŋőčőůńěŋż (ă ğŋăůĺš, ĺ śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£) ŕřěőąřăğőćăŋĺľ X = AB ĺ C^{−1}XC śőćŕăďă¿š. Ŕőńőęĺň C = A^{12} . Šőčďă

C^{−1}XC = A^{− 12} ABA^{12} = A^{12} BA^{12} .

Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ŕőńşůěŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě £ćń£- ěšś£ śăňőśőŕř£ęěŋŋżň: ( A^{12} BA^{12} )_∗ = ( A^{12} )_∗ B^∗ ( A^{12} )_∗ = A^{12} BA^{12} .

Şšćěřęďěŋĺě ďőłăğăŋő.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ A ĺ B | ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£, ĺğ łőšőřżţ őďŋő ŋě ćżřőęďěŋő, šő ŕřěőąřăğőćăŋĺě AB ĺňěěš ŋěőšřĺűăšěńĳŋżě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£.

x 16. Ńĺŋěľŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ć ćěźěśšćěŋŋőň

ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě Ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ňż ąşďěň ğăŋĺňăšĳś£ ńĺŋěľŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ ć ćěźěśšćěŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě. Ĺğ ňăšěřĺăńă ďăŋŋőľ čńăćż ďń£ ¡šőčő ďőśšăšőůŋő ğŋăšĳ śőďěřęăŋĺě §§ 9{11.

1. Ćśě őŕřěďěńěŋĺ£ § 10, ă ĺňěŋŋő őŕřěďěńěŋĺ£ ĺŋćăřĺăŋšŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, śőąśšćěŋŋőčő ćěłšőřă, śőąśšćěŋŋőčő ğŋăůěŋĺ£, ążńĺ ććěďěŋż ďń£ ńĺŋěľŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň ŕőńěň ĺ ŕő¡šőňş ĺňě- ¿š śňżśń šăłęě ĺ ďń£ ćěźěśšćěŋŋőčő ńĺŋěľŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă.

Śşźěśšćěŋŋş¿ řőńĳ ćő ćśěľ šěőřĺĺ ĺčřăńă ďőłăğăŋŋă£ ć § 10 šěőřěňă ő šőň, ůšő ć łőňŕńěłśŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ćś£łőě ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ĺňěěš śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř (őďŋőňěřŋőě ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő). Ć śńşůăě ćěźěśšćěŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ¡šă šěőřěňă ŋěćěřŋă. Ŋăŕřĺňěř, ŕőćőřőš ŕńőśłőśšĺ ćőłřşč ŋăůăńă łőőřďĺŋăš ŋă şčőń, őšńĺůŋżľ őš kπ, ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, ŋě ĺňě¿źěě ŋĺ őďŋőčő őďŋőňěřŋőčő ĺŋćăřĺăŋšŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă. Őďŋăłő ĺňěěš ňěśšő śńěďş¿źă£ šěőřěňă:

Š ě ő ř ě ň ă 1. Ş ćś£łőčő ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćă-

ŋĺ£ A ć ćěźěśšćěŋŋőň ńĺŋěľŋőň ŕřőśšřăŋśšćě R śşźěśšćşěš őďŋőňěřŋőě ĺńĺ ďćşňěřŋőě ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ćżąěřěň ć R ąăğĺś e_1, e_2, . . . , e_n. Ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ A őšćěůăěš ć ¡šőň ąăğĺśě ňăšřĺűă ‖a_{ik}‖.

Řăśśňőšřĺň śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ

a_{11}ξ_1 + a_{12}ξ_2 + . . . + a_{1n}ξ_n = λξ_1,

a_{21}ξ_1 + a_{22}ξ_2 + . . . + a_{2n}ξ_n = λξ_2, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a_{n1}ξ_1 + a_{n2}ξ_2 + . . . + a_{nn}ξ_n = λξ_n (1) ĺ ąşďěň ĺśłăšĳ ďń£ ŋěě ŋěŋşńěćőě řěÿěŋĺě ξ^0_1 , ξ^0_2, . . . , ξ^0_n. Šăłőě řěÿěŋĺě śşźěśšćşěš šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŕřěďěńĺšěńĳ | | | | | a_{11} − λ a_{12} . . . a_{1n} a_{21} a_{22} − λ . . . a_{2n} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a_{n1} a_{n2} . . . a_{nn} − λ

| | | | | řăćěŋ ŋşń¿. Ŕřĺřăćŋ£ć ěčő ŋşń¿, ňż ŕőńşůĺň şřăćŋěŋĺě n-ľ śšěŕěŋĺ őšŋőśĺšěńĳŋő λ ś ćěźěśšćěŋŋżňĺ łő- ¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Ŕşśšĳ λ_0 ěśšĳ łőřěŋĳ ¡šőčő şřăćŋěŋĺ£. Ćőğňőęŋż ďćă śńşůă£:

a) λ_0 ěśšĳ ćěźěśšćěŋŋżľ łőřěŋĳ ¡šőčő şřăćŋěŋĺ£. Šőčďă ňőęŋő ŋăľšĺ ćěźěśšćěŋŋżě ŋě ćśě řăćŋżě ŋşń¿ ůĺśńă ξ^0_1, ξ^0_2 , . . . , ξ^0_n, £ćń£¿źĺěś£ řěÿěŋĺěň śĺśšěňż (1). Śůĺšă£ ĺţ łőőřďĺŋăšăňĺ ŋěłőšőřőčő ćěłšőřă x ć ąăğĺśě e_1, e_2, . . . , e_n, ňż ňőęěň śĺśšěňş (1) ŕěřěŕĺśăšĳ ć ćĺďě Ax = λ_0x, š. ě. x ŕőřőęďăěš őďŋőňěřŋőě ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő.

b) λ_0 = α + iβ, š. ě. λ_0 łőňŕńěłśŋő. Ŕşśšĳ

ξ_1 + iη_1, ξ_2 + iη_2, . . . , ξ_n + iη_n

ěśšĳ řěÿěŋĺě śĺśšěňż (1); ŕőďśšăćń££ ¡šĺ ůĺśńă ćňěśšő ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n ć (1) ĺ őšďěń££ ćěźěśšćěŋŋş¿ ůăśšĳ őš ňŋĺňőľ, ňż ŕőńşůăěň:

a_{11}ξ_1 + a_{12}ξ_2 + . . . + a_{1n}ξ_n = αξ_1 − βη_1, a_{21}ξ_1 + a_{22}ξ_2 + . . . + a_{2n}ξ_n = αξ_2 − βη_2, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a_{n1}ξ_1 + a_{n2}ξ_2 + . . . + a_{nn}ξ_n = αξ_n − βη_n (2) ĺ śőőšćěšśšćěŋŋő

a_{11}η_1 + a_{12}η_2 + . . . + a_{1n}η_n = αη_1 + βξ_1,

a_{21}η_1 + a_{22}η_2 + . . . + a_{2n}η_n = αη_2 + βξ_2, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a_{n1}η_1 + a_{n2}η_2 + . . . + a_{nn}η_n = αη_n + βξ_n.

(2^′)

Ąşďěň šěŕěřĳ ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n (śőőšć. η_1, η_2, . . . , η_n) śůĺšăšĳ łőőřďĺŋăšăňĺ ŋěłőšőřőčő ćěłšőřă x (śőőšć. y) ć R; šőčďă śőőšŋőÿěŋĺ£ (2) ĺ (2^′) ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ śńěďş¿źĺň őąřăğőň: Ax = αx − βy; Ay = αy + βx. (3) Řăćěŋśšćă (3) őğŋăůă¿š, ůšő ďćşňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ŕőřőęďěŋŋőě ćěłšőřăňĺ x ĺ y, ĺŋćăřĺăŋšŋő őšŋőśĺšěńĳŋő A.

Ć ďăńĳŋěľÿěň ňż ąşďěň ŕőńĳğőćăšĳś£ šěň, ůšő ć ďćşňěřŋőň ĺŋćăřĺăŋšŋőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě, őšćěůă¿źěň łőřŋ¿ λ = α + iβ, ŕřěőąřăğőćăŋĺě ĺňěěš ćĺď (3).

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ćěźěśšćěŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ŋěůěšŋőčő ůĺśńă ĺğňěřěŋĺľ (ć ůăśšŋőśšĺ ć šřěţňěřŋőň) ş łăęďőčő ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ěśšĳ őďŋőňěřŋőě ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő.

2. Śăňőśőŕř£ęěŋŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£.

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 1. Ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A

ć ćěźěśšćěŋŋőň ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě R ŋăğżćăěšś£ śăňőśőŕř£ęěŋŋżň, ěśńĺ ďń£ ń¿ążţ ćěłšőřőć x ĺ y (Ax, y) = (x, Ay). (4) Ŕşśšĳ e_1, e_2, . . . , e_n | őřšőčőŋăńĳŋżľ ŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś ć R ĺ

x = ξ_1e_1 + ξ_2e_2 + . . . + ξ_ne_n, y = η_1e_1 + η_2e_2 + . . . + η_ne_n.

Ŕşśšĳ, ďăńěě, ζ_i | łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă z = Ax, š. ě. ζ_i = n∑ k=1 a_{ik}ξ_k, čďě ‖a_{ik}‖ | ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ć ąăğĺśě e_1, e_2, . . . , e_n. Śńěďőćăšěńĳŋő, (Ax, y) = (z, y) = n∑ i=1 ζ_iη_i = n∑ i,k=1 a_{ik}ξ_kη_i. Ăŋăńőčĺůŋő, (x, Ay) = n∑ i,k=1 a_{ik}ξ_iη_k. (5) Šăłĺň őąřăğőň, şśńőćĺě (4) őğŋăůăěš, ůšő a_{ik} = a_{ki}. Ĺšăł, ďń£ šőčő ůšőąż ŕřěőąřăğőćăŋĺě ążńő śăňő-

śőŕř£ęěŋŋżň, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ć őřšőčőŋăńĳŋőň ŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě ěčő ňăšřĺűă ążńă śĺňňěšřĺůŋă.

Ćś£łă£ śĺňňěšřĺůěśłă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă A(x; y) ć ŕřőĺğćőńĳŋőň ąăğĺśě ĺňěěš ćĺď A(x; y) = n∑ i,k=1 a_{ik}ξ_iη_k, (6) čďě a_{ik} = a_{ki}. Śřăćŋĺćă£ (5) ĺ (6), ŕőńşůăěň śńěďş¿źĺľ řěğşńĳšăš, łőšőřżľ ňż ĺśŕőńĳğşěň ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă šěőřěňż 3 ¡šőčő ŕăřăčřăťă:

Ďń£ ćś£łőľ śĺňňěšřĺůěśłőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż

A(x; y) śşźěśšćşěš šăłőě śăňőśőŕř£ęěŋŋőě ŕřěőąřă-

ğőćăŋĺě A, ůšő A(x; y) = (Ax, y).

Ŕőłăęěň, ůšő ďń£ łăęďőčő śăňőśőŕř£ęěŋŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ śşźěśšćşěš őřšőčőŋăńĳŋżľ ąăğĺś, ć łőšőřőň ňăšřĺűă ¡šőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ďĺăčőŋăńĳŋă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő ąşďěš őśŋőćăŋő ŋă śőďěřęăŋĺĺ ŕ. 1. Ďřşčőě ďőłăğăšěńĳśšćő, ŋě ğăćĺś£źěě őš ŕ. 1 (ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, šěőřěňż śşźěśšćőćăŋĺ£ łőřŋ£ ăńčěąřăĺůěśłőčő şřăćŋěŋĺ£), śň. ć § 17.

Ŕřěďćăřĺšěńĳŋő ďőłăęěň śńěďş¿źĺě ńěňňż. Ń ě ň ň ă 1. Ş ćś£łőčő śăňőśőŕř£ęěŋŋőčő ŕřěőąřă-

ğőćăŋĺ£ śşźěśšćşěš őďŋőňěřŋőě ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Śőčńăśŋő šěőřěňě 1 ¡šőčő ŕăřăčřăťă łăęďőňş łőřŋ¿ λ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő şřăćŋěŋĺ£ őšćěůăěš őďŋőňěřŋőě ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ěśńĺ λ ćěźěśšćěŋŋő, ĺ ďćşňěřŋőě | ěśńĺ λ łőňŕńěłśŋő. Ŕő¡šőňş, ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ńěňňż ďőśšăšőůŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ćśě λ ćěźěśšćěŋŋż.

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő λ łőňŕńěłśŋő. Ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě šěőřěňż 1 ňż ďń£ šăłőčő λ = α + iβ ŕőśšřőĺńĺ ďćă šăłĺţ ćěłšőřă x ĺ y, ůšő Ax = αx − βy, Ay = βx + αy. Ŋő šőčďă (Ax, y) = α(x, y) − β(y, y), (x, Ay) = β(x, x) + α(x, y). Šăł łăł (Ax, y) = (x, Ay) šő, ćżůĺšă£ ĺğ ćšőřőčő řăćěŋśšćă ŕěřćőě, ĺňěěň:

0 = β[(x, x) + (y, y)]

ĺ šăł łăł (x, x)+(y, y) ≠ 0, šő β = 0, š. ě. λ ćěźěśšćěŋŋő.

Ń ě ň ň ă 2. Ŕşśšĳ A | śăňőśőŕř£ęěŋŋőě ŕřěőąřă-

ğőćăŋĺě, ă e | ěčő śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř. Šőčďă śőćőłşŕŋőśšĳ R^′ ćěłšőřőć, őřšőčőŋăńĳŋżţ e, őąřăğşěš

(n − 1)-ňěřŋőě ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. §śŋő, ůšő śőćőłşŕŋőśšĳ R^′ ćěłšőřőć x ∈ R, őřšőčőŋăńĳŋżţ ćěłšőřş e, ěśšĳ (n − 1)- ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő. Ŕőłăęěň, ůšő R^′ ĺŋćăřĺăŋšŋő őšŋőśĺšěńĳŋő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A.

Ŕşśšĳ x ∈ R^′, š. ě. (x, e) = 0. Šőčďă (Ax, e) = (x, Ae) = (x, λe) = λ(x, e) = 0, š. ě. ĺ Ax ∈ R^′.

Š ě ő ř ě ň ă 2. Śşźěśšćşěš őřšőčőŋăńĳŋżľ ŋőř-

ňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś, ć łőšőřőň ňăšřĺűă śăňőśőŕř£ęěŋŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ďĺăčőŋăńĳŋă.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Śőčńăśŋő ńěňňě 1 ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ĺňěěš ţőš£ ąż őďĺŋ śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř e_1.

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ R^′ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, śőśšő£źěě ĺğ ćěłšőřőć, őřšőčőŋăńĳŋżţ e_1. Šăł łăł R^′ ĺŋćăřĺăŋšŋő, šő ć ŋěň, śőčńăśŋő šőľ ęě ńěňňě 1, šăłęě śşźěśšćşěš śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř; őąőğŋăůĺň ěčő e_2. Ŕřőďőńęă£ ¡šő ŕőśšřőěŋĺě, ňż ŕőńşůĺň n śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć, ĺğ łőšőřżţ łăęďżľ śńěďş¿źĺľ ŕő ŕőśšřőěŋĺ¿ őřšőčőŋăńěŋ ł ŕřěďżďşźĺň, š. ě. ŕőńşůĺň n ŕőŕăřŋő őřšőčőŋăńĳŋżţ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć e_1, e_2, . . . , e_n.

Ćżąěřěň ĺţ ğă ąăğĺś ć R. Šăł łăł Ae_i = λ_ie_i (i = 1, 2, . . . , n), šő ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ć ¡šőň ąăğĺśě ĺňěěš ćĺď λ_1 0 . . . 0 0 λ_2 . . . 0 . . . . . . . . . . . 0 0 . . . λ_n , š. ě. £ćń£ěšś£ ďĺăčőŋăńĳŋőľ ňăšřĺűěľ.

3. Ŕřĺćěďěŋĺě łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż ć őřšőčőŋăńĳŋőň ąăğĺśě ł śşňňě łćăďřăšőć. (Ŕřĺćěďěŋĺě ł čńăćŋżň őś£ň.) Ŕşśšĳ ć n-ňěřŋőň ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě ğăďăŋă śĺňňěšřĺůěśłă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă A(x; y). Łăł ążńő ŕőłăğăŋő ćżÿě, łăęďőľ śĺňňěšřĺůěśłőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňě A(x; y) śőőšćěšśšćşěš šăłőě ńĺŋěľŋőě śăňőśőŕř£ęěŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A, ůšő A(x; y) = (Ax, y).

Śőčńăśŋő šěőřěňě 2 ¡šőčő ŕăřăčřăťă, śşźěśšćşěš őřšőčőŋăńĳŋżľ ŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś e_1, e_2, . . . , e_n, śőśšő- £źĺľ ĺğ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A (š. ě. šăłőľ, ůšő Ae_i = λ_ie_i). Ć ¡šőň ąăğĺśě ňż ĺňěěň: A(x; y) = (Ax, y) = = (A(ξ_1e_1 + ξ_2e_2 + . . . + ξ_ne_n), η_1e_1 + η_2e_2 + . . . + η_ne_n) = = (λ_1ξ_1e_1+λ_2ξ_2e_2+. . .+λ_nξ_ne_n, η_1e_1+η_2e_2+. . .+η_ne_n) = = λ_1ξ_1η_1 + λ_2ξ_2η_2 + . . . + λ_nξ_nη_n.

Ŕőńăčă£ y = x, ŕőńşůăěň śńěďş¿źş¿ šěőřěňş:

Š ě ő ř ě ň ă 3. Ŕşśšĳ A(x; x) | łćăďřăšĺůŋă£ ťőř-

ňă ć n-ňěřŋőň ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě. Šőčďă śşźěśšćşěš őřšőčőŋăńĳŋżľ ŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś, ć łőšőřőň ¡šă łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ĺňěěš ćĺď: A(x; x) = ∑ λ_iξ^2_i .

Šăł łăł λ_1, λ_2, . . . , λ_n £ćń£¿šś£ śőąśšćěŋŋżňĺ ğŋăůěŋĺ- £ňĺ A, šő őŋĺ ňőčşš ążšĳ ŋăľďěŋż ĺğ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő şřăćŋěŋĺ£ ňăšřĺűż ‖a_{ik}‖.

Ďń£ śńşůă£ šřěţňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ďőłăğăŋŋă£ ğďěśĳ šěőřěňă řăśśňăšřĺćăěšś£ ć ăŋăńĺšĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ć ¡šőň śńşůăě şřăćŋěŋĺě A(x; x) = 1 ěśšĳ şřăćŋěŋĺě űěŋšřăńĳŋőľ ŕőćěřţŋőśšĺ ćšőřőčő ŕőř£ďłă. Őřšőčőŋăńĳŋżľ ŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś, ő łőšőřőň ĺďěš řěůĳ ć šěőřěňě 3, ěśšĳ ć ¡šőň śńşůăě śĺśšěňă łőőřďĺŋăš, ć łőšőřőľ ŕőćěřţŋőśšĳ ĺňěěš łăŋőŋĺůěśłĺľ ćĺď, ă ćěłšőřż e1, e2, e3 £ćń£¿šś£ ŋăŕřăćńěŋĺ£ňĺ čńăćŋżţ őśěľ ŕőćěřţŋőśšĺ ćšőřőčő ŕőř£ďłă.

4. Őďŋőćřěňěŋŋőě ŕřĺćěďěŋĺě ŕăřż łćăďřăšĺůŋżţ ťőřň ł śşňňě łćăďřăšőć.

Š ě ő ř ě ň ă 4. Ŕşśšĳ ć n-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě R

ğăďăŋż ďćě łćăďřăšĺůŋżě ťőřňż A(x; x) ĺ B(x; x), ŕřĺůěň ťőřňă B(x; x) ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋă£. Šőčďă ć R śşźěśšćşěš ąăğĺś, ć łőšőřőň őąě ¡šĺ łćăďřăšĺůŋżě ťőřňż ğăŕĺśżćă¿šś£ ć ćĺďě śşňňż łćăďřăšőć.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ŕşśšĳ B(x; y) | ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă, śőőšćěšśšćş¿źă£ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňě B(x; x). Őŕřěďěńĺň ć R śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ťőřňşńőľ (x, y) = B(x; y). Śőčńăśŋő ŕřěďżďşźěľ šěőřěňě ć R śşźěśšćşěš ŋőřňĺřőćăŋŋżľ őřšőčőŋăńĳŋżľ^∗) ąăğĺś e_1, e_2, . . . , e_n, ć łőšőřőň ťőřňă ŕřĺćőďĺšś£ ł śşňňě łćăďřăšőć, š. ě. A(x; x) = n∑ i=1 λ_iξ^2_i . (7)

Śłăń£řŋżľ łćăďřăš ć ŋőřňĺřőćăŋŋőň őřšőčőŋăńĳŋőň ąăğĺśě ĺňěěš ćĺď: (x, x) = B(x; x) = n∑ i=1 ξ^2_i . (8)

Ĺšăł, ć ąăğĺśě e_1, e_2, . . . , e_n őąě łćăďřăšĺůŋżě ťőřňż ğăŕĺśżćă¿šś£ ć ćĺďě śşňňż łćăďřăšőć. Šěőřěňă ďőłăğăŋă.

5. Őřšőčőŋăńĳŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£.

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 2. Ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A

ćěźěśšćěŋŋőčő n-ňěřŋőčő ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă ŋăğżćăěšś£ őřšőčőŋăńĳŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň, ěśńĺ őŋő śőţřăŋ£ěš śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ćěłšőřőć, š. ě. (Ax, Ay) = (x, y) (9) ďń£ ćśěţ x, y ∈ R.

Ŕőńăčă£ ć řăćěŋśšćě (9) x = y, ŕőńşůăěň

|Ax|^2 = |x|^2, (10)

∗) Ć śňżśńě őŕřěďěńěŋŋőčő ŋăňĺ ć R śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£.

š. ě. őřšőčőŋăńĳŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě śőţřăŋ£ěš ďńĺŋż

ćěłšőřőć.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ďőłăğăšĳ, ůšő şśńőćĺě (10) £ćń£ěšś£ ďőśšăšőůŋżň şśńőćĺěň őřšőčőŋăńĳŋőśšĺ ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£.

Šăł łăł cos φ =^{(x, y)}j_xjj_yj

ĺ šăł łăł ĺ ůĺśńĺšěńĳ, ĺ ğŋăňěŋăšěńĳ ć ¡šőň ćżřăęěŋĺĺ ŋě ňěŋ£¿šś£ ŕřĺ őřšőčőŋăńĳŋőň ŕřěőąřăğőćăŋĺĺ, šő őřšőčőŋăńĳŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě śőţřăŋ£ěš şčńż ňěęďş ćěłšőřăňĺ.

Ŕşśšĳ e_1, e_2, . . . , e_n | őřšőčőŋăńĳŋżľ ŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś. Šăł łăł ŕřěőąřăğőćăŋĺě A śőţřăŋ£ěš şčńż ňěęďş ćěłšőřăňĺ ĺ ĺţ ďńĺŋż, šő ćěłšőřż Ae_1, Ae_2, . . . . . . , Ae_n šăłęě őąřăğş¿š őřšőčőŋăńĳŋżľ ŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś, š. ě. (Ae_i, Ae_k) = { 1 ŕřĺ i = k, 0 ŕřĺ i ≠ k.

(11)

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ ‖a_{ik}‖ | ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ć őřšőčőŋăńĳŋőň ŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě e_1, e_2, . . . , e_n. Šăł łăł śšőńąűż ¡šőľ ňăšřĺűż £ćń£¿šś£ łőőřďĺŋăšăňĺ ćěłšőřőć Ae_i, šő şśńőćĺě (11) ğăŕĺśżćăěšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň: n∑ α=1 a_{αi}a_{αk} = { 1 ŕřĺ i = k, 0 ŕřĺ i ≠ k.

(12)

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ŕőłăğăšĳ, ůšő şśńőćĺ£ (11), ă śńěďőćăšěńĳŋő, ĺ şśńőćĺ£ (12), £ćń£¿šś£ ďőśšăšőůŋżňĺ şśńőćĺ£ňĺ őřšőčőŋăńĳŋőśšĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£.

Şśńőćĺ£ (12) ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ć ňăšřĺůŋőľ ťőřňě.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő,^n ∑ α=1 a_{αi}a_{αk} śşšĳ ¡ńěňěŋšż ŕřőĺğćěďěŋĺ£

ňăšřĺűż ŋă ěě šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋş¿. Ŕő¡šőňş şśńőćĺ£

(12) őğŋăůă¿š, ůšő ŕřőĺğćěďěŋĺě ňăšřĺűż ŋă ěě šřăŋś-

ŕőŋĺřőćăŋŋş¿ ěśšĳ ěďĺŋĺůŋă£ ňăšřĺűă. Šăł łăł őŕřě-

ďěńĺšěńĳ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ňăšřĺű řăćěŋ ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ ĺţ őŕřěďěńĺšěńěľ, šő ňż ŕőńşůăěň šăłęě, ůšő łćăďřăš őŕřěďěńĺšěń£ ňăšřĺűż őřšőčőŋăńĳŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ řăćěŋ ěďĺŋĺűě, š. ě. ůšő őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż őř-

šőčőŋăńĳŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ řăćěŋ ±1.

Őřšőčőŋăńĳŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£, őŕřěďěńĺšěńĳ łőšőřżţ řăćěŋ +1, ŋăğżćă¿šś£ śőąśšćěŋŋżňĺ, ă šě, őŕřěďěńĺšěńĳ łőšőřżţ řăćěŋ −1, ŋăğżćă¿šś£ ŋěśőąśšćěŋŋż- ňĺ. Ďőłăęěň śńěďş¿źěě śşźěśšćěŋŋőě śćőľśšćő őřšőčőŋăńĳŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ.

Ń ě ň ň ă 3. Ěśńĺ R_1 | ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ŕřőśš-

řăŋśšćă R, ĺŋćăřĺăŋšŋőě őšŋőśĺšěńĳŋő őřšőčőŋăńĳŋőčő ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A, šő ěčő őřšőčőŋăńĳŋőě ďőŕőńŋěŋĺě R2, š. ě. śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ ćěłšőřőć, őřšőčőŋăńĳŋżţ ł łăęďőňş x ∈ R1 (śň. şŕřăęŋěŋĺě ŋă

śšř. 52), šăłęě ěśšĳ ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ŕşśšĳ y ∈ R_2, š. ě. (x, y) = = 0 ďń£ ćś£łőčő x ∈ R_1.

Ŕőłăęěň, ůšő ŕřĺ ¡šőň (x, Ay) = 0 ďń£ ćś£łőčő x ∈ R_1. Šăł łăł ŕřěőąřăğőćăŋĺě A őřšőčőŋăńĳŋő, šő őŋő ŋěćżřőęďěŋő ĺ ěčő őąřăğ ŋă ń¿ąőň ĺŋćăřĺăŋšŋőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě śőćŕăďăěš ś ¡šĺň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň. Ŕő¡šőňş ćś£łőě x ∈ R_1 ŕřěďśšăćĺňő ć ćĺďě x = Az, čďě z ∈ R_1. Őšś¿ďă (x, Ay) = (Az, Ay) = (z, y) = 0, š. ě. Ay ∈ R_2. Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ śőąśšćěŋŋżţ ĺńĺ ďćşţ ŋěśőąśšćěŋŋżţ őřšőčőŋăńĳŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ěśšĳ śőąśšćěŋŋőě őřšőčőŋăńĳŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, ă ŕřőĺğćěďěŋĺě śőąśšćěŋŋőčő ŋă ŋěśőąśšćěŋŋőě ěśšĳ ŋěśőąśšćěŋŋőě őřšőčőŋăńĳŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě.

Ğ ă ň ě ů ă ŋ ĺ ě. Řăğďěńěŋĺě őřšőčőŋăńĳŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ŋă śőąśšćěŋŋżě ĺ ŋěśőąśšćěŋŋżě ść£ğăŋő ś šěň, ůšő őřšőčőŋăńĳŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, łőšőřőě ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ŋěŕřěřżćŋżň ŕěřěţőďőň őš ěďĺŋĺůŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£, őą£ğăšěńĳŋő śőąśšćěŋŋő. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ At | őřšőčőŋăńĳŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, ŋěŕřěřżćŋő ğăćĺś£źěě őš ŕăřăňěšřă t (¡šő ğŋăůĺš, ůšő ¡ńěňěŋšż ňăšřĺűż ¡šőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ć łăłőň-ńĺąő ąăğĺśě ŋěŕřěřżćŋő ğăćĺś£š őš t), ŕřĺůěň A0 = E. Šőčďă őŕřěďěńĺšěńĳ ¡šőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ěśšĳ šăłęě ŋěŕřěřżćŋă£ ťşŋłűĺ£ őš t. Šăł łăł ŋěŕřěřżćŋă£ ťşŋłűĺ£, ŕřĺŋĺňă¿źă£ ńĺÿĳ ğŋăůěŋĺ£ ±1, ďőńęŋă ążšĳ ŕőśšő£ŋŋőľ, ă ŕřĺ t = 0 őŕřěďěńĺšěńĳ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ At řăćěŋ 1, šő ĺ ŕřĺ t ≠ 0 őŕřěďěńĺšěńĳ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ At řăćěŋ 1. Ĺśŕőńĳğş£ šěőřěňş 5 ¡šőčő ŕăřăčřăťă, ňőęŋő ŕőłăğăšĳ ĺ őąřăšŋőě, ă ĺňěŋŋő, ůšő ćś£łőě śőąśšćěŋŋőě őřšőčőŋăńĳŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ňőęěš ążšĳ ŕőńşůěŋő ŋěŕřěřżćŋżň ĺğňěŋěŋĺěň ĺğ ěďĺŋĺůŋőčő.

Ĺğşůĺň őřšőčőŋăńĳŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ć őďŋőňěřŋőň ĺ ďćşňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćăţ. Ŋĺęě ňż şćĺďĺň, ůšő ĺğşůěŋĺě őřšőčőŋăńĳŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ć ŕřőśšřăŋśšćě ń¿ąőčő ůĺśńă ĺğňěřěŋĺľ śćőďĺšś£ ł ¡šĺň ŕřőśšěľÿĺň śńşůă£ň.

Ŕşśšĳ e | ćěłšőř, ŕőřőęďă¿źĺľ őďŋőňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, ć łőšőřőň ğăďăŋő őřšőčőŋăńĳŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A. Šőčďă Ae = λe ĺ šăł łăł ć śĺńş őřšőčőŋăńĳŋőśšĺ (Ae, Ae) = (e, e), šő λ^2(e, e) = (e, e), š. ě. λ = ±1.

Šăłĺň őąřăğőň, ć őďŋőňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ěśšĳ ńĺÿĳ ďćă őřšőčőŋăńĳŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£: ŕřěőąřăğőćăŋĺě Ax ≡ x ĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺě Ax ≡ −x; ŕěřćőě ĺğ ŋĺţ śőąśšćěŋŋőě, ă ćšőřőě | ŋěśőąśšćěŋŋőě.

Řăśśňőšřĺň őřšőčőŋăńĳŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ć ďćşňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě R. Ŕşśšĳ e_1, e_2 | őřšőčőŋăńĳŋżľ ŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś ć R. Ŕşśšĳ ďăńěě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ć ¡šőň ąăğĺśě ğăďăěšś£ ňăšřĺűěľ ( α β γ δ ) . (13)

Řăğąěřěň śŋăůăńă śńşůăľ śőąśšćěŋŋőčő őřšőčőŋăńĳŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£, š. ě. ŕőńőęĺň αδ − βγ = 1.

Şśńőćĺě őřšőčőŋăńĳŋőśšĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ őğŋăůăěš, ůšő ŕřőĺğćěďěŋĺě ňăšřĺűż (13) ŋă ěě šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋş¿ ěśšĳ ěďĺŋĺůŋă£ ňăšřĺűă, š. ě. ůšő ( α β γ δ )_{−1} = ( α γ β δ ) . (14)

Šăł łăł őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż (13) řăćěŋ ěďĺŋĺűě, šő ( α β γ δ )_{−1} = ( δ −β −γ α ) . (15)

Ĺğ (14) ĺ (15) śńěďşěš, ůšő ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ć ¡šőň śńşůăě ĺňěěš ćĺď( α −β β α ) , čďě α^2 + β^2 = 1. Ŕőńăčă£ α = cos φ, β = sin φ, ŕőńşůăěň ůšő ćś£łőě śőąśšćěŋŋőě őřšőčőŋăńĳŋőě ŕřěőąřă-

ğőćăŋĺě ć ďćşňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ĺňěěš ć őřšőčőŋăńĳŋőň ŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě ňăšřĺűş ćĺďă ( cos φ − sin φ sin φ cos φ ) (ŕőćőřőš ć ŕńőśłőśšĺ ŋă şčőń φ).

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ A | ŋěśőąśšćěŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, š. ě. αδ − βγ = −1. Ć ¡šőň śńşůăě ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőě şřăćŋěŋĺě ňăšřĺűż ĺňěěš ćĺď λ^2−(α+δ)λ−1 ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ĺňěěš ćěźěśšćěŋŋżě łőřŋĺ. Ğŋăůĺš, ş ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ĺňěěšś£ śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř e, Ae = λe. Ĺğ őřšőčőŋăńĳŋőśšĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ śńěďşěš, ůšő Ae = ±e. Ŋő őřšőčőŋăńĳŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŋě ňěŋ£ěš şčńőć ňěęďş ćěłšőřăňĺ ĺ ĺţ ďńĺŋ. Ğŋăůĺš, őřšőčőŋăńĳŋżľ e ćěłšőř e_1 ŕěřěţőďĺš ŕőśńě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ć ćěłšőř, őřšőčőŋăńĳŋżľ Ae = ±e, š. ě. ć ±e_1. Ĺšăł, ć ąăğĺśě e, e_1 ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ĺňěěš ćĺď ( ±1 0 0 ±1 ) .

Šăł łăł őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż ŋěśőąśšćěŋŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ řăćěŋ −1, šő ćőğňőęŋż ńĺÿĳ śńěďş¿źĺě łăŋőŋĺůěśłĺě ćĺďż ňăšřĺűż ŋěśőąśšćěŋŋőčő őřšőčőŋăńĳŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ć ďćşňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ( +1 0 0 −1 ) , ( −1 0 0 +1 ) . (Ğěřłăńĳŋżě őšřăęěŋĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋő őďŋőľ ĺğ őśěľ.)

Ŋăľďěň šěŕěřĳ ŕřőśšěľÿĺľ ćĺď ňăšřĺűż őřšőčőŋăńĳŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ďń£ śńşůă£ ŕřőśšřăŋśšćă ń¿- ąőčő ůĺśńă ĺğňěřěŋĺľ.

Š ě ő ř ě ň ă 5. Ŕşśšĳ A | őřšőčőŋăńĳŋőě ŕřěőąřă-

ğőćăŋĺě ć n-ňěřŋőň ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě R. Ć R śşźěśšćşěš őřšőčőŋăńĳŋżľ ŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś e1,

e_2, . . . , e_n, ć łőšőřőň ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ĺňě-

ěš ćĺď

1_. . . 1 �1_{. . .}

�1_{cos φ1} � sin φ1

sin φ_1 cos φ_1 . . . cos φk � sin φk sin φk cos φk

.

Ćśě ¡ńěňěŋšż, łřőňě ćżŕĺśăŋŋżţ, śşšĳ ŋşńĺ.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Śőčńăśŋő šěőřěňě 1 ¡šőčő ŕăřăčřăťă ć R ňőęŋő ćżąřăšĳ ńĺąő őďŋőňěřŋőě, ńĺąő ďćşňěřŋőě ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő R^{(1)}. Ěśńĺ śşźěśšćşěš őďŋőňěřŋőě ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő R^{(1)}, šő őąőğŋăůĺň ůěřěğ e_1 śőďěřęăźĺľś£ ć ŋěň ćěłšőř ěďĺŋĺůŋőľ ďńĺŋż. Ěśńĺ ęě őďŋőňěřŋőčő ĺŋćăřĺăŋšŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ŋěš, šő ćőğĳňěň ďćşňěřŋőě ĺ őąőğŋăůĺň ůěřěğ e_1, e_2 ěčő őřšőčőŋăńĳŋżľ ŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś.

Ć śńşůăě, ěśńĺ R^{(1)} őďŋőňěřŋő, ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ĺňěěš ć ŋěň ćĺď: Ax = ±x.

Ć śńşůăě, ěśńĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő R^{(1)} ďćşňěřŋő, ŋăÿě ŕřěőąřăğőćăŋĺě £ćń£ěšś£ ć ŋěň śőąśšćěŋŋżň őřšőčőŋăńĳŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň (šăł łăł ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăěć ć R^{(1)} śşźěśšćőćăńő ąż őďŋőňěřŋőě ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő), ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, A ĺňěěš ć R^{(1)} ňăšřĺűş ( cos φ − sin φ sin φ cos φ ) . Śőćőłşŕŋőśšĳ ~R ćěłšőřőć, őřšőčőŋăńĳŋżţ łő ćśěň ćěłšőřăň ĺğ R^{(1)}, śőčńăśŋő ďőłăğăŋŋőľ ćżÿě ńěňňě, ěśšĳ śŋőćă ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő.

Ć ĺŋćăřĺăŋšŋőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě ~R śŋőćă ŋăţőďĺň őďŋőňěřŋőě ĺńĺ ďćşňěřŋőě ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ćżąĺřăěň ć ŋěň ąăğĺś ĺ šăł ďăńěě.

Ňż ŕőńşůĺň šăłĺň őąřăğőň n ŕőŕăřŋő őřšőčőŋăńĳŋżţ ćěłšőřőć ďńĺŋż 1. Ŕřĺňěň ĺţ ğă ąăğĺś ć R. Šőčďă ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ć ¡šőň ąăğĺśě ąşďěš ĺňěšĳ ćĺď 1 .. . 1 �1_{...}

�1_{cos φ1} � sin φ1

sin φ_1 cos φ_1 ... cos φk � sin φk sin φk cos φk

,

čďě śšő£źĺě ŕő ďĺăčőŋăńĺ ±1 őšćěůă¿š őďŋőňěřŋżň ĺŋćăřĺăŋšŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćăň, ă ÀłńěšłĺÁ ( cos φ_i − sin φ_i sin φ_i cos φ_i )

| ďćşňěřŋżň ĺŋćăřĺăŋšŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćăň. Šěőřěňă ďőłăğăŋă.

Ğ ă ň ě ů ă ŋ ĺ ě. Ŋăğőćěň ŕřőśšżň ćřăźěŋĺěň śőąśšćěŋŋőě őřšőčőŋăńĳŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, ŕřěďśšăćń£¿źěě śőąőľ ŕőćőřőš ć ŋěłőšőřőľ ďćşňěřŋőľ ŕńőśłőśšĺ ĺ őśšăćń£¿źěě ŋěĺğňěŋŋżň (n−2)-ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, őřšőčőŋăńĳŋőě ł ¡šőľ ŕńőśłőśšĺ. Šăłĺň őąřăğőň, ŕřőśšőě ćřăźěŋĺě ěśšĳ ŕřěőąřăğőćăŋĺě, ňăšřĺűă łőšőřőčő ňőęěš ążšĳ ŕřĺćěďěŋă ł ćĺďş 1 ... 1 cos φ − sin φ sin φ cos φ 1 ... 1

.

Ŕřőśšżň őšřăęěŋĺěň ňż ŋăğőćěň ŋěśőąśšćěŋŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, ňěŋ£¿źěě ŋăŕřăćńěŋĺě ćśěţ ćěłšőřőć, ŕřĺŋăďńěęăźĺţ ŋěłőšőřőňş őďŋőňěřŋőňş ŕőďŕřőśšřăŋśšćş, ŋă ŕřőšĺćőŕőńőęŋőě ĺ őśšăćń£¿źěě ŋěĺğňěŋŋżňĺ ćěłšőřż ěčő (n − 1)-ňěřŋőčő őřšőčőŋăńĳŋőčő ďőŕőńŋěŋĺ£. Šăłĺň őąřăğőň, ŕřőśšőě őšřăęěŋĺě ěśšĳ ŕřěőąřăğőćăŋĺě, ňăšřĺűă łőšőřőčő ć ŋěłőšőřőň ąăğĺśě ĺňěěš ćĺď 1 ... 1 −1 1 ... 1 .

Ŕőńĳğş£śĳ řěğşńĳšăšőň šěőřěňż 5, ŋěšřşďŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ćś£łőě őřšőčőŋăńĳŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋő łăł ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋěłőšőřőčő ůĺśńă ŕřőśšżţ ćřăźěŋĺľ ĺ ŕřőśšżţ őšřăęěŋĺľ. Ďőłăğăšěńĳśšćő ŕřěďőśšăćń£ěšś£ ůĺšăšěń¿.

x 17. İłśšřěňăńĳŋżě śćőľśšćă śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ

Řăśśňőšřĺň śăňőśőŕř£ęěŋŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ć n-ňěřŋőň ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě. Ňż ŕőłăęěň, ůšő ěčő śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ, řăśśňăšřĺćă£ ŋěłőšőřş¿ ğăďăůş ŋă ňĺŋĺňşň, ść£- ğăŋŋş¿ ś śőőšćěšśšćş¿źěľ A łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňőľ (Ax, x). İšő, ć ůăśšŋőśšĺ, ŕőğćőńĺš ďőłăğăšĳ śşźěśšćőćăŋĺě śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć, ŋě ŕőńĳğş£śĳ šěőřěňőľ ő śşźěśšćőćăŋĺĺ łőřŋ£ şřăćŋěŋĺ£ n-ľ śšěŕěŋĺ. İšĺ ¡łśšřěňăńĳŋżě śćőľśšćă ŕőńěğŋż šăłęě ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺĺ śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ. Ňż řăśśňőšřĺň śŋăůăńă ćěźěśšćěŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, ă ğăšěň ŕěřěŋěśěň ŕőńşůěŋŋżě řěğşńĳšăšż ŋă śńşůăľ łőňŕńěłśŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă.

Ďőłăęěň śŋăůăńă śńěďş¿źş¿ ńěňňş.

Ń ě ň ň ă 1. Ŕşśšĳ B | śăňőśőŕř£ęěŋŋőě ńĺŋěľ-

ŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ć ćěźěśšćěŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě šăłőě, ůšő łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă (Bx, x) ŋěőšřĺűăšěńĳŋă, š. ě.

(Bx, x) ¿ 0 ďń£ ń¿ąőčő x.

Šőčďă, ěśńĺ ďń£ ŋěłőšőřőčő x = e (Be, e) = 0, šő ĺ Be = 0.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ŕőłăęěň, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ćěłšőřă h ĺňěěň (Be, h) = 0. Ďń£ ¡šőčő ŕőńőęĺň x = = e + th, čďě t | ŕřőĺğćőńĳŋőě ůĺśńő, ă h | ćěłšőř. Šőčďă ĺňěěň (B(e + th), e + th) = = (Be, e) + t(Be, h) + t(Bh, e) + t^2(Bh, h) ¿ 0, š. ě. šăł łăł (Bh, e) = (h, Be) = (Be, h) ĺ (Be, e) = 0, šő 2t(Be, h) + t^2(Bh, h) ¿ 0 ďń£ ń¿ążţ t. Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő (Be, h) = 0.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ťşŋłűĺ£ at + bt^2 ŕřĺ a ≠ 0 ňěŋ£ěš ğŋăł ć šőůłě t = 0, ňż ęě ŕőńşůĺńĺ, ůšő ćżřăęěŋĺě 2t(Be, h) + t^2(Bh, h) ďń£ ń¿ążţ t ŋěőšřĺűăšěńĳŋő, śńěďőćăšěńĳŋő, (Be, h) = 0. Šăł łăł h ŕřőĺğćőńĳŋő, šő Be = 0, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ ďőłăğăšĳ.

Ŕşśšĳ A | ŋěłőšőřőě śăňőśőŕř£ęěŋŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ć n-ňěřŋőň ćěźěśšćěŋŋőň ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě. Śőőšćěšśšćş¿źş¿ A łćăďřăšĺůŋş¿ ťőřňş (Ax, x) ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ ŋă ěďĺŋĺůŋőľ śťě-

řě, š. ě. ŋă ňŋőęěśšćě ćěłšőřőć x, ďń£ łőšőřżţ (x, x) = 1. Ĺňěěš ňěśšő śńěďş¿źă£ šěőřěňă.

Š ě ő ř ě ň ă 1. Ŕşśšĳ A | śăňőśőŕř£ęěŋŋőě ńĺ-

ŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě. Šőčďă śőőšćěšśšćş¿źă£ A łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă (Ax, x) ďőśšĺčăěš ŋă ěďĺŋĺůŋőľ śťěřě ňĺŋĺňşňă λ1. Ćěłšőř e1, ŋă łőšőřőň ¡šőš ňĺŋĺňşň ďőśšĺčăěšś£, ěśšĳ śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A, ă ğŋăůěŋĺě ňĺŋĺňşňă λ1 | śőőšćěšśšćş¿źěě śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě ¡šőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ěďĺŋĺůŋă£ śťěřă ěśšĳ őčřăŋĺůěŋŋőě ğăňłŋşšőě ňŋőęěśšćő ć n-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě. Ŕő¡šőňş (Ax, x), łăł ŋěŕřěřżćŋă£ ŋă ŋěň ťşŋłűĺ£, ďőśšĺčăěš ňĺŋĺňşňă ć ŋěłőšőřőľ šőůłě e_1. Őąőğŋăůĺň ¡šőš ňĺŋĺňşň ůěřěğ λ_1. Šőčďă ĺňěěň

(Ax, x) ¿ λ_1, ěśńĺ (x, x) = 1, (1)

ŕřĺůěň

(Ae_1, e_1) = λ_1, čďě (e_1, e_1) = 1.

Ğăŕĺÿěň ŋěřăćěŋśšćő (1) ć ćĺďě

(Ax, x) ¿ λ_1(x, x), čďě (x, x) = 1. (2)

Őŋő śŕřăćěďńĺćő ďń£ ćěłšőřőć ďńĺŋż ěďĺŋĺűă. Šăł łăł ŕřĺ şňŋőęěŋĺĺ x ŋă ŋěłőšőřőě ůĺśńő α łăł ŕřăćă£, šăł ĺ ńěćă£ ůăśšĺ ŋěřăćěŋśšćă şňŋőęă¿šś£ ŋă α^2, šő őŋő śŕřăćěďńĺćő ďń£ ćěłšőřőć ń¿ąőľ ďńĺŋż (ŕőśłőńĳłş ń¿- ąőľ ćěłšőř ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ĺğ ćěłšőřă ďńĺŋż ěďĺŋĺűă şňŋőęěŋĺěň ěčő ŋă ŋěłőšőřőě ůĺśńő α).

Ŕőńşůěŋŋőě ŋěřăćěŋśšćő ňőęŋő ŕěřěŕĺśăšĳ šăł:

(Ax−λ_1x, x) ¿ 0 ďń£ ń¿ążţ x,

ŕřĺůěň ďń£ x = e_1 ĺňěěš ňěśšő

(Ae_1 −λ_1e_1, e_1) = 0.

İšő ğŋăůĺš, ůšő ŕřěőąřăğőćăŋĺě B = A − λ_1E şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ£ň ńěňňż 1. Őšś¿ďă, ŕřĺňěŋ££ ¡šş ńěňňş, ŕőńşůăěň:

(A − λ_1E)e_1 = 0, š. ě. Ae_1 = λ_1e_1.

Šăłĺň őąřăğőň, e_1 £ćń£ěšś£ śőąśšćěŋŋżň ćěłšőřőň ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A, śőőšćěšśšćş¿źĺň śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ_1. Šěőřěňă ďőłăğăŋă.

Ďń£ ŋăţőęďěŋĺ£ śńěďş¿źěčő śőąśšćěŋŋőčő ğŋăůěŋĺ£ řăśśňőšřĺň ćśě ćěłšőřż ĺğ R, őřšőčőŋăńĳŋżě ł śőąśšćěŋŋőňş ćěłšőřş e_1. Łăł ążńő ŕőłăğăŋő ć ŕ. 2 § 16 (ńěňňă 2), ¡šĺ ćěłšőřż őąřăğş¿š (n − 1)-ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő R_1, ĺŋćăřĺăŋšŋőě őšŋőśĺšěńĳŋő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A.

Őšżśłĺćă£ ňĺŋĺňşň łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż (Ax, x), ŕřĺ şśńőćĺĺ (x, x) = 1, ć ¡šőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě ňż ŕřĺďěň ł ŋőćőňş śőąśšćěŋŋőňş ćěłšőřş e_2 ĺ śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ_2.

Őůěćĺďŋő, ůšő λ_2 ¿ λ_1, šăł łăł ňĺŋĺňşň (Ax, x) ćő ćśěň ŕřőśšřăŋśšćě ŋě ňőęěš ążšĳ ąőńĳÿě, ůěň ňĺŋĺňşň šőľ ęě ťşŋłűĺĺ ć ŕőďŕřőśšřăŋśšćě.

Śńěďş¿źĺľ śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř ňż ŕőńşůĺň, řěÿă£ šş ęě ğăďăůş ć (n − 2)-ňěřŋőň ĺŋćăřĺăŋšŋőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě, śőśšő£źěň ĺğ ćěłšőřőć, őřšőčőŋăńĳŋżţ ĺ e_1 ĺ e_2. Ğŋăůěŋĺě ňĺŋĺňşňă (Ax, x) ć ¡šőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě ąşďěš šřěšĳĺň śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺěň.

Ŕřőďőńęă£ ¡šőš ŕřőűěśś, ňż ĺśůěřŕăěň ćśě n śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ ĺ śőőšćěšśšćş¿źĺţ ĺň śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć ŋăÿěčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£.

Ĺŋőčďă ążćăěš ŕőńěğŋő őŕřěďěńĺšĳ ćšőřőľ, šřěšĺľ ĺ š. ď. śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ĺğ ğăďăůĺ ŋă ňăłśĺňşň ĺńĺ ňĺŋĺňşň ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő, ŋě śůĺšă£ ŕřĺ ¡šőň ĺğćěśšŋżňĺ ŕřěďżďşźĺě śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż.

Ŕşśšĳ A | śăňőśőŕř£ęěŋŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ λ1 6 λ2 6 · · · 6 λn ěčő śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£, řăśŕőńőęěŋŋżě ć ćőğřăśšă¿źěň ŕőř£ďłě, ă ůěřěğ e1, e2, . . . , en | śőőšćěšśšćş¿źĺě ĺň ŋőřňĺřőćăŋŋżě ĺ őřšőčőŋăńĳŋżě śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż.

Ŕőłăęěň, ůšő ěśńĺ ňż ćőğĳňěň ŕěřćżě k śőąśšćěŋŋżţ ćěłšő- řőć e1, e2, . . . , ek ĺ ŕőřőęďěŋŋőě ĺňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő S, šő ďń£ ń¿ąőčő ćěłšőřă x ĺğ S ĺňěěš ňěśšő ŋěřăćěŋśšćő λ1(x, x) 6 (Ax, x) 6 λk(x, x). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ x = ξ1e1 + ξ2e2 + . . . + ξkek. Šăł łăł Aek = λkek, (ek, ek) = 1, (ek, ei) = 0 ŕřĺ i ≠ k, šő (Ax, x) = (A(ξ1e1+ξ2e2+ . . . +ξkek), ξ1e1+ξ2e2+ . . . +ξkek) = = (λ1ξ1e1+λ2ξ2e2+ . . . +λkξkek, ξ1e1+ξ2e2+ . . . +ξkek) = = λ1ξ^2_1 + λ2ξ^2 + . . . + λkξ^2_k.

Łřőňě šőčő, šăł łăł ćěłšőřż e1, e2, . . . , ek őřšőčőŋăńĳŋż ĺ ŋőřňĺřőćăŋż, šő

(x, x) = ξ^2_1 + ξ^2 + . . . + ξ^2_k

ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő,

(Ax, x) = λ1ξ^2_1 + λ2ξ^2 + . . . + λkξ^2_k ¿ λ1(ξ^2_1 + ξ^2 + . . . + ξ^2_k) = λ1(x, x).

Ăŋăńőčĺůŋő (Ax, x) 6 λk(x, x) ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, λ1(x, x) 6 (Ax, x) 6 λk(x, x). Ŕşśšĳ šěŕěřĳ Rk | ŕřőĺğćőńĳŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő n − k + 1 ĺğňěřěŋĺľ. Ć § 7 (ńěňňă ŕ. 1) ňż ďőłăğăńĺ, ůšő ěśńĺ śşňňă řăğňěřŋőśšěľ ďćşţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć n-ňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ŕřěćżÿăěš n, šő śşźěśšćşěš őšńĺůŋżľ őš ŋşń£ ćěłšőř, ŕřĺŋăďńěęăźĺľ őąőĺň ŕőďŕřőśšřăŋśšćăň. Śńěďőćăšěńĳŋő, šăł łăł (n − k + 1) + k > n, šő śşźěśšćşěš ćěłšőř x0, ŕřĺŋăďńěęăźĺľ łăł Rk, šăł ĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćş S, ŕőřőęďěŋŋőňş ćěłšőřăňĺ e1, e2, . . . , ek. Ňż ňőęěň śůĺšăšĳ, ůšő ďńĺŋă ěčő řăćŋă 1, š. ě. ůšő (x0, x0) = 1. Šăł łăł ćś¿- ďş ć S, łăł ňż şęě ďőłăğăńĺ, (Ax, x) 6 λk(x, x), šő (Ax0, x0) 6 λk.

Ĺšăł, ňż ďőłăğăńĺ, ůšő ć Rk śşźěśšćşěš ćěłšőř x0 ďńĺŋż 1 šăłőľ, ůšő (Ax0, x0) 6 λk. Ŋő šőčďă ĺ ŕőďăćŋő, ňĺŋĺňşň (Ax, x), čďě x ŕřőąěčăěš ćśě ćěłšőřż ďńĺŋż 1 ĺğ Rk, šăłęě ňěŋĳÿě ĺńĺ řăćěŋ λk.

Šăłĺň őąřăğőň, ďń£ ń¿ąőčő (n − k + 1)-ňěřŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă Rk min(Ax, x) 6 λk, čďě (x, x) = 1 ĺ x ∈ Rk.

Ğăňěšĺň, ůšő śřěďĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšć Rk řăğňěřŋőśšĺ n − k + 1 ěśšĳ šăłőě, ďń£ łőšőřőčő min(Ax, x), x ∈ Rk, (x, x) = 1, ć šőůŋőśšĺ řăćěŋ λk. Šăłĺň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň £ćń£ěšś£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, śőśšő£źěě ĺğ ćěłšőřőć, őřšőčőŋăńĳŋżţ ŕěřćżň k − 1 śőąśšćěŋŋżň ćěłšőřăň e1, e2, . . . , ek−1. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ňż ďőłăğăńĺ, ůšő min_{(x,x)=1}(Ax, x), řăśŕřőśšřăŋěŋŋżľ ŕő ćśěň

ćěłšőřăň, őřšőčőŋăńĳŋżň ŕěřćżň k − 1 śőąśšćěŋŋżň ćěłšőřăň, řăćěŋ λk.

Ĺšăł, ňż ďőłăğăńĺ śńěďş¿źěě şšćěřęďěŋĺě:

Ŕşśšĳ Rk | ŋěłőšőřőě (n − k + 1)-ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ŕřőśšřăŋśšćă R. Šőčďă ňĺŋĺňşň (Ax, x) ďń£ ćśěţ x ĺğ Rk šăłĺţ, ůšő (x, x) = 1, ňěŋĳÿě ĺńĺ řăćěŋ λk. Ŕőďŕřőśšřăŋśšćő Rk ňőęŋő ćżąřăšĳ šăł, ůšőąż ¡šőš ňĺŋĺňşň řăćŋ£ńś£ λk.

İšő şšćěřęďěŋĺě ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ śńěďş¿źěľ ťőřňşńőľ: max_Rk min_{(x,x)=1} x∈Rk (Ax, x) = λk. (3) Ć ¡šőľ ťőřňşńě min ąěřěšś£ ŕő şłăğăŋŋżň ćěłšőřăň, ă max ŕő ćśěćőğňőęŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćăň Rk řăğňěřŋőśšĺ n − k + 1.

Ĺğ ďőłăğăŋŋőľ šěőřěňż śńěďşěš:

Ŕşśšĳ A | śăňőśőŕř£ęěŋŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, ă B | ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě. Ŕşśšĳ

λ1 6 λ2 6 . . . 6 λn | śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ A, ă μ1 6 μ2 6 . . .

. . . 6 μn | śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ A + B; šőčďă λk 6 μk.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ćś¿ďş (Ax, x) 6 ((A + B)x, x). Śńěďőćăšěńĳŋő, ć ń¿ąőň (n−k+1)-ňěřŋőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě Rk ĺňěěš ňěśšő ŋěřăćěŋśšćő: min (x,x)=1 x∈Rk (Ax, x) 6 min_{(x,x)=1} x∈Rk ((A + B)x, x). Ğŋăůĺš, ňăłśĺňşň ńěćőľ ůăśšĺ ŕő ćśěćőğňőęŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćăň Rk ŋě ŕřěćőśţőďĺš ňăłśĺňşňă ŕřăćőľ ůăśšĺ. Šăł łăł ć śĺńş ťőřňşńż ňăłśĺňşň ńěćőľ ůăśšĺ řăćěŋ λk, ă ňăłśĺňşň ŕřăćőľ řăćěŋ μk, šő λk 6 μk, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ ďőłăğăšĳ.

Ŕěřěŋěśěň ŕőńşůěŋŋżě řěğşńĳšăšż ŋă śńşůăľ łőňŕńěłśŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă.

Ďń£ ¡šőčő ŋăň ŕřĺďěšś£ ğăňěŋĺšĳ ńĺÿĳ ńěňňş 1 śńěďş¿źěľ ńěňňőľ.

Ń ě ň ň ă 2. Ŕşśšĳ B | śăňőśőŕř£ęěŋŋőě ŕřěőąřă-

ğőćăŋĺě ć łőňŕńěłśŋőň ŕřőśšřăŋśšćě, ĺ śőőšćěšśšćş¿źă£ ěňş ¡řňĺšőćă ťőřňă (Bx, x) ŋě őšřĺűăšěńĳŋă, š. ě.

(Bx, x) ¿ 0 ďń£ ń¿ążţ x.

Šőčďă, ěśńĺ ďń£ ŋěłőšőřőčő e (Be, e) = 0, šő ĺ

Be = 0.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ŕşśšĳ t | ŕřőĺğćőńĳŋőě ćěźěśšćěŋŋőě ůĺśńő, ă h | ćěłšőř. Šőčďă (B(e + th), e + th) ¿ 0, ĺńĺ, šăł łăł (Be, e) = 0, šő t[(Be, h) + (Bh, e)] + t^2(Bh, h) ¿ 0 ďń£ ń¿ąőčő t. Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő (Be, h) + (Bh, e) = 0. (4)

Šăł łăł h ŕřőĺğćőńĳŋő, šő, ğăňěŋ££ h ŋă ih, ŕőńşůăěň (Be, ih) + (iBh, e) = 0, š. ě. −i(Be, h) + i(Bh, e) = 0. (5) Ĺğ (4) ĺ (5) ŕőńşůăěň, ůšő (Be, h) = 0, ĺ šăł łăł h ŕřőĺğćőńĳŋő, šő Be = 0. Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Ćśě őśšăńĳŋżě šěőřěňż ¡šőčő ŕăřăčřăťă ĺ ĺţ ďőłăğăšěńĳśšćă ŕěřěŋőś£šś£ ŋă śńşůăľ łőňŕńěłśŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ąěğ ćś£łĺţ ĺğňěŋěŋĺľ.