Č Ń Ă Ć Ă III

ŁĂŊŐŊĹŮĚŚŁĹĽ ĆĹĎ ŔŘŐĹĞĆŐŃĲŊŻŢ ŃĹŊĚĽŊŻŢ ŔŘĚŐĄŘĂĞŐĆĂŊĹĽ x 18. Ŋőřňăńĳŋă£ ťőřňă ńĺŋěľŋőčő

ŕřěőąřăğőćăŋĺ£

Ć čńăćě II ňż ŕőğŋăłőňĺńĺśĳ ś řăğńĺůŋżňĺ łńăśśăňĺ ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ n-ňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, ĺňě¿źĺţ n ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć. Ňż ğŋăěň, ůšő ć ąăğĺśě, śőśšő£źěň ĺğ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć šăłőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£, ěčő ňăšřĺűă ĺňěěš őśőąěŋŋő ŕřőśšőľ ćĺď, šăł ŋăğżćăěňş¿ ďĺăčőŋăńĳŋş¿ ťőřňş.

Őďŋăłő ůĺśńő ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć ş ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ňőęěš ążšĳ ňěŋĳÿě, ůěň n^∗). Ŕřĺňěř ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ś ŋěďőśšăšőůŋżň ůĺśńőň śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć ňż ŕřĺćěďěň ŋěśłőńĳłő ŕőğęě (śň. šăłęě § 10, ŕ. 1, ŕřĺňěř 3). Šăłőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ğăćěďőňő ŋě ňőęěš ążšĳ ŕřĺćěďěŋő ł ďĺăčőŋăńĳŋőľ ťőřňě, šăł łăł ąăğĺś, ć łőšőřőň ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ďĺăčőŋăńĳŋă, śőśšőĺš ĺğ śőą-

∗) Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ěśńĺ ćśě łőřŋĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋă řăğńĺůŋż, šő ŕřěőąřăğőćăŋĺě ĺňěěš n ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć. Ŕő¡šőňş, ďń£ šőčő ůšőąż ůĺśńő śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć ążńő ňěŋĳÿě ůěň n, ŋěőąţőďĺňő ŋăńĺůĺě łřăšŋżţ łőřŋěľ ş ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋă. Šăłĺň őąřăğőň, ¡šőš śńşůăľ £ćń£ěšś£ ć ŋěłőšőřőň śňżśńě ĺśłń¿ůĺšěńĳŋżň.

śšćěŋŋżţ ćěłšőřőć. Ćőğŋĺłăěš ćőŕřőś: łăłőć ŕřőśšěľÿĺľ ćĺď ňăšřĺűż šăłőčő ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£?

Ć ¡šőľ čńăćě ňż ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ şłăęěň ąăğĺś, ć łőšőřőň ěčő ňăšřĺűă ĺňěěš śřăćŋĺšěńĳŋő ŕřőśšőľ ćĺď (šăł ŋăğżćăěňă£ ęőřďăŋőćă ŋőř-

ňăńĳŋă£ ťőřňă). Ć śńşůăě, łőčďă ůĺśńő ńĺŋěľŋő ŋěğă-

ćĺśĺňżţ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ řăćŋő řăğňěřŋőśšĺ ŕřőśšřăŋśšćă, ¡šă ŋőřňăńĳŋă£ ťőřňă śőćŕăďăěš ś ďĺăčőŋăńĳŋőľ. Ňż śťőřňşńĺřşěň śěľůăś őłőŋůăšěńĳŋżľ řěğşńĳšăš, łőšőřżľ ďőłăęěň ć § 19.

Ŕşśšĳ ğăďăŋő ŕřőĺğćőńĳŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ć łőňŕńěłśŋőň ŕřőśšřăŋśšćě n ĺğňěřěŋĺľ. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ş A ĺňěěšś£ k (k 6 n) ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć

e_1, f_1, . . . , h_1,

śőőšćěšśšćş¿źĺţ śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺ£ň λ1, λ2, . . .

. . . , λ_k. Šőčďă śşźěśšćşěš ąăğĺś, śőśšő£źĺľ ĺğ k čřşŕŕ

ćěłšőřőć^∗): e_1, . . . , e_p; f_1, . . . , f_q; . . . ; h_1, . . . , h_s, (1) ć łőšőřőň ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ĺňěěš śńěďş¿źĺľ ćĺď:

Ae_1 =λ_1e_1, Ae_2 =e_1 +λ_1e_2, . . . , Ae_p =e_{p−1} +λ_1e_p;

Af_1 =λ_2f_1, Af_2 =f_1 +λ_2f_2, . . . , Af_q =f_{q−1} +λ_2f_q; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ah_1 =λ_kh_1, Ah_2 =h_1 +λ_kh_2, . . . , Ah_s =h_{s−1} +λ_kh_s. (2)

Ňż ćĺďĺň, ůšő ąăğĺśŋżě ćěłšőřż łăęďőľ čřşŕŕż ŕěřěţőď£š ŕřĺ ŋăÿěň ŕřěőąřăğőćăŋĺĺ ć ńĺŋěľŋş¿ łőňąĺŋăűĺ¿ ćěłšőřőć šőľ ęě čřşŕŕż. Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő łăęďă£ čřşŕŕă ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć ŕőřőęďăěš ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ĺŋćăřĺăŋšŋőě őšŋőśĺšěńĳŋő

∗) §śŋő, ůšő p+q+. . .+s = n. Ěśńĺ ęě k = n, šő łăęďă£ čřşŕŕă śőśšőĺš ĺğ őďŋőčő ćěłšőřă, ă ĺňěŋŋő śőąśšćěŋŋőčő ćěłšőřă.

ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A. Řăśśňőšřĺň ŋěśłőńĳłő ŕőďřőąŋěě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, ğăďăćăěňőě ťőřňşńăňĺ (2).

Ć ŕőďŕřőśšřăŋśšćě, ŕőřőęďěŋŋőň łăęďőľ čřşŕŕőľ, ěśšĳ śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř; ŋăŕřĺňěř, ć ŕőďŕřőśšřăŋśšćě, ŕőřőęďěŋŋőň ćěłšőřăňĺ e_1, e_2, . . . , e_p, šăłĺň śőąśšćěŋŋżň ćěłšőřőň £ćń£ěšś£ e_1.

Ćěłšőř e_2 ŋăğżćă¿š ĺŋőčďă ŕřĺśőěďĺŋěŋŋżň śőąśšćěŋŋżň ćěłšőřőň ŕěřćőčő ŕőř£ďłă. İšő ğŋăůĺš, ůšő Ae_2 ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋő e_2 ś šőůŋőśšĳ¿ ďő śőąśšćěŋŋőčő ćěłšőřă, łăł ¡šő ćĺďŋő ĺğ řăćěŋśšćă

Ae_2 = λ_1e_2 + e_1.

Ăŋăńőčĺůŋő e_3, e_4, . . . ŋăğżćă¿š ŕřĺśőěďĺŋěŋŋżňĺ ćěłšőřăňĺ ćšőřőčő, šřěšĳěčő ĺ š. ď. ŕőř£ďłőć.

Łăęďżľ ĺğ ŋĺţ £ćń£ěšś£ Àłăł ąż śőąśšćěŋŋżňÁ, š. ě. śőąśšćěŋŋżň ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕřĺśőěďĺŋěŋŋőčő ćěłšőřă ŋĺğÿěčő ŕőř£ďłă

Ae_k = λ_1e_k + e_{k−1}.

Šăłĺň őąřăğőň, ąăğĺś łăęďőčő ĺŋćăřĺăŋšŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă śőśšőĺš ĺğ őďŋőčő śőąśšćěŋŋőčő ćěłšőřă ĺ šăłőčő ęě łőńĺůěśšćă ŕřĺśőěďĺŋěŋŋżţ, łőšőřőě ŋşęŋő ďőąăćĺšĳ, ůšőąż ŕőńşůĺšĳ ąăğĺś ďăŋŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă.

Ŕőłăęěň, ůšő ć łăęďőň ĺğ ¡šĺţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ĺňěěšś£, ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ňŋőęĺšěń£, ńĺÿĳ őďĺŋ śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, řăśśňőšřĺň, ŋăŕřĺňěř, ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ŕőřőęďěŋŋőě ćěłšőřăňĺ e1, e2, . . . , ep. Ďőŕşśšĺň, ůšő ŋěłőšőřżľ ćěłšőř ĺğ ¡šőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, š. ě. ŋěłőšőřă£ ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ ćĺďă c1e1 + c2e2 + . . . + cpep, čďě ŋě ćśě ck řăćŋż ŋşń¿, £ćń£ěšś£ śőąśšćěŋŋżň ćěłšőřőň, š. ě. A(c1e1 + c2e2 + . . . + cpep) = λ(c1e1 + c2e2 + . . . + cpep).

Ŕőďśšăćń££ ćňěśšő ńěćőľ ůăśšĺ ěě ćżřăęěŋĺě ŕő ťőřňşńăň (2), ŕőńşůăěň řăćěŋśšćő c1λ1e1 + c2(e1 + λ1e2) + . . . + cp(ep−1 + λ1ep) = = λc1e1 + λc2e2 + . . . + λcpep. Őšś¿ďă, ŕřĺřăćŋĺćă£ łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ łăęďőň ĺğ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć, ĺňěěň śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ ďń£ ŋăţőęďěŋĺ£ ćěńĺůĺŋ λ, c1, c2, . . . , cp: c1λ1 + c2 = λc1, c2λ1 + c3 = λc2, . . . . . . . . . . . cp−1λ1 + cp = λcp−1, cpλ1 = λcp. Ŕőłăęěň ŕřěęďě ćśěčő, ůšő λ = λ1. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ ąż λ ≠ λ1, šő ĺğ ŕőśńěďŋěčő řăćěŋśšćă ňż ĺňěńĺ ąż cp = 0 ĺ ğăšěň ĺğ őśšăńĳŋżţ řăćěŋśšć cp−1 = cp−2 = c2 = c1 = 0. Ĺšăł, λ = λ1; šőčďă ĺğ ŕěřćőčő şřăćŋěŋĺ£ ĺňěěň c2 = 0, ĺğ ćšőřőčő c3 = 0 ĺ š. ď. ďő cp = 0. Ğŋăůĺš, śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř řăćěŋ c1e1 ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ňŋőęĺšěń£ śőćŕăďăěš ś ŕěřćżň ćěłšőřőň śőőšćěšśšćş¿źěľ čřşŕŕż.

Ćżŕĺÿěň ňăšřĺűş ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ (2). Šăł łăł ćěłšőřż łăęďőľ čřşŕŕż ŕřěőąřăğş¿šś£ ć ńĺŋěľŋżě łőňąĺŋăűĺĺ ćěłšőřőć šőľ ęě čřşŕŕż, šő ć ŕěřćżţ p śšőńąűăţ ňăšřĺűż ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ňőčşš ążšĳ őšńĺůŋż őš ŋşń£ ńĺÿĳ ¡ńěňěŋšż ŕěřćżţ p śšřőł, ć śńěďş¿źĺţ q śšőńąűăţ ňőčşš ążšĳ őšńĺůŋż őš ŋşń£ ńĺÿĳ ¡ńěňěŋšż, śšő£źĺě ć śšřőłăţ ś šěňĺ ęě ŋőňěřăňĺ, ůšő ĺ ş ¡šĺţ śšőńąűőć, ĺ š. ď. Šăłĺň őąřăğőň, ć ďăŋŋőň ąăğĺśě ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ąşďěš śőśšő£šĳ ĺğ k łńěšőł, řăśŕőńőęěŋŋżţ ŕő čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĺ, ă ćśě ¡ńěňěŋšż, ŋě ŕřĺŋăďńěęăźĺě ŋĺ őďŋőľ ĺğ ¡šĺţ łńěšőł, ąşďşš řăćŋż ŋşń¿.

Ďń£ šőčő ůšőąż ŕőŋ£šĳ, ůšő śšőĺš ć łăęďőľ łńěšłě ňăšřĺűż ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A, ďőśšăšőůŋő ěźě řăğ ŋăŕĺśăšĳ, łăł ŕřěőąřăğş¿šś£ ćěłšőřż őďŋőľ čřşŕŕż. Ňż ĺňěěň:

Ae_1 = λ_1e_1, Ae_2 = e_1 + λ_1e_2, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ae_{p−1} = e_{p−2} + λ_1e_{p−1}, Ae_p = e_{p−1} + λ_1e_p.

Ćśŕőňĺŋă£, łăł śšřőĺšś£ ňăšřĺűă, őšćěůă¿źă£ ďăŋŋőňş ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ ąăğĺśă, ŕőńşůăěň, ůšő łńěšłă ňăšřĺűż, śőőšćěšśšćş¿źă£ ďăŋŋőľ čřşŕŕě ćěłšőřőć, ĺňěěš ćĺď

A_1 = λ_1 1 0 . . . 0 0 0 λ_1 1 . . . 0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 0 . . . λ_1 1 0 0 0 . . . 0 λ_1

. (3)

Ćś£ ęě ňăšřĺűă őłăğżćăěšś£ śőśšăćńěŋŋőľ ĺğ šăłĺţ łńěšőł ŕőř£ďłőć p, q, . . . , s śőőšćěšśšćěŋŋő, š. ě. ĺňěěš ćĺď

λ_1 1 0 . . . 0 0 λ_1 1 . . . 0 . . . . . . . . . . . . . 0 0 0 . . . λ_1 λ_2 1 0 . . . 0 0 λ_2 1 . . . 0 . . . . . . . . . . . . . 0 0 0 . . . λ_2 ... λk 1 0 . . . 0 0 λk 1 . . . 0 . . . . . . . . . . . . . 0 0 0 . . . λk

, (4)

čďě ćśě ¡ńěňěŋšż ćŋě łńěšőł | ŋşńĺ.

Ğăňěšĺň šăłęě, ůšő ŋě ćśě λ_i őą£ğăŋż ążšĳ řăğńĺůŋżňĺ.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ŋăľšĺ ćśě ĺŋćăřĺăŋšŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ś ňăšřĺűěľ (3).

Ţőš£ ŕřĺćěďěŋŋă£ ğďěśĳ ŋőřňăńĳŋă£ ťőřňă ćżčń£ďĺš śńőęŋěě, ůěň, ŋăŕřĺňěř, ďĺăčőŋăńĳŋă£ ňăšřĺűă, őďŋăłő ĺ ś ŋěľ ňőęŋő ďőśšăšőůŋő ŕřőśšő ŕřőĺğćőďĺšĳ ăńčěąřăĺůěśłĺě őŕěřăűĺĺ. Ňż ŕőłăęěň, ŋăŕřĺňěř, łăł ćżůĺśńĺšĳ ňŋőčőůńěŋ őš ňăšřĺűż (4). Ňăšřĺűă (4) ĺňěěš ćĺď

A = A1 A2 ... Ak , čďě Ai | őšďěńĳŋżě łńěšłĺ, ă ćśě ŋěćżŕĺśăŋŋżě ¡ńěňěŋšż | ŋşńĺ. Šőčďă

A^2 =

A^2_1 A^2 ... A^2_k , . . . , A^m = A^m_1 A^m_2 ... A^m_k , š. ě. ďń£ šőčő, ůšőąż ćőğćěśšĺ ć ŋěłőšőřş¿ śšěŕěŋĳ ňăšřĺűş A, ďőśšăšőůŋő şňěšĳ ćőğćěśšĺ ć ¡šş śšěŕěŋĳ łăęďş¿ ĺğ łńěšőł. Ŕşśšĳ šěŕěřĳ P (t) = a0 + a1t + . . . + amt^m | ŕřőĺğćőńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ. Šőčďă ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő

P (A) = P (A1) P (A2) ... P (Ak) . Ŕőłăęěň šěŕěřĳ, łăł ćżůĺśńĺšĳ P (A1), š. ě. ňŋőčőůńěŋ őš őďŋőľ łńěšłĺ ŋőřňăńĳŋőľ ťőřňż ňăšřĺűż (3). Ďń£ ¡šőčő ğăŕĺÿěň ňăšřĺűş (3) ć ćĺďě A1 = λ1E + I, čďě E | ěďĺŋĺůŋă£ ňăšřĺűă ŕőř£ďłă p, ă ňăšřĺűă I ĺňěěš ćĺď

I = 0 1 0 . . . 0 0 0 0 1 . . . 0 0 . . . . . . . . . . . . . 0 0 0 . . . 0 1 0 0 0 . . . 0 0 .

Ğăňěšĺň, ůšő ňăšřĺűż I^2, I^3, . . . , I^{p−1} ĺňě¿š śńěďş¿źĺľ ćĺď^∗):

I^2 =

0 0 1 . . . . 0 0 0 0 1 . . . 0 . . . . . . . . . . . . . 0 0 0 . . . . 0 0 0 0 . . . . 0 , . . . , I^{p−1} = 0 0 0 . . . 0 1 0 0 0 . . . 0 0 . . . . . . . . . . . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0 , ă I^p = I^{p+1} = . . . = 0.

Šěŕěřĳ ŋěšřşďŋő ćżůĺśńĺšĳ ŕřőĺğćőńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ őš ňăšřĺűż (3). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ňŋőčőůńěŋ P (t) ňőęŋő ŕő ťőřňşńě Šěľńőřă ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě

P (t) = P (λ1) + (t − λ1)P^′(λ1) + (t − λ1)2 2! P ′′(λ1) + . . . . . . + (t − λ1)^n n! P (n)(λ1), čďě n | śšěŕěŋĳ ňŋőčőůńěŋă. Ŕőďśšăćń££ ćňěśšő t ňăšřĺűş A1, ĺňěěň:

P (A1) = P (λ1)E + (A1 − λ1E)P^′(λ1) +

(A1 − λ1E)^2

2! P ′′(λ1) + . . . . . . + (A1 − λ1E)^n n! P (n)(λ1). Ŋő A1 − λ1E = I, śńěďőćăšěńĳŋő,

P (A1) = P (λ1)E + P^′(λ1)I + P^{′′}(λ1) 2! I

2 + . . . + P^{(n)(}λ^{1)}n_! I^n.

Ŕőďśšăćń££ ćňěśšő I, I^2, . . . , I^{p−1} ĺţ ćżřăęěŋĺ£ ĺ şůĺšżćă£, ůšő I^p = I^{p+1} = . . . = 0, ŕőńşůăěň őłőŋůăšěńĳŋżľ ćĺď ňăšřĺűż P (A1):

P (A1) =

P (λ1) P^′(λ^1)1! P^{′′}(λ^1)2! . . . P^{(p−1)}(λ^1)(p − 1)!

0 P (λ1) P^{′(}λ^{1)}_{1!} . . . P^{(p−2)(}λ^{1)}_(p −_{2)!} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 0 . . . P (λ1) .

∗) Ŕřőźě ćśěčő ¡šő śőśůĺšăšĳ šăł. Ňż ĺňěěň Ie1 = 0, Ie2 = e1, . . . , Iep = ep−1. Śńěďőćăšěńĳŋő, I^2e1 = 0, I^2e2 = 0, I^2e3 = e1, . . . , I^2ep = ep−2. Ăŋăńőčĺůŋő, I^3e1 = I^3e2 = I^3e3 = 0, I^3e4 = e1, . . . , I^3ep = ep−3.

Ňż ćĺďĺň, šăłĺň őąřăğőň, ůšő, ďń£ šőčő ůšőąż ćżůĺśńĺšĳ ňŋőčőůńěŋ őš őďŋőľ łńěšłĺ ŋőřňăńĳŋőľ ťőřňż ŕőř£ďłă p, ďőśšăšőůŋő ğŋăšĳ ğŋăůěŋĺě ¡šőčő ňŋőčőůńěŋă ĺ ěčő ŕřőĺğćőďŋżţ ďő ŕőř£ďłă p − 1 ć šőůłě λ1, čďě λ1 | śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě, őšćěůă¿źěě łńěšłě. Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő ěśńĺ ňăšřĺűă A ĺňěěš ŋőřňăńĳŋş¿ ťőřňş (4) ś łńěšłăňĺ ŕőř£ďłőć p, q, . . . , s, šő ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ ňăšřĺűż P (A1) ďőśšăšőůŋő ğŋăšĳ ğŋăůěŋĺ£ P (t) ć šőůłăţ t = λ1, λ2, . . . , λk ś ŕřőĺğćőďŋżňĺ ďő ŕőř£ďłőć p − 1, q − 1, . . . , s − 1 śőőšćěšśšćěŋŋő.

Ňż ďőłăęěň śńěďş¿źş¿ šěőřěňş.

Š ě ő ř ě ň ă. Ŕşśšĳ ć łőňŕńěłśŋőň n-ňěřŋőň ŕřő-

śšřăŋśšćě ğăďăŋő ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A. Šőčďă ňőęŋő ŋăľšĺ ąăğĺś, ć łőšőřőň ňăšřĺűă ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ĺňěěš ŋőřňăńĳŋş¿ ťőřňş. Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ňőęŋő ŋăľšĺ ąăğĺś, ć łőšőřőň ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ĺňěěš ćĺď (2).

Ďćă ŋěğăćĺśĺňżţ ďőłăğăšěńĳśšćă śťőřňşńĺřőćăŋŋőľ šěőřěňż ąşďşš ďăŋż ć § 19 ĺ 20. Łřőňě šőčő, ćăęŋă£ šěőřĺ£ ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ňŋőęĺšěńěľ ĺ λ-ňăšřĺű ďăěš ŋăň šřěšĳě ŋěğăćĺśĺňőě ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőčő řěğşńĳšăšă.

x 19. Ŕřĺćěďěŋĺě ŕřőĺğćőńĳŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£

ł ŋőřňăńĳŋőľ ťőřňě

Ňż şęě şŕőňĺŋăńĺ ć § 18, ůšő ć śńşůăě, łőčďă ş ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ŋě ţćăšăěš ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć (š. ě. łőčďă ĺţ ůĺśńő ňěŋĳÿě řăğňěřŋőśšĺ ŕřőśšřăŋśšćă), ąăğĺś ŕřĺţőďĺšś£ ďőŕőńŋ£šĳ ğă śůěš šăł ŋăğżćăěňżţ ŕřĺśőěďĺŋěŋŋżţ ćěłšőřőć (ĺţ šőůŋőě őŕřěďěńěŋĺě ąşďěš ďăŋő ůşšĳ ŕőğęě). Ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ďăěšś£ śŕőśőą ŕőśšřőěŋĺ£ ąăğĺśă, ć łőšőřőň ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ĺňěěš ęőřďăŋőćş ŋőřňăńĳŋş¿ ťőřňş. İšőš ąăğĺś ňż ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ŋăąěřěň ĺğ śőąśšćěŋŋżţ ĺ ŕřĺśőěďĺŋěŋŋżţ ćěłšőřőć, ĺ šăłőľ śŕőśőą ćżąőřă £ćń£ěšś£, ć ŋěłőšőřőň śňżśńě, ŋăĺąőńěě ěśšěśšćěŋŋżň^∗).

Ŕěřěď ¡šĺň ŕăřăčřăťőň ňż řěłőňěŋďşěň ůĺšăšěń¿ ŕěřěůĺšăšĳ ŕ. 4 § 9 ĺ řăğőąřăšĳ ŕřĺćěďěŋŋżě šăň ŕřĺňěřż.

1. Śőąśšćěŋŋżě ĺ ŕřĺśőěďĺŋěŋŋżě ćěłšőřż ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£. Ŕşśšĳ λ_0 | ŋěłőšőřőě śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A. Ňż şęě ĺňěńĺ řăŋĳÿě šăłőě őŕřěďěńěŋĺě.

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 1. Ćěłšőř x ≠ 0 ŋăğżćăěšś£

śőąśšćěŋŋżň ćěłšőřőň ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A, őšćěůă¿- źĺň śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ0, ěśńĺ

Ax = λ_0x, š. ě. (A − λ_0E)x = 0. (1)

Řăśśňőšřĺň śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ ćěłšőřőć, şďőćńěšćőř£¿źĺţ şśńőćĺ¿ (1) ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋőň λ_0. §śŋő, ůšő śőćőłşŕŋőśšĳ ¡šĺţ ćěłšőřőć £ćń£ěšś£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň ŕřőśšřăŋśšćă R.

Ňż őąőğŋăůĺň ěčő N^{(1)}_{λ0} . Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő N^{(1)}_{λ0} ĺŋćăřĺăŋšŋő őšŋőśĺšěńĳŋő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A (ŕřőćěřĳšě!).

Ğăňěšĺň, ůšő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő N^{(1)}_{λ0} śőśšőĺš ĺğ ćśěţ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A, őšćěůă¿źĺţ śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ_0, ł łőšőřżň ďőąăćńěŋ ěźě ŋş-

ńěćőľ ćěłšőř.

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 2. Ćěłšőř x ŋăğżćăěšś£ ŕřĺśő-

ěďĺŋěŋŋżň ćěłšőřőň 1-čő ŕőř£ďłă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A, őšćěůă¿źĺň śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ0, ěśńĺ ćěłšőř y = (A − λ_0E)x £ćń£ěšś£ śőąśšćěŋŋżň ćěłšőřőň ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A.

Ŕşśšĳ λ_0 | śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A.

∗) Śň. šăłęě Ĺ. Ć. Ŕ ř ő ś ł ş ř £ ł ő ć, Śąőřŋĺł ğăďăů ŕő ńĺŋěľŋőľ ăńčěąřě, čďě ĺňěěšś£ ăŋăńőčĺůŋőě ďőłăğăšěńĳśšćő.

Řăśśňőšřĺň ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, śőśšő£źěě ĺğ ćśěţ ćěłšőřőć x, ďń£ łőšőřżţ ćżŕőńŋěŋő şśńőćĺě

(A − λ_0E)^2x = 0, (2)

š. ě. £ďřő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ (A − λ_0E)^2. Őąőğŋăůĺň ¡šő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő N^{(2)}_{λ0} ; N^{(2)}_{λ0} £ćń£ěšś£ ĺŋćăřĺăŋšŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň ŕřőśšřăŋśšćă R. Ć śăňőň ďěńě, ŕşśšĳ, x ∈ N^{(2)}_{λ0} , š. ě. (A − λ_0E)^2x = 0. Ŋăň ŋăďő ďőłăğăšĳ, ůšő ĺ ćěłšőř Ax ∈ N^{(2)}_{λ0} , š. ě. ůšő (A−λ_0E)^2Ax = 0. Ŋő ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ŕěřěśšăŋőćőůŋő ś (A − λ_0E)^2, š. ě.

(A − λ_0E)^2Ax = A(A − λ_0E)^2x = 0.

Řăśśňőšřĺň ŋěśłőńĳłő ąőńěě ŕőďřőąŋő śšřşłšşřş ŕřőśšřăŋśšćă N^{(2)}_{λ0} . Ć ŋěň ěśšĳ ćěłšőřż ďćşţ šĺŕőć.

Ěśńĺ x ∈ N^{(1)}_{λ0} , š. ě. (A − λ_0E)x = 0, šő ŕőďăćŋő ĺ (A − λ_0E)^2x = 0, š. ě. x ∈ N^{(2)}_{λ0} . Šăłĺň őąřăğőň, N^{(1)}_{λ0} űěńĺłőň śőďěřęĺšś£ ć N^{(2)}_{λ0} . Ěśńĺ x ∈ N^{(2)}_{λ0} , ŋő x /∈ N^{(1)}_{λ0} , š. ě. (A − λ_0E)x ≠ 0, (A − λ_0E)^2x = 0,

šő x | ŕřĺśőěďĺŋěŋŋżľ ćěłšőř 1-čő ŕőř£ďłă. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ć ¡šőň śńşůăě y = (A − λ_0E)x ěśšĳ śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř.

Šăłĺň őąřăğőň, ŕőďŕřőśšřăŋśšćő N^{(2)}_{λ0} ŕőńşůăěšś£, ěśńĺ ł ŕőďŕřőśšřăŋśšćş N^{(1)}_{λ0} ďőąăćĺšĳ ŕřĺśőěďĺŋěŋŋżě ćěłšőřż 1-čő ŕőř£ďłă.

Ăŋăńőčĺůŋő ććőďĺň ŕőďŕřőśšřăŋśšćő N^{(k)}_{λ0} , śőśšő£- źěě ĺğ ćśěţ ćěłšőřőć x, ďń£ łőšőřżţ

(A − λ_0E)^kx = 0. (3)

İšő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ĺŋćăřĺăŋšŋő őšŋőśĺšěńĳŋő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A. §śŋő, ůšő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő N^{(k)}_{λ0} śőďěřęĺš ŕřěďżďşźěě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő N^{(k−1)}_{λ0} .

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 3. Ćěłšőř x ŋăğżćăěšś£ ŕřĺśő-

ěďĺŋěŋŋżň ćěłšőřőň k-čő ŕőř£ďłă, ěśńĺ ćěłšőř y = (A − λ_0E)x ěśšĳ ŕřĺśőěďĺŋěŋŋżľ ćěłšőř ŕőř£ďłă k − 1.

Ŕő ĺŋďşłűĺĺ ňőęŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ x | ŕřĺśőěďĺŋěŋŋżľ ćěłšőř k-čő ŕőř£ďłă, šő (A − λ_0E)^kx ≠ 0, (A − λ_0E)^{k+1}x = 0.

Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ŕřĺśőěďĺŋěŋŋżň ćěłšőřőň k-čő ŕőř£ďłă ŋăğżćăěšś£ ćěłšőř, ŕřĺŋăďńěęăźĺľ N^{(k+1)}_{λ0} ĺ ŋě ŕřĺŋăďńěęăźĺľ N^{(k)}_{λ0} .

Ŕ ř ĺ ň ě ř. Ŕşśšĳ R | ŕřőśšřăŋśšćő ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ 6 n − 1 ĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺě A | ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺě: AP (t) = ddt P (t). Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő λ = 0 ěśšĳ śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě. Śőőšćěšśšćş¿źĺľ ěňş śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř P (t) = const. Ŋăľďěň ďń£ ¡šőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ŕřőśšřăŋśšćă N^{(k)}_0 . Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ N^{(k)}_0 śőśšőĺš ĺğ ćśěţ ňŋőčőůńěŋőć P (t), ďń£ łőšőřżţ A^kP (t) = 0, š. ě. dk dtk P (t) = 0.

İšő ąşďşš ćśě ňŋőčőůńěŋż, śšěŕěŋĳ łőšőřżţ ŋě ŕřěćżÿăěš k − 1. Ŕřĺśőěďĺŋěŋŋżňĺ ćěłšőřăňĺ k-čő ŕőř£ďłă ąşďşš ňŋőčőůńěŋż, śšěŕěŋĳ łőšőřżţ ć šőůŋőśšĺ řăćŋă k − 1.

Ć ¡šőň ŕřĺňěřě řăğňěřŋőśšĳ łăęďőčő ĺğ ŕőďŕřőśšřăŋśšć řăćŋă N^{(k)}_0 ĺ őŋă řăśšěš őš 1 ďő n ćňěśšě ś řőśšőň k. Ŕőďŕřőśšřăŋśšćő N^{(n)}_0 şęě śőćŕăďăěš śő ćśěň ŕřőśšřăŋśšćőň R, ĺ ěśńĺ ňż ğăţőšĺň őŕřěďěńĺšĳ N^{(n+1)}

0 , N^{(n+2)}_0 ĺ š. ď., šő ćśě ¡šĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ąşďşš śőćŕăďăšĳ ś N^{(n)}_0 .

Ńěčłő ćĺďěšĳ šăłęě, ůšő ć ¡šőň ŕřĺňěřě AN^{(k+1)}_0 = = N^{(k)}_0 . İšő śńěďşěš ĺğ šőčő, ůšő łăęďżľ ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ k ěśšĳ ŕřőĺğćőďŋă£ őš ňŋőčőůńěŋă śšěŕěŋĺ k + 1.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ŕőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ĺňěěš ňěśšő ćłń¿ůěŋĺě (A − λ0E)N^{(k+1)}_{λ0} ⊂ N^{(k)}_{λ0} .

Ŕşśšĳ A | ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, ă λ_0 | ěčő śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě. Ŕőłăęěň, ůšő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă N^{(1)}_{λ0} , N^{(2)}_{λ0} , . . . śŋăůăńă śšřőčő ćőğřăśšă¿š ś řőśšőň ĺŋďěłśă, ă ğăšěň, ŋăůĺŋă£ ś ŋěłőšőřőčő ŋőňěřă p 6 n, ¡šőš řőśš ŕřěłřăźăěšś£, š. ě. N^{(p)}_{λ0} = N^{(p+1)}_{λ0} = . . .

(śň. ŕřĺćěďěŋŋżľ ć ¡šőň ŕşŋłšě ŕřĺňěř).

Ňż şęě ŕőłăğăńĺ, ůšő łăęďőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő N^{(k)}_{λ0} śőďěřęĺš N^{(k−1)}_{λ0} , š. ě. ůšő ś şćěńĺůěŋĺěň ŋőňěřă ŕőďŕřőśšřăŋśšćă N^{(k)}_{λ0} , ă ğŋăůĺš, ĺ ĺţ řăğňěřŋőśšĺ, ňőčşš šőńĳłő şćěńĺůĺćăšĳś£.

Šăł łăł ŋăÿě ŕřőśšřăŋśšćő łőŋěůŋőňěřŋő, šő ďń£ łăłőčő-šő p 6 n ňż ćŕěřćżě ŕőńşůĺň, ůšő N^{(p)}_{λ0} = N^{(p+1)}_{λ0} (śň. şŕřăęŋěŋĺě ŋă śšř. 25).

Ďőłăęěň, ůšő ć ¡šőň śńşůăě N^{(p+1)}_{λ0} = N^{(p+2)}_{λ0} = . . . , š. ě. ůšő ďăńĳŋěľÿěčő ćőğřăśšăŋĺ£ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ŕřőĺśţőďĺšĳ ŋě ąşďěš.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕřěďŕőńőęĺň ŕřőšĺćŋőě, ă ĺňěŋŋő, ůšő N^{(p+1)}_{λ0} = N^{(p)}_{λ0} , ŋő ďń£ ŋěłőšőřőčő i > 0 ŕőďŕřőśšřăŋśšćő N^{(p+i+1)}_{λ0} śšřőčő ąőńĳÿě, ůěň N^{(p+i)}_{λ0} . Šőčďă śşźěśšćşěš ćěłšőř x šăłőľ, ůšő x ∈ N^{(p+i+1)} λ0 , x /∈ N^{(p+i)}_{λ0} . İšő ğŋăůĺš, ůšő

(A − λ_0E)^{p+i+1}x = 0, ŋő (A − λ_0E)^{p+1}x ≠ 0. (4) Őąőğŋăůĺň ůěřěğ y ćěłšőř y = (A−λ_0E)^ix. Šőčďă ŕěřćőě ĺğ řăćěŋśšć (4) őğŋăůăěš, ůšő y ∈ N^{(p+1)}_{λ0} , ă ćšőřőě, ůšő y /∈ N^{(p)}_{λ0} , ůšő ŋěćőğňőęŋő, šăł łăł ŕőďŕřőśšřăŋśšćă N^{(p+1)} λ0 ĺ N^{(p)}_{λ0} ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ śőćŕăďă¿š. Ĺšăł, ŕşśšĳ λ_0 | ŋěłőšőřőě śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A. Őśŋőćŋżň řěğşńĳšăšőň ¡šőčő ŕşŋłšă £ćń£ěšś£ ŕőśšřőěŋĺě ĺŋćăřĺăŋšŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă N^{(p)}_{λ0} , śőśšő£źěčő ĺğ ćśěţ śőąśšćěŋŋżţ ĺ ŕřĺśőěďĺŋěŋŋżţ ćěłšőřőć, őšćěůă¿źĺţ ¡šőňş śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿.

Łřőňě šőčő, ć ŕ. 3 ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ ąőńěě ďěšăńĳŋă£ śšřşłšşřă N^{(p)}_{λ0} . Ă ĺňěŋŋő, őąőğŋăůă£ ůěřěğ N^{(k)}_{λ0} ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, śőśšő£źěě ĺğ ŕřĺśőěďĺŋěŋŋżţ ćěłšőřőć ŕőř£ďłă 6 k − 1, ňż ŕőńşůĺńĺ ćőğřăśšă¿źş¿ űěŕőůłş ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć 0 ⊂ N^{(1)}_{λ0} ⊂ N^{(2)}_{λ0} ⊂ . . . ⊂ N^{(p)}_{λ0} . (5) Ćśě ůńěŋż ¡šőľ űěŕőůłĺ řăğńĺůŋż. Ŕőďŕřőśšřăŋśšćő N^{(k)}_{λ0} śőśšőĺš ŕřĺ ¡šőň ĺğ ćśěţ ćěłšőřőć x, ďń£ łőšőřżţ

(A − λ_0E)^kx = 0, š. ě. ¡šő ěśšĳ £ďřő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ (A − λ_0E)^k.

Ŕřěőąřăğőćăŋĺě A − λ_0E ŕěřěćőďĺš łăęďőě ĺğ ŕőďŕřőśšřăŋśšć űěŕőůłĺ (5) ć ŕřěďÿěśšćş¿źěě.

2. Ćżďěńěŋĺě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, ć łőšőřőň ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ĺňěěš šőńĳłő őďŋő śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě. Ŕşśšĳ λ_1 | ŋěłőšőřőě śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A. Ć ¡šőň ŕşŋłšě ňż ŕőłăęěň, ůšő ŕřőśšřăŋśšćő R ňőęŋő řăğńőęĺšĳ ć ŕř£ňş¿ śşňňş ďćşţ ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć, ć ŕěřćőň ĺğ łőšőřżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ĺňěěš ńĺÿĳ őďŋő śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě λ_1, ă ćő ćšőřőň ş ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A şęě ŋěš śőąśšćěŋŋőčő ğŋăůěŋĺ£ λ_1.

Ŋě őčřăŋĺůĺćă£ őąźŋőśšĺ, ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő λ_1 = 0.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ λ_1 ≠ 0. Řăśśňőšřĺň ŕřěőąřăğőćăŋĺě B = A−λ_1E; őŋő şęě ĺňěěš śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě, řăćŋőě ŋşń¿^∗). Őůěćĺďŋő šăłęě, ůšő ĺŋćăřĺăŋšŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ŕřěőąřăğőćăŋĺľ A ĺ B śőćŕăďă- ¿š. Ĺšăł, ćŕřěďĳ ňż ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő ŕřěőąřăğőćăŋĺě ĺňěěš śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě λ = 0. Ďőłăęěň ŋăÿě şšćěřęďěŋĺě śŋăůăńă ďń£ ůăśšŋőčő śńşůă£, łőčďă ć

ŕřőśšřăŋśšćě ŋěš ŕřĺśőěďĺŋěŋŋżţ ćěłšőřőć, őšćěůă- ¿źĺţ ¡šőňş śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿, ă ěśšĳ šőńĳłő śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż^{∗∗}).

Ŋăň ŋşęŋő ŕőśšřőĺšĳ ďćă ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, ŕř£ňă£ śşňňă łőšőřżţ řăćŋă R. Ć łăůěśšćě ŕěřćőčő ĺğ ŋĺţ, ć łőšőřőň λ = 0 ěśšĳ ěďĺŋśšćěŋŋőě śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě, ňőęŋő ćğ£šĳ śőćőłşŕŋőśšĳ N_0 ćśěţ

∗) Ć śăňőň ďěńě, ěśńĺ λ1 | śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A, š. ě. Af = λ1f (f ≠ 0), šő Bf = (A − λ1E)f = 0, š. ě. f | śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř B, őšćěůă¿źĺľ śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ = 0._{∗∗}

) Ţőš£ ŕőšőň ŋăÿě şšćěřęďěŋĺě ąşďěš ŋěğăćĺśĺňő ďőłăğăŋő ďń£ őąźěčő śńşůă£, řăśśňőšřěŋĺě ¡šőčő ůăśšŋőčő śńşůă£ ŕőńěğŋő, šăł łăł, ćő-ŕěřćżţ, ŋă ŋěň ąőńěě ćżŕşłńő ćĺďŋă őśŋőćŋă£ ĺďě£ ďőłăğăšěńĳśšćă ĺ, ćő-ćšőřżţ, śšăŋőćĺšś£ őůěćĺďŋőľ ŋěőąţőďĺňőśšĳ ććěďěŋĺ£ ŕőďŕřőśšřăŋśšć, őšńĺůŋżţ őš ććěďěŋŋżţ ğďěśĳ N0 ĺ M.

śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć, őšćěůă¿źĺţ śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ = 0 ĺńĺ, ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, £ďřő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A.

Ć łăůěśšćě ćšőřőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ćőğĳňěň őąřăğ M ŕřőśšřăŋśšćă R ŕřĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺĺ A, š. ě. śőćőłşŕŋőśšĳ ćěłšőřőć y = Ax, čďě x ŕřőąěčăěš ćśě ŕřőśšřăŋśšćő R. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő łăęďőě ĺğ ¡šĺţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ĺŋćăřĺăŋšŋő (¡šő ďőłăğăŋő ć ŕ. 4 § 9).

Ďőłăęěň, ůšő őŋĺ ďă¿š řăğńőęěŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă ć ŕř£ňş¿ śşňňş. Šăł łăł śşňňă řăğňěřŋőśšěľ £ďřă ĺ őąřăğă ďń£ ń¿ąőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A řăćŋă n (śň. ŕ. 4 § 9), šő ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ŕěřěśěůěŋĺě ¡šĺţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć řăćŋő ŋşń¿.

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ¡šő ŋě šăł, š. ě. ŕşśšĳ śşźěśšćşěš ćěłšőř y ≠ 0 šăłőľ, ůšő y ∈ M ĺ y ∈ N_0. Šăł łăł y ∈ M, šő őŋ ĺňěěš ćĺď y = Ax, (6) čďě x | ŋěłőšőřżľ ćěłšőř ĺğ R. Šăł łăł y ∈ N_0, šő

Ay = 0, čďě y ≠ 0. (7)

Řăćěŋśšćő (7) őğŋăůăěš, ůšő y ěśšĳ śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A, őšćěůă¿źĺľ śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ = 0, ă řăćěŋśšćő (6) ŕřĺ ¡šőň őğŋăůăěš, ůšő x ěśšĳ ŕřĺśőěďĺŋěŋŋżľ ćěłšőř ŕěřćőčő ŕőř£ďłă, őšćěůă- ¿źĺľ šőňş ęě śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿. Ňż ęě ŕřěďŕőńőęĺńĺ, ůšő ş ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ŋěš ŕřĺśőěďĺŋěŋŋżţ ćěłšőřőć, őšćěůă¿źĺţ śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ = 0.

Šăłĺň őąřăğőň, ďőłăğăŋő, ůšő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă M ĺ N_0 ŋě ĺňě¿š őąźĺţ ćěłšőřőć, łřőňě ŋşńěćőčő.

Ćśŕőňĺŋă£, ůšő śşňňă řăğňěřŋőśšěľ őąřăğă ĺ £ďřă řăćŋă n, ňż ŕőńşůăěň őšś¿ďă, ůšő ŕřőśšřăŋśšćő R řăğńőęĺňő ć ŕř£ňş¿ śşňňş ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć M ĺ N_0: R = M ⊕ N_0.

Ğ ă ň ě ů ă ŋ ĺ ě. Ĺğ ŕřĺćěďěŋŋőčő ćżÿě ďőłăğăšěńĳśšćă ćĺďŋő, ůšő őąřăğ ĺ £ďřő ĺňě¿š ŕěřěśěůěŋĺě, őšńĺůŋőě őš ŋşń£ ć šőň ĺ šőńĳłő šőň śńşůăě, łőčďă ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ĺňěěš ŕřĺśőěďĺŋěŋŋżě ćěłšőřż, őšćěůă¿źĺě śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ = 0.

Řăğőąřăŋŋżľ ůăśšŋżľ śńşůăľ ďăěš ŋăň ĺďě¿ šőčő, łăł ŕřőćőďĺšĳ ďőłăğăšěńĳśšćő ć őąźěň śńşůăě, łőčďă A ĺňěěš šăłęě ĺ ŕřĺśőěďĺŋěŋŋżě ćěłšőřż, őšćěůă¿źĺě śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ = 0. Ŕőďŕřőśšřăŋśšćő N_0 ŕřĺ ¡šőň őłăğżćăěšś£ śńĺÿłőň şğłĺň, ĺ ěčő ěśšěśšćěŋŋő řăśÿĺřĺšĳ ğă śůěš ďőąăćńěŋĺ£ ćśěţ ŕřĺśőěďĺŋěŋŋżţ ćěłšőřőć, őšćěůă¿źĺţ śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ = 0. Ćšőřőě ęě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő M őłăğżćăěšś£ ŕřĺ ¡šőň śńĺÿłőň ąőńĳÿĺň^∗).

Ĺšăł, řăśśňőšřĺň ććěďěŋŋőě ć ŕ. 1 ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő N^{(p)}_0 , śőśšő£źěě ĺğ ćśěţ śőąśšćěŋŋżţ ĺ ŕřĺśőěďĺŋěŋŋżţ ćěłšőřőć ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A, őšćěůă- ¿źĺţ śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ = 0. Łăł ňż ŕőňŋĺň, őŋő £ćń£ěšś£ £ďřőň ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A^p, š. ě. śőśšőĺš ĺğ ćśěţ ćěłšőřőć x, ďń£ łőšőřżţ A^px = 0. Ć łăůěśšćě ćšőřőčő śńăčăěňőčő ŕř£ňőľ śşňňż ňż ćőğĳňěň ŕőďŕřőśšřăŋśšćő M^{(p)} | őąřăğ ŕřőśšřăŋśšćă R ŕřĺ šőň ęě ŕřěőąřăğőćăŋĺĺ A^p.

Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő M^{(p)} šăłęě ĺŋćăřĺăŋšŋő őšŋőśĺšěńĳŋő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ y ∈ ∈ M^{(p)}, š. ě. y = A^px, šő Ay = A^{p+1}x = A^p(Ax), š. ě. Ay šăłęě ŕřĺŋăďńěęĺš M^{(p)}.

∗) Ůšő M Àśńĺÿłőň ćěńĺłőÁ, ćĺďŋő ŕřĺ ¡šőň ŋě šőńĳłő ĺğ śőőąřăęěŋĺľ řăğňěřŋőśšĺ, ŋő šăłęě ĺ ĺğ šőčő, ůšő M ŕěřěśěłăěšś£ ďăęě ś śăňĺň N0, ă ŋě šőńĳłő ś ěčő řăśÿĺřěŋĺěň.

Š ě ő ř ě ň ă 1. Ŕřőśšřăŋśšćő R ňőęŋő řăğńő-

ęĺšĳ ć ŕř£ňş¿ śşňňş ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć

N^{(p)}_0 ĺ M^{(p)}. Ŕřĺ ¡šőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćő N^{(p)}_0 śőśšőĺš

šőńĳłő ĺğ śőąśšćěŋŋżţ ĺ ŕřĺśőěďĺŋěŋŋżţ ćěłšőřőć, őšćěůă¿źĺţ śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ = 0, ă ć ŕőďŕřőśšřăŋśšćě M^{(p)} ŕřěőąřăğőćăŋĺě A őąřăšĺňő (š. ě.

λ = 0 ŋě £ćń£ěšś£ śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺěň ŕřěőąřăğő-

ćăŋĺ£ A ć ŕőďŕřőśšřăŋśšćě M^{(p)}).

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ŕěřćőčő şšćěřęďěŋĺ£ ŋăň, łăł ĺ ć řăśśňőšřěŋŋőň ćżÿě ůăśšŋőň śńşůăě, ďőśšăšőůŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ŕěřěśěůěŋĺě ŕőďŕřőśšřăŋśšć N^{(p)}_0 ĺ M^{(p)} řăćŋő ŋşń¿. Ďőŕşśšĺň ŕřőšĺćŋőě, š. ě. ŕşśšĳ śşźěśšćşěš ćěłšőř y ≠ 0 šăłőľ, ůšő y ∈ M^{(p)} ĺ y ∈ N^{(p)}_0 . Šăł łăł y ∈ M^{(p)}, šő y = A^px. (8)

Ďăńěě, šăł łăł y ∈ N^{(p)}_0 , šő A^py = 0. (9) Ŋő ĺğ řăćěŋśšć (8) ĺ (9) śńěďşěš, ůšő śşźěśšćşěš šăłőľ ćěłšőř x, ďń£ łőšőřőčő A^px ≠ 0 ĺ ć šő ęě ćřěň£ A^{2p}x = A^py = 0.

İšő ğŋăůĺš, ůšő x ěśšĳ ŕřĺśőěďĺŋěŋŋżľ ćěłšőř ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ś śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺěň λ = 0, ŋě ŕřĺŋăďńěęăźĺľ ŕőďŕřőśšřăŋśšćş N^{(p)}_0 , ůšő ŋěćőğňőęŋő, šăł łăł N^{(p)}_0 śőśšőĺš ĺğ ćśěţ šăłĺţ ćěłšőřőć.

Šăłĺň őąřăğőň, ňż ďőłăğăńĺ, ůšő ŕěřěśěůěŋĺě N^{(p)}_0 ĺ M^{(p)} řăćŋő ŋşń¿. Šăł łăł śşňňă řăğňěřŋőśšěľ ¡šĺţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć řăćŋă n (¡šő £ďřő ĺ őąřăğ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A^p), šő őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő ŕřőśšřăŋśšćő R řăśłńăďżćăěšś£ ć ŕř£ňş¿ śşňňş ¡šĺţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć:

R = M^{(p)} ⊕ N^{(p)}_0 . (10)

Ďőłăęěň šěŕěřĳ ćšőřőě şšćěřęďěŋĺě šěőřěňż, š. ě. ůšő ć ŕőďŕřőśšřăŋśšćě M^{(p)} ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ŋě ĺňěěš ŋşńěćőčő śőąśšćěŋŋőčő ğŋăůěŋĺ£. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ ąż ¡šő ążńő ŋě šăł, šő ć M^{(p)} śşźěśšćőćăń ąż ćěłšőř x ≠ 0 šăłőľ, ůšő A^px = 0. Ŋő ¡šő řăćěŋśšćő őğŋăůăěš, ůšő x ∈ N^{(p)}_0 , š. ě. £ćń£ěšś£ őąźĺň ćěłšőřőň M^{(p)} ĺ N^{(p)}_0 , ă ňż ďőłăğăńĺ, ůšő šăłĺň ćěłšőřőň ňőęěš ążšĳ šőńĳłő ŋşńĳ.

Šěőřěňă ďőłăğăŋă ŕőńŋőśšĳ¿.

Šěŕěřĳ ňż ňőęěň őśćőąőďĺšĳś£ őš ŕřěďŕőńőęěŋĺ£, ůšő ćżďěńěŋŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő őšćěůăěš ŋşńěćőňş śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿, ĺ śůĺšăšĳ şśšăŋőćńěŋŋżň śńěďş¿źĺľ ťăłš.

Ěśńĺ λ1 | ŋěłőšőřőě śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A, šő ŕřőśšřăŋśšćő R ňőęŋő řăğńőęĺšĳ ć ŕř£ňş¿ śşňňş ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć R1 ĺ ~R, ć ŕěřćőň ĺğ łőšőřżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ĺňěěš šőńĳłő śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě λ1, ă ćő ćšőřőň ćśě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ A őšńĺůŋż őš λ1.

Ŕřĺňěŋ££ ŕőńşůěŋŋżľ řěğşńĳšăš ł ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ A ć ŕřőśšřăŋśšćě ~R ĺ ł ŋěłőšőřőňş śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ_2 ¡šőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£, ňż ÀőšźěŕĺňÁ ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, őšćěůă¿źěě śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ_2. Ŕřőďőńęă£ ¡šőš ŕřőűěśś, ŕőłă ŋě ąşďşš ĺśůěřŕăŋż ćśě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A, ňż ŕőńşůĺň ďőłăğăšěńĳśšćő śńěďş¿źěľ šěőřěňż:

Š ě ő ř ě ň ă 2. Ŕşśšĳ ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ŕřőśšřăŋ-

śšćă R ĺňěěš k řăğńĺůŋżţ śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ

λ_1, . . . , λ_k. Šőčďă R ňőęŋő řăğńőęĺšĳ ć ŕř£ňş¿ śşňňş

k ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć N^{(p1)}_{λ1} , . . . , N^{(pk)}_{λk} :

R = N^{(p1)}_{λ1} ⊕ . . . ⊕ N^{(pk)}_{λk} . (11)

Łăęďőě ĺğ ŕőďŕřőśšřăŋśšć N^{(pi)}_{λi} śőśšőĺš šőńĳłő ĺğ śőąśšćěŋŋżţ ĺ ŕřĺśőěďĺŋěŋŋżţ ćěłšőřőć, őšćěůă¿- źĺţ śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λi.

Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ďń£ łăęďőčő i śşźěśšćşěš šăłőě ůĺśńő p_i, ůšő ďń£ ćśěţ x ∈ N^{(pi)}_{λi} (A − λ_iE)^{pi} x = 0. Ş ŋăś őśšăńăśĳ ěźě šőńĳłő őďŋă, ćŕřőůěň, ŋě ňěŋěě ćăęŋă£ ğăďăůă | ćżąřăšĳ ć łăęďőň ĺğ ¡šĺţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ąăğĺś, ć łőšőřőň ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ĺňěěš ęőřďăŋőćş ŋőřňăńĳŋş¿ ťőřňş. İšő ąşďěň śďěńăŋő ć śńěďş¿źěň ŕşŋłšě.

3. Ŕřĺćěďěŋĺě ł ŋőřňăńĳŋőľ ťőřňě ňăšřĺűż ś őďŋĺň śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺěň. Ć śńşůăě, ěśńĺ ŕřőśšřăŋśšćő śőśšőĺš šőńĳłő ĺğ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć, ąăğĺś ć ŕřőśšřăŋśšćě ňőęŋő ćżąĺřăšĳ ŕřőĺğćőńĳŋő ĺ ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ć ¡šőň ąăğĺśě ĺňěěš ďĺăčőŋăńĳŋżľ ćĺď.

Ć őąźěň śńşůăě ŋěőśšőřőęŋżľ ćżąőř ąăğĺśă ňőęěš ğăŕşšăšĳ łăřšĺŋş.

Ůšőąż ćżąřăšĳ ąăğĺś, ć łőšőřőň ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ĺňěěš ŋăĺąőńěě ŕřőśšőľ ćĺď, ňż ąşďěň š£ŋşšĳ űěŕőůłĺ śőąśšćěŋŋżţ ĺ ŕřĺśőěďĺŋěŋŋżţ ćěłšőřőć, ćżąřăć ŋěłőšőřżľ ąăğĺś ć ŕőďŕřőśšřăŋśšćě N^{(p)} ĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ŕřĺňěŋ££ ł ćěłšőřăň ¡šőčő ąăğĺśă ŕřěőąřăğőćăŋĺě A.

Ććěďěň ŕřěďćăřĺšěńĳŋő ŋěłőšőřżě ŕőŋ£šĺ£, şďőąŋżě ďń£ ďăńĳŋěľÿěčő.

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 4. Ćěłšőřż ĺğ ŕřőśšřăŋśšćă

R ŋăğżćă¿šś£ őšŋőśĺšěńĳŋő ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżňĺ ŋăď ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň R1, ěśńĺ ŋĺłăłă£ ĺţ ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£, őšńĺůŋă£ őš ŋşń£, ŋě ŕřĺŋăďńěęĺš R1.

Ğăňěšĺň, ůšő ćś£łĺě ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňżě ćěłšőřż ĺğ R őšŋőśĺšěńĳŋő ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż ŋăď ń¿ążň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň.

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 5. Ąăğĺśőň ŕřőśšřăŋśšćă R

őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă R1 ŋăğżćăěšś£ šăłă£ śĺśšěňă e1, . . . , e_k ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ćěłšőřőć ĺğ R, łőšőřă£ ŕőśńě ŕőŕőńŋěŋĺ£ łăłĺň-ŋĺąşďĳ ąăğĺśőň ĺğ R1 őąřăğşěš ąăğĺś ćő ćśěň ŕřőśšřăŋśšćě.

Šăłőľ ąăğĺś ńěčłő ŕőśšřőĺšĳ. Ďń£ ¡šőčő ďőśšăšőůŋő ćżąřăšĳ łăłőľ-ŋĺąşďĳ ąăğĺś ć R_1, ďőŕőńŋĺšĳ ěčő ďő ąăğĺśă ćő ćśěň ŕřőśšřăŋśšćě ĺ ğăšěň őšąřőśĺšĳ ćěłšőřż ĺśţőďŋőčő ąăğĺśă ĺğ R_1. Ůĺśńő ćěłšőřőć ć šăłőň őšŋő-

śĺšěńĳŋőň ąăğĺśě řăćŋő řăğŋőśšĺ řăğňěřŋőśšěľ ŕřőśš-

řăŋśšćă ĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă.

Ćś£łş¿ śĺśšěňş őšŋőśĺšěńĳŋő ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ćěłšőřőć ŋăď R_1 ňőęŋő ďőŕőńŋĺšĳ ďő őšŋőśĺšěńĳŋőčő ąăğĺśă. Ďń£ ¡šőčő ŋşęŋő ł ćżąřăŋŋżň ćěłšőřăň ďőąăćĺšĳ łăłőľ-ŋĺąşďĳ ąăğĺś ŕőďŕřőśšřăŋśšćă R_1. Ŕőńşůĺšś£ ŋěłőšőřă£ śĺśšěňă ćěłšőřőć ĺğ R, łőšőřżě, łăł ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż. Ůšőąż ŕőńşůĺšĳ őšŋőśĺšěńĳŋżľ ąăğĺś, ŋşęŋő ďőŕőńŋĺšĳ ¡šş śĺśšěňş ďő ąăğĺśă ćő ćśěň ŕřőśšřăŋśšćě R, ă ğăšěň őšąřőśĺšĳ ąăğĺś ŕőďŕřőśšřăŋśšćă.

Ĺšăł, ŕşśšĳ ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ć ŕřőśšřăŋśšćě R ĺňěěš šőńĳłő őďŋő śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě. Ŋě őčřăŋĺůĺćă£ őąźŋőśšĺ, ňőęŋő ŕřěďŕőńőęĺšĳ, ůšő őŋő řăćŋő ŋşń¿.

Řăśśňőšřĺň śŋőćă űěŕőůłş (5) ŕőďŕřőśšřăŋśšć, ŕőńşůěŋŋżţ ć ŕ. 1:

0 ⊂ N^{(1)}_0 ⊂ . . . ⊂ N^{(p)}_0 = N^{(p+1)}_0 = . . . ,

čďě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő N^{(k)}_0 ěśšĳ £ďřő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A^k. Šăł łăł ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ć ŕřőśšřăŋśšćě R ŋě ĺňěěš őšńĺůŋżţ őš ŋşń£ śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ, šő, őůěćĺďŋő, N^{(p)} śőćŕăďăěš ŕřĺ ¡šőň śő ćśěň ŕřőśšřăŋśšćőň R.

Ćżąěřěň ć ňăłśĺňăńĳŋőň ĺğ ¡šĺţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć N^{(p)}_0 ąăğĺś őšŋőśĺšěńĳŋő śőďěřęăźěčőś£ ć ŋěň ŕőďŕřőśšřăŋśšćă N^{(p−1)}_0 . Ŕşśšĳ ćěłšőřż ¡šőčő ąăğĺśă ąşďşš e_1, . . . , e_q. Őůěćĺďŋő, ůšő ¡šő ąşďşš ŕřĺśőěďĺŋěŋŋżě ćěłšőřż (p − 1)-čő ŕőř£ďłă. Ňż şęě ćĺďěńĺ (śň. şŕřăęŋěŋĺě ŋă śšř. 211), ůšő AN^{(p)}_0 ⊂ N^{(p−1)}_0 . Ŕő¡šőňş ćěłšőřż Ae_1, . . . , Ae_q ńěęăš ć N^{(p−1)}_0 . Ŕőłăęěň, ůšő ¡šĺ ćěłšőřż ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż ć N^{(p−1)}_0 őšŋőśĺšěńĳŋő ńěęăźěčő ć ŋěň ŕőďŕřőśšřăŋśšćă N^{(p−2)}_0 . Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ ŋě ćśě α_i = 0 ĺ

α_1Ae_1 + . . . + α_qAe_q = A(α_1e_1 + . . . + α_qe_q) ∈ N^{(p−2)}_0 .

Šőčďă ćěłšőř x = α_1e_1 +. . .+α_qe_q ∈ N^{(p−1)}_0 , ă ¡šő ŕřőšĺćőřěůĺš ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿, ůšő ćěłšőřż e_1, . . . , e_q ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż ŋăď N^{(p−1)}_0 .

Ďőŕőńŋĺň ćěłšőřż Ae_1, . . . , Ae_q ďő ąăğĺśă ć N^{(p−1)}_0 őšŋőśĺšěńĳŋő N^{(p−2)}_0 . Ňż ŕőńşůĺň šőčďă q + s ćěłšőřőć Ae_1, . . . , Ae_q, f_1, . . . , f_s, łőšőřżě ŕřěďśšăćń£¿š śőąőľ ňăłśĺňăńĳŋőě ůĺśńő ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ŕřĺśőěďĺŋěŋŋżţ ćěłšőřőć ŕőř£ďłă p − 2. Śŋőćă ŕřĺňěŋĺň ł ¡šĺň ćěłšőřăň ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ĺ ŕőńşůěŋŋş¿ śĺśšěňş ćěłšőřőć ĺğ N^{(p−2)}_0 ďőŕőńŋĺň, łăł ĺ ćżÿě, ďő ąăğĺśă ć N^{(p−2)}_0 őšŋőśĺšěńĳŋő N^{(p−3)}_0 .

Ŕřőďőńęă£ ¡šőš ŕřőűěśś, ňż ďőľďěň ďő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă N^{(1)}_0 ĺ ćżąěřěň ąăğĺś ć ¡šőň ŕřőśšřăŋśšćě, śőśšő£źĺľ ĺğ ňăłśĺňăńĳŋőčő ůĺśńă ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć.

Řăśŕőńőęĺň ŕőńşůěŋŋżě ćěłšőřż ć śńěďş¿źş¿ šăąńĺűş e_1 . . . e_q Ae_1 . . . Ae_q f_1 . . . f_s A^2e_1 . . . A^2e_q Af_1 . . . Af_s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . A^{p−1}e_1 . . . A^{p−1}e_q A^{p−2}f_1 . . . A^{p−2}f_s . . . h_1 . . . h_r (12)

Ćěłšőřż ŋĺęŋěľ śšřőůłĺ őąřăğş¿š ąăğĺś ć ŕőďŕřőśšřăŋśšćě N^{(1)}_0 . Ćěłšőřż ďćşţ ŋĺęŋĺţ śšřőůěł őąřăğş- ¿š ąăğĺś ć N^{(2)}_0 , šăł łăł ¡šő ěśšĳ ąăğĺś N^{(2)}_0 őšŋőśĺšěńĳŋő N^{(1)}_0 ć śőěďĺŋěŋĺĺ ś ąăğĺśőň N^{(1)}_0 . Ćěłšőřż šřěţ ŋĺęŋĺţ śšřőůěł őąřăğş¿š ąăğĺś ć N^{(3)}_0 ĺ š. ď. Ŋăłőŋěű ćśě ćěłšőřż šăąńĺűż őąřăğş¿š ąăğĺś ć N^{(p)}_0 , š. ě. ćő ćśěň ŕřőśšřăŋśšćě R.

Ŕőłăęěň, ůšő ć ¡šőň ąăğĺśě ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ĺňěěš ęőřďăŋőćş ŋőřňăńĳŋş¿ ťőřňş. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, řăśśňőšřĺň ŕřőĺğćőńĳŋżľ śšőńąěű šăąńĺűż (12), ŋăŕřĺňěř, ďń£ őŕřěďěńěŋŋőśšĺ ŕěřćżľ.

Őąőğŋăůĺň ďń£ şďőąśšćă A^{p−1}e_1 ůěřěğ e_1, A^{p−2}e_1 | ůěřěğ e_2 ĺ š. ď. ĺ řăśśňőšřĺň ďěľśšćĺě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ŋă łăęďżľ ĺğ ¡šĺţ ćěłšőřőć. Šăł łăł e_1 | śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř, őšćěůă¿źĺľ ŋşńěćőňş śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿, šő

Ae_1 = 0.

Ďăńĳÿě, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿,

Ae_2 = AA^{p−2}e_1 = A^{p−1}e_1 = e_1

ĺ ăŋăńőčĺůŋő Ae_3 = e_2, . . . . . . . Ae_p = e_{p−1}. Šăłĺň őąřăğőň, ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ŕěřěćőďĺš ćěłšőřż ŕěřćőčő śšőńąűă śŋőćă ć śěą£, š. ě. ŕőďŕřőśšřăŋśšćő R_1, ŋăš£ŋşšőě ŋă ¡šĺ ćěłšőřż, ĺŋćăřĺăŋšŋő őšŋőśĺšěńĳŋő A. Ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ć ŕőďŕřőśšřăŋśšćě R_1 ć ąăğĺśě e_1, . . . , e_p ĺňěěš ćĺď

0 1 0 . . . 0 0 0 0 1 . . . 0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 0 . . . 0 1 0 0 0 . . . 0 0

, (13)

š. ě. ¡šő ěśšĳ ęőřďăŋőćă łńěšłă, őšćěůă¿źă£ śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ = 0. Ăŋăńőčĺůŋőě ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő őšćěůăěš łăęďőňş ĺğ śšőńąűőć šăąńĺűż (12), ĺ řăğňěřŋőśšĳ łăęďőčő šăłőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă řăćŋă ůĺśńş ćěłšőřőć ć śőőšćěšśšćş¿źěň śšőńąűě. Šăł łăł ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ć ąăğĺśě, śőśšő£źěň ĺğ ćěłšőřőć łăłőčő-ńĺąő śšőńąűă šăąńĺűż (12), ĺňěěš ćĺď (13), šő ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ćő ćśěň ŕřőśšřăŋśšćě R ć ąăğĺśě, śőśšő£źěň ĺğ ćśěţ ćěłšőřőć šăąńĺűż (12), śőśšőĺš ĺğ ęőřďăŋőćżţ łńěšőł, ůĺśńő łőšőřżţ řăćŋő ůĺśńş śšőńąűőć ć ¡šőľ šăąńĺűě, ă řăğňěř łăęďőľ łńěšłĺ řăćěŋ ůĺśńş ćěłšőřőć śőőšćěšśšćş¿źěčő śšőńąűă.

Ěśńĺ ćňěśšő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A řăśśňőšřěšĳ ŕřěőąřăğőćăŋĺě A + λ_1E, šő, šăł łăł ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ λ_1E ďĺăčőŋăńĳŋă, ňż ŕőńşůĺň šőš ęě řěğşńĳšăš ďń£ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ŕřőśšřăŋśšćă R, ĺňě¿źěčő šőńĳłő őďŋő śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě, řăćŋőě ŕřőĺğćőńĳŋőňş ůĺśńş λ_1. Śőőšćěšśšćş¿źĺě ęőřďăŋőćż łńěšłĺ ňăšřĺűż ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A + λ_1E ąşďşš ĺňěšĳ ćĺď:

λ_1 1 0 . . . 0 0 λ_1 1 . . . 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 0 . . . λ_1

. (14)

Ćśŕőňĺŋă£ šěŕěřĳ, ůšő ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ňż ňőęěň řăğńőęĺšĳ ŕřőśšřăŋśšćő R ć śşňňş ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć, ć łăęďőň ĺğ łőšőřżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ĺňěěš šőńĳłő őďŋő śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě (śň. ťőřňşńş (11)), ňż ŕőńşůăěň őšś¿ďă ŕőńŋőě ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż § 18.

x 20. Ďřşčőě ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż ő ŕřĺćěďěŋĺĺ

ł ŋőřňăńĳŋőľ ťőřňě

İšő ďőłăğăšěńĳśšćő ňż ąşďěň ćěśšĺ ŕő ĺŋďşłűĺĺ, ĺňěŋŋő ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ďń£ ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ć ŕřőśšřăŋśšćě n ĺğňěřěŋĺľ šăłőľ ąăğĺś śşźěśšćşěš, ĺ ďőłăęěň, ůšő ňż ňőęěň ŋăľšĺ ŋşęŋżľ ąăğĺś ć ŕřőśšřăŋśšćě n + 1 ĺğňěřěŋĺľ. Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă šěőřěňż ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ śńěďş¿źă£

Ń ě ň ň ă. Ş ćś£łőčő ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A

ć n-ňěřŋőň łőňŕńěłśŋőň ŕřőśšřăŋśšćě R śşźěśšćşěš ţőš£ ąż őďŋő (n − 1)-ňěřŋőě ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő R^′.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Řăśśňőšřĺň ŕřěőąřăğőćăŋĺě A^∗; ş ŋěčő, łăł ĺ ş ćś£łőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£, ěśšĳ śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř e A^∗e = λe. Ŕőłăęěň, ůšő (n−1)-ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő R^′, śőśšő£źěě ĺğ ćěłšőřőć x, őřšőčőŋăńĳŋżţ^∗) e, š. ě. ďń£ łőšőřżţ (x, e) = 0, ĺŋćăřĺăŋšŋő őšŋőśĺšěńĳŋő A. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ x ∈ R^′, š. ě. (x, e) = 0. Šőčďă (Ax, e) = (x, A^∗e) = (x, λe) = 0 ĺ, ğŋăůĺš, Ax šăłęě ŕřĺŋăďńěęĺš R^′. Ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă R^′ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ďőłăğăŋă.

Ďőłăęěň šěŕěřĳ śťőřňşńĺřőćăŋŋş¿ ćżÿě őśŋőćŋş¿ šěőřěňş ¡šőčő ŕăřăčřăťă.

Ŕşśšĳ A | ŕřőĺğćőńĳŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ć (n+1)-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě R. Śőčńăśŋő ńěňňě, ć R śşźěśšćşěš n-ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő R^′, ĺŋćăřĺăŋšŋőě őšŋőśĺšěńĳŋő A. Šăł łăł ć n-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ňż ŕřěďŕőńăčăěň šěőřěňş ďőłăğăŋŋőľ, šő ć R^′ śşźěśšćşěš ąăğĺś, ć łőšőřőň ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ĺňěěš ŋőřňăńĳŋş¿ ťőřňş. Őąőğŋăůĺň ¡šőš ąăğĺś ć R^′ ůěřěğ

e_1, e_2, . . . , e_p; f_1, f_2, . . . , f_q; . . . ; h_1, h_2, . . . , h_s,

čďě p + q + . . . + s = n. Ć ¡šőň ąăğĺśě ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřă-

∗) Ňż ğďěśĳ ĺśŕőńĳğşěň ŋăńĺůĺě ć R śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£, š. ě. śůĺšăěň ŕřőśšřăŋśšćő R ěćłńĺďőćżň. Ŋěğŋăůĺšěńĳŋżň ĺğňěŋěŋĺěň ďőłăğăšěńĳśšćă ňőęŋő őśćőąőďĺšĳś£ őš ¡šőčő ŕřěďŕőńőęěŋĺ£ ĺ ŋă ŕřőš£ęěŋĺĺ ćśěľ čńăćż śůĺšăšĳ R ăťťĺŋŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň.

ğőćăŋĺě ć n-ňěřŋőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě R^′ ĺňěěš ćĺď

Ae_1 = λ_1e_1,

Ae_2 = e_1 +λ_1e_2, . . . . . . . . . . . . Ae_p =e_{p−1} +λ_1e_p,

Af_1 = λ_2f_1,

Af_2 = f_1 +λ_2f_2, . . . . . . . . . . . . Af_q =f_{q−1} +λ_2f_q, ... Ah_1 = λ_kh_1,

Ah_2 = h_1 +λ_kh_2, . . . . . . . . . . . . Ah_s =h_{s−1} +λ_kh_s. Ďőŕőńŋĺň ¡šőš ąăğĺś łăłĺň-ŋĺąşďĳ ćěłšőřőň e, łőšőřżľ ćňěśšě ś e_1, e_2, . . . , e_p; f_1, f_2, . . . , f_q; . . . ; h_1, h_2, . . . . . . , h_s śőśšăćń£ěš ąăğĺś ć R.

Ŕřĺňěŋĺň ł e ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ĺ řăğńőęĺň ŕőńşůěŋŋżľ ćěłšőř Ae ŕő ćěłšőřăň ąăğĺśă:

Ae = α_1e_1 + . . . + α_pe_p + β_1f_1 + . . . + β_qf_q + . . .

. . . + δ_1h_1 + . . . + δ_sh_s + τe^∗).

Ňż ňőęěň śůĺšăšĳ, ůšő τ = 0. Ć śăňőň ďěńě, ěśńĺ ć ŋěłőšőřőň ąăğĺśě A ĺňěěš ŋőřňăńĳŋş¿ ťőřňş, šő A − τE

∗) Ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ĺňěěš ć (n + 1)-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě R śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ λ1, λ2, . . . , λk ĺ τ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŋăŕĺÿěň ňăšřĺűş ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ć ąăğĺśě e1, e2, . . . . . . , ep; f1, f2, . . . , fq; . . . ; h1, h2, . . . , hs; e. Őŋă ąşďěš šřěşčőńĳŋőľ ňăšřĺűěľ, ć łőšőřőľ ŕő ďĺăčőŋăńĺ śšő£š ůĺśńă λ1, λ2, . . . , λk ĺ τ.

Šăł łăł śőąśšćěŋŋżňĺ ğŋăůěŋĺ£ňĺ šřěşčőńĳŋőľ ňăšřĺűż £ćń£¿šś£ ůĺśńă, śšő£źĺě ŕő ďĺăčőŋăńĺ (śň., ŋăŕřĺňěř, § 10, ŕ. 4), šő λ1, λ2, . . . , λk ĺ τ ąşďşš śőąśšćěŋŋżňĺ ğŋăůěŋĺ£ňĺ A ć (n + 1)- ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě. Šăłĺň őąřăğőň, ŕřĺ ŕěřěţőďě őš ĺŋćăřĺăŋšŋőčő n-ňěřŋőčő ł (n + 1)-ňěřŋőňş ŕřőśšřăŋśšćş ďőąăćĺńőśĳ őďŋő śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě: τ.

šăłęě ĺňěěš ć ¡šőň ąăğĺśě ŋőřňăńĳŋş¿ ťőřňş. Ŕő¡šőňş, ěśńĺ τ ≠ 0, šő ňőęŋő ćňěśšő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A řăśśňőšřěšĳ ŕřěőąřăğőćăŋĺě A−τE, ŕřĺůěň A ĺ A−τE, śőčńăśŋő śďěńăŋŋőňş ğăňěůăŋĺ¿, ĺňě¿š ŋőřňăńĳŋş¿ ťőřňş ć őďŋőň ĺ šőň ęě ąăğĺśě.

Ňż ŕőńăčăěň, śńěďőćăšěńĳŋő, ůšő

Ae = α_1e_1 + . . . + α_pe_p + β_1f_1 + . . .

. . . + β_qf_q + . . . + δ_1h_1 + . . . + δ_sh_s. (1)

Šěŕěřĳ ŕőśšăřăěňś£ ğăňěŋĺšĳ ćěłšőř e ćěłšőřőň e^′ šăł, ůšőąż ŕőśńě ¡šőľ ğăňěŋż ćěłšőř Ae^′ śšăń ćőğňőęŋő ŕřőźě. Ąşďěň ĺśłăšĳ ćěłšőř e^′ ć ćĺďě

e^′ = e − –_1e_1 − . . . − –_pe_p − μ_1f_1 − . . . . . . − μ_qf_q − . . . − ω_1h_1 − . . . − ω_sh_s. (2) Ňż ĺňěěň

Ae^′ = Ae − A(–_1e_1 + . . . + –_pe_p) −

− A(μ_1f_1 + . . . + μ_qf_q) − . . . − A(ω_1h_1 + . . . + ω_sh_s),

ĺńĺ, ŕőńĳğş£śĳ ťőřňşńőľ (1),

Ae^′ = α_1e_1 + . . . + α_pe_p + β_1f_1 + . . . + β_qf_q + . . .

. . . + δ_1h_1 + . . . + δ_sh_s − A(–_1e_1 + . . . + –_pe_p) −

− A(μ_1f_1 + . . . + μ_qf_q) − . . . − A(ω_1h_1 + . . . + ω_sh_s). (3)

Łő¡ťťĺűĺěŋšż –_1, . . . , –_p; μ_1, . . . , μ_q; . . . ; ω_1, . . . , ω_s ňż ňőęěň ćżąřăšĳ ŕřőĺğćőńĳŋő. Ŕőďąěřěň ĺţ šăł, ůšőąż ć ŕřăćőľ ůăśšĺ ťőřňşńż (3) őśšăńőśĳ łăł ňőęŋő ňěŋĳÿě śńăčăěňżţ.

Ňż ğŋăěň, ůšő łăęďőľ čřşŕŕě ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć n-ňěřŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă R^′, ć łőšőřőň ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ĺňěěš ŋőřňăńĳŋş¿ ťőřňş, őšćěůăěš śćőě śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě λ_1, λ_2 ĺ š. ď. Ňż řăśśňőšřĺň őšďěńĳŋő ďćă śńşůă£, ă ĺňěŋŋő řăğąěřěň śŋăůăńă śńşůăľ, łőčďă ŋĺ őďŋő ĺğ ¡šĺţ śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ ŋě řăćŋő ŋşń¿, ă ğăšěň śńşůăľ, łőčďă ¡šő ŋě šăł.

Řăğąěřěň ŕěřćżľ śńşůăľ, łőčďă λ_1 ≠ 0, λ_2 ≠ 0, . . . , λ_k ≠ 0. Ć ¡šőň śńşůăě ňż ŕőłăęěň, ůšő ćěłšőř e^′ ňőęŋő ćżąřăšĳ šăł, ůšőąż Ae^′ = 0, š. ě. ŕőďőąřăšĳ –_1, . . . , ω_s šăł, ůšőąż ćśě śńăčăěňżě ć ŕřăćőľ ůăśšĺ (3) śőłřăšĺńĺśĳ. Šăł łăł ćěłšőřż łăęďőľ čřşŕŕż ŕěřěţőď£š ŕřĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺĺ ć łőňąĺŋăűĺ¿ ćěłšőřőć šőľ ęě čřşŕŕż, šő ćěłšőřż řăğńĺůŋżţ čřşŕŕ ňőęŋő şŋĺůšőęăšĳ ŋěğăćĺśĺňő ďřşč őš ďřşčă. Ŕőłăęěň, łăł ŕőďőąřăšĳ łő- ¡ťťĺűĺěŋšż –_1, –_2, . . . , –_p, ůšőąż ć ŕřăćőľ ůăśšĺ (3) śőłřăšĺńĺśĳ ćěłšőřż e_1, e_2, . . . , e_p. Ůńěŋż, śőďěřęăźĺě ¡šĺ ćěłšőřż, ĺňě¿š ćĺď

α_1e_1 + . . . + α_pe_p − A(–_1e_1 + . . . + –_pe_p) =

= α_1e_1 + . . . + α_pe_p − –_1λ_1e_1 − − –2(e1 + λ1e2) − . . . − –p(ep−1 + λ1ep) = = (α_1 − –_1λ_1 − –_2)e_1 + (α_2 − –_2λ_1 − –_3)e_2 + . . .

. . . + (α_{p−1} − –_{p−1}λ_1 − –_p)e_{p−1} + (α_p − –_pλ_1)e_p.

Ŕřĺřăćŋĺćă£ ŋşń¿ łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ e_p, őŕřěďěń£ěň –_p, ůšő ćőğňőęŋő, šăł łăł λ_1 ≠ 0, ğăšěň, ŕřĺřăćŋĺćă£ ŋşń¿ łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ e_{p−1}, őŕřěďěń£ěň –_{p−1} ĺ šăł ďăńěě

ďő –1. Šăłĺň őąřăğőň, ňż şŋĺůšőęĺńĺ ć (3) ůńěŋż ś

e_1, e_2, . . . , e_p. Ăŋăńőčĺůŋő ćżůĺśń£ěň ďřşčĺě čřşŕŕż łő- ¡ťťĺűĺěŋšőć.

Ňż ŕőńşůĺńĺ, šăłĺň őąřăğőň, ćěłšőř e^′, ďń£ łőšőřőčő Ae^′ = 0. Ďőąăćń££ ¡šőš ćěłšőř ł ĺňě¿źěňşś£ ąăğĺśş, ŕőńşůăěň ąăğĺś e^′; e_1, e_2, . . . , e_p; f_1, f_2, . . . , f_q; . . . ; h_1, h_2, . . . , h_s ć (n + 1)-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě, ć łőšőřőň ŕřěőąřăğőćăŋĺě ĺňěěš łăŋőŋĺůěśłĺľ ćĺď. Ćěłšőř e^′ őąřăğşěš ŕřĺ ¡šőň őšďěńĳŋş¿ čřşŕŕş ś śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺěň, řăćŋżň ŋşń¿ (śńěďőćăšěńĳŋő, ś śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺěň τ, ěśńĺ ąż ňż ŋě řăśśňăšřĺćăńĺ ćňěśšő A ŕřěőąřăğőćăŋĺě A − τE).

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ ćšőřőľ śńşůăľ, ă ĺňěŋŋő ŕşśšĳ ŋěłőšőřżň čřşŕŕăň ćěłšőřőć ąăğĺśă ć n-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě R^′ śőőšćěšśšćş¿š śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A, řăćŋżě ŋşń¿. Šőčďă ć ŕřăćőľ ůăśšĺ ťőřňşńż (3) ş ŋăś ąşďşš śńăčăěňżě ďćşţ śőřšőć | śőőšćěšśšćş¿źĺě čřşŕŕăň ś őšńĺůŋżňĺ őš ŋşń£ śőąśšćěŋŋżňĺ ğŋăůěŋĺ£ňĺ ĺ čřşŕŕăň, ďń£ łőšőřżţ śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě řăćŋő ŋşń¿. Ś čřşŕŕăňĺ, ş łőšőřżţ śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ őšńĺůŋż őš ŋşń£, ňż ňőęěň ŕőśšşŕĺšĳ šăł ęě, łăł ĺ ć ŕěřćőň śńşůăě, š. ě. ŕőďąőřőň łő¡ťťĺűĺěŋšőć şŋĺůšőęĺšĳ ćěłšőřż ć ŕřăćőľ ůăśšĺ (3). Ďőŕşśšĺň, ůšő ŕőśńě ¡šőľ őŕěřăűĺĺ ş ŋăś őśšăŋşšś£, ŋăŕřĺňěř, šřĺ čřşŕŕż śńăčăěňżţ e_1, e_2, . . . , e_p; f_1, f_2, . . . , f_q; g_1, g_2, . . . , g_r ś śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺěň, řăćŋżň ŋşń¿, š. ě. ůšő λ_1 = λ_2 = λ_3 = 0. Šőčďă

Ae^′ = α_1e_1 + . . . + α_pe_p + β_1f_1 + . . . + β_qf_q + . . . + γ_1g_1 + . . .

. . . + γ_rg_r − A(–_1e_1 + . . . + –_pe_p) −

− A(μ_1f_1 + . . . + μ_qf_q) − A(ν_1g_1 + . . . + ν_rg_r). (4)

Šăł łăł λ_1 = λ_2 = λ_3 = 0, šő

Ae_1 = 0, Ae_2 = e_1, . . . , Ae_p= e_{p−1},

Af_1 = 0, Af_2 = f_1, . . . , Af_q= f_{q−1},

Ag_1 = 0, Ag_2 = g_1, . . . , Ag_r = g_{r−1}.

Ŕő¡šőňş ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ ćěłšőřőć e_1, e_2, . . . , e_p, ćţőď£źă£ ć ŕřăćş¿ ůăśšĳ řăćěŋśšćă (4), ąşďěš ĺňěšĳ ćĺď α_1e_1 + . . . + α_pe_p − –_2e_1 − . . . − –_pe_{p−1}.

Ŕőńăčă£ –_2 = α_1, . . . , –_p = α_{p−1}, ňż şŋĺůšőęĺň ğďěśĳ ćśě śńăčăěňżě łřőňě őďŋőčő, řăćŋőčő α_pe_p. Ŕřőďěńăć šş ęě őŕěřăűĺ¿ ć čřşŕŕăţ f_1, . . . , f_q ĺ g_1, . . . , g_r, ňż ŕőńşůĺň ćěłšőř e^′, ďń£ łőšőřőčő

Ae^′ = α_pe_p + β_qf_q + γ_rg_r.

Śńşůăľŋő ňőęěš őłăğăšĳś£, ůšő α_p = β_q = γ_r = 0; šőčďă ňż ŕřĺţőďĺň ł ćěłšőřş e^′, ďń£ łőšőřőčő Ae^′ = 0, ĺ šőčďă, łăł ĺ ć ŕěřćőň śńşůăě, ŋăÿě ŕřěőąřăğőćăŋĺě şęě ć ąăğĺśě e^′; e_1, e_2, . . . , e_p; f_1, f_2, . . . , f_q; . . . ; h_1, h_2, . . . . . . , h_s ĺňěěš ŋőřňăńĳŋş¿ ťőřňş. Ćěłšőř e^′ ć ¡šőň śńşůăě őąřăğşěš ŋőćş¿ łńěšłş ś śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺěň, řăćŋżň ŋşń¿.

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ ţőš£ ąż őďĺŋ ĺğ łő¡ťťĺűĺěŋšőć α_p, β_q, γ_r őšńĺůěŋ őš ŋşń£. Ć ¡šőň śńşůăě, ć őšńĺůĺě őš řăśśňőšřěŋŋżţ řăŋěě, ŋăň ŕřĺďěšś£ ďń£ ŕřĺćěďěŋĺ£ ł ŋőřňăńĳŋőľ ťőřňě šăłęě ĺğňěŋĺšĳ ŋěłőšőřżě ĺğ ćěłšőřőć ąăğĺśă, şęě ĺňě¿źěčőś£ ć R^′. Řăśŕőńőęĺň ůĺśńă p, q, r ŕő ĺţ ćěńĺůĺŋě. Ŕşśšĳ, ŋăŕřĺňěř, p > q > r. Šőčďă śšřőĺň ŋőćş¿ čřşŕŕş, ŋăůĺŋă£ ś e^′, śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ŕőńăčăěň e^′_{p+1} = e^′, e^′_p = Ae^′_{p+1}, e^′_{p−1} = Ae^′_p, . . . , e^′_1 = Ae^′_2. Ňż ĺňěěň, śńěďőćăšěńĳŋő,

e^′_{p+1} = e^′,

e^′_p = Ae^′_{p+1} = α_pe_p + β_qf_q + γ_rg_r,

e^′_{p−1} = Ae^′_p = α_pe_{p−1} + β_qf_{q−1} + γ_rg_{r−1}, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

e^′_{p−r+1} = Ae^′_{p−r+2} = α_pe_{p−r+1} + β_qf_{q−r+1} + γ_rg_1, e^′_{p−r} = Ae^′_{p−r+1} = α_pe_{p−r} + β_qf_{q−r}, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

e^′_1 = Ae^′_2 = α_pe_1.

Ğăňěŋĺň šěŕěřĳ ćěłšőřż e^′, e_1, e_2, . . . , e_p ąăğĺśă ćěłšőřăňĺ e^′_1, e^′_2, . . . , e^′_p, e^′_{p+1}, ă őśšăńĳŋżě őśšăćĺň ąěğ ĺğňěŋěŋĺ£. Ňż ŕőńşůĺň šőčďă ŋőřňăńĳŋş¿ ťőřňş ŕřěőąřăğőćăŋĺ£, ŕřĺůěň řăğňěřż ŕěřćőľ łńěšłĺ şćěńĺůĺńĺśĳ ŋă ěďĺŋĺűş. Šěőřěňă ŕőńŋőśšĳ¿ ďőłăğăŋă.

Ňż ćĺďĺň, ůšő ć ŕřőűěśśě ŕőśšřőěŋĺ£ ŋőřňăńĳŋőľ ťőřňż ŋşęŋő ążńő řăğńĺůăšĳ ďćă śńşůă£.

1. Śńşůăľ, łőčďă ďőąăćńěŋŋőě śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě τ (ňż ěčő ŕőńăčăńĺ řăćŋżň ŋşń¿) ŋě śőćŕăďăěš ŋĺ ś őďŋĺň ĺğ ŕřěęŋĺţ śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ λ_1, . . . , λ_k. Ć ¡šőň śńşůăě ďőąăćń£ńăśĳ őšďěńĳŋă£ łńěšłă ŕěřćőčő ŕőř£ďłă.

2. Śńşůăľ, łőčďă ďőąăćńěŋŋőě śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě śőćŕăďăńő ś őďŋĺň ĺğ şęě ĺňěćÿĺţś£. Ć ¡šőň śńşůăě, ćőőąźě čőćőř£, řăğňěř őďŋőľ ĺğ ĺňěćÿĺţś£ łńěšőł şćěńĺůĺćăńś£ ŋă 1. Ěśńĺ ęě łő¡ťťĺűĺěŋšż α, β, γ řăćŋż ŋşń¿, šő, łăł ĺ ć ŕěřćőň śńşůăě, ďőąăćń£ńăśĳ ŋőćă£ łńěšłă.

x 21. Ĺŋćăřĺăŋšŋżě ňŋőęĺšěńĺ

Ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ňż şłăęěň śŕőśőą, ďă¿źĺľ ćőğňőęŋőśšĳ ŋăţőďĺšĳ ęőřďăŋőćş ŋőřňăńĳŋş¿ ťőřňş ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£. Ĺğ řěğşńĳšăšőć ¡šőčő ŕăřăčřăťă ąşďěň šăłęě ćżšěłăšĳ ďő śĺţ ŕőř ěźě ŋě ďőłăğăŋŋă£ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ ¡šőľ ťőřňż.

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě. Ňăšřĺűż A ĺ A_1 = C^{−1}AC,

čďě C | ŕřőĺğćőńĳŋă£ ŋěćżřőęďěŋŋă£ ňăšřĺűă, ŋăğżćă¿šś£ ŕőďőąŋżňĺ.

Ěśńĺ ňăšřĺűă A_1 ŕőďőąŋă ňăšřĺűě A_2, šő ĺ őąřăšŋő, A_2 ŕőďőąŋă A_1. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ

A_1 = C^{−1}A_2C.

Šőčďă őšś¿ďă

A_2 = CA_1C^{−1}, š. ě. ěśńĺ ŕőńőęĺšĳ C^{−1} = C_1, ĺňěěň:

A_2 = C^{−1}_1 A_1C_1

ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, A_2 ŕőďőąŋă A_1.

Ńěčłő šăłęě ŕőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ ďćě ňăšřĺűż A_1 ĺ A_2 ŕőďőąŋż őďŋőľ ĺ šőľ ęě ňăšřĺűě A, šő őŋĺ ŕőďőąŋż ňěęďş śőąőľ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ

A = C^{−1}_1 A_1C_1, A = C^{−1}_2 A_2C_2.

Šőčďă C^{−1}_1 A_1C_1 = C^{−1}_2 A_2C_2, š. ě.

A_1 = C_1C^{−1}_2 A_2C_2C^{−1}_1 ,

ĺ ěśńĺ ŕőńőęĺšĳ C_2C^{−1}_1 = C, šő ŕőńşůĺň:

A_1 = C^{−1}A_2C,

š. ě. A_1 ĺ A_2 ŕőďőąŋż.

Ŕşśšĳ A | ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ć ŋěłőšőřőň ąăğĺśě. Ŕřĺ ŕěřěţőďě ł ďřşčőňş ąăğĺśş ňăšřĺűă A ğăňěŋ£ěšś£ ŕőďőąŋőľ ěľ ňăšřĺűěľ C^{−1}AC, čďě C | ňăšřĺűă ŕěřěţőďă őš ŕěřćőčő ąăğĺśă łő ćšőřőňş (§ 9). Šăłĺň őąřăğőň, ŕőďőąŋżě ňăšřĺűż | ¡šő ňăšřĺűż őďŋőčő ĺ šőčő ęě ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ć řăğńĺůŋżţ ąăğĺśăţ.

Ŋăÿă ğăďăůă | ŕő ňăšřĺűě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ŕőśšřő-

ĺšĳ ĺŋćăřĺăŋšż śăňőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£, š. ě. ćżřăęě-

ŋĺ£, ğăćĺś£źĺě ńĺÿĳ őš śăňőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A. Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ŋăň ŋşęŋő ŕőśšřőĺšĳ ťşŋłűĺĺ őš ¡ńěňěŋšőć ňăšřĺűż, śőćŕăďă¿źĺě ďń£ ŕőďőąŋżţ ňăšřĺű.

Őďĺŋ šăłőľ ĺŋćăřĺăŋš şśšăŋőćńěŋ şęě ć § 10. Ĺňěŋŋő, šăň ążńő ďőłăğăŋő, ůšő ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ňăšřĺűż A, š. ě. őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż A − λE: D_n(λ) = |A − λE| ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ğăňěŋě ňăšřĺűż A ŕőďőąŋőľ ňăšřĺűěľ. Ňż ŕőśšřőĺň ğďěśĳ ř£ď ĺŋćăřĺăŋšőć, śřěďĺ łőšőřżţ ąşďěš śőďěřęăšĳś£ ĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ; őŋĺ ąşďşš ŕőńŋőľ śĺśšěňőľ ĺŋćăřĺăŋšőć, ć šőň śňżśńě, ůšő ĺğ ĺţ śőćŕăďěŋĺ£ ďń£ ďćşţ ňăšřĺű śńěďşěš ŕőďőąĺě ¡šĺţ ňăšřĺű.

Ŕşśšĳ A | ŕřőĺğćőńĳŋă£ ňăšřĺűă n-čő ŕőř£ďłă. Ňĺŋőřż k-čő ŕőř£ďłă ňăšřĺűż A − λE śşšĳ ŋěłőšőřżě ňŋőčőůńěŋż őš λ. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ D_k(λ) ĺţ ŋăĺąőńĳ-

ÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ^∗). Ć ůăśšŋőśšĺ, Dn(λ) | őŕřěďě-

ńĺšěńĳ ňăšřĺűż A − λE, š. ě. ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ňăšřĺűż A. Ć ďăńĳŋěľÿěň ňż ŕőłăęěň, ůšő ćśě D_k(λ) £ćń£¿šś£ ĺŋćăřĺăŋšăňĺ.

Ğăňěšĺň, ůšő D_n(λ) ďěńĺšś£ ŋă D_{n−1}(λ). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ D_{n−1}(λ) ćśě ňĺŋőřż (n − 1)-čő ŕőř£ďłă ďěń£šś£ ŋă D_{n−1}(λ). Řăğńăčă£ őŕřěďěńĺšěńĳ ŋă śşňňş ŕřőĺğćěďěŋĺľ ¡ńěňěŋšőć łăłőľ-ŋĺąşďĳ śšřőłĺ ŋă ĺţ ăńčěąřăĺůěśłĺě ďőŕőńŋěŋĺ£, ňż ŕőńşůăěň, ůšő ĺ őŕřěďěńĺšěńĳ D_n(λ) ďěńĺšś£ ŋă D_{n−1}(λ). Ăŋăńőčĺůŋő, D_{n−1}(λ) ďěńĺšś£ ŋă D_{n−2}(λ) ĺ š. ď.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ŋăľšĺ Dk(λ) (k = 1, 2, 3) ďń£ ňăšřĺűż

λ0 1 0 0 λ0 1 0 0 λ0 .

Őšćěš. D3(λ) = (λ − λ0)^3, D2(λ) = D1(λ) = 1.

Ń ě ň ň ă 1. Ěśńĺ C | ŕřőĺğćőńĳŋă£ ŋěćżřőęďěŋ-

ŋă£ ňăšřĺűă, šő őąźĺě ŋăĺąőńĳÿĺě ďěńĺšěńĺ ňĺŋőřőć k-čő ŕőř£ďłă ňăšřĺű A − λE ĺ C(A − λE) śőćŕăďă¿š. Ăŋăńőčĺůŋőě şšćěřęďěŋĺě ĺňěěš ňěśšő ĺ ďń£ (A − λE)C. ∗) Ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ őŕřěďěńěŋ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ůĺśńőćőčő ňŋőęĺšěń£. Ňż ćżąĺřăěň Dk(λ) šăł, ůšőąż śšăřÿĺľ łő- ¡ťťĺűĺěŋš ążń řăćěŋ 1. Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ ňĺŋőřż k-čő ŕőř£ďłă ćğăĺňŋő ŕřőśšż, šő Dk(λ) = 1.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Śšřőłĺ ňăšřĺűż C(A−λE) £ćń£¿šś£ ńĺŋěľŋżňĺ łőňąĺŋăűĺ£ňĺ śšřőł ňăšřĺűż A − λE ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, £ćń£¿źĺňĺś£ ¡ńěňěŋšăňĺ ňăšřĺűż C, š. ě. ŋě ğăćĺś£źĺňĺ őš λ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, őąőğŋăůĺň ůěřěğ a_{ik} ¡ńěňěŋšż ňăšřĺűż A − λE ĺ ůěřěğ a^′_{ik} ¡ńěňěŋšż ňăšřĺűż C(A − λE). Šőčďă, ŋăŕřĺňěř,

a^′_{1k} = n∑ j=1 c_{1j}a_{jk}, š. ě. ¡ńěňěŋšż ŕěřćőľ śšřőłĺ ňăšřĺűż C(A − λE) £ćń£- ¿šś£ ńĺŋěľŋżňĺ łőňąĺŋăűĺ£ňĺ śšřőł ňăšřĺűż A−λE ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ c_{1j} . Ăŋăńőčĺůŋő ŕőłăğżćăěň ¡šő ĺ ďń£ ďřşčĺţ śšřőł.

Ŕő¡šőňş ňĺŋőř ňăšřĺűż C(A − λE) řăğńăčăěšś£ ŋă śşňňş ňĺŋőřőć ňăšřĺűż A − λE ś ŋěłőšőřżňĺ ůĺśńěŋŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Śńěďőćăšěńĳŋő, ćś£łĺľ ďěńĺšěńĳ ňĺŋőřőć k-čő ŕőř£ďłă ňăšřĺűż A − λE ąşďěš šăłęě ďěńĺšěńěň ňĺŋőřőć šőčő ęě ŕőř£ďłă ňăšřĺűż C(A − λE). Šăł łăł őš ňăšřĺűż C(A − λE) ňż ňőęěň ŕěřěľšĺ ł ňăšřĺűě A − λE şňŋőęěŋĺěň ŋă C^{−1}, šő ĺ őąřăšŋő, łăęďżľ ďěńĺšěńĳ ňĺŋőřőć k-čő ŕőř£ďłă ňăšřĺűż C(A − λE) £ćń£ěšś£ ďěńĺšěńěň ňĺŋőřőć k-čő ŕőř£ďłă ňăšřĺűż A − λE. Śńěďőćăšěńĳŋő, ş A − λE ĺ C(A − λE) őąźĺě ďěńĺšěńĺ ňĺŋőřőć k-čő ŕőř£ďłă śőćŕăďă¿š.

Ń ě ň ň ă 2. Ş ŕőďőąŋżţ ňăšřĺű ňŋőčőůńěŋż D_k(λ)

śőćŕăďă¿š.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ŕşśšĳ A ĺ A^′ = C^{−1}AC | ďćě ŕőďőąŋżě ňăšřĺűż. Śőčńăśŋő ŕřěďżďşźěľ ńěňňě, őąźĺě ŋăĺąőńĳÿĺě ďěńĺšěńĺ ňĺŋőřőć k-čő ŕőř£ďłă ş A − λE ĺ (A − λE)C śőćŕăďă¿š. Ŕő šőľ ęě ńěňňě śőćŕăďă¿š ňěęďş śőąőľ őąźĺě ŋăĺąőńĳÿĺě ďěńĺšěńĺ ňĺŋőřőć k-čő ŕőř£ďłă ş C^{−1}(A − λE) ĺ C^{−1}(A − λE)C = = A^′ − λE. Śńěďőćăšěńĳŋő, D_k(λ) ďń£ A ĺ A^′ řăćŋż ňěęďş śőąőľ.

Šăł łăł ŕřĺ ŕěřěţőďě őš őďŋőčő ąăğĺśă ł ďřşčőňş ňăšřĺűă ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ğăňěŋ£ěšś£ ŕőďőąŋőľ, šő ĺğ ńěňňż 2 ćżšěłăěš śńěďş¿źă£

Š ě ő ř ě ň ă 1. Ŕşśšĳ A | ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćă-

ŋĺě. Šőčďă ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ D_k(λ) ňĺŋőřőć k-čő ŕőř£ďłă ňăšřĺűż A − λE, čďě A | ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ć ŋěłőšőřőň ąăğĺśě, ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśă.

Ŕěřěľďěň ł ćżůĺśńěŋĺ¿ ňŋőčőůńěŋőć D_k(λ) ďń£ ďăŋŋőčő ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A. Ć śĺńş šěőřěňż 1, ŕřĺ ĺţ ćżůĺśńěŋĺĺ ňőęŋő ŕőńĳğőćăšĳś£ ňăšřĺűěľ ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ć ń¿ąőň ąăğĺśě. Ćżąěřěň ąăğĺś, ć łőšőřőň ňăšřĺűă ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ĺňěěš ęőřďăŋőćş ŋőřňăńĳŋş¿ ťőřňş. Ŋăň ŋşęŋő, śńěďőćăšěńĳŋő, ćżůĺśńĺšĳ ňŋőčőůńěŋż D_k(λ) ďń£ ňăšřĺűż A, ĺňě¿źěľ ŋőřňăńĳŋş¿ ťőřňş.

Ŋăľďěň śŋăůăńă ćśě D_k(λ) ďń£ ňăšřĺűż n-čő ŕőř£ďłă ćĺďă λ_0 1 0 . . . 0 0 λ_0 1 . . . 0 . . . . . . . . . . . . . 0 0 0 . . . 1 0 0 0 . . . λ_0

, (1)

š. ě. ďń£ őďŋőľ ÀłńěšłĺÁ ŋőřňăńĳŋőľ ťőřňż. Ňż ĺňěěň D_n(λ) = (λ − λ_0)^n. Ěśńĺ ć ňăšřĺűě (1) ğăůěřłŋşšĳ ŕěřćżľ śšőńąěű ĺ ŕőśńěďŋ¿¿ śšřőłş, šő ŕőńşůĺň ňăšřĺűş A_1, ć łőšőřőľ ŕő ďĺăčőŋăńĺ śšő£š ěďĺŋĺűż, ă ŋăď ďĺăčőŋăńĳ¿ ŋşńĺ. Ŕő¡šőňş D_{n−1}(λ) = 1. Ćżůěřłĺćă£ ďăńěě ć ňăšřĺűě A_1 śšřőłĺ ĺ śšőńąűż ś őďĺŋăłőćżňĺ ŋőňěřăňĺ, ňż śňőęěň ďőłăğăšĳ, ůšő ĺ D_{n−2}(λ) = . . . . . . = D_1(λ) = 1. Őłőŋůăšěńĳŋő ňż ĺňěěň, ůšő ďń£

őšďěńĳŋőľ łńěšłĺ [ňăšřĺűż (1)] ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ

D_k(λ) śńěďş¿źă£: (λ − λ_0)^n, 1, 1, . . . , 1.

Ďăńěě, ğăňěšĺň: ŕşśšĳ ňăšřĺűă B ĺňěěš ćĺď ( B_1 0 0 B_2 ) , čďě B1 ĺ B2 | łăłĺě-ńĺąő ňăšřĺűż ŕőř£ďłőć n1 ĺ n2. Šőčďă őšńĺůŋżě őš ŋşń£ ňĺŋőřż m-čő ŕőř£ďłă ňăšřĺűż B ĺňě¿š ćĺď

´_m = ´^{(1)}_{m1} ´^{(2)}_{m2} , m_1 + m_2 = m,

čďě ´^{(1)}m_1 | ňĺŋőřż m1-čő ŕőř£ďłă ňăšřĺűż B1, ă

´^{(2)}m_2 | ňĺŋőřż m_2-čő ŕőř£ďłă ňăšřĺűż B_2^∗). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ ćżďěńĺšĳ šě ĺğ ŕěřćżţ n_1 śšřőł, łőšőřżě ćţőď£š ć śőśšăć ďăŋŋőčő ňĺŋőřă, ĺ řăğńőęĺšĳ ŕő ŋĺň ňĺŋőř (ćőśŕőńĳğőćăćÿĺśĳ šěőřěňőľ Ńăŕńăśă), šő ¡šőš ňĺŋőř ąşďěš ńĺąő řăćěŋ ŋşń¿, ńĺąő ĺňěšĳ ćĺď ´^{(1)}m_1 ´^{(2)}_{m−m1} .

Ŋăľďěň šěŕěřĳ ňŋőčőůńěŋż D_k(λ) ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőľ ňăšřĺűż A, ĺňě¿źěľ ęőřďăŋőćş ŋőřňăńĳŋő¿ ťőřňş. Ňż ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ć ňăšřĺűě A ĺňěěšś£ p łńěšőł, őšćěůă¿źĺţ śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ_1, q łńěšőł, őšćěůă¿źĺţ śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ_2, ĺ š. ď. Őąőğŋăůĺň ŕőř£ďłĺ łńěšőł, őšćěůă¿źĺţ śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ_1, ůěřěğ n_1, n_2, . . . , n_p (n_1 ¿ n_2 ¿ n_3 ¿ . . . ¿ n_p).

Ňăšřĺűă B = A − λE řăśŕăďăěšś£ ŋă őšďěńĳŋżě łńěšłĺ B_i, ĺğ łőšőřżţ, ŋăŕřĺňěř, B_1 ĺňěěš ćĺď

B1 = λ_1 − λ 1 0 . . . 0 0 λ_1 − λ 1 . . . 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 0 . . . 1 0 0 0 . . . λ_1 − λ .

∗) Őšńĺůŋżľ őš ŋşń£ ňĺŋőř ´k k-čő ŕőř£ďłă ňăšřĺűż B ňőęěš, łőŋěůŋő, ĺňěšĳ ćĺď ´^{(1)}_k , š. ě. ążšĳ śőśšăćńěŋ ĺğ ¡ńěňěŋšőć B1. Ć ¡šőň śńşůăě ňż ěčő ğăŕĺÿěň ťőřňăńĳŋő ć ćĺďě ´k = ´^{(1)}_k ´^{(2)}_0 , čďě ŕőńőęěŋő ´^{(2)}_0 = 1.

Ćżůĺśńĺň śŋăůăńă D_n(λ), š. ě. őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż B. Őŋ řăćěŋ ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ őŕřěďěńĺšěńěľ ňăšřĺű B_1, š. ě. D_n(λ) = (λ − λ_1)^{n1+n2+...+np} (λ − λ_2)^{m1+m2+...+mq} . . . Ŕěřěľďěň šěŕěřĳ ł ćżůĺśńěŋĺ¿ D_{n−1}(λ). Šăł łăł D_{n−1}(λ) ěśšĳ ďěńĺšěńĳ ňŋőčőůńěŋă D_n(λ), šő D_{n−1}(λ) śőśšőĺš ĺğ ňŋőęĺšěńěľ λ − λ_1, λ − λ_2, . . . . Ćżůĺśńĺň, ć łăłőľ śšěŕěŋĺ ć D_{n−1}(λ) ćţőďĺš λ − λ_1. Ďń£ ¡šőčő ğăňěšĺň, ůšő ŕřőĺğćőńĳŋżľ őšńĺůŋżľ őš ŋşń£ ňĺŋőř (n − 1)-čő ŕőř£ďłă ňăšřĺűż B = A − λE ĺňěěš ćĺď

´_{n−1} = ´^{(1)}_{t1} ´^{(2)}_{t2} . . . ´^{(k)}_{tk} ,

čďě t_1+t_2+. . .+t_k = n−1, ´^{(i)}_{ti} ňĺŋőřż ŕőř£ďłă t_i ňăšřĺűż B_i. Šăł łăł śşňňă ŕőř£ďłőć ňĺŋőřőć ´^{(1)}_{ti} , . . . řăćŋă n − 1, šő őďĺŋ ĺ šőńĳłő őďĺŋ ĺğ ¡šĺţ ňĺŋőřőć ĺňěěš ŕőř£ďőł ŋă ěďĺŋĺűş ŋĺęě, ůěň ŕőř£ďőł śőőšćěšśšćş¿- źěľ ňăšřĺűż B_i, š. ě. ŕőńşůăěšś£ ĺğ śőőšćěšśšćş¿źěľ łńěšłĺ ňăšřĺűż B ćżůěřłĺćăŋĺěň őďŋőľ śšřőłĺ ĺ őďŋőčő śšőńąűă. Ňż ćĺďěńĺ, ůšő ć őšďěńĳŋőľ łńěšłě ňż ňőęěň ćżůěřłĺćăŋĺěň őďŋőľ śšřőłĺ ĺ őďŋőčő śšőńąűă ŕőńşůĺšĳ ňĺŋőř, řăćŋżľ ěďĺŋĺűě (śň. śšř. 234). Ŕő¡šőňş ňż ňőęěň ŕőďőąřăšĳ ´_{n−1} šăł, ůšőąż łăłőľ-ŋĺąşďĳ őďĺŋ ĺğ ňĺŋőřőć ´^{(i)}_{ti} śšăń řăćŋżň ěďĺŋĺűě, ŋě ňěŋ££ ŕřĺ ¡šőň őśšăńĳŋżţ, řăćŋżţ őŕřěďěńĺšěń£ň śőőšćěšśšćş¿źĺţ łńěšőł. Őšś¿ďă £śŋő, ůšő, ďń£ šőčő ůšőąż ŕőńşůĺšĳ ňĺŋőř, śőďěřęăźĺľ λ − λ_1 ć ćőğňőęŋő ąőńěě ŋĺğłőľ śšěŕěŋĺ, ďőśšăšőůŋő ćżůěřłŋşšĳ śšřőłş ĺ śšőńąěű ć łńěšłě, őšćěůă¿źěľ λ_1 ĺ ĺňě¿źěľ ŋăĺąőńĳÿĺľ ŕőř£ďőł, ă ĺňěŋŋő ŕőř£ďőł n_1. Šăłĺň őąřăğőň, ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ D_{n−1}(λ) ňĺŋőřőć (n − 1)-čő ŕőř£ďłă śőďěřęĺš λ − λ_1 ć śšěŕěŋĺ n_2 + n_3 + . . . + n_p.

Ăŋăńőčĺůŋő, śřěďĺ ňĺŋőřőć (n − 2)-čő ŕőř£ďłă ŋăĺŋĺğÿş¿ śšěŕěŋĳ λ − λ_1 śőďěřęĺš ňĺŋőř ´_{n−2}, ŕőńşůěŋŋżľ ćżůěřłĺćăŋĺěň ŕő śšřőłě ĺ śšőńąűş ĺğ łńěšőł, śőőšćěšśšćş¿źĺţ śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ_1 ĺ ĺňě¿- źĺţ ŕőř£ďłĺ n_1 ĺ n_2. Šăłĺň őąřăğőň, D_{n−2}(λ) śőďěřęĺš λ − λ_1 ć śšěŕěŋĺ n_3 + n_4 + . . . + n_p ĺ š. ď. Ŋăłőŋěű, D_{n−p}(λ), D_{n−p−1}(λ), . . . , D_1(λ) ćőćśě ŋě śőďěřęĺš λ−λ_1.

Śőćěřÿěŋŋő šăł ęě ňż ćż£śŋ£ěň, ć łăłĺţ śšěŕěŋ£ţ ć D_k(λ) ćţőď£š ňŋőęĺšěńĺ λ − λ_2, λ − λ_3, . . .

Ĺšăł, ňż ďőłăğăńĺ śńěďş¿źěě şšćěřęďěŋĺě:

Ŕşśšĳ ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ĺňěěš ęőřďăŋőćş ŋőřňăńĳŋş¿ ťőřňş, ć łőšőřőľ ĺňěěšś£ p łńěšőł ŕőř£ďłőć n1, n2, . . . , np (n1 ¿ n2 ¿ . . . ¿ np), őšćěůă- ¿źĺţ śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ1, q łńěšőł ŕőř£ďłőć

m_1, m_2, . . . , m_q (m_1 ¿ m_2 ¿ . . . ¿ m_q), őšćěůă¿źĺţ

śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ2, ĺ š. ď.; šőčďă D_n(λ)=(λ−λ_1)^{n1+n2+n3+...+np} (λ−λ_2)^{m1+m2+m3+...+mq}. . . , D_{n−1}(λ)=(λ−λ_1)^{n2+n3+...+np} (λ−λ_2)^{m2+m3+...+mq} . . . , D_{n−2}(λ)=(λ−λ_1)^{n3+...+np} (λ−λ_2)^{m3+...+mq} . . . , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ŕřĺ ¡šőň, ŋăůĺŋă£ ś D_{n−p}(λ) ňŋőęĺšěńĳ (λ − λ_1)^{...} ğăňěŋ£ěšś£ ěďĺŋĺűěľ, ŋăůĺŋă£ ś D_{n−q}(λ), ňŋőęĺšěńĳ (λ − λ_2)^{...} ğăňěŋ£ěšś£ ěďĺŋĺűěľ ĺ š. ď.

Řăśśňőšřĺň ćăęŋżľ ŕřĺňěř. Ŕşśšĳ śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ_1 őšćěůăěš ńĺÿĳ őďŋă łńěšłă, ŕőř£ďőł łőšőřőľ řăćěŋ n_1, śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ_2 | šőńĳłő őďŋă łńěšłă ŕőř£ďłă m_1, λ_3 | őďŋă łńěšłă ŕőř£ďłă k_1 ĺ š. ď. (š. ě. śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£, őšćěůă¿źĺě řăğńĺůŋżň łńěšłăň, řăğńĺůŋż). Šőčďă D_i(λ) ĺňěěš ćĺď

D_n(λ) = (λ − λ_1)^{n1} (λ − λ_2)^{m1} (λ − λ_3)^{k1} . . . ,

D_{n−1}(λ) = 1,

D_{n−2}(λ) = 1, . . . . . . . . .

Şłăğăŋŋżľ ćżÿě őąźĺľ ćĺď ďń£ D_k(λ) ŕőłăğżćăěš, ůšő ćňěśšő ňŋőčőůńěŋőć D_k(λ) şďőąŋěě ććěśšĺ ĺţ őšŋőÿěŋĺ£ E_k(λ) = Dk(λ) Dk−1(λ) . Ňŋőčőůńěŋż E_k(λ) ŋăğżćă¿šś£ ĺŋćăřĺăŋšŋżňĺ ňŋő-

ęĺšěń£ňĺ. Šăłĺň őąřăğőň, ěśńĺ ňăšřĺűă A ĺňěěš ęőřďăŋőćş ŋőřňăńĳŋş¿ ťőřňş, ć łőšőřőľ ĺňěěšś£ p ÀłńěšőłÁ ŕőř£ďłőć n1, n2, . . . , np (n1 ¿ n2 ¿ . . . ¿ np), őšćěůă¿źĺţ śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ1, q ÀłńěšőłÁ ŕőř£ďłőć m1, m2, . . . , mq (m1 ¿ m2 ¿ . . . ¿ mq), őšćěůă¿źĺţ śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ2 ĺ š. ď., šő ĺŋćăřĺăŋšŋżě ňŋőęĺšěńĺ E_k(λ) ĺňě¿š ćĺď

E_n(λ) = (λ − λ_1)^{n1} (λ − λ_2)^{m1} . . . ,

E_{n−1}(λ) = (λ − λ_1)^{n2} (λ − λ_2)^{m2} . . . ,

E_{n−2}(λ) = (λ − λ_1)^{n3} (λ − λ_2)^{m3} . . . , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ňż ćĺďĺň, ůšő ğăďăŋĺě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ňŋőęĺšěńěľ E_n(λ), E_{n−1}(λ), . . . ŕőńŋőśšĳ¿ őŕřěďěń£ěš ęőřďăŋőćş ŋőřňăńĳŋş¿ ťőřňş ňăšřĺűż A; śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ λ_i ŕőńşůă¿šś£ łăł łőřŋĺ şřăćŋěŋĺ£ E_n(λ) = 0. Řăğňěřż ęě n_1, n_2, . . . , n_p łńěšőł, őšćěůă¿źĺţ ďăŋŋőňş śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ_1, řăćŋż śšěŕěŋ£ň, ś łőšőřżňĺ ďćşůńěŋ λ − λ_1 śőďěřęĺšś£ śőőšćěšśšćěŋŋő ć E_n(λ), E_{n−1}(λ), . . .

Ňż šěŕěřĳ ć śőśšő£ŋĺĺ śťőřňşńĺřőćăšĳ ŋěőąţőďĺňżě ĺ ďőśšăšőůŋżě şśńőćĺ£ śşźěśšćőćăŋĺ£ ąăğĺśă, ć łőšőřőň ňăšřĺűă ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ďĺăčőŋăńĳ- ŋă. Ďń£ šőčő ůšőąż śşźěśšćőćăń ąăğĺś, ć łőšőřőň ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ďĺăčőŋăńĳŋă, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ĺŋćăřĺăŋšŋżě ňŋőęĺšěńĺ ¡šőľ ňăšřĺűż ĺňěńĺ ńĺÿĳ ŕřőśšżě łőřŋĺ.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ňż ćĺďěńĺ, ůšő łřăšŋőśšĺ łőřŋěľ λ_1, λ_2, . . . ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ňŋőęĺšěńěľ őŕřěďěń£¿š ŕőř£ďłĺ łńěšőł ć ęőřďăŋőćőľ ŋőřňăńĳŋőľ ťőřňě. Ŕřőśšőšă łőřŋěľ ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ňŋőęĺšěńěľ őğŋăůăěš, šăłĺň őąřăğőň, ůšő ¡šĺ łńěšłĺ ŕěřćőčő ŕőř£ďłă, š. ě. ůšő ęőřďăŋőćă ŋőřňăńĳŋă£ ťőřňă ňăšřĺűż śćőďĺšś£ ł ďĺăčőŋăńĳŋőľ.

Š ě ő ř ě ň ă 2. Ďń£ šőčő ůšőąż ďćě ňăšřĺűż ążńĺ

ŕőďőąŋż, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ĺţ ĺŋćăřĺăŋšŋżě ňŋőęĺšěńĺ śőćŕăďăńĺ.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ňż ďőłăğăńĺ (ńěňňă 2), ůšő ş ŕőďőąŋżţ ňăšřĺű śőćŕăďă¿š ňŋőčőůńěŋż D_k(λ). Śńěďőćăšěńĳŋő, śőćŕăďă¿š ĺ ĺŋćăřĺăŋšŋżě ňŋőęĺšěńĺ E_k(λ), £ćń£¿źĺěś£ ĺţ őšŋőÿěŋĺ£ňĺ.

Őąřăšŋő, ŕşśšĳ ĺŋćăřĺăŋšŋżě ňŋőęĺšěńĺ ňăšřĺű A ĺ B śőćŕăďă¿š. Ňż ğŋăěň, ůšő łăęďă£ ňăšřĺűă ŕőďőąŋă ŋěłőšőřőľ ňăšřĺűě, ĺňě¿źěľ ęőřďăŋőćş ŋőřňăńĳŋş¿ ťőřňş. Šăł łăł ĺŋćăřĺăŋšŋżě ňŋőęĺšěńĺ ş A ĺ B śőćŕăďă¿š, šő ĺţ ŋőřňăńĳŋżě ęőřďăŋőćż ťőřňż šőęě śőćŕăďă¿š. Šăłĺň őąřăğőň, ňăšřĺűż A ĺ B ŕőďőąŋż őďŋőľ ĺ šőľ ęě ňăšřĺűě ĺ, ğŋăůĺš, A ŕőďőąŋă B.

Š ě ő ř ě ň ă 3. Ŋőřňăńĳŋă£ ťőřňă ńĺŋěľŋőčő ŕřě-

őąřăğőćăŋĺ£ őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ śăňĺň ńĺŋěľŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ňăšřĺűż ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ć řăğńĺůŋżţ ąăğĺśăţ ŕőďőąŋż. Šăł łăł ŕőďőąŋżě ňăšřĺűż ĺňě¿š őďĺŋăłőćżě ĺŋćăřĺăŋšŋżě ňŋőęĺšěńĺ, ă ĺŋćăřĺăŋšŋżňĺ ňŋőęĺšěń£ňĺ őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£- ěšś£ ŋőřňăńĳŋă£ ťőřňă, šő ŋőřňăńĳŋă£ ťőřňă ďăŋŋőčő ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ őŕřěďěńěŋă őďŋőğŋăůŋő, ĺ šěőřěňă ďőłăğăŋă.

Ňż ć śőśšő£ŋĺĺ šěŕěřĳ ŋăľšĺ ęőřďăŋőćş ŋőřňăńĳŋş¿ ťőřňş ňăšřĺűż ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£. Ďń£ ¡šőčő ďőśšăšőůŋő ćğ£šĳ ňăšřĺűş ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ć łăłőň-ŋĺąşďĳ ąăğĺśě ĺ ŋăľšĺ ĺŋćăřĺăŋšŋżě ňŋőęĺšěńĺ ňăšřĺűż A. Řăğńőęĺć ĺŋćăřĺăŋšŋżě ňŋőęĺšěńĺ ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ćĺďă (λ − λ_1)^n(λ − λ_2)^m . . . , ňż ąşďěň ğŋăšĳ łăł śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£, šăł ĺ őšćěůă¿- źĺě ĺň ŕőř£ďłĺ łńěšőł.

x 22. λ-ňăšřĺűż

1. λ-ňăšřĺűěľ (ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőľ ňăšřĺűěľ) ŋăğżćăěšś£ ňăšřĺűă, ¡ńěňěŋšăňĺ łőšőřőľ £ćń£¿šś£ ňŋőčőůńěŋż őšŋőśĺšěńĳŋő ŋěłőšőřőľ ąşłćż λ. Śšěŕěŋĳ¿ λ-ňă-šřĺűż ŋăğżćăěšś£ ŋăĺćżśÿă£ ĺğ śšěŕěŋěľ ňŋőčőůńěŋőć, ćţőď£źĺţ ć śőśšăć ňăšřĺűż. §śŋő, ůšő λ-ňăšřĺűă śšěŕěŋĺ n ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋă ć ćĺďě

A_0λ^n + A_1λ^{n−1} + . . . + A_n,

čďě A_k | ňăšřĺűż, şęě ŋě ğăćĺś£źĺě őš λ^∗). Ůăśšŋżľ śńşůăľ λ-ňăšřĺű ŋăň şęě ćśšřěůăńś£ ŋěőďŋőłřăšŋő, ă ĺňěŋŋő ňăšřĺűż ćĺďă A−λE. Řěğşńĳšăšż, łőšőřżě ňż ŕőńşůĺň ć ¡šőň ŕăřăčřăťě, ďń£ śńşůă£ λ-ňăšřĺű ćĺďă A − λE śőďěřęăš łăł ůăśšŋżľ śńşůăľ ňŋőčĺě ĺğ řěğşńĳšăšőć, ŕőńşůěŋŋżţ ć ŕřěďżďşźĺţ ŕăřăčřăťăţ ¡šőľ čńăćż.

λ-ňăšřĺűż ćśšřěůă¿šś£ ćő ćśěţ ćőŕřőśăţ ňăšěňăšĺłĺ. Šăł, ŋăŕřĺňěř, řěÿěŋĺě śĺśšěňż őďŋőřőďŋżţ ńĺŋěľŋżţ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ ŕěřćőčő ŕőř£ďłă ś ŕőśšő£ŋŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ dy_i dx = n∑ k=1 aikyk (i = 1, 2, . . . , n) (1) ĺźěšś£ őążůŋő ć ćĺďě yk = cke^{λx}, (2) čďě λ ĺ ck | ŋěłőšőřżě ŕőśšő£ŋŋżě. Ďń£ ĺţ őŕřěďěńěŋĺ£ ŕőďśšăćĺň ťşŋłűĺĺ (2) ć śĺśšěňş ĺ śőłřăšĺň şřăćŋěŋĺě ŋă e^{λx}. Ňż

∗) Ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ňż ąşďěň ňăšřĺűż őąőğŋăůăšĳ śćěšńżňĺ ąşłćăňĺ.

ŕőńşůĺň śĺśšěňş ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ λci = n∑ k=1 aikck, ňăšřĺűă łőšőřőľ ěśšĳ A − λE, čďě A | ňăšřĺűă ĺğ łő¡ťťĺűĺěŋšőć śĺśšěňż (1). Šăłĺň őąřăğőň, ĺğşůěŋĺě śĺśšěňż ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ (1) šěśŋő ść£ğăŋő ś λ-ňăšřĺűěľ ŕěřćőľ śšěŕěŋĺ őšŋőśĺšěńĳŋő λ: A − λE.

Ăŋăńőčĺůŋő, ĺśśńěďőćăŋĺě śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ ŕőř£ďłă ćżÿě ŕěřćőčő ŕřĺćőďĺš ł ĺśśńěďőćăŋĺ¿ λ-ňăšřĺű ćżśÿĺţ śšěŕěŋěľ. Ŋăŕřĺňěř, ĺśśńěďőćăŋĺě śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ n∑ k=1 aik d^2y^k dx2 + n∑ k=1 bik dy^kdx + n∑ k=1 cikyk = 0 ŕřĺćőďĺš ł ĺśśńěďőćăŋĺ¿ λ-ňăšřĺűż Aλ^2 +Bλ+C, čďě A = ‖aik‖, B = ‖bik‖, C = ‖cik‖. Ňż řăśśňőšřĺň śěľůăś ćőŕřőś ő łăŋőŋĺůěśłőň ćĺďě λ-ňăšřĺű őšŋőśĺšěńĳŋő šăł ŋăğżćăěňżţ ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ.

İńěňěŋšăřŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ λ-ňăšřĺű ŋăğżćă¿šś£ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ śńěďş¿źĺţ šĺŕőć.

1^∘ Ŕěřěśšăŋőćłă ňěęďş śőąőľ ďćşţ łăłĺţ-ńĺąő śšřőł ĺńĺ śšőńąűőć ňăšřĺűż.

2^∘ Ŕřĺąăćńěŋĺě ł śšřőłě łăłőľ-ńĺąő ďřşčőľ śšřőłĺ, şňŋőęěŋŋőľ ŋă ŋěłőšőřżľ ňŋőčőůńěŋ φ(λ), ĺ, ăŋăńőčĺůŋő, ŕřĺąăćńěŋĺě ł śšőńąűş ďřşčőčő śšőńąűă, şňŋőęěŋŋőčő ŋă ŋěłőšőřżľ ňŋőčőůńěŋ.

3^∘ Şňŋőęěŋĺě śšřőłĺ ĺńĺ śšőńąűă ŋă ŋěłőšőřőě ůĺśńő, őšńĺůŋőě őš ŋşń£.

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě. Ďćě λ-ňăšřĺűż ŋăğżćă¿šś£

¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ, ěśńĺ őďŋă ňőęěš ążšĳ ŕőńşůěŋă ĺğ ďřşčőľ ŋěłőšőřőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ.

Őąřăšŋőě ł łăęďőňş ¡ńěňěŋšăřŋőňş ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ ěśšĳ śŋőćă ¡ńěňěŋšăřŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě. İšő ńěčłő ŕřőćěř£ěšś£ ďń£ łăęďőčő ĺğ šřěţ šĺŕőć ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ. Šăł, ěśńĺ λ-ňăšřĺűă B(λ) ŕőńşůăěšś£ ĺğ λ-ňăšřĺűż A(λ) ŕěřěśšăŋőćłőľ śšřőł, šő őąřăšŋőľ ŕěřěśšăŋőćłőľ śšřőł ňż ňőęěň ĺğ B(λ) ŕőńşůĺšĳ A(λ). Ěśńĺ B(λ) ŕőńşůăěšś£ ĺğ A(λ) ŕřĺąăćńěŋĺěň ł k-ľ śšřőłě i-ľ, şňŋőęěŋŋőľ ŋă φ(λ), šő, őąřăšŋő, A(λ) ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ĺğ B(λ) ŕřĺąăćńěŋĺěň ł k-ľ śšřőłě i-ľ, şňŋőęěŋŋőľ ŋă −φ(λ).

Ĺğ śďěńăŋŋőčő ğăňěůăŋĺ£ śńěďşěš, ůšő ěśńĺ λ-ňăšřĺ-űă K(λ) ¡łćĺćăńěŋšŋă L(λ), šő ĺ őąřăšŋő, L(λ) ¡łćĺćăńěŋšŋă K(λ). Ć śăňőň ďěńě, ŕşśšĳ ĺğ K(λ) ŕřĺňěŋěŋĺěň ŋěłőšőřőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ŕőńşůăěšś£ L(λ). Šőčďă, ŕřĺňěŋ££ ł L(λ) ć őąřăšŋőň ŕőř£ďłě őąřăšŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£, ňż ŕřĺďěň ł K(λ).

Ěśńĺ ďćě λ-ňăšřĺűż K_1(λ) ĺ K_2(λ) ¡łćĺćăńěŋšŋż ŋěłőšőřőľ ňăšřĺűě K(λ), šő őŋĺ ¡łćĺćăńěŋšŋż ňěęďş śőąőľ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ śŋăůăńă ŕřőćěśšĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ, ŕěřěćőď£źĺţ K_1(λ) ć K(λ), ă ğăšěň ¡ńěňěŋšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£, ŕěřěćőď£źĺě K(λ) ć K_2(λ), šő ňż ŕěřěćěďěň K_1(λ) ć K_2(λ), š. ě. K_1(λ) ¡łćĺćăńěŋšŋă K_2(λ).

Őśŋőćŋőľ řěğşńĳšăš ŕ. 1 ¡šőčő ŕăřăčřăťă śőśšőĺš ć ďőłăğăšěńĳśšćě šěőřěňż ő šőň, ůšő ćś£łş¿ λ-ňăšřĺűş ňőęŋő ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ ŕřĺćěśšĺ ł ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş. Ďőłăğăšěńĳśšćş ¡šőčő ŕřěďńőęěŋĺ£ ŕřěďŕőÿńěň ńěňňş:

Ń ě ň ň ă 1. Ěśńĺ ¡ńěňěŋš a_{11}(λ) ć λ-ňăšřĺűě A(λ)

ŋě řăćěŋ ŋşń¿ ĺ ěśńĺ ŋě ćśě ¡ńěňěŋšż a_{ik}(λ) ňăšřĺűż A(λ) ďěń£šś£ ŋă ňŋőčőůńěŋ a11(λ), šő ňőęŋő ŕőďőąřăšĳ ¡łćĺćăńěŋšŋş¿ A(λ) λ-ňăšřĺűş B(λ), ďń£ łőšőřőľ ¡ńěňěŋš b11(λ) šăłęě ŋě řăćěŋ ŋşń¿ ĺ ĺňěěš śšěŕěŋĳ ąőńěě ŋĺğłş¿, ůěň a11(λ).

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ŕřěďŕőńőęĺň śŋăůăńă, ůšő ŋě ďěń£źĺľś£ ŋă a_{11}(λ) ¡ńěňěŋš ňăšřĺűż A(λ) ŋăţőďĺšś£ ć ŕěřćőľ śšřőłě. Ŕşśšĳ, ŋăŕřĺňěř, a_{1k}(λ) ŋě ďěńĺšś£ ŋă a_{11}(λ). Šőčďă a_{1k}(λ) ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě

a_{1k}(λ) = a_{11}(λ)φ(λ) + b(λ),

čďě φ(λ) | ůăśšŋőě, b(λ) ≠ 0 | őśšăšőł őš ďěńěŋĺ£ a_{1k}(λ) ŋă a_{11}(λ) ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, śšěŕěŋĳ b(λ) ŋĺęě, ůěň śšěŕěŋĳ a_{11}(λ). Ćżůšěň ĺğ k-čő śšőńąűă ŕěřćżľ, şňŋőęěŋŋżľ ŋă φ(λ). Ŕőńşůĺň ňăšřĺűş, čďě ćňěśšő a_{1k}(λ) śšőĺš šěŕěřĳ ňŋőčőůńěŋ b(λ), ĺňě¿źĺľ ąőńěě ŋĺğłş¿ śšěŕěŋĳ, ůěň a_{11}(λ). Ŕěřěśšăćń££ šěŕěřĳ k-ľ śšőńąěű ś ŕěřćżň, ňż ŕěřěćěďěň b(λ) ć ńěćżľ ćěřţŋĺľ şčőń.

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ śńşůăľ, łőčďă ćśě ¡ńěňěŋšż ŕěřćőľ śšřőłĺ ĺ ŕěřćőčő śšőńąűă ďěń£šś£ ŋă a_{11}(λ), ă ŋěłőšőřżľ ¡ńěňěŋš a_{ik}(λ) ŋě ďěńĺšś£ ŋă a_{11}(λ). İšőš śńşůăľ ňż śćěďěň ł ŕřěďżďşźěňş śńěďş¿źĺň őąřăğőň: a_{i1}(λ) ďěńĺšś£ ŋă a_{11}(λ), š. ě. ĺňěěš ćĺď a_{i1}(λ) = φ(λ)a_{11}(λ). Ćżůšěň ĺğ i-ľ śšřőłĺ ŕěřćş¿, şňŋőęěŋŋş¿ ŋă φ(λ). Šőčďă a_{i1}(λ) ğăňěŋĺšś£ ŋşńěň, ¡ńěňěŋš a_{ik}(λ) ğăňěŋĺšś£ ¡ńěňěŋšőň a^′_{ik}(λ) = a_{ik}(λ) − φ(λ)a_{1k}(λ), łőšőřżľ ŕő-ŕřěęŋěňş ŋě ďěńĺšś£ ŋă a_{11}(λ) (šăł łăł a_{1k}(λ) ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ďěńĺšś£ ŋă a_{11}(λ)). Ŕřĺąăćĺň šěŕěřĳ i-¿ śšřőłş ł ŕěřćőľ. Šăł łăł ŋă ŕěřćőň ňěśšě ć i-ľ śšřőłě šěŕěřĳ śšőĺš ŋşńĳ, šő a_{11}(λ) ŋě ĺğňěŋĺšś£, ă ŋă k-ň ňěśšě ć ŕěřćőľ śšřőłě šěŕěřĳ ąşďěš śšő£šĳ a_{1k}(λ) + a^′_{ik}(λ) = a_{1k}(λ)(1 − φ(λ)) + a_{ik}(λ) ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ć ŕěřćőľ śšřőłě ĺňěěšś£ ¡ńěňěŋš, ŋě ďěń£źĺľś£ ŋă a_{11}(λ). Ňż śćěńĺ ¡šőš śńşůăľ ł řăśśňőšřěŋŋőňş ćżÿě ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ńěňňă ďőłăğăŋă.

Ć ďăńĳŋěľÿěň ňż ąşďěň ŕőńĳğőćăšĳś£ šăłęě śńěďş¿źĺň ğăňěůăŋĺěň: ěśńĺ ćśě ¡ńěňěŋšż λ-ňăšřĺűż B(λ) ďěń£šś£ ŋă ŋěłőšőřżľ ňŋőčőůńěŋ E(λ), šő ŕőśńě ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ŋăď ňăšřĺűěľ B(λ) ňż śŋőćă ŕőńşůĺň ňăšřĺűş, ¡ńěňěŋšż łőšőřőľ ďěń£šś£ ŋă E(λ).

Ŕěřěľďěň šěŕěřĳ ł ŕřĺćěďěŋĺ¿ λ-ňăšřĺűż ł ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş.

Ňż ňőęěň śůĺšăšĳ, ůšő a_{11}(λ) ≠ 0, šăł łăł, ěśńĺ ć ňăšřĺűě ěśšĳ ţőšĳ őďĺŋ ¡ńěňěŋš, őšńĺůŋżľ őš ŋşń£, šő ŕěřěśšăŋőćłăňĺ śšřőł ĺ śšőńąűőć ěčő ňőęŋő ŕěřěćěśšĺ ŋă ¡šő ňěśšő. Ěśńĺ ŋě ćśě ¡ńěňěŋšż ňăšřĺűż ďěń£šś£ ŋă a_{11}(λ), šő ňż ňőęěň śŕőśőąőň, şłăğăŋŋőň ć ńěňňě, ğăňěŋĺšĳ ňăšřĺűş ¡łćĺćăńěŋšŋőľ, ć łőšőřőľ ¡ńěňěŋš, śšő£źĺľ ć ńěćőň ćěřţŋěň şčńş, ĺňěěš ąőńěě ŋĺğłş¿ śšěŕěŋĳ ĺ ŕő-ŕřěęŋěňş őšńĺůěŋ őš ŋşń£. Ěśńĺ ŋě ćśě ¡ńěňěŋšż ďěń£šś£ ŋă ŋěčő, šő ňż ňőęěň őŕ£šĳ ŕőŋĺğĺšĳ śšěŕěŋĳ ¡šőčő ¡ńěňěŋšă ĺ š. ď. Ŕřőűěśś ğăłőŋůĺšś£, łőčďă ňż ŕřĺďěň ł ňăšřĺűě B(λ), ć łőšőřőľ ćśě ¡ńěňěŋšż ďěń£šś£ ŋă b_{11}(λ).

Šăł łăł ¡ńěňěŋšż b_{12}(λ), . . . , b_{1n}(λ) ŕěřćőľ śšřőłĺ ďěń£šś£ ŋă b_{11}(λ), šő, ćżůĺšă£ ĺğ ćšőřőčő, šřěšĳěčő ĺ š. ď. śšőńąűă ŕěřćżľ, şňŋőęěŋŋżľ ŋă śőőšćěšśšćěŋŋő ŕőďőąřăŋŋżě ňŋőčőůńěŋż őš λ, ňż ňőęěň őąřăšĺšĳ ć ŋşńĳ 2-ľ, 3-ľ, . . . , n-ľ ¡ńěňěŋšż ŕěřćőľ śšřőłĺ. Ăŋăńőčĺůŋő őąřăšĺň ć ŋşńĳ ćśě ¡ńěňěŋšż, ŋăůĺŋă£ śő ćšőřőčő, ć ŕěřćőň śšőńąűě. Šăł łăł ć ňăšřĺűě B(λ) ćśě ¡ńěňěŋšż ďěńĺńĺśĳ ŋă b_{11}(λ), šő ć ŕőńşůěŋŋőľ ňăšřĺűě ćśě ¡ńěňěŋšż šăłęě ďěń£šś£ ŋă b_{11}(λ). Řăğďěńĺň ćśě ¡ńěňěŋšż ŕěřćőľ śšřőłĺ ŋă śšăřÿĺľ łő¡ťťĺűĺěŋš ňŋőčőůńěŋă b_{11}(λ). Ŋă ŕěřćőň ňěśšě ŕőńşůĺšś£ ňŋőčőůńěŋ śő śšăřÿĺň łő¡ťťĺűĺěŋšőň 1, łőšőřżľ ňż őąőğŋăůĺň ůěřěğ E_1(λ), ă ŋă őśšăńĳŋżţ ňěśšăţ ąşďşš ŕő-ŕřěęŋěňş ŋşńĺ.

Ňż ŕřĺÿńĺ, šăłĺň őąřăğőň, ł ňăšřĺűě śńěďş¿źěčő ćĺďă:

E_1(λ) 0 0 . . . 0 0 c_{22}(λ) c_{23}(λ) . . . c_{2n}(λ) 0 c_{32}(λ) c_{33}(λ) . . . c_{3n}(λ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 c_{n2}(λ) c_{n3}(λ) . . . c_{nn}(λ)

, (3)

ćśě ¡ńěňěŋšż łőšőřőľ ďěń£šś£ ŋă E_1(λ).

Ňż ňőęěň šěŕěřĳ ŕőćšőřĺšĳ ś ňăšřĺűěľ (n − 1)-čő ŕőř£ďłă ‖c_{ik}(λ)‖ šě ęě őŕěřăűĺĺ, ůšő ś ňăšřĺűěľ n-čő ŕőř£ďłă. Ğăňěšĺň, ůšő ćś£łőě ¡ńěňěŋšăřŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ňăšřĺűż ‖c_{ik}‖ ěśšĳ ć šő ęě ćřěň£ ¡ńěňěŋšăřŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ňăšřĺűż (3), šăł łăł ć ŕěřćőľ śšřőłě ĺ śšőńąűě ćśě ¡ńěňěŋšż, łřőňě E_1(λ), řăćŋż ŋşń¿.

Šăłĺň őąřăğőň, ňż őąřăšĺň ć ŋşńĳ ćśě ¡ńěňěŋšż ćšőřőľ śšřőłĺ ĺ ćšőřőčő śšőńąűă, łřőňě ďĺăčőŋăńĳŋőčő. Ŕőńşůěŋŋżľ ďĺăčőŋăńĳŋżľ ¡ńěňěŋš (śšăřÿĺľ łő- ¡ťťĺűĺěŋš łőšőřőčő šăłęě śůĺšăěň řăćŋżň ěďĺŋĺűě) őąőğŋăůĺň E_2(λ). Ćśě ¡ńěňěŋšż c_{ik}(λ) ďěń£šś£ ŋă E_1(λ). Ŕő¡šőňş ćśě ďăńĳŋěľÿĺě ¡ńěňěŋšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ćśěčďă ŕřĺćőď£š ŋăś ł ¡ńěňěŋšăň, ďěń£źĺňś£ ŋă E_1(λ). Ć ůăśšŋőśšĺ, E_2(λ) ďěńĺšś£ ŋă E_1(λ).

Ňż ŕřĺÿńĺ, šăłĺň őąřăğőň, ł ňăšřĺűě, ş łőšőřőľ ć ŕěřćżţ ďćşţ śšřőłăţ ĺ śšőńąűăţ ćśě ¡ńěňěŋšż, łřőňě ďĺăčőŋăńĳŋżţ, řăćŋż ŋşń¿, ă ŕő ďĺăčőŋăńĺ śšő£š E_1(λ) ĺ E_2(λ), ŕřĺůěň E_2(λ) ďěńĺšś£ ŋă E_1(λ). Ňż śňőęěň ŕřőďőńęăšĳ ¡šőš ŕřőűěśś ďăńěě, ŕőłă ŋě ŕřĺćěďěň ćś¿ ňăšřĺűş ł ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş. Ňőęěš, łőŋěůŋő, őłăğăšĳś£, ůšő ňż ğăłőŋůĺň ŕřőűěśś řăŋĳÿě, ŕřĺď£ ł ňăšřĺűě, śőśšő£źěľ śŕńőÿĳ ĺğ ŋşńěľ.

Ĺšăł, ďőłăğăŋă śńěďş¿źă£ Š ě ő ř ě ň ă 1. Ćś£łă£ λ-ňăšřĺűă ňőęěš ążšĳ

¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ ŕřĺćěďěŋă ł ćĺďş

E_1(λ) 0 0 . . . 0 0 E_2(λ) 0 . . . 0 0 0 E_3(λ) . . . 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 0 . . . E_n(λ)

, (4)

čďě ňŋőčőůńěŋż E_k(λ), śšő£źĺě ŕő ďĺăčőŋăńĺ, ĺňě- ¿š śšăřÿĺě łő¡ťťĺűĺěŋšż, řăćŋżě ěďĺŋĺűě, ňŋőčőůńěŋ E2(λ) ďěńĺšś£ ŋă E1(λ), E3(λ) ďěńĺšś£ ŋă E2(λ),

E_4(λ) ŋă E_3(λ) ĺ š. ď. İšőš ćĺď ŋăğżćăěšś£ ŋőřňăńĳ-

ŋőľ ďĺăčőŋăńĳŋőľ ťőřňőľ λ-ňăšřĺűż.

Łőŋěůŋő, ŋěłőšőřőě ůĺśńő ŕőśńěďŋĺţ ňŋőčőůńěŋőć E_k(λ) ć ňăšřĺűě (4) ňőęěš őłăğăšĳś£ řăćŋżň ŋşń¿:

E_{r+1}(λ) = E_{r+2}(λ) = . . . = 0.

Ğ ă ň ě ů ă ŋ ĺ ě. Ňż ŕřĺćěńĺ ňăšřĺűş A(λ) ł ŋőřňăńĳŋőňş ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş, ć łőšőřőň łăęďżľ ďĺăčőŋăńĳŋżľ ¡ńěňěŋš ďěńĺšś£ ŋă ŕřěďÿěśšćş¿źĺľ. Ěśńĺ ŕőśšăćĺšĳ śěąě űěńĳ¿ ŕřĺćěďěŋĺě ňăšřĺűż ł łăłőňşŋĺąşďĳ ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş, őšąřőśĺć šřěąőćăŋĺě ďěńĺňőśšĺ, šő ğăďăůă řěÿăěšś£ ŕřőźě.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ďń£ šőčő ůšőąż őąřăšĺšĳ ć ŋşńĳ ćśě ¡ńěňěŋšż ŕěřćőľ śšřőłĺ ĺ ŕěřćőčő śšőńąűă łřőňě a_{11}(λ), ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ¡šĺ ¡ńěňěŋšż (ă ŋě ćśě ¡ńěňěŋšż ňăšřĺűż) ďěńĺńĺśĳ ŋă a_{11}(λ). Łăł ćĺďŋő ĺğ ďőłăğăšěńĳśšćă ńěňňż, ďń£ šőčő ůšőąż ¡šőčő ďőśšĺčŋşšĳ, šřěąşěšś£ čőřăğďő ňěŋĳÿěě ůĺśńő ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ, ůěň ďń£ ŕřĺćěďěŋĺ£ ł ŋőřňăńĳŋőľ ďĺăčőŋăńĳŋőľ ťőřňě. Őąřăšĺć ć ŋşńĳ ćśě ¡ńěňěŋšż ŕěřćőľ śšřőłĺ ĺ ŕěřćőčő śšőńąűă, łřőňě ďĺăčőŋăńĳŋőčő, ňż ňőęěň ŕřőďěńăšĳ šő ęě śăňőě ś őśšăćÿěľś£ ňăšřĺűěľ (n − 1)-čő ŕőř£ďłă ĺ š. ď., ŕőłă ňăšřĺűă ŋě ąşďěš ŕřĺćěďěŋă ł ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş. İšĺň ŕşšěň ňőęŋő ŕřĺćěśšĺ ňăšřĺűş ł řăğńĺůŋżň ďĺăčőŋăńĳŋżň ťőřňăň, š. ě. ďĺăčőŋăńĳŋă£ ťőřňă ŋě őŕřěďěńěŋă őďŋőğŋăůŋő. Ć śńěďş¿źěň ŕşŋłšě ¡šőčő ŕăřăčřăťă ňż ŕőłăęěň, ůšő ŋőř-

ňăńĳŋă£ ďĺăčőŋăńĳŋă£ ťőřňă ďăŋŋőľ λ-ňăšřĺűż őŕřě-

ďěń£ěšś£ şęě őďŋőğŋăůŋő.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ŕřĺćěśšĺ λ-ňăšřĺűş ( λ − λ1 0 0 λ − λ2 ) , λ1 ≠ λ2, ł ŋőřňăńĳŋőľ ďĺăčőŋăńĳŋőľ ťőřňě.

Őšćěš. ( 1 0 0 (λ − λ1)(λ − λ2) ) . 2. Ć ¡šőň ŕşŋłšě ňż ďőłăęěň, ůšő ŋőřňăńĳŋă£ ďĺăčőŋăńĳŋă£ ťőřňă ďăŋŋőľ ňăšřĺűż őŕřěďěńěŋă őďŋőğŋăůŋő. Ďń£ ¡šőčő ňż ŕőśšřőĺň śĺśšěňş ňŋőčőůńěŋőć, ść£ğăŋŋżţ ś ďăŋŋőľ λ-ňăšřĺűěľ, łőšőřżě ŋě ňěŋ£¿šś£ ŕřĺ ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ţ ĺ łőšőřżňĺ, łăł ňż şćĺďĺň, ŋőřňăńĳŋă£ ďĺăčőŋăńĳŋă£ ťőřňă λ-ňăšřĺ-űż ćŕőńŋě őŕřěďěń£ěšś£.

Ŕşśšĳ ďăŋă ŕřőĺğćőńĳŋă£ λ-ňăšřĺűă. Ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ ćśěţ ňĺŋőřőć k-čő ŕőř£ďłă ďăŋŋőľ λ-ňăšřĺűż őąőğŋăůĺň ůěřěğ D_k(λ). Šăł łăł ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ őŕřěďěńěŋ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕőśšő£ŋŋőčő ňŋőęĺšěń£, šő ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő śšăřÿĺľ łő¡ťťĺűĺěŋš ş D_k(λ) řăćěŋ ěďĺŋĺűě. Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ őąźĺľ ŋăĺąőńĳÿĺľ ďěńĺšěńĳ ňĺŋőřőć k-čő ŕőř£ďłă řăćěŋ ŕőśšő£ŋŋőľ, šő ňż ŕőńăčăěň D_k(λ) = 1.

Ďőłăęěň, ůšő ¡ńěňěŋšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ŋě ňěŋ£¿š ňŋőčőůńěŋőć D_k(λ), š. ě. ůšő ş ¡łćĺćăńěŋšŋżţ λ-ňăšřĺű ňŋőčőůńěŋż D_k(λ) śőćŕăďă¿š.

Ďń£ ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ćĺďă 1^∘, ŕěřěśšăćń£¿źĺţ śšřőłĺ ĺńĺ śšőńąűż, ¡šő őůěćĺďŋő, šăł łăł ŕřĺ ŋĺţ łăęďżľ ňĺŋőř k-čő ŕőř£ďłă ńĺąő ćőćśě ŋě ňěŋ£ěšś£, ńĺąő ňěŋ£ěš ğŋăł, ńĺąő ğăňěŋ£ěšś£ ďřşčĺň ňĺŋőřőň k-čő ŕőř£ďłă, ůšő, łőŋěůŋő, ŋě ňěŋ£ěš őąźěčő ŋăĺąőńĳÿěčő ďěńĺšěń£ ćśěţ šăłĺţ ňĺŋőřőć. Ăŋăńőčĺůŋő, ŋě ňěŋ£¿š D_k(λ) ¡ńěňěŋšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ćĺďă 3^∘, šăł łăł ŕřĺ ¡šĺţ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ţ ňĺŋőřż śăňőě ąőńĳÿěě şňŋőęă¿šś£ ŋă ŕőśšő£ŋŋőě. Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ ¡ńěňěŋšăřŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ćĺďă 2^∘, ŋăŕřĺňěř, ŕřĺąăćĺň ł i-ňş śšőńąűş j-ľ, şňŋőęěŋŋżľ ŋă φ(λ). Ŕřĺ ¡šőň ňĺŋőř k-čő ŕőř£ďłă ćőćśě ŋě ĺğňěŋĺšś£, ěśńĺ őŋ śőďěřęĺš ĺ i-ľ ĺ j-ľ śšőńąűż ńĺąő ěśńĺ őŋ ŋě śőďěřęĺš ŋĺ őďŋőčő ĺğ ŋĺţ.

Ć śńşůăě ęě, ěśńĺ ňĺŋőř śőďěřęĺš i-ľ śšőńąěű ĺ ŋě śőďěřęĺš j-čő śšőńąűă, šő ěčő ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ łăł łőňąĺŋăűĺ¿ ďćşţ ňĺŋőřőć, łőšőřżě ĺňěńĺśĳ ş ĺśţőďŋőľ ňăšřĺűż. Šăłĺň őąřăğőň, ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ ňĺŋőřőć k-čő ŕőř£ďłă ĺ ć ¡šőň śńşůăě ŋě ĺğňěŋĺšś£.

Ěśńĺ ćśě ňĺŋőřż ŕőř£ďłă k, ă śńěďőćăšěńĳŋő, ĺ ąőńěě ćżśőłĺţ ŕőř£ďłőć, ňăšřĺűż A(λ) řăćŋż ŋşń¿, šő ňż ąşďěň śůĺšăšĳ D_k(λ) ≡ D_{k+1}(λ) ≡ . . . ≡ D_n(λ) = 0. Ğăňěšĺň, ůšő ĺğ śőćŕăďěŋĺ£ ş ćśěţ ¡łćĺćăńěŋšŋżţ ňăšřĺű ňŋőčőůńěŋőć D_k(λ) śńěďşěš, ůšő ¡łćĺćăńěŋšŋżě ňăšřĺűż ĺňě¿š őďĺŋ ĺ šőš ęě řăŋč.

Ŋăľďěň ňŋőčőůńěŋż D_k(λ) ďń£ ňăšřĺűż, ŕřĺćěďěŋŋőľ ł ŋőřňăńĳŋőľ ďĺăčőŋăńĳŋőľ ťőřňě: E_1(λ) 0 . . . 0 0 E_2(λ) . . . 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 . . . E_n(λ) . (5) Ğăňěšĺň, ůšő ş ďĺăčőŋăńĳŋőľ ňăšřĺűż őšńĺůŋż őš ŋşń£ šőńĳłő čńăćŋżě ňĺŋőřż, š. ě. ňĺŋőřż, ć łőšőřżě ćţőď£š śšřőłĺ ĺ śšőńąűż ś őďĺŋăłőćżňĺ ŋőňěřăňĺ. İšĺ ňĺŋőřż ĺňě¿š ćĺď E_{i1} (λ)E_{i2} (λ) . . . E_{ik} (λ).

Šăł łăł E_2(λ) ďěńĺšś£ ŋă E_1(λ), E_3(λ) ďěńĺšś£ ŋă E_2(λ) ĺ š. ď., šő ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ ňĺŋőřőć ŕěřćőčő ŕőř£ďłă D_1(λ) řăćěŋ E_1(λ). Šăł łăł ćśě ňŋőčőůńěŋż E_k(λ) ďěń£šś£ ŋă E_1(λ), ă ćśě ňŋőčőůńěŋż, łřőňě E_1(λ), ďěń£šś£ ŋă E_2(λ), šő ŕřőĺğćěďěŋĺě E_i(λ)E_j(λ) (i < j) ćśěčďă ďěńĺšś£ ŋă ňĺŋőř E_1(λ)E_2(λ). Šăłĺň őąřăğőň, D_2(λ) = E_1(λ)E_2(λ). Šăł łăł, łřőňě šőčő, ćśě E_k(λ), łřőňě E_1(λ) ĺ E_2(λ), ďěń£šś£ ŋă E_3(λ), šő E_i(λ)E_j (λ)E_k(λ) (i < j < k) ďěńĺšś£ ŋă ňĺŋőř E_1(λ)E_2(λ)E_3(λ) ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, D_3(λ) = = E_1(λ)E_2(λ)E_3(λ).

Šăłĺň ęě őąřăğőň ďń£ ňăšřĺűż (4) D_k(λ) = E_1(λ)E_2(λ) . . . E_k(λ) (k = 1, 2, . . . , n). (6)

Őůěćĺďŋő, ůšő ěśńĺ, ŋăůĺŋă£ ś ŋěłőšőřőčő r, E_{r+1}(λ) = = E_{r+2}(λ) = . . . = E_n(λ) = 0, šő D_{r+1}(λ) = D_{r+2}(λ) = = . . . = D_n(λ) = 0.

Őšś¿ďă ŕőńşůăěšś£, ůšő ďń£ λ-ňăšřĺűż, ĺňě¿źěľ ŋőřňăńĳŋş¿ ďĺăčőŋăńĳŋş¿ ťőřňş (5), ďĺăčőŋăńĳŋżě ¡ńěňěŋšż E_k(λ) ćżůĺśń£¿šś£ ŕő ťőřňşńăň

E_k(λ) = Dk(λ) Dk−1(λ) . Ŕřĺ ¡šőň, ěśńĺ D_{r+1}(λ) = . . . = D_n(λ) = 0, šő ŋăďő ŕőńőęĺšĳ E_{r+1}(λ) = . . . = E_n(λ) = 0.

Ňŋőčőůńěŋż E_k(λ) ŋăğżćă¿šś£ ĺŋćăřĺăŋšŋżňĺ ňŋőęĺšěń£ňĺ. Ć § 20 ňż şęě őŕřěďěńĺńĺ ĺţ ďń£ ňă-

šřĺű ćĺďă A − λE.

Š ě ő ř ě ň ă 2. Ŋőřňăńĳŋă£ ďĺăčőŋăńĳŋă£ ťőřňă

ďăŋŋőľ λ-ňăšřĺűż A(λ) őŕřěďěń£ěšś£ ŕő ŋěľ őďŋőğŋăůŋő. Ěśńĺ D_k(λ) (k = 2, 3, . . . , r) | ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ ňĺŋőřőć k-čő ŕőř£ďłă ňăšřĺűż A(λ), ă Dr+1(λ) = . . . = Dn(λ) = 0, šő ¡ńěňěŋšż ŋőřňăńĳŋőľ ďĺăčőŋăńĳŋőľ ťőřňż (5) őŕřěďěń£¿šś£ ŕő ťőřňşńăň

E_k(λ) = Dk(λ) Dk−1(λ) ( k = 1, 2, . . . , r), ă_E

r+1(λ) = E_{r+2}(λ) = . . . = E_n(λ) = 0.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ňż ŕőłăğăńĺ, ůšő ŕřĺ ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ţ ňŋőčőůńěŋż D_k(λ) ŋě ňěŋ£¿šś£. Ŕő¡šőňş, ěśńĺ ňăšřĺűă A(λ) ¡łćĺćăńěŋšŋă ďĺăčőŋăńĳŋőľ ŋőřňăńĳŋőľ ňăšřĺűě (5), šő D_k(λ) ş ŋĺţ śőćŕăďă¿š. Šăł łăł ďń£ ňăšřĺűż (5) ňż ŕőńşůĺńĺ, ůšő

D_k(λ) = E_1(λ) . . . E_k(λ) (k = 1, 2, . . . , r; r 6 n)

ĺ ůšő D_{r+1}(λ) = D_{r+2}(λ) = . . . = D_n(λ) = 0, šő šěőřěňă ďőłăğăŋă.

Ś ń ě ď ś š ć ĺ ě. Ďń£ šőčő ůšőąż ďćě λ-ňăšřĺűż A(λ) ĺ B(λ) ążńĺ ¡łćĺćăńěŋšŋż, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšă-

šőůŋő, ůšőąż ďń£ ŋĺţ śőćŕăďăńĺ ňŋőčőůńěŋż D1(λ), D_2(λ), . . . , D_n(λ). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ ňŋőčőůńěŋż D_k(λ) ş A(λ) ĺ B(λ) śőćŕăďă¿š, šő ¡šĺ ňăšřĺűż ¡łćĺćăńěŋšŋż őďŋőľ ĺ šőľ ęě ŋőřňăńĳŋőľ ďĺăčőŋăńĳŋőľ λ-ňăšřĺűě ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ¡łćĺćăńěŋšŋż ňěęďş śőąőľ.

3. Ŋăğőćěň λ-ňăšřĺűş P (λ) őąřăšĺňőľ, ěśńĺ ňăšřĺűă [P (λ)]^{−1} šăłęě ěśšĳ λ-ňăšřĺűă. Ěśńĺ Det P (λ) řăćěŋ ŕőśšő£ŋŋőľ, őšńĺůŋőľ őš ŋşń£, šő P (λ) őąřăšĺňă. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ¡ńěňěŋšż őąřăšŋőľ ňăšřĺűż řăćŋż ňĺŋőřăň (n − 1)-čő ŕőř£ďłă, ďěńěŋŋżň ŋă Det P (λ), š. ě. ć ŋăÿěň śńşůăě őŋĺ ąşďşš ňŋőčőůńěŋăňĺ őš λ ĺ, ğŋăůĺš [P (λ)]^{−1}, ąşďěš λ-ňăšřĺűěľ.

Őąřăšŋő, ěśńĺ P (λ) őąřăšĺňă, šő Det P (λ) = const ≠ ≠ 0. Ć śăňőň ďěńě, ŕşśšĳ [P (λ)]^{−1} = P_1(λ). Šőčďă Det P (λ) Det P_1(λ) = 1, ă ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ ňŋőčőůńěŋőć ňőęěš ążšĳ šőęďěśšćěŋŋő řăćŋő ěďĺŋĺűě ńĺÿĳ ć šőň śńşůăě, ěśńĺ ňŋőčőůńěŋż śşšĳ őšńĺůŋżě őš ŋşń£ ŕőśšő£ŋŋżě. Šăłĺň őąřăğőň, ňż ŕőłăğăńĺ, ůšő λ-ňăšřĺűă őąřăšĺňă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă,

łőčďă ěě őŕřěďěńĺšěńĳ ěśšĳ ŕőśšő£ŋŋă£, őšńĺůŋă£ őš ŋşń£.

Ćśě őąřăšĺňżě ňăšřĺűż ¡łćĺćăńěŋšŋż ěďĺŋĺůŋőľ ňăšřĺűě. Ć śăňőň ďěńě, őŕřěďěńĺšěńĳ őąřăšĺňőľ ňăšřĺűż řăćěŋ ŕőśšő£ŋŋőľ, őšńĺůŋőľ őš ŋşń£, ĺ ğŋăůĺš, D_n(λ) = 1. Šăł łăł D_n(λ) ďěńĺšś£ ŋă D_k(λ), šő ĺ D_k(λ) = 1 (k = 1, 2, . . . , n). Ŕő¡šőňş ćśě ĺŋćăřĺăŋšŋżě ňŋőęĺšěńĺ E_k(λ) őąřăšĺňőľ ňăšřĺűż řăćŋż 1, ĺ ŋőřňăńĳŋă£ ďĺăčőŋăńĳŋă£ ťőřňă ďń£ ŋĺţ ąşďěš śőćŕăďăšĳ ś ěďĺŋĺůŋőľ ňăšřĺűěľ.

Š ě ő ř ě ň ă 3. Ďń£ šőčő ůšőąż λ-ňăšřĺűż A(λ)

ĺ B(λ) ążńĺ ¡łćĺćăńěŋšŋż ňěęďş śőąőľ, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż śşźěśšćőćăńĺ őąřăšĺňżě λ-ňă-šřĺűż P (λ) ĺ Q(λ) šăłĺě, ůšő A(λ) = P (λ)B(λ)Q(λ). (7) Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ďőłăęěň śŋăůăńă, ůšő ěśńĺ ňăšřĺűż A(λ) ĺ B(λ) ¡łćĺćăńěŋšŋż, šő ňőęŋő ŕőďőąřăšĳ őąřăšĺňżě ňăšřĺűż P (λ) ĺ Q(λ) šăł, ůšőąż ćżŕőńŋ£ńőśĳ řăćěŋśšćő (7). Ďń£ ¡šőčő ğăňěšĺň, ůšő łăęďőě ¡ńěňěŋšăřŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě λ-ňăšřĺűż A(λ) ňőęŋő őśşźěśšćĺšĳ, şňŋőęă£ A(λ) śńěćă ĺńĺ śŕřăćă ŋă ŋěłőšőřş¿ őąřăšĺňş¿ λ-ňăšřĺűş | ňăšřĺűş ¡šőčő ¡ńěňěŋšăřŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£.

Ŕőłăęěň ¡šő ďń£ ćśěţ šřěţ šĺŕőć ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ. Ŕşśšĳ ďăŋă λ-ňăšřĺűă

A(λ) = a_{11}(λ) a_{12}(λ) . . . a_{1n}(λ) a_{21}(λ) a_{22}(λ) . . . a_{2n}(λ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a_{n1}(λ) a_{n2}(λ) . . . a_{nn}(λ) .

Ůšőąż ŕőňěŋ£šĳ ňěśšăňĺ, ŋăŕřĺňěř, ŕěřćżľ ĺ ćšőřőľ śšőńąűż (śőőšćěšśšćěŋŋő śšřőłĺ) ¡šőľ ňăšřĺűż, ŋăďő şňŋőęĺšĳ A(λ) śŕřăćă (śőőšćěšśšćěŋŋő śńěćă) ŋă ňăšřĺűş

0 1 0 . . . 0 1 0 0 . . . 0 0 0 1 . . . 0 . . . . . . . . . . 0 0 0 . . . 1

, (8)

ŕőńşůěŋŋş¿ ĺğ ěďĺŋĺůŋőľ ŕěřěśšăŋőćłőľ šěţ ęě śšőńąűőć (ĺńĺ, ůšő ćśě řăćŋő, śšřőł).

Ůšőąż şňŋőęĺšĳ ćšőřőľ śšőńąěű (śőőšćěšśšćěŋŋő śšřőłş) ňăšřĺűż A(λ) ŋă ůĺśńő α, ŋşęŋő şňŋőęĺšĳ

A(λ) śŕřăćă (śőőšćěšśšćěŋŋő śńěćă) ŋă ňăšřĺűş

1 0 0 . . . 0 0 α 0 . . . 0 0 0 1 . . . 0 . . . . . . . . . . 0 0 0 . . . 1

, (9)

ŕőńşůěŋŋş¿ ĺğ ěďĺŋĺůŋőľ šăłęě şňŋőęěŋĺěň ŋă α ćšőřőčő śšőńąűă (ĺńĺ, ůšő ćśě řăćŋő, ćšőřőľ śšřőłĺ).

Ŋăłőŋěű, ůšőąż ŕřĺąăćĺšĳ ł ŕěřćőňş śšőńąűş A(λ) ćšőřőľ, şňŋőęěŋŋżľ ŋă φ(λ), ŋăďő şňŋőęĺšĳ A(λ) śŕřăćă ŋă ňăšřĺűş

1 0 0 . . . 0 φ(λ) 1 0 . . . 0 0 0 1 . . . 0 . . . . . . . . . . . . . 0 0 0 . . . 1

, (10)

ŕőńşůěŋŋş¿ ś ŕőňőźĳ¿ šőľ ęě őŕěřăűĺĺ ĺğ ěďĺŋĺůŋőľ, ă ůšőąż ŕřĺąăćĺšĳ ł ŕěřćőľ śšřőłě ćšőřş¿, şňŋőęěŋŋş¿ ŋă φ(λ), ŋşęŋő şňŋőęĺšĳ A(λ) śńěćă ŋă ňăšřĺűş

1 φ(λ) 0 . . . 0 0 1 0 . . . 0 0 0 1 . . . 0 . . . . . . . . . . . . . 0 0 0 . . . 1

, (11)

łőšőřă£ šăłęě ŕőńşůăěšś£ ĺğ ěďĺŋĺůŋőľ ś ŕőňőźĳ¿ śőőšćěšśšćş¿źěčő ¡ńěňěŋšăřŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£.

Ňż ćĺďĺň, šăłĺň őąřăğőň, ůšő ňăšřĺűż ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ | ¡šő ňăšřĺűż, ŕőńşůěŋŋżě őďŋĺň ¡ńěňěŋšăřŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň ĺğ E, ŕřĺůěň, ůšőąż ŕřőĺğćěśšĺ ¡ńěňěŋšăřŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŋăď śšőńąűăňĺ, A(λ) ŋăďő şňŋőęăšĳ ŋă ňăšřĺűş ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ śŕřăćă, ă ůšőąż ŕřěőąřăğőćăšĳ śšřőłĺ, A(λ) ŋăďő şňŋőęăšĳ ŋă śőőšćěšśšćş¿źş¿ ňăšřĺűş śńěćă.

Ňőęŋő śőśůĺšăšĳ őŕřěďěńĺšěńĳ łăęďőľ ĺğ ŕřĺćěďěŋŋżţ ňăšřĺű (8){(11) ĺ, šăłĺň őąřăğőň, ŕřőćěřĺšĳ, ůšő őŋ řăćěŋ őšńĺůŋőľ őš ŋşń£ ŕőśšő£ŋŋőľ; śńěďőćăšěńĳŋő, ćśě ¡šĺ ňăšřĺűż őąřăšĺňż. Šăł łăł őŕřěďěńĺšěńĳ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ňăšřĺű řăćěŋ ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ őŕřěďěńĺšěńěľ, šő ĺ ŕřőĺğćěďěŋĺě ňăšřĺű ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ěśšĳ őąřăšĺňă£ ňăšřĺűă.

Šăł łăł ňż ŕřěďŕőńőęĺńĺ, ůšő A(λ) ĺ B(λ) ¡łćĺćăńěŋšŋż, šő A(λ) ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ, ŕřĺňěŋ££ ł B(λ) ŋěłőšőřş¿ űěŕőůłş ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ. Łăęďőě ¡ńěňěŋšăřŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ňőęŋő őśşźěśšćĺšĳ, şňŋőęă£ B(λ) ŋă őąřăšĺňş¿ λ-ňăšřĺűş; śńěďőćăšěńĳŋő, ćěśĳ ŕěřěţőď őš B(λ) ł A(λ) ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ, şňŋőęă£ B(λ) ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ŋă ŋěłőšőřş¿ śőćőłşŕŋőśšĳ őąřăšĺňżţ λ-ňăšřĺű śńěćă ĺ ăŋăńőčĺůŋő ŋă ŋěłőšőřş¿ śőćőłşŕŋőśšĳ śŕřăćă. Šăł łăł ŕřőĺğćěďěŋĺě őąřăšĺňżţ ňăšřĺű šăłęě ěśšĳ őąřăšĺňă£ ňăšřĺűă, šő ŕěřćă£ ůăśšĳ šěőřěňż šěň śăňżň ďőłăğăŋă.

Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő ćś£łă£ őąřăšĺňă£ ňăšřĺűă ěśšĳ ŕřőĺğćěďěŋĺě ňăšřĺű ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ćś£łă£ őąřăšĺňă£ ňăšřĺűă Q(λ) ¡łćĺćăńěŋšŋă ěďĺŋĺůŋőľ ňăšřĺűě ĺ ŕő¡šőňş ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋă ć ćĺďě

Q(λ) = P_1(λ)EP_2(λ),

čďě P_1(λ) ĺ P_2(λ) | ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ňăšřĺű ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ. Ŋő ¡šő ğŋăůĺš, ůšő ĺ śăňă Q(λ) = = P_1(λ)P_2(λ) ěśšĳ ŕřőĺğćěďěŋĺě ňăšřĺű ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ.

İšĺň ğăňěůăŋĺěň ňőęŋő ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ćšőřőľ ŕőńőćĺŋż šěőřěňż. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ ďăŋő, ůšő A(λ) = P (λ)B(λ)Q(λ), čďě P (λ) ĺ Q(λ) őąřăšĺňż. Ŋő, śőčńăśŋő šőńĳłő ůšő śďěńăŋŋőňş ğăňěůăŋĺ¿, şňŋőęěŋĺě śńěćă ŋă P (λ) ĺ śŕřăćă ŋă Q(λ) ¡łćĺćăńěŋšŋő ŋěłőšőřőľ śőćőłşŕŋőśšĺ ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ, ŕřőĺğćěďěŋŋżţ ŋăď B(λ). Šăłĺň őąřăğőň, A(λ) ¡łćĺćăńěŋšŋă B(λ), ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ ďőłăğăšĳ.

4.^∗) Ć ¡šőň ŕşŋłšě ňż ąşďěň ğăŋĺňăšĳś£ λ-ňăšřĺ-űăňĺ ćĺďă A−λE, čďě A | ŕőśšő£ŋŋă£ ňăšřĺűă. Őśŋőćŋőľ ćőŕřőś, łőšőřżľ ąşďěš řěÿěŋ, ¡šő ćőŕřőś őą ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ λ-ňăšřĺű ŕěřćőľ śšěŕěŋĺ A−λE ĺ B−λE^{∗∗}).

Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ěśńĺ ňăšřĺűż A ĺ B ŕőďőąŋż, š. ě. śşźěśšćşěš šăłă£ ŋěćżřőęďěŋŋă£ ŕőśšő£ŋŋă£ ňăšřĺűă C, ůšő B = C^{−1}AC, šő λ-ňăšřĺűż A−λE ĺ B−λE ¡łćĺćăńěŋšŋż. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ B = C^{−1}AC, šő B − λE = C^{−1}(A − λE)C. Šăł łăł ŕőśšő£ŋŋă£ ŋěćżřőęďěŋŋă£ ňăšřĺűă ěśšĳ ůăśšŋżľ śńşůăľ őąřăšĺňőľ λ-ňăšřĺűż, šő, ŕő šěőřěňě 3, ĺğ ¡šőčő řăćěŋśšćă śńěďşěš ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ A − λE ĺ B − λE. Ňż ŕőłăęěň ŕőğďŋěě ĺ őąřăšŋőě, ůšő ĺğ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ λ-ňăšřĺű A−λE ĺ B−λE śńěďşěš ŕőďőąĺě ňăšřĺű A ĺ B. Őšś¿ďă ňż ŕőńşůĺň, ć ůăśšŋőśšĺ, ŋőćőě ďőłăğăšěńĳśšćő šőčő, ůšő ćś£łă£ ňăšřĺűă ŕőďőąŋă ňăšřĺűě, ĺňě¿źěľ ŋőřňăńĳŋş¿ ęőřďăŋőćş ťőřňş.

∗) İšőš ŕşŋłš ňőęŋő ŕřőŕşśšĺšĳ, šăł łăł őŋ śőďěřęĺš ďřşčőě, ŋěğăćĺśĺňőě őš §§ 19 ĺ 20 ďőłăğăšěńĳśšćő šőčő, ůšő ćś£łş¿ ňăšřĺűş ňőęŋő ŕřĺćěśšĺ ł ęőřďăŋőćőľ ťőřňě.

∗∗) Ŕřőĺğćőńĳŋă£ λ-ňăšřĺűă ŕěřćőľ śšěŕěŋĺ A0 + λA1, ş łőšőřőľ Det A1 ≠ 0, ¡łćĺćăńěŋšŋă ŋěłőšőřőľ ňăšřĺűě ćĺďă A − λE. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ć ¡šőň śńşůăě A0 + λA1 = −A1(−A^{−1}_1 A0 − λE) ĺ, őąőğŋăůă£ −A^{−1}_1 A0 ůěřěğ A, ĺňěěň A0 + λA1 = −A1(A − λE), őšłşďă ŕő šěőřěňě 3 śńěďşěš ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ ňăšřĺű A − λE ĺ A0 + λA1.

Ďőłăğăšěńĳśšćş ŕřěďŕőÿńěň ńěňňş: Ń ě ň ň ă 2. Ŕřőĺğćőńĳŋş¿ λ-ňăšřĺűş

P (λ) = P_0λ^n + P_1λ^{n−1} + . . . + P_n

ňőęŋő řăğďěńĺšĳ śńěćă ŋă ňăšřĺűş ćĺďă A − λE (čďě A | ń¿ąă£ ŕőśšő£ŋŋă£ ňăšřĺűă), š. ě. ňőęŋő ŋăľšĺ šăłĺě ňăšřĺűż S(λ) ĺ R (R ŕőśšő£ŋŋă), ůšő, P (λ) = (A − λE)S(λ) + R. Ŕřőűěśś ďěńěŋĺ£, ś ŕőňőźĳ¿ łőšőřőčő ďőłăğżćăěšś£ ńěňňă, őšńĺůăěšś£ őš őążůŋőčő ďěńěŋĺ£ ňŋőčőůńěŋőć šőńĳłő šěň, ůšő ŕřĺ şňŋőęěŋĺĺ ŋěńĳğ£ ĺğňěŋ£šĳ ŕőř£- ďőł śőňŋőęĺšěńěľ.

Ŕşśšĳ

P (λ) = P_0λ^n + P_1λ^{n−1} + . . . + P_n, čďě P_k | ŕőśšő£ŋŋżě ňăšřĺűż.

Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő λ-ňăšřĺűă P (λ) + (A − λE)P_0λ^{n−1} ąşďěš ĺňěšĳ śšěŕěŋĳ ŋě ćżÿě n − 1.

Ěśńĺ P (λ) + (A − λE)P_0λ^{n−1} = P^′_0λ^{n−1} + P^′_1λ^{n−2} + . . . + P^′_{n−1}, šő ăŋăńőčĺůŋő ňŋőčőůńěŋ P (λ) + (A − λE)P_0λ^{n−1} + (A − λE)P^′_0λ^{n−2} ěśšĳ ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ ŋě ćżÿě n − 2. Ŕřőďőńęă£ ¡šőš ŕřőűěśś, ňż ŕřĺďěň ł ňŋőčőůńěŋş

P (λ) + (A − λE)(P_0λ^{n−1} + P^′_0λ^{n−2} + . . . ) śšěŕěŋĺ ŋě ćżÿě ŋşńěćőľ, š. ě. ŋě ğăćĺś£źěňş őš λ. Őąőğŋăůĺć ŕőńşůěŋŋş¿ ŕőśšő£ŋŋş¿ ňăšřĺűş ůěřěğ R, ňż ŕőńşůĺň P (λ) = (A − λE)[−P_0λ^{n−1} − P^′_0λ^{n−2} − . . . ] + R.

Ěśńĺ šěŕěřĳ őąőğŋăůĺšĳ ňŋőčőůńěŋ ć łćăďřăšŋżţ śłőąłăţ ůěřěğ S(λ), šő ňż ąşďěň ĺňěšĳ P (λ) = (A − λE)S(λ) + R, š. ě. ńěňňă ďőłăğăŋă.

Ăŋăńőčĺůŋő ďőłăğżćăěšś£ ćőğňőęŋőśšĳ ďěńěŋĺ£ śŕřăćă, š. ě. śşźěśšćőćăŋĺě ňăšřĺű S_1(λ) ĺ R_1 šăłĺţ, ůšő P (λ) = S_1(λ)(A − λE) + R_1.

Ğăňěšĺň łśšăšĺ, ůšő ğďěśĳ, łăł ĺ ć őążůŋőľ šěőřěňě Ąěğş, ňőęŋő şšćěřęďăšĳ, ůšő R = R1 = P (A). Š ě ő ř ě ň ă 4. Ďń£ šőčő ůšőąż λ-ňăšřĺűż A−λE

ĺ B −λE ążńĺ ¡łćĺćăńěŋšŋż, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ňăšřĺűż A ĺ B ążńĺ ŕőďőąŋż.

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ďőśšăšőůŋőśšĳ ążńă ďőłăğăŋă ć ŋăůăńě ¡šőčő ŕşŋłšă. Ďőłăęěň ŋěőąţőďĺňőśšĳ. Ŋăň ŋăďő ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ λ-ňăšřĺűż A−λE ĺ B−λE ¡łćĺćăńěŋšŋż, šő ňăšřĺűż A ĺ B ŕőďőąŋż. Ŕő šěőřěňě 3 śşźěśšćş¿š šăłĺě őąřăšĺňżě λ-ňăšřĺűż P (λ) ĺ Q(λ), ůšő B − λE = P (λ)(A − λE)Q(λ). (12) Ŕőłăęěň śŋăůăńă, ůšő ć řăćěŋśšćě (12) P (λ) ĺ Q(λ) ňőęŋő ğăňěŋĺšĳ ŕőśšő£ŋŋżňĺ ňăšřĺűăňĺ.

Ś ¡šőľ űěńĳ¿ řăğďěńĺň P (λ) ŋă B −λE śńěćă, Q(λ) | śŕřăćă. Ňż ŕőńşůĺň řăćěŋśšćă

P (λ) = (B − λE)P_1(λ) + P_0,

Q(λ) = Q_1(λ)(B − λE) + Q_0,

(13)

čďě P_0 ĺ Q_0 | ŕőśšő£ŋŋżě ňăšřĺűż.

Ŕőďśšăćĺň ć ťőřňşńş (12) ćżřăęěŋĺě ďń£ P (λ) ĺ ŕřőĺğćěďěň şňŋőęěŋĺě. Ňż ŕőńşůĺň: B − λE = (B − λE)P_1(λ)(A − λE)Q(λ)+ P_0(A − λE)Q(λ).

Ćő ćšőřőě śńăčăěňőě ŕőďśšăćĺň ćżřăęěŋĺě ďń£ Q(λ), ŕřőĺğćěďěň şňŋőęěŋĺě ĺ ŕěřěŋěśěň śńăčăěňőě P_0(A − λE)Q_0 ć ńěćş¿ ůăśšĳ řăćěŋśšćă. Ňż ŕőńşůĺň: B − λE − P_0(A − λE)Q_0 = K(λ), (14) čďě K(λ) = (B − λE)P_1(λ)(A − λE)Q(λ) + + P_0(A − λE)Q(λ)(B − λE). (15) Ĺğ řăćěŋśšćă (13) śńěďşěš, ůšő P_0 = P (λ) − (B − λE)P_1(λ). Ğăňěŋĺć ¡šĺň ćżřăęěŋĺěň P_0 ćő ćšőřőň śńăčăěňőň, ŕőńşůĺň: K(λ) = (B − λE)P_1(λ)(A − λE)Q(λ) + + P (λ)(A − λE)Q_1(λ)(B − λE) − − (B − λE)P_1(λ)(A − λE)Q_1(λ)(B − λE). (16) Ŋő ĺğ řăćěŋśšćă (12) ňż ĺňěěň (A − λE)Q(λ) = P^{−1}(λ)(B − λE), P (λ)(A − λE) = (B − λE)Q^{−1}(λ). Ŕőńĳğş£śĳ ¡šĺňĺ řăćěŋśšćăňĺ, ňż ňőęěň ććěśšĺ ňŋőęĺšěńĳ B −λE ć łőŋěű ŕěřćőčő ĺ ŋăůăńő ćšőřőčő śńăčăěňőčő ć ćżřăęěŋĺĺ ďń£ K(λ), ŕőśńě ůěčő ŕőńşůĺň őłőŋůăšěńĳŋő K(λ) = (B − λE)[P_1(λ)P^{−1}(λ) + Q^{−1}(λ)Q_1(λ) − − P_1(λ)(A − λE)Q_1(λ)](B − λE). Ďőłăęěň šěŕěřĳ, ůšő K(λ) = 0. Ćżřăęěŋĺě ć łćăďřăšŋżţ śłőąłăţ, ć śĺńş őąřăšĺňőśšĺ P (λ) ĺ Q(λ), ěśšĳ ňŋőčőůńěŋ őšŋőśĺšěńĳŋő λ. Ďőłăęěň, ůšő őŋ řăćěŋ ŋşń¿. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ¡šőš ňŋőčőůńěŋ őšńĺůěŋ őš ŋşń£ ĺ ĺňěěš śšěŕěŋĳ m. Ŋěšřşďŋő şąěďĺšĳś£ šőčďă, ůšő K(λ) ĺňěěš śšěŕěŋĳ m + 2 ĺ šăł łăł m ¿ 0, £ćń£ěšś£ ňŋőčőůńěŋőň ŋě ŋĺęě ćšőřőľ śšěŕěŋĺ. Ŋő ĺğ řăćěŋśšćă (14) śńěďşěš, ůšő K(λ) ŋě ćżÿě ŕěřćőľ śšěŕěŋĺ. Śńěďőćăšěńĳŋő, ćżřăęěŋĺě ć łćăďřăšŋżţ śłőąłăţ, ă ğŋăůĺš, ĺ K(λ) = 0.

Ňż ŕőńşůĺńĺ šăłĺň őąřăğőň, ůšő

B − λE = P_0(A − λE)Q_0, (17)

čďě P_0 ĺ Q_0 | ŕőśšő£ŋŋżě ňăšřĺűż, š. ě. ć řăćěŋśšćě (12) ňőęŋő ňăšřĺűż P (λ), Q(λ) ğăňěŋĺšĳ ŕőśšő£ŋŋżňĺ ňăšřĺűăňĺ.

Śřăćŋĺćă£ łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ ŕěřćőľ śšěŕěŋĺ λ ć őąěĺţ ůăśš£ţ řăćěŋśšćă (17), ňż ŕőńşůăěň

P_0Q_0 = E,

őšłşďă śńěďşěš ŋěćżřőęďěŋŋőśšĳ łăęďőľ ĺğ ňăšřĺű P_0 ĺ Q_0 ĺ řăćěŋśšćő P_0 = Q^{−1}_0 .

Śřăćŋěŋĺě śćőąőďŋżţ ůńěŋőć ďăěš

B = P_0AQ_0 = Q^{−1}_0 AQ_0,

š. ě. B ĺ A ŕőďőąŋż. Šěőřěňă ďőłăğăŋă.

Šăł łăł şśńőćĺěň ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ A − λE ĺ B − λE śńşęĺš śőćŕăďěŋĺě ĺţ ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ňŋőęĺšěńěľ, šő ĺğ ďőłăğăŋŋőľ šěőřěňż śńěďşěš, ůšő, ďń£ šőčő ůšőąż

ňăšřĺűż A ĺ B ążńĺ ŕőďőąŋż, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ĺŋćăřĺăŋšŋżě ňŋőęĺšěńĺ ş A − λE ĺ

B − λE śőćŕăďăńĺ ňěęďş śőąőľ. Ŕőłăęěň šěŕěřĳ, ůšő

ćś£łă£ ňăšřĺűă A ŕőďőąŋă ňăšřĺűě, ĺňě¿źěľ ęőřďăŋőćş ŋőřňăńĳŋş¿ ťőřňş.

Ďń£ ¡šőčő řăśśňőšřĺň ňăšřĺűş A − λE ĺ ŋăľďěň ěě ĺŋćăřĺăŋšŋżě ňŋőęĺšěńĺ. Ŕő ¡šĺň ĺŋćăřĺăŋšŋżň ňŋőęĺšěń£ň ŕőśšřőĺň, łăł ążńő şłăğăŋő ć § 21, ňăšřĺűş B, ĺňě¿źş¿ ęőřďăŋőćş ŋőřňăńĳŋş¿ ťőřňş. Šőčďă B −λE ĺňěěš šě ęě ĺŋćăřĺăŋšŋżě ňŋőęĺšěńĺ, ůšő ĺ A − λE, ĺ, ğŋăůĺš, B ŕőďőąŋă A.

Łăł ążńő şłăğăŋő ŋă śšř. 254 (śŋőśłă), ĺğńőęěŋŋőě ć ŕ. 4 £ćń£ěšś£ ďřşčĺň, ğăňěŋ£¿źĺň §§ 19 ĺ 20, ďőłăğăšěńĳśšćőň šőčő, ůšő ćś£łă£ ňăšřĺűă ŕőďőąŋă ňăšřĺűě, ĺňě¿źěľ ęőřďăŋőćş ŋőřňăńĳŋş¿ ťőřňş. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, łőŋěůŋő, śőďěřęăŋĺě ŕ. 4 ňőęěš ążšĳ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ćżćěďěŋő ĺğ śőďěřęăŋĺ£ §§ 19 ĺńĺ 20 ĺ 21.