Č Ń Ă Ć Ă IV

ŔŐŊ§ŠĹĚ Ő ŠĚŊĞŐŘĂŢ x 23. Śőŕř£ęěŋŋőě (ďćőľśšćěŋŋőě) ŕřőśšřăŋśšćő

1. Őŕřěďěńěŋĺě śőŕř£ęěŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă. Ŕşśšĳ R | ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Őďŋőćřěňěŋŋő ś R ůăśšő řăśśňăšřĺćă¿š ďřşčőě, šěśŋő ść£ğăŋŋőě ś ŋĺň ŕřőśšřăŋśšćő, šăł ŋăğżćăěňőě śőŕř£ęěŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ďń£ šőčő ůšőąż śťőřňşńĺřőćăšĳ őŕřěďěńěŋĺě śőŕř£- ęěŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, ćěřŋěňś£ ł ŕőŋ£šĺ¿ ńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺĺ, ććěďěŋŋőňş ŋăňĺ ć ŕ. 1 § 4.

Ńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺěľ ňż ŋăğćăńĺ ťşŋłűĺ¿ f(x), x ∈ R şďőćńěšćőř£¿źş¿ şśńőćĺ£ň:

1^∘ f(x + y) = f(x) + f(y), 2^∘ f(λx) = λf(x). Ŕşśšĳ e_1, e_2, . . . , e_n | ąăğĺś ć n-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě R. Ěśńĺ

x = ξ^1e_1 + ξ^2e_2 + . . . + ξ^ne_n

| ćěłšőř ĺğ R, šő ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ ć R ňőęěš ążšĳ ğăŕĺśăŋă ć ćĺďě (śň. § 4)

f(x) = f(ξ^1e_1 + ξ^2e_2 + . . . + ξ^ne_n) =

= a_1ξ^1 + a_2ξ^2 + . . . + a_nξ^n, (1) čďě łő¡ťťĺűĺěŋšż a_1, a_2, . . . , a_n, őŕřěďěń£¿źĺě ńĺŋěľŋş¿ ťşŋłűĺ¿, ćżůĺśń£¿šś£ ŕő ťőřňşńăň

a_1 = f(e_1), a_2 = f(e_2), . . . , a_n = f(e_n). (2)

Łăł ¡šő £śŋő ĺğ ťőřňşńż (1), ŕřĺ ğăďăŋŋőň ąăğĺ-

śě e1, e2, . . . , en ćś£łĺň n ůĺśńăň a1, a2, . . . , an őšćěůăěš ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£, ŕřĺšőň šőńĳłő őďŋă.

Ŕşśšĳ f ĺ g | ńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ. Ĺţ śşňňőľ ŋăğżćăěšś£ ťşŋłűĺ£ h, śšăć£źă£ ć śőőšćěšśšćĺě łăęďőňş ćěłšőřş x ůĺśńő f(x) + g(x). Ŕřőĺğćěďěŋĺěň ńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺĺ f ŋă ůĺśńő α ŋăğżćăěšś£ ťşŋłűĺ£, śšăć£źă£ ć śőőšćěšśšćĺě łăęďőňş ćěłšőřş x ůĺśńő αf(x).

Őůěćĺďŋő, ůšő śşňňă ńĺŋěľŋżţ ťşŋłűĺľ ĺ ŕřőĺğćěďěŋĺě ńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺĺ ŋă ůĺśńő ěśšĳ śŋőćă ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£. Ŕřĺ ¡šőň, ěśńĺ ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ f ğăďăěšś£ ůĺśńăňĺ a_1, a_2, . . . , a_n, ă g | ůĺśńăňĺ b_1, b_2, . . . , b_n, šő f + g ğăďăěšś£ ůĺśńăňĺ a_1 + b_1, a_2 + b_2, . . . , a_n + b_n, ă αf | ůĺśńăňĺ αa_1, αa_2, . . . , αa_n.

Šăłĺň őąřăğőň, ňŋőęěśšćő ğăďăŋŋżţ ć R ńĺŋěľŋżţ ťşŋłűĺľ őąřăğşěš ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő.

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 1. Ŕşśšĳ R ěśšĳ n-ňěřŋőě ŕřő-

śšřăŋśšćő. Ŕřőśšřăŋśšćőň R^′, śőŕř£ęěŋŋżň ł R, ňż ŋăğőćěň ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, ćěłšőřăňĺ łőšőřőčő £ćń£¿šś£ ńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ, ğăďăŋŋżě ć R. Śşňňă ć

R^′ őŕřěďěń£ěšś£ łăł śşňňă ńĺŋěľŋżţ ťşŋłűĺľ, ă ŕřő-

ĺğćěďěŋĺě ćěłšőřă ĺğ R^′ ŋă ůĺśńő | łăł ŕřőĺğćěďěŋĺě ńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺĺ ŋă ůĺśńő.

Šăł łăł ŕřĺ ğăďăŋŋőň ąăğĺśě e_1, e_2, . . . , e_n ć ŕřőśšřăŋśšćě R łăęďă£ ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ őďŋőğŋăůŋő ğăďăěšś£ śĺśšěňőľ n ůĺśěń a_1, a_2, . . . , a_n, ŕřĺůěň śşňňě ťşŋłűĺľ őšćěůăěš śşňňă ůĺśěń, ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ ťşŋłűĺĺ ŋă α ŕřőĺğćěďěŋĺě ůĺśěń a_i ŋă α, šő £śŋő, ůšő R^′ ĺğőňőřťŋő ŕřőśšřăŋśšćş, ć łőšőřőň ćěłšőř őŕřěďěńěŋ łăł śőćőłşŕŋőśšĳ n ůĺśěń.

Ğŋăůĺš, ŕřőśšřăŋśšćő R^′, śőŕř£ęěŋŋőě ł n-ňěřŋő-

ňş ŕřőśšřăŋśšćş R, šăłęě n-ňěřŋő.

Ěśńĺ ŕřőśšřăŋśšćă R ĺ R^′ řăśśňăšřĺćă¿š őďŋőćřěňěŋŋő, šő ćěłšőřż ĺğ R ŋăğżćă¿šś£ łőŋšřăćăřĺăŋš-

ŋżňĺ, ă ćěłšőřż ĺğ R^′ łőćăřĺăŋšŋżňĺ. Ć ďăńĳŋěľÿěň

śĺňćőńż x, y, . . . ąşďşš őğŋăůăšĳ ¡ńěňěŋšż ĺğ R, š. ě. łőŋšřăćăřĺăŋšŋżě ćěłšőřż, ă f, g, . . . | ¡ńěňěŋšż ĺğ R^′, š. ě. łőćăřĺăŋšŋżě ćěłšőřż.

2. Ąĺőřšőčőŋăńĳŋżě (ćğăĺňŋżě) ąăğĺśż. Ć ďăńĳŋěľÿěň ňż ąşďěň ğŋăůěŋĺě ńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺĺ f ć šőůłě x őąőğŋăůĺšĳ ůěřěğ (f, x). Šăłĺň őąřăğőň, łăęďőľ ŕăřě f ∈ R^′ ĺ x ∈ R őšŋěśěŋő ůĺśńő (f, x), ŕřĺůěň 1^∘ (f, x_1 + x_2) = (f, x_1) + (f, x_2), 2^∘ (f, λx) = λ(f, x), 3^∘ (λf, x) = λ(f, x), 4^∘ (f_1 + f_2, x) = (f_1, x) + (f_2, x).

Ŕěřćőě ĺ ćšőřőě ĺğ ¡šĺţ śőőšŋőÿěŋĺľ | ¡šő ğăŕĺśăŋŋżě ć ŋőćżţ őąőğŋăůěŋĺ£ţ řăćěŋśšćă

f(x_1 + x_2) = f(x_1) + f(x_2) ĺ f(λx) = λf(x),

£ćń£¿źĺěś£ őŕřěďěńěŋĺěň ńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺĺ, ă šřěšĳě ĺ ůěšćěřšőě | őŕřěďěńěŋĺ£ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺĺ ŋă ůĺśńő ĺ śşňňż ńĺŋěľŋżţ ťşŋłűĺľ. Śőőšŋőÿěŋĺ£ 1^∘{4^∘ ŋăŕőňĺŋă¿š ŕő ćŋěÿŋěňş ćĺďş ăłśĺőňż 2^∘ ĺ 3^∘ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ (§ 2). Ŋăďő ńĺÿĳ ŕőďůěřłŋşšĳ, ůšő ć šő ćřěň£, łăł śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ěśšĳ ůĺśńő, őšŋěśěŋŋőě ŕăřě ćěłšőřőć őďŋőčő ĺ šőčő ęě (ěćłńĺďőćă) ŕřőśšřăŋśšćă, (f, x) ěśšĳ ůĺśńő, őšŋěśěŋŋőě ŕăřě ćěłšőřőć, őďĺŋ ĺğ łőšőřżţ ŕřĺŋăďńěęĺš ăťťĺŋŋőňş ŕřőśšřăŋśšćş R, ă ďřşčőľ | ăťťĺŋŋőňş ŕřőśšřăŋśšćş R^′.

Ćěłšőřż x ∈ R ĺ f ∈ R^′ ňż ŋăğőćěň őřšőčőŋăńĳŋż-

ňĺ, ěśńĺ (f, x) = 0. Šăłĺň őąřăğőň, ţőš£ ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě R (ć őšńĺůĺě őš ěćłńĺďőćă) ŋěš ŕőŋ£šĺ£ őřšőčőŋăńĳŋőśšĺ ďćşţ ćěłšőřőć x, y ∈ R, ňőęŋő čőćőřĺšĳ őą őřšőčőŋăńĳŋőśšĺ ćěłšőřőć ĺğ R ł ćěłšőřăň ĺğ R^′.

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 2. Ŕşśšĳ e_1, e_2, . . . , e_n | ąăğĺś

ć R, ă f^1, f^2, . . . , f^n | ąăğĺś ć R^′. Ňż ŋăğőćěň ¡šĺ ąăğĺśż ąĺőřšőčőŋăńĳŋżňĺ (ćğăĺňŋżňĺ), ěśńĺ

(f^i, e_k) =

{ 1 ŕřĺ i = k, 0 ŕřĺ i ≠ k (i, k = 1, 2, . . . , n). (3) Ććěďěň śĺňćőń δ^i_k, ŕőńőęĺć

δ^i_k = { 1 ŕřĺ i = k, 0 ŕřĺ i ≠ k (i, k = 1, 2, . . . , n). Šőčďă (f^i, e_k) = δ^i_k.

Ěśńĺ e_1, e_2, . . . , e_n | ąăğĺś ć R, šő (f, e_k) £ćń£¿šś£ ůĺśńăňĺ a_k, őŕřěďěń£¿źĺňĺ ńĺŋěľŋş¿ ťşŋłűĺ¿ f ∈ R^′ [śň. ťőřňşńş (2)], šăł łăł (f, e_k) ěśšĳ ďřşčă£ ťőřňă ğăŕĺśĺ ćżřăęěŋĺ£ f(e_k).

Ĺğ ¡šőčő ğăňěůăŋĺ£ śńěďşěš şšćěřęďěŋĺě:

ěśńĺ e1, e2, . . . , en | ŕřőĺğćőńĳŋżľ ąăğĺś ć R, šő ć

R^′ śşźěśšćşěš, ĺ ŕřĺšőň šőńĳłő őďĺŋ, ąăğĺś f^1, f^2, . . . , f^n šăłőľ, ůšő ąăğĺśż e_1, e_2, . . . , e_n ĺ f^1, f^2, . . . . . . , f^n ąĺőřšőčőŋăńĳŋż (ćğăĺňŋż).

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ĺğ řăćěŋśšćă (3) ĺňěěň

(f^1, e_1) = 1, (f^1, e_2) = 0, . . . , (f^1, e_n) = 0.

Šăłĺň őąřăğőň, ğďěśĳ ğăďăŋż ůĺśńă a_1 = 1, a_2 = 0, . . . , a_n = 0. Šăł łăł ŕő ćś£łĺň ůĺśńăň a_i ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ěďĺŋśšćěŋŋş¿ ńĺŋěľŋş¿ ťşŋłűĺ¿, šő f^1 őŕřěďěńěŋő, ĺ ŕřĺ ¡šőň őďŋőğŋăůŋő. Ăŋăńőčĺůŋő őŕřěďěń£ěšś£ f^2 řăćěŋśšćăňĺ

(f^2, e_1) = 0, (f^2, e_2) = 1, . . . , (f^2, e_n) = 0

ĺ š. ď. Ŕőśšřőěŋŋżě ćěłšőřż f^1, f^2, . . . , f^n ĺğ R^′ (ńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ) ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż, šăł łăł őšćěůă- ¿źĺě łăęďőňş ĺğ ŋĺţ śĺśšěňż ůĺśěń a_1, a_2, . . . , a_n ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż ňěęďş śőąőľ. Ňż ŕőśšřőĺńĺ, šăłĺň őąřăğőň, ąăğĺś, ąĺőřšőčőŋăńĳŋżľ ąăğĺśş e_1, e_2, . . . , e_n ĺ ďőłăğăńĺ ěčő ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ.

Ć ďăńĳŋěľÿěň ňż ąşďěň ŕőńĳğőćăšĳś£ ŕřĺŋ£šżňĺ ć šěŋğőřŋőň ĺśůĺśńěŋĺĺ őąőğŋăůěŋĺ£ňĺ, ă ĺňěŋŋő, ěśńĺ ć ŋěłőšőřőň ćżřăęěŋĺĺ őďĺŋ ĺ šőš ęě ĺŋďěłś śšőĺš őďĺŋ řăğ ććěřţş, ă ďřşčőľ řăğ ćŋĺğş, šő ¡šő őğŋăůăěš, ůšő ŕő ¡šőňş ĺŋďěłśş ŕřőĺğćőďĺšś£ śşňňĺřőćăŋĺě (őš 1 ďő n). Śăň ğŋăł śşňňĺřőćăŋĺ£ ∑ ňż ŕřĺ ¡šőň ąşďěň őŕşśłăšĳ.

Ŋăŕřĺňěř, ξ^iη_i őğŋăůăěš ξ^1η_1 + ξ^2η_2 + . . . + ξ^nη_n. Ĺňě£ ć R ĺ R^′ ąĺőřšőčőŋăńĳŋżě ąăğĺśż, ńěčłő ćżůĺśń£šĳ łőőřďĺŋăšż ń¿ąőčő ćěłšőřă. Ŕşśšĳ e_i ĺ f^k | ąĺőřšőčőŋăńĳŋżě ąăğĺśż. Ŋăľďěň łőőřďĺŋăšż ξ^i ćěłšőřă x ∈ R ć ąăğĺśě e_i. Ňż ĺňěěň x = ξ^ie_i. Őšś¿ďă

(f^k, x) = (f^k, ξ^ie_i) = ξ^i(f^k, e_i) = ξ^iδ^k_i = ξ^k.

Śńěďőćăšěńĳŋő, łőőřďĺŋăšż ξ^k ćěłšőřă x ć ąăğĺśě e_1, e_2, . . . , e_n ćżůĺśń£¿šś£ ŕő ťőřňşńăň

ξ^k = (f^k, x),

čďě f^k | ąăğĺś, ćğăĺňŋżľ ś ąăğĺśőň ei.

Ăŋăńőčĺůŋő ŕőńşůăěň, ůšő łőőřďĺŋăšż η_i ćěłšőřă f

ć ąăğĺśě f^k ćżůĺśń£¿šś£ ŕő ťőřňşńăň η_i = (f, e_i). Ŕşśšĳ e_1, e_2, . . . , e_n ĺ f^1, f^2, . . . , f^n | ďćă ćğăĺňŋżţ (ąĺőřšőčőŋăńĳŋżţ) ąăğĺśă. Ćżřăğĺň ćěńĺůĺŋş (f, x) ůěřěğ łőőřďĺŋăšż ćěłšőřőć f ĺ x ć ąăğĺśăţ e_1, e_2, . . . , e_n ĺ f^1, f^2, . . . , f^n śőőšćěšśšćěŋŋő. Ŕşśšĳ

x = ξ^1e_1+ξ^2e_2+. . .+ξ^ne_n ĺ f = η_1f^1+η_2f^2+. . .+η_nf^n;

šőčďă

(f, x) = (η_1f^1+η_2f^2+. . .+η_nf^n, ξ^1e_1+ξ^2e_2+. . .+ξ^ne_n) =

= (f^i, e_k)η_iξ^k = δ^i_kη_iξ^k = η_iξ^i.

Ĺšăł, ěśńĺ e_1, e_2, . . . , e_n | ąăğĺś ć R, f^1, f^2, . . . , f^n |

ćğăĺňŋżľ ś ŋĺň ąăğĺś ć R^′, šő

(f, x) = η_1ξ^1 + η_2ξ^2 + . . . + η_nξ^n, (4)

čďě ξ^1, ξ^2, . . . , ξ^n | łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă x ∈ R ć ąăğĺśě e1, e2, . . . , en, ă η1, η2, . . . , ηn | łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă

f ∈ R^′ ć ąăğĺśě f^1, f^2, . . . , f^n.

Ğ ă ň ě ů ă ŋ ĺ ě. Ěśńĺ e_1, e_2, . . . , e_n ĺ f^1, f^2, . . . , f^n | ŕřőĺğćőńĳŋżě ąăğĺśż ć R ĺ R^′ śőőšćěšśšćěŋŋő, šő (f, x) = a^i_kη_iξ^k, čďě a^i_k = (f^i, e_k).

Ňż ćĺďĺň, ůšő ćő ćğăĺňŋżţ ąăğĺśăţ ğŋăůěŋĺě (f, x) ğăŕĺśżćăěšś£ őśőąěŋŋő ŕřőśšő.

Ĺšăł, ňż ŕőśšřőĺńĺ śőőšćěšśšćĺě, őšŋőś£źěě łăęďőňş ńĺŋěľŋőňş ŕřőśšřăŋśšćş R ďřşčőě ŕřőśšřăŋśšćő, ă ĺňěŋŋő śőŕř£ęěŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő R^′. Ňż ňőęěň šěŕěřĳ şśšăŋőćĺšĳ śőőšćěšśšćĺě ňěęďş ńĺŋěľŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ ŕřőśšřăŋśšć.

Ŕşśšĳ R1, R2 | ďćă ńĺŋěľŋżţ ŕřőśšřăŋśšćă ĺ R^′_1, R^′_2 | ŕřőśšřăŋśšćă, ĺň śőŕř£ęěŋŋżě. Łăęďőňş ńĺŋěľŋőňş ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ A ŕřőśšřăŋśšćă R1 ć R2 ňż ŕőśšăćĺň ć śőőšćěšśšćĺě ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A^′ ŕřőśšřăŋśšćă R^′_2 ć R^′_1, łőšőřőě őŕřěďěńĺň śńěďş¿źĺň őąřăğőň.

Ŕşśšĳ f2 ∈ R^′_2, x1 ∈ R1. Řăśśňőšřĺň (f2, Ax1); ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋőň f2 ¡šő ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ őš x1, š. ě. ňőęěš ążšĳ ğăŕĺśăŋă ć ćĺďě (f2, Ax1) = (f1, x1), čďě f1 ∈ R^′_1. Ŕőńőęĺň ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ f1 = A^′f2. Ŕőńşůăěňőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A^′ ŋăğżćăěšś£ śőŕř£ęěŋŋżň ł A. Ĺšăł, ěśńĺ A | ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă R1 ć R2, šő śőŕř£ęěŋŋőě ěňş ŕřěőąřăğőćăŋĺě ěśšĳ ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A^′ ŕřőśšřăŋśšćă R^′_2 ć R^′_1, ğăďăćăěňőě šőęďěśšćőň (A^′f2, x1) = (f2, Ax1). Şśšăŋőćĺň őďŋő ćăęŋőě śćőľśšćő őŕěřăűĺĺ ŕěřěţőďă ł śőŕř£- ęěŋŋőňş ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿. Ŕşśšĳ A | ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă R1 ć R2, B | ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă R2 ć R3. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ BA łőňŕőğĺűĺ¿ ¡šĺţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ, š. ě. ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă R1 ć R3 (ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ BAx = B(Ax) ďń£ ń¿ąőčő x ∈ R1).

Ŕőłăęěň, ůšő (BA)^′ = A^′B^′.

Ć śăňőň ďěńě, śőčńăśŋő őŕřěďěńěŋĺ¿ ĺňěěň:

((BA)^′f, x) = (f, BAx) ďń£ ń¿ążţ x ∈ R1 ĺ f ∈ R^′_3.

Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, (A^′B^′f, x) = (B^′f, Ax) = (f, BAx). Śőŕőśšăćń££ ¡šĺ řăćěŋśšćă, ňż ćĺďĺň, ůšő (BA)^′ = A^′B^′.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ďőłăğăšĳ, ůšő ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, śőŕř£ęěŋŋőě ł A^′, ěśšĳ A.

3. Ćğăĺňőğăňěŋ£ěňőśšĳ R ĺ R^0. Ć ŕřěďżďşźěň ĺğńőęěŋĺĺ R ĺ R^′ ĺčřăńĺ řăğńĺůŋş¿ řőńĳ. Ňż ŕőłăęěň, ůšő őŋĺ śőćěřÿěŋŋő řăćŋőŕřăćŋż, š. ě. ůšő ćśě šěőřěňż őśšăŋşšś£ śŕřăćěďńĺćżňĺ, ěśńĺ ňż ŕőňěŋ£ěň R ĺ R^′ řőń£ňĺ.

Ňż őŕřěďěńĺńĺ R^′ łăł śőćőłşŕŋőśšĳ ńĺŋěľŋżţ ťşŋłűĺľ ć R. Ůšőąż şśšăŋőćĺšĳ řăćŋőŕřăćŋőśšĳ R ĺ R^′, ďőłăęěň, ůšő ćś£łă£ ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ φ(f) ć R^′ ňőęěš ążšĳ ğăŕĺśăŋă ć ćĺďě (f, x_0), čďě x_0 | ťĺłśĺřőćăŋŋżľ ćěłšőř ĺğ R.

Ŕşśšĳ e_1, e_2, . . . , e_n | ŋěłőšőřżľ ąăğĺś ć R ĺ f^1, f^2, . . . , f^n | ćğăĺňŋżľ ś ŋĺň ąăğĺś ć R^′. Ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ φ(f) ňőęěš ążšĳ ğăŕĺśăŋă ć ćĺďě

φ(f) = a^1η_1 + a^2η_2 + . . . + a^nη_n,

čďě η_1, η_2, . . . , η_n | łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă f ć ąăğĺśě f^1, f^2, . . . , f^n. Řăśśňőšřĺň ćěłšőř x_0, ĺňě¿źĺľ ć ąăğĺśě e_1, e_2, . . . , e_n łőőřďĺŋăšż a^1, a^2, . . . , a^n. Šőčďă, łăł ňż ćĺďěńĺ ć ŕ. 2,

(f, x_0) = a^1η_1 + a^2η_2 + . . . + a^nη_n

ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő,

φ(f) ≡ (f, x_0). (5)

İšă ťőřňşńă şśšăŋăćńĺćăěš ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş ńĺŋěľŋżňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ φ, ğăďăŋŋżňĺ ć R^′, ĺ ćěłšőřăňĺ x_0 ∈ R.

Ňż ňőęěň ŕő¡šőňş ćő ćśěň ĺğńőęěŋĺĺ śůĺšăšĳ R ŕřőśšřăŋśšćőň ńĺŋěľŋżţ ťşŋłűĺľ ŋăď R^′, ğăďăćă£ ¡šĺ ńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ ťőřňşńőľ (5). İšĺň şśšăŋőćńěŋő ŕőńŋőě řăćŋőŕřăćĺě ňěęďş R ĺ R^′.

Ğăňěšĺň, ůšő ŕřĺ őďŋőćřěňěŋŋőň ĺğşůěŋĺĺ ŕřőśšřăŋśšćă ĺ śőŕř£ęěŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ňż şŕőšřěąń£ěň ńĺÿĳ őążůŋżě ďń£ ćěłšőřőć őŕěřăűĺĺ śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ŋă ůĺśńő ć łăęďőň ŕřőśšřăŋśšćě ĺ őŕěřăűĺ¿ (f, x), ść£ğżćă¿źş¿ ¡ńěňěŋšż őąőĺţ ŕřőśšřăŋśšć. Ňőęŋő ŕő¡šőňş ďăšĳ ďřşčőě őŕřěďěńěŋĺě ŕăřż śőŕř£- ęěŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšć R ĺ R^′, ŕřĺ łőšőřőň ĺţ řăćŋőŕřăćĺě ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ćĺďŋő. İšő őŕřěďěńěŋĺě śőśšőĺš ć śńěďş¿źěň: ňż řăśśňăšřĺćăěň ŕăřş n-ňěřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć R ĺ R^′ ĺ łăęďőľ ŕăřě ćěłšőřőć x ∈ R, f ∈ R^′ őšŋőśĺň ůĺśńő (f, x), šřěąş£ ŕřĺ ¡šőň, ůšőąż ćżŕőńŋ£ńĺśĳ şśńőćĺ£ 1^∘{4^∘ ŕřěďżďşźěčő ŕşŋłšă ĺ şśńőćĺě 5^∘ Ĺğ (f, x) = 0 ďń£ ń¿ąőčő x śńěďşěš f = 0 ĺ ĺğ (f, x) = 0 ďń£ ń¿ąőčő f śńěďşěš x = 0.

Łőřőšłő čőćőř£, ŕăřă śőŕř£ęěŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšć R ĺ R^′ | ¡šő ŕăřă n-ňěřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ś ććěďěŋŋőľ ďőŕőńŋĺšěńĳŋő őŕěřăűĺěľ (f, x), şďőćńěšćőř£¿źěľ ŕěřěůĺśńěŋŋżň şśńőćĺ£ň.

Ğ ă ň ě ů ă ŋ ĺ ě. Ć ŕ. 2 ňż ďőłăğăńĺ, ůšő ďń£ łăęďőčő ąăğĺśă ć R śşźěśšćşěš ĺ ŕřĺšőň ěďĺŋśšćěŋŋżľ ćğăĺňŋżľ ś ŋĺň ąăğĺś ć R^′. Ĺğ řăćŋőŕřăćĺ£ ňěęďş R ĺ R^′ śńěďşěš, ůšő ďń£ ćś£łőčő ąăğĺśă ć R^′ śşźěśšćşěš ĺ ŕřĺšőň ěďĺŋśšćěŋŋżľ ćğăĺňŋżľ ś ŋĺň ąăğĺś ć R.

4. Ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ łőőřďĺŋăš ć R ĺ R^0. Ěśńĺ ňż řăśśňăšřĺćăěň łőőřďĺŋăšż ćěłšőřőć x ∈ R ć ŋěłőšőřőň ąăğĺśě e_1, e_2, . . . , e_n, šő łőőřďĺŋăšż ćěłšőřőć f ∈ R^′ ňż ąşďěň, łăł ŕřăćĺńő, řăśśňăšřĺćăšĳ ć ąăğĺśě f^1, f^2, . . . , f^n, ćğăĺňŋőň ł ąăğĺśş e_1, e_2, . . . , e_n. Ŕěřěľďěň ć R őš ąăğĺśă e_1, e_2, . . . , e_n ł ŋőćőňş ąăğĺśş e^′_1, e^′_2, . . . , e^′_n, ĺ ŕşśšĳ e^′_i = c^k_i e_k (6)

| ťőřňşńż ¡šőčő ŕěřěţőďă.

Őąőğŋăůă£ ůěřěğ f^1, f^2, . . . , f^n ąăğĺś, ćğăĺňŋżľ ś ąăğĺśőň e_1, e_2, . . . , e_n, ă ůěřěğ f^{′1}, f^{′2}, . . . , f^{′n} | ąăğĺś, ćğăĺňŋżľ ś ąăğĺśőň e^′_1, e^′_2, . . . , e^′_n, ŋăľďěň ňăšřĺűş ‖b^k_i ‖ ŕěřěţőďă őš ąăğĺśă f^i ł ąăğĺśş f^{′i}.

Ŋăľďěň śŋăůăńă őąřăšŋş¿ ěľ ňăšřĺűş ‖u^k_i ‖ ŕěřěţőďă őš f^{′1}, f^{′2}, . . . , f^{′n} ł f^1, f^2, . . . , f^n:

f^k = u^k_i f^{′i}. (6^′)

Ďń£ ¡šőčő ćżůĺśńĺň ďćşň£ śŕőśőąăňĺ ćżřăęěŋĺě (f^k, e^′_i):

(f^k, e^′_i) = (f^k, c^α_i e_α) = c^α_i (f^k, e_α) = c^k_i ,

(f^k, e^′_i) = (u^k_i f^{′i}, e^′_i) = u^k_i .

Őšś¿ďă ĺňěěň c^k_i = u^k_i , š. ě. ňăšřĺűă ‖u^k_i ‖ £ćń£ěšś£ šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋőľ^∗) ł ňăšřĺűě ŕěřěţőďă (6). Śńěďőćăšěńĳŋő, ňăšřĺűă ŕěřěţőďă

f^{′k} = b^k_i f^i (7)

őš f^1, f^2, . . . , f^n ł f^{′1}, f^{′2}, . . . , f^{′n} řăćŋă ňăšřĺűě, šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋőľ ł ňăšřĺűě, őąřăšŋőľ ňăšřĺűě

‖c^k_i ‖ ŕěřěţőďă őš e_1, e_2, . . . , e_n ł e^′_1, e^′_2, . . . , e^′_n.

Ćż£śŋĺň šěŕěřĳ, łăł ŕřěőąřăğş¿šś£ łőőřďĺŋăšż ćěłšőřőć ć R ĺ ć R^′. Ŕşśšĳ ξ^i | łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă x ∈ R ć ąăğĺśě e_1, e_2, . . . , e_n ĺ ξ^{′i} | ěčő łőőřďĺŋăšż ć ŋőćőň ąăğĺśě e^′_1, e^′_2, . . . , e^′_n.

Šőčďă

(f^i, x) = (f^i, ξ^1e_1 + ξ^2e_2 + . . . + ξ^ne_n) = ξ^i ĺ (f^{′i}, x) = (f^{′i}, ξ^{′1}e^′_1 + ξ^{′2}e^′_2 + . . . + ξ^{′n}e^′_n) = ξ^{′i}.

∗) Ňż čőćőřĺň, ůšő ňăšřĺűă ‖u^k_i ‖ £ćń£ěšś£ šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋőľ ł ňăšřĺűě ŕěřěţőďă (6), šăł łăł śşňňĺřőćăŋĺě ć (6^′) ŕřőĺğćőďĺšś£ ŕő ďřşčőňş ĺŋďěłśş.

Ŕő¡šőňş

ξ^{′i} = (f^{′i}, x) = (b^i_kf^k, x) = b^i_k(f^k, x) = b^i_kξ^k.

Ĺšăł, ξ^{′i} = b^i_kξ^k, (8)

š. ě łőőřďĺŋăšż ćěłšőřőć ć R ŕřěőąřăğş¿šś£ ŕő šěň ęě ťőřňşńăň, ůšő ĺ ćěłšőřż ćğăĺňŋőčő ąăğĺśă ć R^′. Ăŋăńőčĺůŋő, łőőřďĺŋăšż ćěłšőřőć ć R^′ ŕřěőąřăğş¿šś£ ŕő šěň ęě ťőřňşńăň, ůšő ĺ ćěłšőřż ćğăĺňŋőčő ąăğĺśă ć R, š. ě.

η^′_i = c^k_i η_k. (9)

Ňż ňőęěň šăłĺň őąřăğőň, śťőřňşńĺřőćăšĳ śńěďş¿- źěě ŕřăćĺńő: ŕřĺ ŕěřěţőďě őš śšăřőľ śĺśšěňż łőőřďĺ-

ŋăš ł ŋőćőľ őąžěłšż, ĺňě¿źĺě ŋĺęŋĺľ ĺŋďěłś, ŕřěőąřăğş¿šś£ ňăšřĺűěľ ‖c^k_i ‖, őąžěłšż, ĺňě¿źĺě ćěřţŋĺľ ĺŋďěłś, ŕřěőąřăğş¿šś£ ňăšřĺűěľ ‖b^k_i ‖, őąřăšŋőľ ł ‖c^k_i ‖. Šőš ťăłš, ůšő ňăšřĺűă ‖b^k_i ‖ £ćń£ěšś£ őąřăšŋőľ ł ňăšřĺűě ‖c^k_i ‖, ćżřăęăěšś£ śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ

c^α_i b^j_α = δ^j_i , b^α_i c^j_α = δ^j_i .

5. Ŕřőśšřăŋśšćő, śőŕř£ęěŋŋőě ł ěćłńĺďőćş. Őčřăŋĺůĺňś£ ďń£ ŕřőśšőšż ěćłńĺďőćżň ŕřőśšřăŋśšćőň ŋăď ŕőńěň ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ůĺśěń.

Ń ě ň ň ă. Ŕşśšĳ R ěśšĳ n-ňěřŋőě ěćłńĺďőćő ŕřő-

śšřăŋśšćő. Šőčďă łăęďş¿ ńĺŋěľŋş¿ ťşŋłűĺ¿ ć ŋěň ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ć ćĺďě f(x) = (x, y), čďě y | ťĺłśĺřőćăŋŋżľ ćěłšőř, őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěňżľ ńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺěľ f. Őąřăšŋő, łăęďżľ ćěłšőř y őŕřěďěń£ěš ńĺŋěľŋş¿ ťşŋłűĺ¿ f(x) = (x, y).

Ď ő ł ă ğ ă š ě ń ĳ ś š ć ő. Ćżąěřěň ć R ŋěłőšőřżľ őřšőčőŋăńĳŋżľ ŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś e_1, e_2, . . . , e_n.

Ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ f(x) ć ¡šőň ąăğĺśě ňőęěš ążšĳ ğăŕĺśăŋă ć ćĺďě f(x) = a_1ξ^1 + a_2ξ^2 + . . . + a_nξ^n.

Ććěďěň ćěłšőř y ś łőőřďĺŋăšăňĺ a_1, a_2, . . . , a_n. Šăł łăł ąăğĺś e_1, e_2, . . . , e_n | őřšőčőŋăńĳŋżľ, šő

(x, y) = a_1ξ^1 + a_2ξ^2 + . . . + a_nξ^n.

Ňż ďőłăğăńĺ, šăłĺň őąřăğőň, śşźěśšćőćăŋĺě šăłőčő ćěłšőřă y, ůšő ďń£ ń¿ąőčő x ĺňěěš ňěśšő řăćěŋśšćő f(x) = (x, y). Ďőłăęěň šěŕěřĳ, ůšő šăłőľ ćěłšőř őŕřěďěń£ěšś£ őďŋőğŋăůŋő. Ŕşśšĳ f(x) = (x, y_1) ĺ f(x) = (x, y_2).

Šőčďă (x, y_1) = (x, y_2), š. ě.

(x, y_1 − y_2) = 0 ďń£ ń¿ąőčő x. Śńěďőćăšěńĳŋő, y_1 − y_2 = 0. Őďŋőğŋăůŋőśšĳ ďőłăğăŋă.

Šăłĺň őąřăğőň, ć śńşůăě ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă ňż ňőęěň łăęďżľ ¡ńěňěŋš f ĺğ R^′ ğăňěŋĺšĳ śőőšćěšśšćş- ¿źĺň ¡ńěňěŋšőň y ĺğ R ĺ ŕřĺ ¡šőň ćňěśšő (f, x) ŕĺśăšĳ (y, x). Šăł łăł ŕřĺ őďŋőćřěňěŋŋőň ĺğşůěŋĺĺ ŕřőś-

šřăŋśšćă ĺ śőŕř£ęěŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ňż şŕőšřěąń£ěň ńĺÿĳ őążůŋżě ďń£ ćěłšőřőć őŕěřăűĺĺ ĺ őŕěřăűĺ¿ (f, x), ść£ğżćă¿źş¿ ¡ńěňěŋšż f ∈ R^′ ĺ x ∈ R, šő ňż ňőęěň ć śńşůăě ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă ğăňěŋĺšĳ f ŋă y, R^′ ŋă R ĺ (f, x) ŋă (y, x), š. ě. őšőęďěśšćĺšĳ ěć-

łńĺďőćő ŕřőśšřăŋśšćő ś śőŕř£ęěŋŋżň ł ŋěňş ŕřőśšřăŋśšćőň R^{′ ∗}). İšő ćżřăęă¿š ĺŋőčďă ĺ šăł: ć ěćłńĺďőćőň

∗) Ěśńĺ R | ăťťĺŋŋőě n-ňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, šő R^′ šăłęě n-ňěřŋő ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, R ĺ R^′ ĺğőňőřťŋż. Ŋő ěśńĺ ąż ňż őšő-

ŕřőśšřăŋśšćě ňőęŋő ğăňěŋĺšĳ łőćăřĺăŋšŋżě ćěłšőřż łőŋšřăćăřĺăŋšŋżňĺ.

Ŕřĺ šăłőň őšőęďěśšćńěŋĺĺ ŕřőśšřăŋśšćă R ĺ śőŕř£- ęěŋŋőčő ł ŋěňş ŕřőśšřăŋśšćă R^′ ŕőŋ£šĺě őřšőčőŋăńĳŋőśšĺ ćěłšőřőć x ∈ R ĺ f ∈ R^′, ććěďěŋŋőě ć ŕşŋłšě 2, ŕěřěţőďĺš ć őążůŋőě ďń£ ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă ŕőŋ£šĺě őřšőčőŋăńĳŋőśšĺ ďćşţ ćěłšőřőć ĺğ R.

Ŕşśšĳ e_1, e_2, . . . , e_n | ŕřőĺğćőńĳŋżľ ąăğĺś ć R, ă f^1, f^2, . . . , f^n | ćğăĺňŋżľ ś ŋĺň (ąĺőřšőčőŋăńĳŋżľ) ąăğĺś ć R^′. Šăł łăł ć śńşůăě ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă R ĺ R^′ őšőęďěśšćńěŋż, šő ňż ňőęěň śůĺšăšĳ ćěłšőřż ąĺőřšőčőŋăńĳŋőčő ł e_i ąăğĺśă f^k šăłęě ćěłšőřăňĺ ĺğ R.

Ćż£śŋĺň, łăł ŋăň ŋăľšĺ ć ¡šőň śńşůăě ŕő ąăğĺśş e_1, e_2, . . . , e_n ąăğĺś f^1, f^2, . . . , f^n. Ćżřăğĺň śŋăůăńă e_i ůěřěğ f^k: e_i = g_{ik}f^k. Ŋăň ŋşęŋő ŋăľšĺ łő¡ťťĺűĺěŋšż g_{ik}. Ďń£ ¡šőčő şňŋőęĺň śłăń£řŋő őąě ůăśšĺ řăćěŋśšćă ŋă e_α:

(e_i, e_α) = g_{ik}(f^k, e_α).

Šăł łăł, ć śĺńş ćğăĺňŋőśšĺ (ąĺőřšőčőŋăńĳŋőśšĺ) ąăğĺśőć f^k ĺ e_α, (f^k, e_α) = δ^k_α, šő (e_i, e_α) = g_{ik}δ^k_α = g_{iα}.

Ĺšăł, ěśńĺ ąăğĺś f^k ąĺőřšőčőŋăńěŋ ł ąăğĺśş e_i, šő

e_i = g_{ik}f^k, (10)

čďě ňăšřĺűă g_{ik} ćżůĺśń£ěšś£ ŕő ťőřňşńě g_{ik} = (e_i, e_k). ęďěśšćĺńĺ R ĺ R^′, ŋăň ŕřĺÿńőśĳ ąż ćňěśšő (f, x) ŕĺśăšĳ (y, x), čďě y, x ∈ R, š. ě. ňż šěň śăňżň ććěńĺ ąż ć R śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě.

Őšś¿ďă, řăğřěÿĺć śőőšŋőÿěŋĺě (10) őšŋőśĺšěńĳŋő f^i, ĺňěěň:

f^i = g^{ik}e_k, (11)

čďě g^{ik} | ňăšřĺűă, őąřăšŋă£ ł g_{ik}, š. ě. g^{iα}g_{αk} = δ^i_k. Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ŕőłăğăšĳ, ůšő

g^{ik} = (f^i, f^k).

x 24. Šěŋğőřż

1. Ŕőńĺńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ. Ć ŕěřćőľ čńăćě ňż ĺğşůĺńĺ ńĺŋěľŋżě ĺ ąĺńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ ć n-ňěřŋőň ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě. Ĺţ ěśšěśšćěŋŋżň őąőąźěŋĺěň £ćń£¿šś£ ŕőńĺńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ, ğăćĺś£źĺě őš ŕřőĺğćőńĳŋőčő ůĺśńă ćěłšőřőć. Ŕřĺ ¡šőň ňż ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ ťşŋłűĺĺ, ğăćĺś£źĺě łăł őš ćěłšőřőć ĺğ R, šăł ĺ őš ćěłšőřőć ĺğ R^′.

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 1. Ŕőńĺńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺěľ l(x, y, . . . ; f, g, . . . ), ğăćĺś£źěľ őš p ćěłšőřőć x, y, . . . ∈ R ĺ q ćěłšőřőć

f, g, . . . ∈ R^′ (R^′ | ŕřőśšřăŋśšćő, śőŕř£ęěŋŋőě ł R), ŋă-

ğżćăěšś£ ťşŋłűĺ£, ńĺŋěľŋă£ őšŋőśĺšěńĳŋő łăęďőčő ĺğ ăřčşňěŋšőć, łőčďă őśšăńĳŋżě ăřčşňěŋšż ťĺłśĺřőćăŋż.

Ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ ğăťĺłśĺřőćăŋż ćśě ćěłšőřż, łřőňě ŕěřćőčő, šő l(x^′ + x^{′′}, y, . . . ; f, g, . . . ) = = l(x^′, y, . . . ; f, g, . . . ) + l(x^{′′}, y, . . . ; f, g, . . . ), l(λx, y, . . . ; f, g, . . . ) = λl(x, y, . . . ; f, g, . . . ).

Ăŋăńőčĺůŋő l(x, y, . . . ; f^′ + f^{′′}, g, . . . ) = = l(x, y, . . . ; f^′, g, . . . ) + l(x, y, . . . ; f^{′′}, g, . . . ), l(x, y, . . . ; μf, g, . . . ) = μl(x, y, . . . ; f, g, . . . ). Šő ęě śăňőě ĺ ďń£ ďřşčĺţ ăřčşňěŋšőć.

Ŕőńĺńĺŋěľŋş¿ ťşŋłűĺ¿, ğăćĺś£źş¿ őš p ćěłšőřőć ĺğ R (łőŋšřăćăřĺăŋšŋżţ ćěłšőřőć) ĺ q ćěłšőřőć ĺğ R^′ (łőćăřĺăŋšŋżţ ćěłšőřőć) ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ŕőńĺńĺ-

ŋěľŋőľ ťşŋłűĺěľ šĺŕă (p, q). Řăśśňőšřĺň ŋěłőšőřżě

ŕőńĺńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ.

Ŕřőśšěľÿĺě ŕőńĺńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ | ¡šő ťşŋłűĺĺ šĺŕă (1, 0) ĺ šĺŕă (0, 1).

Ŕőńĺńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ šĺŕă (1, 0) | ¡šő ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ őš őďŋőčő ćěłšőřă ć ŕřőśšřăŋśšćě R, š. ě. ćěłšőř ŕřőśšřăŋśšćă R^′ (łőćăřĺăŋšŋżľ ćěłšőř).

Ăŋăńőčĺůŋő, łăł ¡šő ążńő ŕőłăğăŋő ć ŕ. 3 ŕřěďżďşźěčő ŕăřăčřăťă, ŕőńĺńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ šĺŕă (0, 1) ğăďăěš ćěłšőř ĺğ R (łőŋšřăćăřĺăŋšŋżľ ćěłšőř).

Ŕőńĺńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ, ğăćĺś£źĺě őš ďćşţ ćěłšőřőć (ąĺńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ), ążćă¿š šřěţ šĺŕőć:

α) ťşŋłűĺĺ, ğăćĺś£źĺě őš ďćşţ ćěłšőřőć ĺğ ŕřőśšřăŋśšćă R, | ¡šő ććěďěŋŋżě ć § 4 ąĺńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ ć ŕřőśšřăŋśšćě R;

β) ťşŋłűĺĺ, ğăćĺś£źĺě őš ďćşţ ćěłšőřőć ć ŕřőśšřăŋśšćě R^′, | ¡šő ąĺńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ ć R^′;

γ) ťşŋłűĺĺ, ğăćĺś£źĺě őš őďŋőčő ćěłšőřă ĺğ R ĺ őďŋőčő ćěłšőřă ĺğ R^′.

Ťşŋłűĺĺ šřěšĳěčő šĺŕă šěśŋő ść£ğăŋż ś ńĺŋěľŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ y = Ax | ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ć R. Ŕőśšřőĺň ąĺńĺŋěľŋş¿ ťşŋłűĺ¿ (f, Ax), ńĺŋěľŋő ğăćĺś£źş¿ őš ćěłšőřőć x ∈ R ĺ f ∈ R^′.

Ňż ňőęěň, šăłĺň őąřăğőň, łăęďőňş ńĺŋěľŋőňş ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ ć R őďŋőğŋăůŋő śőŕőśšăćĺšĳ ąĺńĺŋěľŋş¿ ťşŋłűĺ¿ šĺŕă γ.

Łăł ĺ ć § 11 čńăćż II, ňőęŋő ďőłăğăšĳ ĺ őąřăšŋőě, š. ě. ůšő łăęďőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺĺ šĺŕă γ őšćěůăěš ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ć R.

2. Ćżřăęěŋĺ£ ďń£ ŕőńĺńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺĺ ć ďăŋŋőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš. Ŕěřěţőď őš őďŋőľ śĺśšěňż łőőřďĺŋăš ł ďřşčőľ. Ćż£śŋĺň, łăł ćżřăęăěšś£ ŕőńĺńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ ůěřěğ łőőřďĺŋăšż šěţ ćěłšőřőć, őš łőšőřżţ őŋă ğăćĺśĺš. Ďń£ šőčő ůšőąż ŋě ŕĺśăšĳ śńĺÿłőň ďńĺŋŋżţ ťőřňşń, ŕřőćěďěň řăśśňőšřěŋĺě ŋă śńşůăě ŕőńĺńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺĺ l(x, y; f), ğăćĺś£źěľ őš ďćşţ ćěłšőřőć ĺğ R ĺ őďŋőčő ćěłšőřă ĺğ R^′ [ťşŋłűĺ£ šĺŕă (2, 1)].

Ćżąěřěň ć R ŋěłőšőřżľ ąăğĺś e_1, e_2, . . . , e_n, ă ć R^′ | ćğăĺňŋżľ ś ŋĺň ąăğĺś f^1, f^2, . . . , f^n. Ŕşśšĳ x = ξ^ie_i, y = η^je_j, f = ζ_kf^k. Šőčďă

l(x, y; f) = l(ξ^ie_i, η^j e_j; ζ_kf^k) = ξ^iη^jζ_kl(e_i, e_j; f^k).

Ĺšăł: ŕřĺ ğăďăŋŋżţ ć R ĺ śőőšćěšśšćěŋŋő ć R^′ ąăğĺśăţ e_1, e_2, . . . , e_n ĺ f^1, f^2, . . . , f^n ŕőńĺńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ l(x, y; f) ğăŕĺśżćăěšś£ ć ćĺďě l(x, y; f) = a^k_{ij}ξ^iη^jζ_k, čďě ξ^i, śőőšćěšśšćěŋŋő η^j, śőőšćěšśšćěŋŋő ζ_k | łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă x, śőőšćěšśšćěŋŋő y, śőőšćěšśšćěŋŋő f. Ůĺśńă a^k_{ij}, őŕřěďěń£¿źĺě ťşŋłűĺ¿ l(x, y; f), ğăďă¿šś£ ťőřňşńőľ a^k_{ij} = l(e_i, e_j ; f^k)

ĺ ğăćĺś£š, šăłĺň őąřăğőň, őš ćżąőřă ąăğĺśőć ć R ĺ R^′.

Ăŋăńőčĺůŋă£ ťőřňşńă ĺňěěň ňěśšő ďń£ ŕőńĺńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺĺ őąźěčő ćĺďă: l(x, y, . . . ; f, g, . . . ) = a^{rs...}_{ij...} ξ^iη^j . . . λ_rμ_s . . . , (1) čďě ůĺśńă a^{rs...}_{ij...} , őŕřěďěń£¿źĺě ŕőńĺńĺŋěľŋş¿ ťşŋłűĺ¿, ćżůĺśń£¿šś£ ŕő ťőřňşńăň a^{rs...}_{ij...} = l(e_i, e_j, . . . ; f^r, f^s, . . . ). (2) Ćż£śŋĺň šěŕěřĳ, łăł ĺğňěŋ£ěšś£ śĺśšěňă ůĺśěń, őŕřěďěń£¿źă£ ŕőńĺńĺŋěľŋş¿ ťőřňş, ŕřĺ ĺğňěŋěŋĺĺ ąăğĺśă.

Ŕşśšĳ ć R ğăďăŋ ąăğĺś e_1, e_2, . . . , e_n ĺ ć R^′ | ćğăĺňŋżľ ś ŋĺň ąăğĺś f^1, f^2, . . . , f^n. Ŕěřěľďěň ł ŋőćőňş ąăğĺśş e^′_1, e^′_2, . . . , e^′_n ć R ĺ ćğăĺňŋőňş ś ŋĺň ąăğĺśş f^{′1}, f^{′2}, . . . , f^{′n} ć R^′. Ŕşśšĳ ŕěřěţőď őš ąăğĺśă e_1, e_2, . . . , e_n ł ąăğĺśş e^′_1, e^′_2, . . . , e^′_n ğăďăěšś£ ťőřňşńăňĺ

e^′_α = c^β_αe_β. (3)

Šőčďă ŕěřěţőď őš ąăğĺśă f^1, f^2, . . . , f^n ł ąăğĺśş f^{′1}, f^{′2}, . . . , f^{′n} ğăďăěšś£ ťőřňşńăňĺ

f^{′β} = b^β_αf^α, (4)

čďě ‖b^βα‖ | ňăšřĺűă, šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋă£ ł ňăšřĺűě, őąřăšŋőľ ł ‖c^βα‖.

Ťőřňşńă (3) ŕőłăğżćăěš, ůšő ůĺśńă c^βα ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋőň α £ćń£¿šś£ łőőřďĺŋăšăňĺ ćěłšőřă e^′_α ć ąăğĺśě e_1, e_2, . . . , e_n. Ăŋăńőčĺůŋő ůĺśńă b^βα ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋőň β £ćń£¿šś£ łőőřďĺŋăšăňĺ ćěłšőřă f^{′β} ć ąăğĺśě f^1, f^2, . . . , f^n.

Ŋăľďěň śĺśšěňş ůĺśěń a^{′rs...}_{ij...} , őŕřěďěń£¿źĺţ ŋăÿş ŕőńĺńĺŋěľŋş¿ ťşŋłűĺ¿ ć ąăğĺśăţ e^′_1, e^′_2, . . . , e^′_n ĺ f^{′1}, f^{′2}, . . . , f^{′n}. Ňż ğŋăěň, ůšő a^{′rs...}_{ij...} = l(e^′_i, e^′_j , . . . ; f^{′r}, f^{′s}, . . . ). Ŕő¡šőňş, ůšőąż ŋăľšĺ a^{rs...}_{ij...} , ňż ďőńęŋż ć ťőřňşńş (1) ćňěśšő ξ^i, η^j , . . . ; λ_r, μ_s, . . . ŕőďśšăćĺšĳ łőőřďĺŋăšż ćěłšőřőć e^′_i, e^′_j, . . . ; f^{′r}, f^{′s}, . . . , š. ě. ůĺśńă c^α_i , c^β_j , . . . ; b^r_σ, b^s_τ , . . . Ňż ŕőńşůăěň šăłĺň őąřăğőň: a^{′rs...}_{ij...} = c^α_i c^β_j . . . b^r_σb^s_τ . . . a^{στ...}_{αβ...}. Ĺšăł, śĺśšěňă ůĺśěń a^{rs...}_{ij...} , őŕřěďěń£¿źĺţ ŕőńĺńĺŋěľ-

ŋş¿ ťşŋłűĺ¿ l(x, y, . . . ; f, g, . . . ) ćő ćğăĺňŋżţ ąăğĺśăţ

e_1, e_2, . . . , e_n ĺ f^1, f^2, . . . , f^n, ŕřĺ ŕěřěţőďě ł ŋőćżň ćğă-

ĺňŋżň ąăğĺśăň e^′_1, e^′_2, . . . , e^′_n ĺ f^{′1}, f^{′2}, . . . , f^{′n} ŕřěőąřăğşěšś£ ŕő ťőřňşńăň a^{′rs...}_{ij...} = c^α_i c^β_j . . . b^r_σb^s_τ . . . a^{στ...}_{αβ...}, (5) čďě ‖c^j_i ‖ | ňăšřĺűă, őŕřěďěń£¿źă£ ŕřěőąřăğőćăŋĺě ąăğĺśă e1, e2, . . . , en, ă ‖b^j_i ‖ | ňăšřĺűă, őŕřěďěń£¿źă£ ŕřěőąřăğőćăŋĺě ćğăĺňŋőčő ś ŋĺň ąăğĺśă f^1, f^2, . . . , f^n.

İšő ňőęŋő ćżřăğĺšĳ śńěďş¿źěľ ťřăğőľ: ŋă ŋĺęŋĺě

ĺŋďěłśż śĺśšěňż ůĺśěń a^{rs...}_{ij...} ďěľśšćşěš ňăšřĺűă ‖c^j_i ‖, ŋă ćěřţŋĺě ĺŋďěłśż | ňăšřĺűă ‖b^j_i ‖ (śř. § 23, ŕ. 4, čďě

řăśśňőšřěŋż ťőřňşńż ďń£ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ łőőřďĺŋăš łőćăřĺăŋšŋőčő ĺ łőŋšřăćăřĺăŋšŋőčő ćěłšőřőć).

3. Őŕřěďěńěŋĺě šěŋğőřă. Őąžěłšż, ś łőšőřżňĺ ňż ćśšřěůăńĺśĳ ŋă ŕřőš£ęěŋĺĺ ¡šőľ łŋĺčĺ (ćěłšőřż, ńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ, ńĺŋěľŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£, ąĺńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ ĺ š. ď.), őŕřěďěń£ńĺśĳ ć łăęďőň ąăğĺśě śćőěľ śĺśšěňőľ ůĺśěń. Ŋăŕřĺňěř, ćěłšőř őŕřěďěń£ńś£ ć łăęďőň ąăğĺśě śĺśšěňőľ n ůĺśěń | śćőĺňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ. Ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ őŕřěďěń£ěšś£ ć łăęďőň ąăğĺśě šăłęě śĺśšěňőľ n ůĺśěń | śćőĺňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ.

Ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě őŕřěďěń£ěšś£ ć łăęďőň ąăğĺśě śĺśšěňőľ n^2 ůĺśěń | ňăšřĺűěľ ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£. Ąĺńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ őŕřěďěń£ěšś£ ć łăęďőň ąăğĺśě śĺśšěňőľ n^2 ůĺśěń | ňăšřĺűěľ ¡šőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż. Ŕřĺ ŕěřěţőďě őš őďŋőľ śĺśšěňż łőőřďĺŋăš (ąăğĺśă) ł ďřşčőľ śĺśšěňă ůĺśěń, őŕřěďěń£¿źă£ ďăŋŋżľ őąžěłš, ŕřěőąřăğşěšś£ őŕřěďěńěŋŋżň őąřăğőň, ŕřĺůěň ğăłőŋ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ řăğńĺůěŋ ďń£ řăğńĺůŋżţ őąžěłšőć. Ŋăŕřĺňěř, łăł ćěłšőř ĺğ R, šăł ĺ ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ ć R ğăďă¿šś£ śĺśšěňőľ n ůĺśěń, őďŋăłő ŕřĺ ŕěřěţőďě ł ďřşčőňş ąăğĺśş őŋĺ ŕřěőąřăğş¿šś£ ŕő-řăğŋőňş. Ďń£ ŕőńŋőľ ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ćśšřěůă¿źěľś£ ćěńĺůĺŋż ňż ďőńęŋż ğăďăšĳ ŋě šőńĳłő ğŋăůěŋĺ£ śőőšćěšśšćş¿- źĺţ ůĺśěń ć łăłőľ-ńĺąő śĺśšěňě łőőřďĺŋăš, ŋő ĺ ğăłőŋ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ śőőšćěšśšćş¿źěľ śőćőłşŕŋőśšĺ ůĺśěń ŕřĺ ŕěřěţőďě ł ďřşčőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš.

Ć ŕşŋłšăţ 1 ĺ 2 ¡šőčő ŕăřăčřăťă ňż ććěńĺ ŕőŋ£šĺě ŕőńĺńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺĺ, łőšőřă£ őŕřěďěń£ěšś£ ć łăęďőň ďăŋŋőň ąăğĺśě śĺśšěňőľ n^k ůĺśěń (2), ŕřěőąřăğş¿źĺţś£ ŕřĺ ŕěřěţőďě ł ďřşčőňş ąăğĺśş ŕő ťőřňşńăň (5). Ć ść£ğĺ ś ŋĺň ććőďĺšś£ śńěďş¿źěě őŕřěďěńěŋĺě, ĺčřă¿źěě ćăęŋş¿ řőńĳ ćő ňŋőčĺţ řăğďěńăţ ťĺğĺłĺ, čěőňěšřĺĺ ĺ ăńčěąřż.

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 2. Ěśńĺ łăęďőľ śĺśšěňě łőőř-

ďĺŋăš ć n-ňěřŋőň ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě őšŋěśěŋă śĺśšěňă n^{p+q} ůĺśěń a^{rs...}_{ij...} (ůĺśńő ŋĺęŋĺţ ĺŋďěłśőć őąő-

ğŋăůěŋő ůěřěğ p, ćěřţŋĺţ | ůěřěğ q), ŕřĺůěň ŕřĺ ŕěřě-

ţőďě őš őďŋőľ śĺśšěňż łőőřďĺŋăš ł ďřşčőľ ¡šĺ ůĺśńă ŕřěőąřăğş¿šś£ ŕő ťőřňşńě a^{′rs...}_{ij...} = c^α_i c^β_j . . . b^r_σb^s_τ . . . a^{στ...}_{αβ...}, (6) čďě ‖c^j_i ‖ | ňăšřĺűă, ğăďă¿źă£ ŕěřěţőď őš őďŋőčő ąăğĺśă ć R ł ďřşčőňş, ă ‖b^j_i ‖ | ňăšřĺűă, šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋă£ ł ňăšřĺűě, őąřăšŋőľ ł ‖c^j_i ‖, šő ňż čőćőřĺň, ůšő ŋăň ğăďăŋ šěŋğőř. İšőš šěŋğőř ŋăğżćăěšś£ p řăğ łőćăřĺăŋšŋżň ĺ q řăğ łőŋšřăćăřĺăŋšŋżň. Ůĺśńő p+q ŋăğżćăěšś£ řăŋčőň (ćăńěŋšŋőśšĳ¿) šěŋğőřă. Śăňĺ ůĺśńă a^{rs...}_{ij...} ŋăğżćă¿šś£ łőňŕőŋěŋšăňĺ šěŋğőřă.

Šăł łăł śĺśšěňă ůĺśěń, őŕřěďěń£¿źĺţ ŕőńĺńĺŋěľŋş¿ ťşŋłűĺ¿ őš p ćěłšőřőć ĺğ R ĺ q ćěłšőřőć ĺğ R^′, ŕřĺ ĺğňěŋěŋĺĺ ąăğĺśă ŕřěőąřăğşěšś£ łăł řăğ ŕő ťőřňşńě (6), šő łăęďőľ šăłőľ ŕőńĺńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺĺ őďŋőğŋăůŋő śőőšćěšśšćşěš šěŋğőř řăŋčă p + q, p řăğ łőćăřĺăŋšŋżľ ĺ q řăğ łőŋšřăćăřĺăŋšŋżľ. Őąřăšŋő, łăęďőňş šěŋğőřş őďŋőğŋăůŋő őšćěůăěš ŕőńĺńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£. Ć ďăńĳŋěľÿěň śćőľśšćă šěŋğőřőć ĺ őŕěřăűĺĺ ŋăď ŋĺňĺ ňż ąşďěň ĺğşůăšĳ ŋă ÀňőďěńĺÁ ŕőńĺńĺŋěľŋżţ ťşŋłűĺľ, ţőš£, łőŋěůŋő, ŕőńĺńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ £ćń£¿šś£ ńĺÿĳ őďŋőľ ĺğ ćőğňőęŋżţ řěăńĺğăűĺľ šěŋğőřőć.

Ŕřĺćěďěň ŋěłőšőřżě ŕřĺňěřż šěŋğőřőć. 1. Ś ł ă ń £ ř. Ěśńĺ łăęďőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš őšŋěśěŋő őďŋő ĺ šő ęě ťĺłśĺřőćăŋŋőě ůĺśńő a, šő ěčő ťőřňăńĳŋő ňőęŋő šăłęě śůĺšăšĳ šěŋğőřőň, ă ĺňěŋŋő | šěŋğőřőň ŋşńěćőčő řăŋčă. Šěŋğőř ŋşńěćőčő řăŋčă ŋăğżćăěšś£ śłăń£řőň.

2. Ł ő ŋ š ř ă ć ă ř ĺ ă ŋ š ŋ ż ľ ć ě ł š ő ř. Ćěłšőřş ĺğ R ć łăęďőň ąăğĺśě śőőšćěšśšćşěš śőćőłşŕŋőśšĳ n ěčő łőőřďĺŋăš, łőšőřżě ŕřĺ ŕěřěţőďě ł ďřşčőňş ąăğĺśş ŕřěőąřăğş¿šś£ ŕő ťőřňşńăň η^{′i} = b^i_jη^j ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ŕřěďśšăćń£¿š śőąőľ łőŋšřăćăřĺăŋšŋżľ šěŋğőř řăŋčă 1.

3. Ń ĺ ŋ ě ľ ŋ ă £ ť ş ŋ ł ű ĺ £ ( ł ő ć ă ř ĺ ă ŋ š - ŋ ż ľ ć ě ł š ő ř). Ůĺśńă a_i, őŕřěďěń£¿źĺě ńĺŋěľŋş¿ ťşŋłűĺ¿, ŕřěőąřăğş¿šś£ ŕő ťőřňşńăň a^′_i = c^j_i a_j ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, őąřăğş¿š łőćăřĺăŋšŋżľ šěŋğőř řăŋčă 1.

4. Ą ĺ ń ĺ ŋ ě ľ ŋ ă £ ť ş ŋ ł ű ĺ £. Ŕşśšĳ A(x; y) | ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă ć ŕřőśšřăŋśšćě R. Őšŋěśěň łăęďőňş ąăğĺśş ňăšřĺűş ďăŋŋőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż ć ¡šőň ąăğĺśě. Ňż ŕőńşůĺň ŕřĺ ¡šőň šěŋğőř řăŋčă ďćă, ďćăęďż łőćăřĺăŋšŋżľ.

Ăŋăńőčĺůŋő, ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă őš ćěłšőřőć x ∈ R, f ∈ R^′ őŕřěďěń£ěš šěŋğőř řăŋčă ďćă, őďĺŋ řăğ łőćăřĺăŋšŋżľ ĺ őďĺŋ řăğ łőŋšřăćăřĺăŋšŋżľ, ă ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă őš ćěłšőřőć f, g ∈ R^′ őŕřěďěń£ěš šěŋğőř, ďćăęďż łőŋšřăćăřĺăŋšŋżľ.

5. Ń ĺ ŋ ě ľ ŋ ż ě ŕ ř ě ő ą ř ă ğ ő ć ă ŋ ĺ £. Ŕşśšĳ A | ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ć ŕřőśšřăŋśšćě R. Őšŋěśěň łăęďőňş ąăğĺśş ňăšřĺűş ‖a^k_i ‖ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ć ¡šőň ąăğĺśě, š. ě. ŕőńőęĺň Ae_i = a^k_i e_k. Ŕőłăęěň, ůšő ‖a^k_i ‖ ěśšĳ šěŋğőř řăŋčă ďćă, őďĺŋ řăğ łőćăřĺăŋšŋżľ ĺ őďĺŋ řăğ łőŋšřăćăřĺăŋšŋżľ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ ŕěřěţőď ł ŋőćőňş ąăğĺśş ğăďăěšś£ ťőřňşńőľ e^′_i = c^α_i e_α

ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, őąřăšŋżľ ŕěřěţőď | ťőřňşńőľ

e_i = b^α_i e^′_α, čďě b^α_i c^k_α = δ^k_i .

Šőčďă

Ae^′_i = Ac^α_i e_α = c^α_i Ae_α = c^α_i a^β_αe_β = c^α_i a^β_αb^k_βe^′_k.

Šăłĺň őąřăğőň, ňăšřĺűă ‖a^′_i^k‖ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ć ąăğĺśě e^′_i ĺňěěš ćĺď

a^′_i^k = a^β_αc^α_i b^k_β,

ůšő ĺ ďőłăğżćăěš, ůšő ňăšřĺűă ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ěśšĳ šěŋğőř ćšőřőčő řăŋčă, őďĺŋ řăğ łőćăřĺăŋšŋżľ ĺ őďĺŋ řăğ łőŋšřăćăřĺăŋšŋżľ.

Ć ůăśšŋőśšĺ, ěďĺŋĺůŋőňş ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ E ć łăęďőň ąăğĺśě śőőšćěšśšćşěš ěďĺŋĺůŋă£ ňăšřĺűă, š. ě. śĺśšěňă ůĺśěń

δ^k_i = { 1 ŕřĺ i = k, 0 ŕřĺ i ≠ k.

Šăłĺň őąřăğőň, δ^k_i ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ŕřőśšěľÿĺľ šěŋğőř řăŋčă ďćă, őďĺŋ řăğ łőćăřĺăŋšŋżľ ĺ őďĺŋ řăğ łőŋšřăćăřĺăŋšŋżľ. Šěŋğőř δ^k_i ĺŋšěřěśěŋ šěň, ůšő ěčő łőňŕőŋěŋšż ć ń¿ąőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš őďŋĺ ĺ šě ęě.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ŕőłăğăšĳ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő, ůšő ěśńĺ ć łăęďőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš ğăďăšĳ śĺśšěňş ůĺśěń

δ^k_i =

{ 1 ŕřĺ i = k, 0 ŕřĺ i ≠ k,

šő ¡šő ąşďěš šěŋğőř.

Ďőłăęěň šěŕěřĳ ďćă ŕřőśšżţ ŕřěďńőęěŋĺ£ ő šěŋğőřăţ.

Ŕşśšĳ ĺňě¿šś£ ďćă šěŋğőřă őďĺŋăłőćőčő šĺŕă. Šőčďă ďń£ řăćěŋśšćă šěŋğőřőć ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ĺţ łőňŕőŋěŋšż ć łăłőň-ŋĺąşďĳ ąăğĺśě ążńĺ śőőšćěšśšćěŋŋő řăćŋż. Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ĺğ šőčő, ůšő łőňŕő-

ŋěŋšż ¡šĺţ ďćşţ šěŋğőřőć řăćŋż ć łăłőľ-ńĺąő śĺśšěňě łőőřďĺŋăš, śńěďşěš, ůšő ĺţ łőňŕőŋěŋšż śőőšćěšśšćěŋŋő řăćŋż ć ŕřőĺğćőńĳŋőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš. İšő ŕřěďńőęěŋĺě őůěćĺďŋő; ďěľśšćĺšěńĳŋő, šăł łăł őąă šěŋğőřă őďĺŋăłőćőčő šĺŕă (š. ě. ĺňě¿š őďŋő ĺ šő ęě ůĺśńő łőćăřĺăŋšŋżţ ĺ łőŋšřăćăřĺăŋšŋżţ ĺŋďěłśőć), šő őŋĺ ŕřěőąřăğş¿šś£ ŕő őďŋĺň ĺ šěň ęě ťőřňşńăň, ĺ šăł łăł ĺţ łőňŕőŋěŋšż ć őďŋőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ řăćŋż, šő őŋĺ řăćŋż ĺ ć ń¿ąőľ ďřşčőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš. Ğăňěšĺň, ůšő ŕřěďŕőńőęěŋĺě, ůšő őąă šěŋğőřă őďĺŋăłőćőčő šĺŕă, £ćń£ěšś£ śőćěřÿěŋŋő őą£ğăšěńĳŋżň. Ŋăŕřĺňěř, łăł ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă, šăł ĺ ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě őŕřěďěń£¿šś£ ć ďăŋŋőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš ňăšřĺűěľ. Őďŋăłő ĺğ śőćŕăďěŋĺ£ ňăšřĺű ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ĺ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż ć őďŋőľ łăłőľ-ńĺąő śĺśšěňě łőőřďĺŋăš ŋě śńěďşěš ĺţ śőćŕăďěŋĺě ć ďřşčőľ.

Ŕřĺ ğăďăŋŋżţ p ĺ q ňż ňőęěň ŕőśšřőĺšĳ šěŋğőř šĺŕă (p, q), łőňŕőŋěŋšż łőšőřőčő ć łăłőň-ŋĺąşďĳ őďŋőň ąăğĺśě řăćŋż n^{p+q} ŋăŕěřěď ğăďăŋŋżň ůĺśńăň. Ďő-

łăęěň ¡šő.

Ŕşśšĳ ć ŋěłőšőřőň ąăğĺśě ŋăň ğăďăŋă śĺśšěňă ůĺśěń a^{rs...}_{ij...} . İšĺňĺ ůĺśńăňĺ ğăďăěšś£ ŕőńĺńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ l(x, y, . . . ; f, . . . ) ŕő ťőřňşńě (1) ŕ. 2 ¡šőčő ŕăřăčřăťă, čďě ξ^i, śőőšć. η^j ĺ š. ď., | łőőřďĺŋăšż ćěłšőřőć x, śőőšć. y ĺ š. ď. ć ąăğĺśě e_i. Šăł łăł ś ŕőńĺńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺěľ őďŋőğŋăůŋő ść£ğăŋ šěŋğőř, šő ňż ŕőńşůĺńĺ šěň śăňżň šěŋğőř, şďőćńěšćőř£¿źĺľ ŕőśšăćńěŋŋżň şśńőćĺ- £ň. 4. Šěŋğőřż ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě. Ěśńĺ R ěśšĳ n-ňěřŋőě ěćłńĺďőćő ŕřőśšřăŋśšćő, šő, łăł ňż ćĺďěńĺ ć ŕ. 5 § 23, ňőęŋő şśšăŋőćĺšĳ ĺğőňőřťŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş R ĺ R^′ šăł, ůšő ěśńĺ y ∈ R śőőšćěšśšćşěš ¡ńěňěŋšş f ∈ R^′, šő (f, x) = (y, x) ďń£ ń¿ąőčő x ∈ R.

Ěśńĺ ňż šěŕěřĳ ć ŕőńĺńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺĺ, ğăćĺś£źěľ őš p ćěłšőřőć x, y, . . . ĺğ R ĺ q ćěłšőřőć f, g, . . . ĺğ R^′ ğăňěŋĺň ćěłšőřż ĺğ R^′ ĺň śőőšćěšśšćş¿źĺňĺ ćěłšőřăňĺ u, v, . . . ĺğ R ,šő ňż ŕőńşůĺň ŕőńĺńĺŋěľŋş¿ ťşŋłűĺ¿ l(x, y, . . . ; u, v, . . . ), ğăćĺś£źş¿ őš p + q ćěłšőřőć ĺğ R.

Ŋăľďěň łő¡ťťĺűĺěŋšż ťşŋłűĺĺ l(x, y, . . . ; u, v, . . . ) ŕő łő¡ťťĺűĺěŋšăň ťşŋłűĺĺ l(x, y, . . . ; f, g, . . . ).

Ŕşśšĳ a^{rs...}_{ij...} | łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕőńĺńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺĺ l(x, y, . . . ; f, g, . . . ), š. ě. a^{rs...}_{ij...} = l(e_i, e_j, . . . ; f^r, f^s, . . . ), ĺ ŕşśšĳ b_{ij...rs...} | łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕőńĺńĺŋěľŋőľ ťşŋł- űĺĺ l(x, y, . . . ; u, v, . . . ), š. ě. b_{ij...rs...} = l(e_i, e_j, . . . ; e_r, e_s, . . . ). Ňż ďőłăğăńĺ ć ŕ. 5 § 23, ůšő ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě ćěłšőřż e_k ąăğĺśă, ąĺőřšőčőŋăńĳŋőčő f^i, ćżřăęă¿šś£ ůěřěğ ćěłšőřż ąăğĺśă f^i ŕő ťőřňşńăň e_r = g_{rα}f^α, čďě g_{ik} = (e_i, e_k). Ŕőďśšăćń££ ćňěśšő e_r, . . . ĺţ ćżřăęěŋĺ£, ŕőńşůăěň b_{ij...rs...} = l(e_i, e_j, . . . ; e_r, e_s, . . . ) = = l(e_i, e_j, . . . ; g_{αr}f^α, g_{βs}f^β, . . . ) = = g_{αr}g_{βs} . . . l(e_i, e_j , . . . ; f^α, f^β, . . . ) = = g_{αr}g_{βs} . . . a^{αβ...}_{ij...} . Ććĺďş şśšăŋőćńěŋŋőčő śőőšćěšśšćĺ£ ňěęďş ŕőńĺńĺŋěľŋżňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ ĺ šěŋğőřăňĺ ňż ňőęěň śťőřňşńĺřőćăšĳ ŕőńşůěŋŋżľ řěğşńĳšăš ďń£ šěŋğőřőć:

Ěśńĺ a^{rs...}_{ij...} | šěŋğőř, ŕőśšřőěŋŋżľ ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě, p řăğ łőćăřĺăŋšŋżľ ĺ q řăğ łőŋšřăćăřĺăŋšŋżľ, šő ŕő ŋěňş ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ŋőćżľ šěŋğőř bij...rs..., £ćń£¿źĺľś£ p + q řăğ łőćăřĺăŋšŋżň. İšă

őŕěřăűĺ£ ŋăğżćăěšś£ őŕěřăűĺěľ őŕşśłăŋĺ£ ĺŋďěłśőć. Őŋă őŕřěďěń£ěšś£ ťőřňşńőľ b_{ij...rs...} = g_{αr}g_{βs} . . . a^{αβ...}_{ij...} . g_{ik} £ćń£ěšś£ ďćăęďż łőćăřĺăŋšŋżň šěŋğőřőň. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, g_{ik} = (e_i, e_k) ŕřěďśšăćń£¿š śőąőľ ć ďăŋŋőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš łő¡ťťĺűĺěŋšż ŋěłőšőřőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż, ă ĺňěŋŋő śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£. Ććĺďş ěčő ść£ğĺ śő śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň (ňěšřĺłőľ) ŕřőśšřăŋśšćă šěŋğőř g_{ik} ŋăğżćăěšś£ ňěšřĺůěśłĺň šěŋğő-

řőň.

Śőćěřÿěŋŋő ăŋăńőčĺůŋő őŕěřăűĺĺ őŕşśłăŋĺ£ ĺŋďěłśőć ňőęŋő ććěśšĺ őŕěřăűĺ¿ ŕőďŋĺňăŋĺ£ ĺŋďěłśőć ś ŕőňőźĳ¿ ťőřňşńż b^{ij...rs...} = g^{αi}g^{βj} . . . a^{rs...}_{αβ...}, čďě g^{ik} ĺňěěš śňżśń, şłăğăŋŋżľ ć § 23, ŕ. 5.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ŕőłăğăšĳ, ůšő g^{ik} | ďćăęďż łőćăřĺăŋšŋżľ šěŋğőř.

5. Őŕěřăűĺĺ ŋăď šěŋğőřăňĺ. Ććĺďş şśšăŋőćńěŋŋőľ ść£ğĺ ňěęďş šěŋğőřăňĺ ĺ ŕőńĺńĺŋěľŋżňĺ ťşŋłűĺ£- ňĺ ňż ąşďěň őŕřěďěń£šĳ őŕěřăűĺĺ ŋăď ŕőńĺńĺŋěľŋżňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ. Ğăŕĺśĳ ŕőńşůěŋŋżţ řěğşńĳšăšőć ć ŕřőĺğćőńĳŋőň ąăğĺśě ďăśš ŋăň śőőšćěšśšćş¿źş¿ őŕěřăűĺ¿ ŋăď šěŋğőřăňĺ.

Ś ń ő ę ě ŋ ĺ ě š ě ŋ ğ ő ř ő ć. Ŕşśšĳ l^′(x, y, . . . ; f, g, . . . ), l^{′′}(x, y, . . . ; f, g, . . . ) | ďćě ŕőńĺńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ őš őďŋőčő ĺ šőčő ęě ůĺśńă ćěłšőřőć ĺğ R ĺ őďŋőčő ĺ šőčő ęě ůĺśńă ćěłšőřőć ĺğ R^′. Őŕřěďěńĺň ĺţ śşňňş l(x, y, . . . ; f, g, . . . ) ťőřňşńőľ l(x, y, . . . ; f, g, . . . ) = = l^′(x, y, . . . ; f, g, . . . ) + l^{′′}(x, y, . . . ; f, g, . . . ). §śŋő, ůšő ¡šă śşňňă ěśšĳ śŋőćă ŕőńĺńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ őš šőčő ęě ůĺśńă ćěłšőřőć ĺğ R ĺ ĺğ R^′. Śńőęěŋĺě šěŋğőřőć őŕřěďěń£ěšś£ ŕő¡šőňş ťőřňşńőľ: a^{rs...}_{ij...} = a^{′rs...}_{ij...} + a^{′′rs...}_{ij...} . Ş ň ŋ ő ę ě ŋ ĺ ě š ě ŋ ğ ő ř ő ć. Ŕşśšĳ l^′(x, y, . . . ; f, g, . . . ) ĺ l^{′′}(z, . . . ; h, . . . ) | ďćě ŕőńĺńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ, ĺğ łőšőřżţ ŕěřćă£ ğăćĺśĺš őš p^′ ćěłšőřőć ĺğ R ĺ q^′ ćěłšőřőć ĺğ R^′, ă ćšőřă£ | őš p^{′′} ćěłšőřőć ĺğ R ĺ q^{′′} ćěłšőřőć ĺğ R^′. Őŕřěďěńĺň ťşŋłűĺ¿ l(x, y, . . . , z, . . . ; f, g, . . . , h, . . . ) ťőřňşńőľ l(x, y, . . . , z, . . . ; f, g, . . . , h, . . . ) = = l^′(x, y, . . . ; f, g, . . . )l^{′′}(z, . . . ; h, . . . ). Ťşŋłűĺ£ l ŋăğżćăěšś£ ŕřőĺğćěďěŋĺěň ŕőńĺńĺŋěľŋżţ ťşŋłűĺľ l^′ ĺ l^{′′}. Ŕőłăęěň, ůšő l ěśšĳ ŕőńĺńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£, ğăćĺś£źă£ őš p^′ + p^{′′} ćěłšőřőć ĺğ R ĺ q^′ + q^{′′} ćěłšőřőć ĺğ R^′. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕřĺ ŕřőćěřłě šőčő, ůšő l(x, y, . . . , z, . . . ; f, g, . . . , h, . . . ) ěśšĳ ŕőńĺńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£, ňż ťĺłśĺřşěň, ŕő őůěřěďĺ, ćśě ćěłšőřż, łřőňě őďŋőčő; ŕřĺ ¡šőň £śŋő, ůšő l ěśšĳ ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ őš ćěłšőřă, őśšăćÿěčőś£ ŋěğăťĺłśĺřőćăŋŋżň.

Ćżřăğĺň łőňŕőŋěŋšż šěŋğőřă, őšćěůă¿źěčő ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ ŕőńĺńĺŋěľŋżţ ťşŋłűĺľ l^′ ĺ l^{′′}, ůěřěğ łőňŕőŋěŋšż šěŋğőřőć, őšćěůă¿źĺţ śăňĺň ¡šĺň ŕőńĺńĺŋěľŋżň ťşŋłűĺ£ň. Šăł łăł a^{′rs...}_{ij...} = l^′(e_i, e_j , . . . ; f^r, f^s, . . . ), ĺ a^{′′rs...}_{ij...} = l^{′′}(e_i, e_j , . . . ; f^r, f^s, . . . ), šő a^{rstu...} ijkl... = a rs... ij... a tu... kl... İšă ťőřňşńă őŕřěďěń£ěš, šăłĺň őąřăğőň, ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ šěŋğőřőć.

Ś ć ě ř š ł ă š ě ŋ ğ ő ř ă. Ŕşśšĳ l(x, y, . . . ; f, g, . . . ) | ŕőńĺńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£, ğăćĺś£źă£ őš p ćěłšőřőć x, y, . . . ĺğ R (p ¿ 1) ĺ q ćěłšőřőć f, g, . . . ĺğ R^′ (q ¿ 1). Ňż ŕőśšřőĺň ŕő ŋěľ ŕőńĺńĺŋěľŋş¿ ťşŋłűĺ¿, ğăćĺś£źş¿ őš p − 1 ćěłšőřőć ĺğ R ĺ q − 1 ćěłšőřőć ĺğ R^′. Ćżąěřěň ďń£ ¡šőčő łăłőľ-ńĺąő ąăğĺś e_1, e_2, . . . , e_n ć R ĺ ćğăĺňŋżľ ś ŋĺň ąăğĺś f^1, f^2, . . . , f^n ć R^′. Ąşďěň šěŕěřĳ ćňěśšő x ĺ f ŕőďśšăćń£šĳ śőőšćěšśšćěŋŋő e_1, f^1; e_2, f^2; . . . ; e_n, f^n ĺ řăśśňőšřĺň śşňňş^∗) l^′(y, . . . ; g, . . . ) = l(e_α, y, . . . ; f^α, g, . . . ). (7) §śŋő, ůšő łăęďőě śńăčăěňőě, ă ğŋăůĺš ĺ ćś£ śşňňă, ěśšĳ ŕőńĺńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ őš y, . . . ĺ g, . . . Ŕőłăęěň, ůšő, ţőš£ łăęďőě śńăčăěňőě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśă, ŕőśšřőěŋŋă£ ŋăňĺ śşňňă őš ćżąőřă ąăğĺśă şęě ŋě ğăćĺśĺš.

Ŕěřěľďěň ďń£ ¡šőčő ł ďřşčőňş ąăğĺśş e^′_1, e^′_2, . . . , e^′_n ĺ śőőšćěšśšćěŋŋő ł ćğăĺňŋőňş ś ŋĺň ąăğĺśş f^{′1}, f^{′2}, . . . . . . , f^{′n}. Šăł łăł ňż ŋě ňěŋ£ěň ŕřĺ ¡šőň ćěłšőřőć y, . . . ĺ g, . . . , šő ňż ňőęěň ĺţ ťĺłśĺřőćăšĳ ĺ ďőłăğżćăšĳ ŋăÿě şšćěřęďěŋĺě ďń£ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż A(x; f). Ĺšăł, ŋăň ŋşęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ A(x; f) | ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă, šő A(e_α; f^α) = A(e^′_α; f^{′α}).

Ěśńĺ ŕěřěţőď őš ąăğĺśă e_1, e_2, . . . , e_n ł ąăğĺśş e^′_1, e^′_2, . . . . . . , e^′_n ğăďăěšś£ ťőřňşńőľ

e^′_k = c^k_i e_k,

šő ŕěřěţőď őš ąăğĺśă f^1, f^2, . . . , f^n ł ąăğĺśş f^{′1}, f^{′2}, . . . . . . , f^{′n} ğăďăěšś£ ťőřňşńőľ

f^k = c^k_i f^{′i}.

Ŕő¡šőňş

A(e^′_α; f^{′α}) = A(c^k_αe_k; f^{′α}) = c^k_αA(e_k; f^{′α}) =

= A(e_k; c^k_αf^{′α}) = A(e_k; f^k),

∗) Ŋăŕőňĺŋăěň, ůšő ěśńĺ ć ŋěłőšőřőň ćżřăęěŋĺĺ őďĺŋ ĺ šőš ęě ĺŋďěłś (ć ďăŋŋőň śńşůăě α) ćśšřěůăěšś£ ććěřţş ĺ ćŋĺğş, šő ŕő ŋěňş ŕřőĺğćőďĺšś£ śşňňĺřőćăŋĺě.

š. ě. A(e_α; f^α) ďěľśšćĺšěńĳŋő ŋě ğăćĺśĺš őš śĺśšěňż łőőřďĺŋăš.

Ŋăľďěň ŕő łő¡ťťĺűĺěŋšăň ťőřňż l(x, y, . . . ; f, g, . . . ) łő¡ťťĺűĺěŋšż ťőřňż (7). Šăł łăł a^{′s...}_{j...} = l^′(e_j, . . . ; f^s, . . . ) ĺ l^′(e_j, . . . ; f^s, . . . ) = l(e_α, e_j, . . . ; f^α, f^s, . . . ), šő a^{′s...}_{j...} = a^{αs...}_{αj...}. (8) Šěŋğőř a^{′s...}_{j...} , ŕőńşůěŋŋżľ ĺğ a^{rs...}_{ij...} ŕő ťőřňşńě (8), ŋăğżćăěšś£ śćěřšłőľ šěŋğőřă a^{rs...}_{ij...} .

§śŋő, ůšő śćěřšłş ňż ňőęěň ŕřőćěśšĺ ŋě őą£ğăšěńĳŋő ŕő ŕěřćőňş ćěřţŋěňş ĺ ŕěřćőňş ŋĺęŋěňş ĺŋďěłśăň. Őą£ğăšěńĳŋő ńĺÿĳ, ůšőąż śşňňĺřőćăŋĺě ŕřőĺğćőďĺńőśĳ ŕő őďŋőňş łőćăřĺăŋšŋőňş ĺ őďŋőňş łőŋšřăćăřĺăŋšŋőňş ĺŋďěłśş. Ěśńĺ ąż ňż śşňňĺřőćăńĺ, ŋăŕřĺňěř, ŕő ďćşň ŋĺęŋĺň ĺŋďěłśăň, šő ŕőńşůěŋŋă£ śĺśšěňă ůĺśěń ŋě őąřăğőćżćăńă ąż šěŋğőřă (šăł łăł ŕřĺ ŕěřěţőďě őš őďŋőľ śĺśšěňż łőőřďĺŋăš ł ďřşčőľ ¡šĺ ůĺśńă ŋě ŕřěőąřăğőćżćăńĺśĳ ąż ŕő ŕřěďŕĺśăŋŋőňş šěŋğőřş ğăłőŋş ŕřěőąřăğőćăŋĺ£).

Ğăňěšĺň, ůšő ć śńşůăě śćěřšłĺ šěŋğőřă řăŋčă ďćă ňż ŕőńşůăěň šěŋğőř ŋşńěćőčő řăŋčă (śłăń£ř), š. ě. ůĺśńő, ŋě ğăćĺś£źěě őš śĺśšěňż łőőřďĺŋăš.

Řăśśňőšřěŋŋă£ ŋăňĺ ć ŕ. 4 őŕěřăűĺ£ őŕşśłăŋĺ£ ĺŋďěłśőć ěśšĳ ŋě ůšő ĺŋőě, łăł śćěřšłă ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ďăŋŋőčő šěŋğőřă ĺ ňěšřĺůěśłőčő šěŋğőřă g_{ik} (ćğ£šőčő śőňŋőęĺšěńěň śőőšćěšśšćş¿źěě ůĺśńő řăğ). Ăŋăńőčĺůŋő, ŕőďŋĺňăŋĺě ĺŋďěłśőć ěśšĳ śćěřšłă ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ďăŋŋőčő šěŋğőřă ĺ šěŋğőřă g^{ik}.

Ŕřĺćěďěň ěźě ŕřĺňěř. Ŕşśšĳ a^k_{ij} | šěŋğőř řăŋčă šřĺ, ă b^m_l | šěŋğőř řăŋčă ďćă. Ĺţ ŕřőĺğćěďěŋĺě ěśšĳ šěŋğőř c^{km}_{ijl} = a^k_{ij}b^m_l řăŋčă ŕ£šĳ. Ěśńĺ šěŕěřĳ śćěřŋşšĳ ¡šőš šěŋğőř, ŋăŕřĺňěř, ŕő ĺŋďěłśăň i ĺ m, šő ňż ŕőńşůĺň šěŋğőř řăŋčă šřĺ. Ěśńĺ ňż ŕőńşůěŋŋżľ šěŋğőř ěźě řăğ śćěřŋěň, ŋăŕřĺňěř, ŕő ĺŋďěłśăň j ĺ k, šő ňż ŕőńşůĺň šěŋğőř řăŋčă őďĺŋ (ćěłšőř).

Ŕşśšĳ a^j_i ĺ b^l_k | ďćă šěŋğőřă řăŋčă ďćă. Şňŋőęěŋĺěň ĺ śćěřšżćăŋĺěň ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ŕő ŋĺň ŋőćżľ šěŋğőř řăŋčă ďćă: c^l_i = a^α_i b^l_α.

Ěśńĺ šěŋğőřż a^j_i ĺ b^l_k šřăłšőćăšĳ łăł ňăšřĺűż ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ, šő ŕőńşůěŋŋżľ šěŋğőř ěśšĳ ňăšřĺűă ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ¡šĺţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ.

Ňż ňőęěň šăłęě ŕőśšřőĺšĳ ŕő ďăŋŋőňş šěŋğőřş řăŋčă ďćă a^j_i ř£ď ĺŋćăřĺăŋšőć (š. ě. ůĺśěń, ŋě ğăćĺś£źĺţ őš śĺśšěňż łőőřďĺŋăš, | śłăń£řőć), ă ĺňěŋŋő: a^α, a^β_αa^α_β , . . . Ććěďěŋŋżě ŋăňĺ őŕěřăűĺĺ ŋăď šěŋğőřăňĺ ďă¿š ŋăň ćőğňőęŋőśšĳ ŕő ďăŋŋżň šěŋğőřăň śšřőĺšĳ ř£ď ŋőćżţ, ĺŋćăřĺăŋšŋő ść£ğăŋŋżţ ś ŋĺňĺ, šěŋğőřőć.

Ŕřĺćěďěň ŋěłőšőřżě ŕřĺňěřż.

Őŕěřăűĺěľ şňŋőęěŋĺ£ ňż ňőęěň ĺğ ćěłšőřőć ŕőśšřőĺšĳ šěŋğőřż śłőńĳ şčőďŋő ćżśőłőčő řăŋčă. Ŕşśšĳ, ŋăŕřĺňěř, ξ^i | łőőřďĺŋăšż łőŋšřăćăřĺăŋšŋőčő, ă η_j | łőőřďĺŋăšż łőćăřĺăŋšŋőčő ćěłšőřă. Šőčďă ξ^iη_j ěśšĳ šěŋğőř řăŋčă ďćă. Ăŋăńőčĺůŋő, ćğ£ć ąőńĳÿěě ůĺśńő ćěłšőřőć, ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ šěŋğőřż ąőńěě ćżśőłőčő řăŋčă. Ğăňěšĺň, ůšő ŋě ćś£łĺľ šěŋğőř ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ şňŋőęěŋĺěň ćěłšőřőć. Ňőęŋő, őďŋăłő, ďőłăğăšĳ, ůšő ćś£łĺľ šěŋğőř ňőęěš ążšĳ ŕőńşůěŋ ĺğ ćěłšőřőć (šěŋğőřőć řăŋčă őďĺŋ) őŕěřăűĺ£ňĺ śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£.

Űěńżň řăűĺőŋăńĳŋżň ĺŋćăřĺăŋšőň őš ďăŋŋőľ śĺśšěňż šěŋğőřőć ŋăğżćăěšś£ ňŋőčőůńěŋ őš łőňŕőŋěŋš šěŋğőřă, łőšőřżľ ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ğăňěŋě łőňŕőŋěŋš šěŋğőřőć ć łăłőľ-ŋĺąşďĳ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš ĺţ łőňŕőŋěŋšăňĺ ć ďřşčőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš.

Ĺňěěš ňěśšő śńěďş¿źă£ šěőřěňă, łőšőřş¿ ňż ŋě ąşďěň ďőłăğżćăšĳ:

Ěśńĺ ğăďăŋă ŋěłőšőřă£ śĺśšěňă šěŋğőřőć, šő ćś£łĺľ űěńżľ řăűĺőŋăńĳŋżľ ĺŋćăřĺăŋš, ŕőśšřőěŋŋżľ ŕő ďăŋŋżň šěŋğőřăň, ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ĺğ ŋĺţ őŕěřăűĺ£ňĺ ŕěřěňŋőęěŋĺ£ šěŋğőřőć, śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ŋă ůĺśńă ĺ ŕőńŋőčő śćěřšżćăŋĺ£ (š. ě. śćěřšżćăŋĺ£ ŕő ćśěň ĺŋďěłśăň).

6. Śĺňňěšřĺůěśłĺě ĺ ğŋăłőŕěřěňěŋŋżě (ăŋšĺśĺňňěšřĺůěśłĺě) šěŋğőřż.

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 3. Šěŋğőř ŋăğżćăěšś£ śĺňňě-

šřĺůěśłĺň ŕő ďăŋŋżň ĺŋďěłśăň, ěśńĺ ŕřĺ ń¿ąőľ ŕěřěśšăŋőćłě ¡šĺţ ĺŋďěłśőć łőňŕőŋěŋšż šěŋğőřă ŋě ňěŋ£- ¿šś£^∗). Ŋăŕřĺňěř, śĺňňěšřĺůŋőśšĳ šěŋğőřă ŕő ŕěřćżň ďćşň ĺŋďěłśăň őğŋăůăěš, ůšő ĺňěěš ňěśšő řăćěŋ- śšćő_{ast...} ik... = a st... ki.... Ěśńĺ l(x, y, . . . ; f, g, . . . ) | śőőšćěšśšćş¿źă£ šěŋğőřş a^{st...}_{ik...} ŕőńĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă l(x, y, . . . ; f, g, . . . ) = a^{st...}_{ik...}ξ^iη^k . . . λ_sμ_t . . . , (9) šő śĺňňěšřĺůŋőśšĳ šěŋğőřă ŕő ŋěłőšőřőľ čřşŕŕě ĺŋďěłśőć, łăł ¡šő ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ćĺďŋő ĺğ ťőřňşńż (9), ¡łćĺćăńěŋšŋă śĺňňěšřĺůŋőśšĺ ŕőńĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż ŕő śőőšćěšśšćş¿źěľ čřşŕŕě ćěłšőřőć. Šăł łăł ďń£ śĺňňěšřĺůŋőśšĺ ŕőńĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż ŕő ŋěłőšőřőľ čřşŕŕě ćěłšőřőć ďőśšăšőůŋő, ůšőąż a^{st...}_{ik...} ążńĺ śĺňňěšřĺůŋż ŕő śőőšćěšśšćş¿źĺň ĺŋďěłśăň ńĺÿĳ ć őďŋőľ łăłőľ-ŋĺąşďĳ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš, šő őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő ěśńĺ łőňŕőŋěŋšż šěŋğőřă śĺňňěšřĺů-

ŋż ć őďŋőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš, šő šăłă£ ęě śĺňňěšřĺ£ ąşďěš ĺňěšĳ ňěśšő ĺ ć ń¿ąőľ ďřşčőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš.

∗) Śăňő śőąőľ řăğşňěěšś£, ůšő řěůĳ ĺďěš ńĺÿĳ őą ĺŋďěłśăţ őďŋőľ ĺ šőľ ęě čřşŕŕż (ćěřţŋĺľ ĺńĺ ŋĺęŋěľ).

Ő ŕ ř ě ď ě ń ě ŋ ĺ ě 4. Ğŋăłőŕěřěňěŋŋżň (ăŋšĺśĺň-

ňěšřĺůěśłĺň) ŋăğżćăěšś£ šěŋğőř, łőšőřżľ ňěŋ£ěš ğŋăł ŕřĺ ŕěřěňěŋě ń¿ążţ ďćşţ ĺŋďěłśőć ňěśšăňĺ.

Ŕřĺ ¡šőň ŕřěďŕőńăčăěšś£, łőŋěůŋő, ůšő ş ¡šőčő šěŋğőřă ćśě ĺŋďěłśż őďĺŋăłőćőčő ţăřăłšěřă, š. ě. ńĺąő ćśě łőćăřĺăŋšŋżě, ńĺąő ćśě łőŋšřăćăřĺăŋšŋżě.

Ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ ğŋăłőŕěřěňěŋŋőčő šěŋğőřă ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő śńěďşěš, ůšő ŕřĺ ń¿ąőľ ŕěřěśšăŋőćłě ĺŋďěłśőć łőňŕőŋěŋšż šěŋğőřă ŋě ňěŋ£¿šś£, ěśńĺ ŕěřěśšăŋőćłă ůěšŋă£, ĺ ňěŋ£¿š ğŋăł, ěśńĺ ŕěřěśšăŋőćłă ŋěůěšŋă£. Ğŋăłőŕěřěňěŋŋżň šěŋğőřăň śőőšćěšśšćş¿š ğŋăłőŕěřěňěŋŋżě ŕőńĺńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ.

Ŕőńĺńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ l(x, y, . . . ), ğăćĺś£źă£ őš p ćěłšőřőć x, y, . . . ĺğ R, ŋăğżćăěšś£ ğŋăłőŕěřěňěŋŋőľ, ěśńĺ ŕřĺ ŕěřěśšăŋőćłě ń¿ąőľ ŕăřż ĺğ ćěłšőřőć x, y, . . . ğŋăł ťşŋłűĺĺ ňěŋ£ěšś£.

Ďń£ ŕřőćěřłĺ ğŋăłőŕěřěňěŋŋőśšĺ ŕőńĺńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺĺ ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ ğŋăłőŕěřěňěŋŋőśšĳ łőňŕőŋěŋš śőőšćěšśšćş¿źěčő ěľ šěŋğőřă ć łăłőľńĺąő őďŋőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš, łăł ¡šő ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő śńěďşěš ĺğ ťőřňşńż (9). Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ĺğ ğŋăłőŕěřěňěŋŋőśšĺ ŕőńĺńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺĺ śńěďşěš ğŋăłőŕěřěňěŋŋőśšĳ śőőšćěšśšćş¿źěčő ěľ šěŋğőřă (ć ń¿ąőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš). Śńěďőćăšěńĳŋő, ěśńĺ łőňŕőŋěŋšż šěŋğőřă ğŋăłőŕěřěňěŋŋż ć łăłőľ-ńĺąő őďŋőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš, šő ¡šő ęě ĺňěěš ňěśšő ĺ ć ń¿ąőľ ďřşčőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš, ĺ, ğŋăůĺš, šěŋğőř £ćń£ěšś£ ğŋăłőŕěřěňěŋŋżň (ăŋšĺśĺňňěšřĺůěśłĺň).

Ćż£śŋĺň ůĺśńő ŋěğăćĺśĺňżţ łőňŕőŋěŋš ăŋšĺśĺňňěšřĺůěśłőčő šěŋğőřă. Ŕşśšĳ, ŋăŕřĺňěř, a_{ik} ěśšĳ ğŋăłőŕěřěňěŋŋżľ šěŋğőř řăŋčă 2. Šőčďă a_{ik} = −a_{ki} ĺ, śńěďő-

ćăšěńĳŋő, ůĺśńő řăğńĺůŋżţ łőňŕőŋěŋš řăćŋő^{n(n} �^{1)}_2 .

Ăŋăńőčĺůŋő, ďń£ ğŋăłőŕěřěňěŋŋőčő šěŋğőřă a_{ijk} ůĺśńő řăğńĺůŋżţ łőňŕőŋěŋš řăćŋő^{n(n} �^{1)(n} �^{2)}_{3!} , šăł łăł łőňŕőŋěŋšż ś őďĺŋăłőćżňĺ ĺŋďěłśăňĺ řăćŋż ŋşń¿, ă łőňŕőŋěŋšż, őšńĺůă¿źĺěś£ ńĺÿĳ ŕőř£ďłőň ĺŋďěłśőć, őŕřěďěń£¿šś£ őďŋă ůěřěğ ďřşčş¿.

Ăŋăńőčĺůŋő, ůĺśńő ŋěğăćĺśĺňżţ łőňŕőŋěŋš ğŋăłőŕěřěňěŋŋőčő šěŋğőřă ś k ĺŋďěłśăňĺ (k 6 n) řăćŋő C^k_n. (Őšńĺůŋżţ őš ŋşń£ ğŋăłőŕěřěňěŋŋżţ šěŋğőřőć ś ůĺśńőň ĺŋďěłśőć ąőńĳÿě, ůěň n, ŋě śşźěśšćşěš, šăł łăł ş ğŋăłőŕěřěňěŋŋőčő šěŋğőřă łőňŕőŋěŋšż ţőš£ ąż ś ďćşň£ őďĺŋăłőćżňĺ ĺŋďěłśăňĺ řăćŋż ŋşń¿, ă ěśńĺ ůĺśńő ĺŋďěłśőć ŕřěćżÿăěš n, šő ş łăęďőľ łőňŕőŋěŋšż śőćŕăďă¿š, ŕő łřăľŋěľ ňěřě, ďćă ĺŋďěłśă.)

Řăśśňőšřĺň ąőńěě ŕőďřőąŋő ğŋăłőŕěřěňěŋŋżľ šěŋğőř ś n ĺŋďěłśăňĺ. Šăł łăł ćśě čřşŕŕż ŕő n řăğńĺůŋżţ ĺŋďěłśőć, ŕřĺŋĺňă¿źĺţ ğŋăůěŋĺě őš 1 ďő n, őšńĺůă¿šś£ ńĺÿĳ ŕőř£ďłőň, šő ş šăłőčő šěŋğőřă ěśšĳ ńĺÿĳ őďŋă ŋěğăćĺśĺňă£ łőňŕőŋěŋšă ĺ őŋ ĺňěěš, šăłĺň őąřăğőň, śńěďş¿źĺľ ćĺď.

Ŕşśšĳ i_1, i_2, . . . , i_n | ŋěłőšőřă£ ŕěřěśšăŋőćłă ůĺśěń 1, 2, . . . , n. Ŕőńőęĺň a_{12...n} = a. Šőčďă a_{i1i2...in} = ±a, (10) čďě À+Á őšćěůăěš ůěšŋőľ ŕőďśšăŋőćłě, ă À−Á | ŋěůěšŋőľ.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ŕőłăğăšĳ, ůšő ŕřĺ ŕěřěţőďě ł ďřşčőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš ůĺśńő a12...n = a şňŋőęĺšś£ ŋă őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż ŕěřěţőďă.

Ŋăŕĺÿěň ŕőńĺńĺŋěľŋş¿ ťşŋłűĺ¿, śőőšćěšśšćş¿- źş¿ ğŋăłőŕěřěňěŋŋőňş šěŋğőřş ś n ĺŋďěłśăňĺ. Ć śĺńş ťőřňşńż (10) őŋă ĺňěěš ćĺď:

l(x, y, . . . , z) = a_{i1i2...in} ξ^{i1} η^{i2} . . . ζ^{in} = a | | | | ξ_1 ξ_2 . . . ξ_n η_1 η_2 . . . η_n . . . . . . . . . . . ζ_1 ζ_2 . . . ζ_n

| | | | .

Ňż ďőłăğăńĺ, šăłĺň őąřăğőň, ůšő őŕřěďěńĺšěńĳ ĺğ łőőřďĺŋăš ćěłšőřőć ěśšĳ, ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ňŋőęĺšěń£, ěďĺŋśšćěŋŋă£ ğŋăłőŕěřěňěŋŋă£ ŕőńĺńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ őš n ćěłšőřőć ć n-ňěřŋőň ńĺŋěľŋőň ŕřőśšřăŋśšćě.

Ő ŕ ě ř ă ű ĺ £ ś ĺ ň ň ě š ř ĺ ř ő ć ă ŋ ĺ £. Ňż ňőęěň ŕő ćś£łőňş šěŋğőřş ŕőśšřőĺšĳ ŋőćżľ šěŋğőř, śĺňňěšřĺůěśłĺľ ŕő ŋěłőšőřőľ ŋăŕěřěď ğăďăŋŋőľ čřşŕŕě ĺŋďěłśőć. İšă őŕěřăűĺ£ ŋăğżćăěšś£ śĺňňěšřĺřőćăŋĺěň ĺ śőśšőĺš ć śńěďş¿źěň.

Ŕşśšĳ ğăďăŋ ŋěłőšőřżľ šěŋğőř, ŋăŕřĺňěř, a_{i1i2...in} ; śĺňňěšřĺřőćăŋĺě ěčő, ŋăŕřĺňěř, ŕő ŕěřćżň k ĺŋďěłśăň, śőśšőĺš ć ŕőśšřőěŋĺĺ šěŋğőřă a_{(i1i2...ik)ik+1...} = 1 k! ∑ a_{j1j2...jkik+1...}, čďě śşňňă řăśŕřőśšřăŋ£ěšś£ ŕő ćśěň ŕěřěśšăŋőćłăň j_1, j_2, . . . , j_k ĺŋďěłśőć i_1, i_2, . . . , i_k. Ŋăŕřĺňěř,

a_{(i1,i2)} = 12(a_{i1i2} + a_{i2i1} ).

Őŕěřăűĺ£ śĺňňěšřĺřőćăŋĺ£ šěŋğőřă ŕő čřşŕŕě ĺğ k ĺŋďěłśőć i_1, i_2, . . . , i_k őąőğŋăůăěšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň: a_{j1j2...jl(i1i2...ik)...}. Ő ŕ ě ř ă ű ĺ £ ă ń ĳ š ě ř ŋ ĺ ř ő ć ă ŋ ĺ £ ććőďĺšś£ ăŋăńőčĺůŋő őŕěřăűĺĺ śĺňňěšřĺřőćăŋĺ£ ĺ ďăěš ćőğňőęŋőśšĳ ŕő ďăŋŋőňş šěŋğőřş ŕőśšřőĺšĳ šěŋğőř, ğŋăłőŕěřěňěŋŋżľ ŕő ďăŋŋőľ čřşŕŕě ĺŋďěłśőć. Őŋă őŕřěďěń£ěšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň: a_{[i1i2...ik]ik+1...} = 1 k! ∑ ±a_{j1j2...jkik+1...}, čďě śşňňă řăśŕřőśšřăŋ£ěšś£ ŕő ćśěň ŕěřěśšăŋőćłăň j_1, j_2, . . . , j_k ĺŋďěłśőć i_1, i_2, . . . , i_k, ă ğŋăł őŕřěďěń£ěšś£ ůěśšŋőśšĳ¿ ĺńĺ ŋěůěšŋőśšĳ¿ ¡šőľ ŕěřěśšăŋőćłĺ. Ŋăŕřĺňěř, a_{[i1,i2]} = 12(a_{i1i2} − a_{i2i1} ).

Őŕěřăűĺ£ ăńĳšěřŋĺřőćăŋĺ£ őąőğŋăůăěšś£ śłőąłăňĺ [ ]; ć ŋĺţ ğăłń¿ůă¿šś£ šě ĺŋďěłśż, ŕő łőšőřżň šěŋğőř ăńĳšěřŋĺřşěšś£.

Ŕő ćś£łĺň k ćěłšőřăň ξ^{i1} , η^{i2} , . . . , ζ^{ik} ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ăŋšĺśĺňňěšřĺůěśłĺľ šěŋğőř a^{i1i2...ik} = ξ^{[i1} η^{i2} . . . ζ^{ik]}, (11) čďě ůěřěğ ξ^{[i1} η^{i2} . . . ζ^{ik]} őąőğŋăůěŋ šěŋğőř, ŕőńşůěŋŋżľ ăńĳšěřŋĺřőćăŋĺěň šěŋğőřă ξ^{i1} η^{i2} . . . ζ^{ik} . Łăł ŋěšřşďŋő şśňőšřěšĳ ĺğ ŋăŕĺśăŋŋőľ ťőřňşńż, łőňŕőŋěŋšăňĺ ¡šőčő šěŋğőřă £ćń£¿šś£ ňĺŋőřż k-čő ŕőř£ďłă śńěďş¿źěľ ňăšřĺűż ĺğ n śšőńąűőć:

ξ^1 ξ^2 . . . ξ^n η^1 η^2 . . . η^n . . . . . . . . . . . ζ^1 ζ^2 . . . ζ^n . Ŕőśšřőěŋŋżľ šěŋğőř (11) őąńăďăěš šěň śćőľśšćőň, ůšő ěśńĺ ł łăłőňş-ńĺąő ĺğ ćěłšőřőć ξ^{i1} , η^{i2} , . . . ďőąăćĺšĳ ńĺŋěľŋş¿ łőňąĺŋăűĺ¿ őśšăńĳŋżţ, šő šěŋğőř a^{i1...ik} őš ¡šőčő ŋě ĺğňěŋĺšś£.

Řăśśňőšřĺň k-ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő n-ňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă R. Ŕőśšăćĺň ćőŕřőś ő šőň, ůšőąż őţăřăłšěřĺğőćăšĳ ¡šő k-ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő śĺśšěňőľ ůĺśěń, š. ě. ććěśšĺ łőőřďĺŋăšż ŕőďŕřőśšřăŋśšćă.

k-ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ŕőřőęďăěšś£ k ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżňĺ ćěłšőřăňĺ ξ^{i1} , η^{i2} , . . . , ζ^{ik} . Ŕřĺ ¡šőň řăğŋżě śĺśšěňż ĺğ k ćěłšőřőć ňőčşš ŕőřőďĺšĳ őďŋő ĺ šő ęě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő. Őďŋăłő ŋěšřşďŋő ŕőłăğăšĳ, ĺ ňż ŕřěďőśšăćń£ěň ¡šő ůĺšăšěń¿, ůšő ěśńĺ ďćě śĺśšěňż ćěłšőřőć ŕőřőęďă¿š őďŋő ĺ šő ęě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, šő ŕőśšřőěŋŋżě ŕő łăęďőľ ĺğ ŋĺţ šěŋğőřż a^{i1i2...ik} = ξ^{[i1} η^{i2} . . . ζ^{ik]} śőćŕăďă¿š ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ňŋőęĺšěń£.

Šăłĺň őąřăğőň, šěŋğőř a^{i1i2...ik} , ŕőśšřőěŋŋżľ ŕő ćěłšőřăň ξ^{i1} , η^{i2} , . . . , ζ^{ik} , ŕőřőęďă¿źĺň ŋěłőšőřőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, őŕřěďěń£ěš ¡šő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő.

x 25. Šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě

1. Šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě R � R. Ć ŕěřćőľ čńăćě ňż ĺğşůăńĺ ąĺńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě R. Ğďěśĳ ňż ŕőłăęěň, ůšő ąĺńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ ňőęŋő šřăłšőćăšĳ ĺ łăł ńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ ć ŋěłőšőřőň ŋőćőň ŕřőśšřăŋśšćě. İšő ŕřőśšřăŋśšćő, ĺčřă¿źěě őůěŋĳ ćăęŋş¿ řőńĳ, ŋăğżćăěšś£ šěŋğőřŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň R ĺ R (ŕő-ďřşčőňş, šěŋğőřżň łćăďřăšőň R) ĺ őąő-

ğŋăůăěšś£ R ⊗ R ĺńĺ^2 ⨂ R. Ďăďĺň ěčő őŕřěďěńěŋĺě.

Řăśśňőšřĺň ćśěćőğňőęŋżě şŕőř£ďőůěŋŋżě ŕăřż x, y ¡ńěňěŋšőć ĺğ R. Łăęďş¿ šăłş¿ ŕăřş ąşďěň ŋăğżćăšĳ

šěŋğőřŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň x ĺ y ĺ őąőğŋăůăšĳ x ⊗ y.

Őąřăğşěň ťőřňăńĳŋżě łőŋěůŋżě śşňňż šăłĺţ ŕăř:

X = x_1 ⊗ y_1 + . . . + x_k ⊗ y_k. (1)

Ŕřĺ ¡šőň ťőřňăńĳŋżě śşňňż, őšńĺůă¿źĺěś£ šőńĳłő ŕőř£ďłőň śńăčăěňżţ, ňż ŋě ąşďěň řăğńĺůăšĳ ňěęďş śőąőľ. Ğăŕĺśĳ (1) őğŋăůăěš, šăłĺň őąřăğőň, šőńĳłő šő, ůšő ŋăň ğăďăŋő ňŋőęěśšćő k ŕăř x_1, y_1; . . . ; x_k, y_k.

Ććěďěň ďń£ ćżřăęěŋĺľ ćĺďă (1) őŕěřăűĺĺ śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ŋă ůĺśńő. Śşňňş ďćşţ šăłĺţ ćżřăęěŋĺľ őŕřěďěńĺň łăł řěğşńĳšăš ťőřňăńĳŋőčő ďőŕĺśżćăŋĺ£ ł ŕěřćőňş ćżřăęěŋĺ¿ ćšőřőčő:

(x_1 ⊗y_1 +. . .+x_k ⊗y_k)+(x_{k+1} ⊗y_{k+1} +. . .+x_{k+l} ⊗y_{k+l}) = = x_1 ⊗ y_1 + . . . + x_{k+l} ⊗ y_{k+l}. (2)

Ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋă ůĺśńő λ őŕřěďěńĺň šăł:

λ(x_1 ⊗y_1 +. . .+x_k ⊗y_k) = (λx_1)⊗y_1 +. . .+(λx_k)⊗y_k. (3)

İńěňěŋš 0 ⊗ 0 ąşďěň ŋăğżćăšĳ ŋşńěň šěŋğőřŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ĺ őąőğŋăůăšĳ łőřőšłő ůěřěğ 0.

Ňż ďőńęŋż ěźě őąž£śŋĺšĳ, łăłĺě ćżřăęěŋĺ£ ćĺďă (1) śůĺšă¿šś£ řăćŋżňĺ. Ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő 1) (x_1 + x_2) ⊗ y − x_1 ⊗ y − x_2 ⊗ y = 0^∗); 2) x ⊗ (y_1 + y_2) − x ⊗ y_1 − x ⊗ y_2 = 0; 3) (λx) ⊗ y − x ⊗ (λy) = 0. Łřőňě šőčő, ŕřĺřăćŋ£ěň ŋşń¿ ń¿ąőě ćżřăęěŋĺě, ŕő-

ńşůă¿źěěś£ ĺğ ćżřăęěŋĺľ 1), 2), ĺ 3) śńőęěŋĺěň ĺ şňŋőęěŋĺěň ŋă ůĺśńő.

Šěŕěřĳ ďćă ćżřăęěŋĺ£ X ĺ X^′ ćĺďă (1) ąşďěň śůĺ-

šăšĳ řăćŋżňĺ, ěśńĺ ĺţ ňőęŋő ŕřěćřăšĺšĳ ć őďĺŋăłőćżě, ŕřĺąăćń££ ł X ĺ X^′ ćżřăęěŋĺ£, řăćŋżě ŋşń¿, š. ě. ěśńĺ śşźěśšćş¿š šăłĺě ćżřăęěŋĺ£ Z = 0 ĺ Z^′ = 0, ůšő X + Z śőćŕăďăěš ś X^′ + Z^′. Őůěćĺďŋő, ůšő ććě-

ďěŋŋőě őšŋőÿěŋĺě řăćěŋśšćă řěťńěłśĺćŋő (š. ě. X = X) ĺ śĺňňěšřĺůŋő (š. ě. ĺğ X = Y śńěďşěš Y = X); ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő őŋő őąńăďăěš šăłęě ĺ śćőľśšćőň šřăŋğĺšĺćŋőśšĺ (š. ě. ĺğ X = Y ĺ Y = Z śńěďşěš X = Z).

Ć řěğşńĳšăšě ňż ŕőńşůăěň ŕřőśšřăŋśšćő, ¡ńěňěŋšż łőšőřőčő | łńăśśż řăćŋżţ ňěęďş śőąőľ ćżřăęěŋĺľ ćĺďă (1), ă śńőęěŋĺě ĺ şňŋőęěŋĺě ŋă ůĺśńő őŕřěďěńěŋż ŕő ťőřňşńăň (2) ĺ (3).

Ğăňěšĺň, ůšő őŕěřăűĺĺ śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ŋă ůĺśńő ňż ććěńĺ ďő šőčő, łăł ążńő ąż őŕřěďěńěŋő őšŋőÿěŋĺě řăćěŋśšćă ďćşţ ćżřăęěŋĺľ (1). Ŕő¡šőňş ŋăň ŋşęŋő ążńő şąěďĺšĳś£ ć łőřřěłšŋőśšĺ őŕřěďěńěŋĺľ ¡šĺţ őŕěřăűĺľ; ĺňěŋŋő ŋşęŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő śşňňă ćżřăęěŋĺľ (1) ĺ ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋă ůĺśńő ŋě ňěŋ£¿šś£ ŕřĺ ğăňěŋě ¡šĺţ ćżřăęěŋĺľ ŋă řăćŋżě. İšă ŕřőśšă£ ŕřőćěřłă ŕřěďőśšăćń£ěšś£ ůĺšăšěń¿.

Ŋěšřşďŋő şąěďĺšĳś£, ůšő ŕőśšřőěŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň. Ŕőłăęěň, ŋăŕřĺ-

∗) Ąőńěě ŕőďřőąŋő, ¡šő őğŋăůăěš, ůšő (x1 +x2)⊗y +(−x1)⊗y + + (−x2) ⊗ y = 0.

ňěř, ůšő ďń£ łăęďőčő X śşźěśšćşěš ¡ńěňěŋš, ěňş ŕřőšĺćőŕőńőęŋżľ. İšő ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ ďń£ ¡ńěňěŋšőć ćĺďă X = x ⊗ y. Ĺğ şśńőćĺ£ 3) ŕřĺ λ = 1 ŕőńşůăěň x ⊗ y + (−x) ⊗ y = 0, š. ě. Y = (−x) ⊗ y £ćń£ěšś£ ¡ńěňěŋšőň, ŕřőšĺćőŕőńőęŋżň X.

Ŕőśšřőěŋŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăğżćăěšś£

šěŋğőřŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň R ŋă R ĺ őąőğŋăůăěšś£ ůě-

řěğ R ⊗ R.

Ĺšăł, ňż őŕřěďěńĺńĺ šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě R ⊗ R

łăł ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, ¡ńěňěŋšăňĺ łőšőřőčő £ćń£¿šś£ ťőřňăńĳŋżě ćżřăęěŋĺ£ ćĺďă x1 ⊗ y1 + . . .

. . . + x_k ⊗ y_k, čďě x_i, y_i | ¡ńěňěŋšż ĺğ R. Šőůŋěě, ¡ńě-

ňěŋšăňĺ ŕřőśšřăŋśšćă R⊗R £ćń£¿šś£ łńăśśż řăćŋżţ ňěęďş śőąőľ ćżřăęěŋĺľ ćĺďă x1 ⊗y1+. . .+x_k ⊗y_k (şśńő-

ćĺě řăćěŋśšćă ďăŋő ćżÿě). Śńőęěŋĺě ć R ⊗ R ĺ şňŋő-

ęěŋĺě ŋă ůĺśńő őŕřěďěń£¿šś£ ŕő ťőřňşńăň (2) ĺ (3).

Őšňěšĺň, ůšő ĺğ şśńőćĺľ 1){3) śńěďşěš:

(x_1 + x_2) ⊗ y = x_1 ⊗ y + x_2 ⊗ y; x ⊗ (y_1 + y_2) = x ⊗ y_1 + x ⊗ y_2; λ(x ⊗ y) = (λx) ⊗ y = x ⊗ (λy). Ŕő¡šőňş ć šěŋğőřŋőň ŕřőĺğćěďěŋĺĺ ňőęŋő řăśłřżćăšĳ śłőąłĺ ŕő őążůŋőňş ŕřăćĺńş:

(λ_1x_1 + . . . + λ_mx_m) ⊗ (μ_1y_1 + . . . + μ_ny_n) = = m∑ i=1 n∑ j=1 λ_iμ_j(x_i ⊗ y_j). 2. Ść£ğĳ ňěęďş ąĺńĺŋěľŋżňĺ ťőřňăňĺ ć ŕřőśšřăŋśšćě R ĺ ńĺŋěľŋżňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ ć R � R. Ŕőłăęěň šěŕěřĳ, łăł ŕő ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňě ŋă R ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ńĺŋěľŋş¿ ťşŋłűĺ¿ ŋă šěŋğőřŋőň ŕřőĺğćěďěŋĺĺ R ⊗ R. Ŕşśšĳ ğăďăŋă ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă f(x, y) ŋă R. Śőŕőśšăćĺň ěľ ńĺŋěľŋş¿ ťşŋłűĺ¿ F (X) ŋă R ⊗ R. Ďń£

¡ńěňěŋšőć X = x ⊗ y ŕőńőęĺň F (x ⊗ y) = f(x, y); ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő X = x_1 ⊗ y_1 + . . . + x_k ⊗ y_k ŕőńăčăěň

F (X) = f(x_1, y_1) + . . . + f(x_k, y_k).

Ůšőąż őŕřěďěńěŋĺě F (X) ążńő łőřřěłšŋżň, ŋşęŋő, ůšőąż ŋă řăćŋżţ ćżřăęěŋĺ£ţ ťşŋłűĺ£ F ŕřĺŋĺňăńă őďĺŋăłőćżě ğŋăůěŋĺ£. Şąěďĺňś£, ůšő ¡šő šăł. Ďń£ ¡šőčő ďőśšăšőůŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő F (X) = 0 ŋă ćżřăęěŋĺ£ţ ćĺďă 1), 2), 3) (śšř. 294). Ŕřőćěřĺň, ŋăŕřĺňěř, ůšő

F ((x_1 + x_2) ⊗ y − x_1 ⊗ y − x_2 ⊗ y) = 0.

Ć śăňőň ďěńě, ĺňěěň:

F ((x_1 + x_2) ⊗ y − x_1 ⊗ y − x_2 ⊗ y) =

= f(x_1 + x_2, y) + f(−x_1, y) + f(−x_2, y) = = f(x_1, y) + f(x_2, y) − f(x_1, y) − f(x_2, y) = 0.

Őůěćĺďŋő, ůšő ŕőśšřőěŋŋă£ ŕő f(x, y) ťşŋłűĺ£ F (X) ŋă R ⊗ R ńĺŋěľŋă, š. ě. F (X + Y ) = F (X) + F (Y ) ĺ F (λX) = λF (X). Őąřăšŋő, ěśńĺ F (X) | ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ ŋă R ⊗ R, šő ěľ śőőšćěšśšćşěš ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă ŋă R: f(x, y) = F (x ⊗ y). Ĺšăł, ňż şśšăŋőćĺńĺ ěśšěśšćěŋŋőě ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş ąĺńĺŋěľŋżňĺ ťőřňăňĺ ŋă R ĺ ńĺŋěľŋżňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ ŋă R ⊗ R.

Ğăňěšĺň, ůšő ¡šő śőőšćěšśšćĺě ńĺŋěľŋő; ĺňěŋŋő, ěśńĺ ąĺńĺŋěľŋżň ťőřňăň f_1, f_2 őšćěůă¿š ńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ F_1 ĺ F_2, šő ĺţ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ λ_1f_1 + λ_2f_2 őšćěůăěš ťşŋłűĺ£ λ_1F_1 + λ_2F_2. Šăłĺň őąřăğőň, ŕőśšřőěŋŋőě śőőšćěšśšćĺě £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň ňěęďş ŕřőśšřăŋśšćőň B(R) ąĺńĺŋěľŋżţ ťőřň ŋă R ĺ ŕřőśšřăŋśšćőň (R ⊗ R)^′ ńĺŋěľŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă R ⊗ R.

3. Řăğňěřŋőśšĳ šěŋğőřŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ R�R. Ďőłăęěň, ůšő R ⊗ R | łőŋěůŋőňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő řăğ-

ňěřŋőśšĺ n^2, čďě n | řăğňěřŋőśšĳ R.

Ğăďăďĺň ąăğĺś e_1, . . . , e_n ć ŕřőśšřăŋśšćě R. Ŕşśšĳ x, y | ŕřőĺğćőńĳŋżě ćěłšőřż ĺğ R; řăğńőęĺň ĺţ ŕő ćěłšőřăň ąăğĺśă:

x = ξ_1e_1 + . . . + ξ_ne_n, y = η_1e_1 + . . . + η_ne_n.

Šőčďă x ⊗ y = n∑ i,j=1 ξ_iη_j(e_i ⊗ e_j). Šăłĺň őąřăğőň, x ⊗ y, ă ğŋăůĺš, ĺ ń¿ąőľ ďřşčőľ ćěłšőř ĺğ R ⊗ R £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺěľ n^2 ćěłšőřőć e_i ⊗ e_j.

Şąěďĺňś£, ůšő ćěłšőřż e_i ⊗ e_j ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż. Ďń£ ¡šőčő ćőśŕőńĳğşěňś£ śńěďş¿źěľ ŕřőśšőľ ńěňňőľ, ďőłăğăšěńĳśšćő łőšőřőľ ŕřěďőśšăćń£ěšś£ ůĺšăšěń¿.

Ń ě ň ň ă 1. Ŕşśšĳ L | ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ĺ X_α (α = 1, . . . , N) | ćěłšőřż ĺğ L. Ěśńĺ ďń£ łăęďőčő α = 1, . . . , N śşźěśšćşěš ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ F_α(X) ŋă L

šăłă£, ůšő Fα(Xα) = 1 ĺ Fα(X_β) = 0 ŕřĺ β ≠ α, šő ćěłšőřż Xα ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż.

Ğăďăďĺň ďń£ łăęďőčő i = 1, . . . , n ńĺŋěľŋş¿ ťşŋłűĺ¿ f_i(x) ŋă R šăłş¿, ůšő f_i(e_i) = 1 ĺ f_i(e_j) = 0 ŕřĺ j ≠ i. Šăł łăł ćěłšőřż e_1, . . . , e_n őąřăğş¿š ąăğĺś ć R, šő šăłă£ ťşŋłűĺ£ śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋŋă. Ŕőńőęĺň f_{ij}(x, y) = f_i(x)f_j(y), i, j = 1, . . . , n. Ťşŋłűĺ£ f_{ij}(x, y) £ćń£ěšś£ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňőľ ŋă R; ğŋăůĺš, śőčńăśŋő ŕ. 2 ěľ śőőšćěšśšćşěš ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ F_{ij}(X) ŋă R ⊗ R šăłă£, ůšő F_{ij}(x ⊗ y) = f_i(x)f_j(y).

Şąěďĺňś£, ůšő ¡šă ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ F_{ij}(X) řăćŋă 1 ŋă e_i ⊗ e_j ĺ řăćŋă 0 ŋă őśšăńĳŋżţ ćěłšőřăţ e_i′ ⊗ e_j′ . Ć śăňőň ďěńě, F_{ij}(e_i′ ⊗ e_j′ ) = f_i(e_i′ )f_j(e_j′ ), ĺ ŋăÿě şšćěřęďěŋĺě śřăğş śńěďşěš ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ ťşŋłűĺľ f_i(x) ĺ f_j(x).

Ć śĺńş ńěňňż ¡šĺň ďőłăğăŋő, ůšő ćěłšőřż e_i ⊗ e_j ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż. Šăł łăł, ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ŕő ŋĺň řăśłńăďżćăěšś£ ń¿ąőľ ćěłšőř ć R⊗R, šő ćěłšőřż e_i⊗e_j őąřăğş¿š ąăğĺś ć R ⊗ R. Šăłĺň őąřăğőň, řăğňěřŋőśšĳ R ⊗ R řăćŋă ůĺśńş ćěłšőřőć e_i ⊗ e_j, š. ě. řăćŋă n^2.

4. Šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě R_1 � . . . � Rm. Őŕřěďěń££ šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě R ⊗ R, ňż ťăłšĺůěśłĺ ŋĺčďě ŋě ŕőńĳğőćăńĺśĳ šěň, ůšő ćěłšőřż x ĺ y ć ŕřőĺğćěďěŋĺĺ x ⊗ y ąěřşšś£ ĺğ őďŋőčő ĺ šőčő ęě ŕřőśšřăŋśšćă. Ŕő¡šőňş, ŕőćšőř££ ďőśńőćŋő őŕřěďěńěŋĺ£ ŕ. 1, ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ šăłęě šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě R_1 ⊗R_2 ďćşţ řăğńĺůŋżţ ŕřőśšřăŋśšć R_1 ĺ R_2.

Ěśńĺ e_1, . . . , e_m | ąăğĺś ć R_1, ă f_1, . . . , f_n | ąăğĺś ć R_2, šő ąăğĺśőň ć R_1 ⊗ R_2 śńşęăš mn ćěłšőřőć e_i ⊗ f_j (i = 1, . . . , m; j = 1, . . . , n). Őšňěšĺň, ůšő ŕřőśšřăŋśšćă R_1 ⊗ R_2 ĺ R_2 ⊗ R_1 řăğńĺůŋż ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿.

Ăŋăńőčĺůŋő őŕřěďěń£ěšś£ šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ń¿ąőčő ůĺśńă ńĺŋěľŋżţ ŕřőśšřăŋśšć. Šăł, ŋăŕřĺňěř, ¡ńěňěŋšăňĺ šěŋğőřŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ R_1 ⊗R_2 ⊗R_3 £ćń£- ¿šś£ ťőřňăńĳŋżě śşňňż

x_1 ⊗ y_1 ⊗ z_1 + . . . + x_k ⊗ y_k ⊗ z_k, (4)

čďě x_i | ¡ńěňěŋšż ĺğ R_1, y_i | ¡ńěňěŋšż ĺğ R_2 ĺ z_i | ¡ńěňěŋšż ĺğ R_3. Őŕěřăűĺĺ śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ŋă ůĺśńő őŕřěďěń£¿šś£ šăł ęě, łăł ĺ ć śńşůăě ďćşţ śőňŋőęĺšěńěľ. Ůĺšăšěń¿ ŕřěďńăčăěšś£ şśšăŋőćĺšĳ, łăłĺě ćżřăęěŋĺ£ ćĺďă (4) ŕřĺ ¡šőň śńěďşěš śůĺšăšĳ řăćŋżňĺ.

Šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě m ńĺŋěľŋżţ ŕřőśšřăŋśšć

R_1, . . . , R_m ůăśšő őąőğŋăůă¿š šăł:^m ⨂ i=1 R_i. Ć śńşůăě, łő-

čďă ćśě śőňŋőęĺšěńĺ R_i śőćŕăďă¿š ś őďŋĺň ĺ šěň ęě ŕřőśšřăŋśšćőň R, ĺţ šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋăğżćă-

ěšś£ m-ľ šěŋğőřŋőľ śšěŕěŋĳ¿ ĺ őąőğŋăůăěšś£ šăł:^m ⨂ R. 5. Ść£ğĳ ňěęďş šěŋğőřăňĺ ĺ ¡ńěňěŋšăňĺ šěŋğőřŋżţ ŕřőĺğćěďěŋĺľ. Ňż ŕőłăęěň, ůšő ń¿ąőľ šěŋğőř ć ŕřőśšřăŋśšćě R ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ¡ńěňěŋš ŋěłőšőřőčő šěŋğőřŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£. Śŋăůăńă şąěďĺňś£ ć ¡šőň ďń£ šěŋğőřőć řăŋčă 2, ďćăęďż łőćăřĺăŋšŋżţ.

Śőčńăśŋő § 24, ŕ. 3, šěŋğőř řăŋčă 2, ďćăęďż łőćăřĺăŋšŋżľ, ğăďăěšś£ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňőľ ŋă R. Ŋő ňż şęě ğŋăěň, ůšő ňěęďş ąĺńĺŋěľŋżňĺ ťőřňăňĺ ŋă R ĺ ńĺŋěľŋżňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ ŋă R ⊗ R ĺňěěšś£ ěśšěśšćěŋŋőě ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőě ńĺŋěľŋőě śőőšćěšśšćĺě. Ğŋăůĺš, ć śĺńş ¡šőčő śőőšćěšśšćĺ£ ń¿ąőľ šěŋğőř řăŋčă 2, ďćăęďż łőćăřĺăŋšŋżľ, ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ńĺŋěľŋş¿ ťşŋłűĺ¿ ŋă R ⊗ R, š. ě. łăł ¡ńěňěŋš śőŕř£ęěŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă (R ⊗ R)^′.

Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ňż şśšăŋőćĺň śěľůăś ěśšěśšćeŋŋżľ ĺğőňőřťĺğň (R ⊗ R)^′ ∼= R^′ ⊗ R^′. Ć śĺńş ¡šőčő ĺğőňőřťĺğňă ń¿ąőľ šěŋğőř řăŋčă 2, ďćăęďż łőćăřĺăŋšŋżľ, ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ¡ńěňěŋš ĺğ šěŋğőřŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ R^′ ⊗ R^′.

Ŕőśšřőĺň ĺğőňőřťĺğň (R ⊗ R)^′ ∼= R^′ ⊗ R^′. Ŕşśšĳ F ∈ ∈ R^′ ⊗ R^′, š. ě.

F = f^1 ⊗ g^1 + . . . + f^l ⊗ g^l,

čďě f^i, g^i | ńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ ŋă R. Ňż ďőńęŋż śőŕőśšăćĺšĳ F ¡ńěňěŋš ĺğ (R ⊗ R)^′, š. ě. ńĺŋěľŋş¿ ťşŋłűĺ¿ F (X) ŋă R ⊗ R. Őŕřěďěńĺň ¡šş ťşŋłűĺ¿ ŕő ťőřňşńăň

F (x ⊗ y) = f^1(x)g^1(y) + . . . + f^l(x)g^l(x), F (x_1 ⊗ y_1 +. . .+x_k ⊗ y_k) = F (x_1 ⊗ y_1)+. . .+F (x_k ⊗ y_k).

Ůĺšăšěń¿ ŕřěďńăčăěšś£ şąěďĺšĳś£, ůšő ¡šĺ ťőřňşńż ďěľśšćĺšěńĳŋő őŕřěďěń£¿š ńĺŋěľŋş¿ ťşŋłűĺ¿ ŋă R⊗R ĺ ůšő ŕőśšřőěŋŋőě śőőšćěšśšćĺě | ĺğőňőřťĺğň.

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ šěŋğőřż řăŋčă 2, ďćăęďż łőŋšřăćăřĺăŋšŋżě. Łăęďżľ ĺğ ŋĺţ ğăďăěšś£ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňőľ ŋă R^′. Ŋő ňěęďş ąĺńĺŋěľŋżňĺ ťőřňăňĺ ŋă R^′ ĺ ńĺŋěľŋżňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ ŋă R^′ ⊗ R^′ ĺňěěšś£ ěśšěśšćěŋŋőě ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőě ńĺŋěľŋőě śőőšćěšśšćĺě. Ğŋăůĺš, šěŋğőřż řăŋčă 2, ďćăęďż łőŋšřăćăřĺăŋšŋżě, ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ¡ńěňěŋšż ŕřőśšřăŋśšćă (R^′ ⊗ R^′)^′ ∼= ∼= R ⊗ R. Ŕěřěľďěň ł őąźěňş śńşůă¿. Řăśśňőšřĺň šěŋğőřż řăŋčă p + q, p řăğ łőćăřĺăŋšŋżě ĺ q řăğ łőŋšřăćăřĺăŋšŋżě. Ĺğ § 23, ŕ. 3, ňż ğŋăěň, ůšő ĺň őďŋőğŋăůŋő őšćěůă¿š ŕőńĺńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ l(x, y, . . . ; f, g, . . . ) őš p ćěłšőřőć x, y, . . . ĺğ R ĺ q ćěłšőřőć f, g, . . . ĺğ R^′.

Ŕőďőąŋő šőňş, łăł ¡šő ďěńăńőśĳ ć ŕ. 2 ďń£ ąĺńĺŋěľŋżţ ťőřň, ňőęŋő şśšăŋőćĺšĳ ěśšěśšćěŋŋőě ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőě ńĺŋěľŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş šăłĺňĺ ŕőńĺńĺŋěľŋżňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ l(x, y, . . . ; f, g, . . . ) ĺ ńĺŋěľŋżňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ ŋă šěŋğőřŋőň ŕřőĺğćěďěŋĺĺ R ⊗ . . . ⊗ R p řăğ ⊗ R^′ ⊗ . . . ⊗ R^′ q řăğ .

Ĺňěŋŋő, ěśńĺ F (X) | ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ ŋă šěŋğőřŋőň ŕřőĺğ- ćěďěŋĺĺ R ⊗ . . . ⊗ R p řăğ ⊗ R^′ ⊗ . . . ⊗ R^′ q řăğ

, šő ěľ őšćěůăěš ŕőńĺńĺŋěľŋă£

ťşŋłűĺ£ l(x, y, . . . ; f, g, . . . ) őš p ćěłšőřőć ĺğ R ĺ q ćěłšőřőć ĺğ R^′: l(x, y, . . . ; f, g, . . . ) = F (x ⊗ y ⊗ . . . ⊗ f ⊗ g ⊗ . . . ). (5) Őąřăšŋő, ěśńĺ ğăďăŋă ŕőńĺńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ l(x, y, . . . ; f, g, . . . ), šő śşźěśšćşěš (ĺ ŕřĺšőň ěďĺŋśšćěŋŋă£) ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ ŋă šěŋğőřŋőň ŕřőĺğćěďěŋĺĺ R ⊗ . . . ⊗ R

p řăğ ⊗ R^′ ⊗ . . . ⊗ R^′ q řăğ

, şďőćńěšćőř£-

¿źă£ śőőšŋőÿěŋĺ¿ (5). (Ďőłăğăšĳ.)

Ğŋăůĺš, šěŋğőřż řăŋčă p + q, p řăğ łőćăřĺăŋšŋżě ĺ q řăğ łőŋšřăćăřĺăŋšŋżě, ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ ŋă R ⊗ . . . ⊗ R

p řăğ ⊗ R^′ ⊗ . . . ⊗ R^′ q řăğ

, š. ě. łăł

¡ńěňěŋšż ĺğ śőŕř£ęěŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ( R ⊗ . . . ⊗ R p řăğ ⊗ R^′ ⊗ . . . ⊗ R^′ q řăğ

)^′ ∼= ∼= R^′ ⊗ . . . ⊗ R^′ p řăğ ⊗ R ⊗ . . . ⊗ R q řăğ . 6. Šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ. Ňż ŋăşůĺńĺśĳ ŕő łăęďőľ ŕăřě ńĺŋěľŋżţ ŕřőśšřăŋśšć R_1, R_2 śšřőĺšĳ ŋőćőě ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő | ĺţ šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě R_1 ⊗ R_2. Őďŋăłő ¡šĺň ğăďăůă ŋě ğăłăŋůĺćăěšś£. Ňőęŋő ěźě ŕő ńĺŋěľŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ň ć łăęďőň ĺğ ŕřőśšřăŋśšć R_1, R_2 ŕőśšřőĺšĳ ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ć ĺţ šěŋğőřŋőň ŕřőĺğćěďěŋĺĺ.

Ĺšăł, ŕşśšĳ ğăďăŋż ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ŕřőśšřăŋśšćă R_1 ć R_1 ĺ ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě B ŕřőśšřăŋśšćă R_2 ć R_2^∗). Ňż ŕőśšřőĺň ŕő ŋĺň ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă R_1 ⊗ R_2 ć R_1 ⊗ R_2, łőšőřőě ąşďěň ŋăğżćăšĳ šěŋğőřŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň ŕřěőąřăğőćăŋĺľ A ĺ B ĺ őąőğŋăůăšĳ ůěřěğ A ⊗ B.

Řăśśňőšřĺň šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě R_1 ⊗ R_2 ŕřőśšřăŋśšć R_1 ĺ R_2. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ¡ńěňěŋšăňĺ R_1 ⊗ R_2 £ćń£¿šś£ ťőřňăńĳŋżě śşňňż

x_1 ⊗ y_1 + . . . + x_k ⊗ y_k,

čďě x_i ∈ R_1, y_i ∈ R_2, i = 1, . . . , k.

Šěŋğőřŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň A⊗B ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ŕřőśšřăŋśšćă R_1 ć R_1 ĺ ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ B ŕřőśšřăŋśšćă R_2 ć R_2 ŋăğżćăěšś£ ńĺŋěľŋőě

∗) Ĺŋőčďă ¡šő ğăŕĺśżćă¿š šăł: A: R1 −→ R1 ĺ B : R2 −→ R2.

ŕřěőąřăğőćăŋĺě C ŕřőśšřăŋśšćă R_1 ⊗R_2 ć R_1⊗R_2, őŕřěďěń£ěňőě śńěďş¿źĺň őąřăğőň:

C(x_1 ⊗ y_1 + . . . + x_k ⊗ y_k) = = (Ax_1) ⊗ (By_1) + . . . + (Ax_k) ⊗ (By_k)^∗).

Ąőńěě őąźő, ěśńĺ ĺňě¿šś£ ďćă ńĺŋěľŋżţ ŕřőśšřăŋśšćă R_1, S_1, ďćă ďřşčĺţ ńĺŋěľŋżţ ŕřőśšřăŋśšćă R_2, S_2 ĺ ńĺŋěľŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A: R_1 −→ S_1 ĺ B : R_2 −→ S_2, šő ňőęŋő ăŋăńőčĺůŋő őŕřěďěńĺšĳ ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ⊗ B : R_1 ⊗ R_2 −→ S_1 ⊗ S_2.

Őšňěšĺň, ůšő łăęďőňş ńĺŋěľŋőňş ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ A ŕřőśšřăŋśšćă R_1 ěśšěśšćěŋŋżň őąřăğőň őšćěůăěš ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă R_1 ⊗ R_2, ă ĺňěŋŋő A ⊗ 1, čďě 1 | ěďĺŋĺůŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě; ăŋăńőčĺůŋő łăęďőňş ńĺŋěľŋőňş ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ B ŕřőśšřăŋśšćă R_2 ňőęŋő ŕőśšăćĺšĳ ć śőőšćěšśšćĺě ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě 1 ⊗ B ŕřőśšřăŋśšćă R_1 ⊗ R_2.

Şśšăŋőćĺň, łăł ćżřăęăěšś£ ňăšřĺűă ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ C = A ⊗ B ůěřěğ ňăšřĺűż ŕřěőąřăğőćăŋĺľ A ĺ B. Ğăďăďĺň ąăğĺś e_1, . . . , e_m ć ŕřőśšřăŋśšćě R_1 ĺ ąăğĺś f_1, . . . , f_n ć ŕřőśšřăŋśšćě R_2. Šőčďă ćěłšőřż e_i ⊗ f_j őąřăğş¿š ąăğĺś ć šěŋğőřŋőň ŕřőĺğćěďěŋĺĺ R_1 ⊗ R_2.

Ŕşśšĳ A = ‖a_{ij}‖ | ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ć ąăğĺśě e_1, . . . , e_m; B | ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ B ć ąăğĺśě f_1, . . . , f_n, š. ě. Ae_k = m∑ i=1 a_{ik}e_i, Bf_l = n∑ j=1 b_{jl}f_j. Šőčďă C = A ⊗ B ŕřěőąřăğşěš ąăğĺśŋżě ćěłšőřż e_k ⊗ f_l

∗) Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő őŕřěďěńěŋĺě łőřřěłšŋő, š. ě. řăćŋżě ćżřăęěŋĺ£ ŕřěőąřăğş¿šś£ ć řăćŋżě.

ŕő śńěďş¿źěľ ťőřňşńě:

C(e_k ⊗ f_l) = (Ae_k) ⊗ (Bf_l) = m∑ i=1 n∑ j=1 a_{ik}b_{jl}(e_k ⊗ f_l). Šăłĺň őąřăğőň, ňăšřĺűă ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ C ěśšĳ ňăšřĺűă C = ‖c_{ij,kl}‖ ŕőř£ďłă mn, śšřőłĺ ĺ śšőńąűż łőšőřőľ ğăŋşňěřőćăŋż ŕăřăňĺ ĺŋďěłśőć (i, j), i = 1, . . . , m; j = 1, . . . , n. Ŕřĺ ¡šőň c_{ij,kl} = a_{ik}b_{jl}. Šăłă£ ňăšřĺűă C ŋăğżćăěšś£ łřőŋěłěřőćśłĺň ŕřőĺğćěďěŋĺěň ňăšřĺű A ĺ B.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ćżřăğĺšĳ őŕřěďěńĺšěńĳ łřőŋěłěřőćśłőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ňăšřĺű A ĺ B ůěřěğ őŕřěďěńĺšěńĺ ňăšřĺű A ĺ B.

7. Ŕőŋ£šĺě ťşŋłšőřă. Ć ¡šőľ čńăćě ňż řăśśňőšřěńĺ ŋěśłőńĳłő šĺŕőć őŕěřăűĺľ ŋăď ńĺŋěľŋżňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ, łăł, ŋăŕřĺňěř, őŕěřăűĺĺ ŕěřěţőďă ł śőŕř£ęěŋŋőňş ŕřőśšřăŋśšćş ĺńĺ šěŋğőřŋőě şňŋőęěŋĺě. Ďăďĺň őąźěě őŕřěďěńěŋĺě šăłĺţ őŕěřăűĺľ.

Ňż čőćőřĺň, ůšő ğăďăŋ łőćăřĺăŋšŋżľ ťşŋłšőř (ĺńĺ ąőńěě ŕőďřőąŋő, łőćăřĺăŋšŋżľ ťşŋłšőř ć łăšěčőřĺĺ ńĺŋěľŋżţ ŕřőśšřăŋśšć^∗)), ěśńĺ ğăďăŋő ŕřăćĺńő, śőŕőśšăćń£¿źěě łăęďőňş ńĺŋěľŋőňş ŕřőśšřăŋśšćş R ŋěłőšőřőě ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő F (R) ĺ łăęďőňş ńĺŋěľŋőňş ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ A: R1 −→ R2 ŋěłőšőřőě ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě F (A) ŕřőśšřăŋśšćă F (R1) ć F (R2) (ć ŋăÿĺţ őąőğŋăůěŋĺ£ţ, F (A): F (R1) −→ F (R2)). Ŕřĺ ¡šőň ŕřěďŕőńăčă¿šś£ ćżŕőńŋěŋŋżňĺ śńěďş¿źĺě şśńőćĺ£:

1) ěśńĺ 1 | ěďĺŋĺůŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ć R, šő F (1) | ěďĺŋĺůŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ć ŕřőśšřăŋśšćě F (R);

2) ěśńĺ A: R1 −→ R2 ĺ B : R2 −→ R3 | ďćă ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£, šő F (BA) = F (B)F (A). Ŕřĺňěřőň łőćăřĺăŋšŋőčő ťşŋłšőřă £ćń£ěšś£ šěŋğőřŋőě şňŋőęěŋĺě. Ĺňěŋŋő, ŕşśšĳ S | ťĺłśĺřőćăŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Őšŋěśěň łăęďőňş ńĺŋěľŋőňş ŕřőśšřăŋśšćş R ŕřőśšřăŋśšćő F (R) = R ⊗ S ĺ łăęďőňş ńĺŋěľŋőňş ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ A: R1 −→ R2 ńĺŋěľŋőě

∗) Ŕőŋ£šĺě ťşŋłšőřă ňőęŋő ććěśšĺ ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőľ łăšěčőřĺĺ. Őąźĺě őŕřěďěńěŋĺ£ łăšěčőřĺĺ ĺ ťşŋłšőřă śň., ŋăŕřĺňěř, ć łŋĺčě: Ś. Ń ě ŋ č, Ăńčěąřă, ÀŇĺřÁ, 1968.

ŕřěőąřăğőćăŋĺě F (A) = A ⊗ 1 ŕřőśšřăŋśšćă R1 ⊗ S ć R2 ⊗ S. Ŋěšřşďŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ŕřĺ ¡šőň śćőľśšćă 1) ĺ 2) ćżŕőńŋ£¿šś£; šăłĺň őąřăğőň, F | łőćăřĺăŋšŋżľ ťşŋłšőř.

Ăŋăńőčĺůŋő őŕřěďěń£ěšś£ łőŋšřăćăřĺăŋšŋżľ ťşŋłšőř. Ňż čőćőřĺň, ůšő ğăďăŋ łőŋšřăćăřĺăŋšŋżľ ťşŋłšőř F , ěśńĺ ğăďăŋő ŕřăćĺńő, śőŕőśšăćń£¿źěě łăęďőňş ńĺŋěľŋőňş ŕřőśšřăŋśšćş R ŋěłőšőřőě ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő F (R) ĺ łăęďőňş ńĺŋěľŋőňş ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ A: R1 −→ R2 ŋěłőšőřőě ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě F (A): F (R2) −→ F (R1). Ŕřĺ ¡šőň ŕřěďŕőńăčăěšś£ ćżŕőńŋěŋŋżňĺ şśńőćĺě 1) ĺ şśńőćĺě

2^′) ěśńĺ A: R1 −→ R2 ĺ B : R2 −→ R3 | ďćă ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£, šő F (BA) = F (A)F (B). Ŕřĺňěřőň łőŋšřăćăřĺăŋšŋőčő ťşŋłšőřă £ćń£ěšś£ őŕěřăűĺ£ ŕěřěţőďă ł śőŕř£ęěŋŋżň ŕřőśšřăŋśšćăň. Ĺňěŋŋő, őšŋěśěň łăęďőňş ńĺŋěľŋőňş ŕřőśšřăŋśšćş R śőŕř£ęěŋŋőě ěňş ŕřőśšřăŋśšćő F (R) = R^′ ĺ łăęďőňş ńĺŋěľŋőňş ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ A: R1 −→ R2 śőŕř£ęěŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě F (A) = A^′. Ŋěšřşďŋő ŕřőćěřĺšĳ (śň. ŕ. 2 § 23), ůšő ŕřĺ ¡šőň śćőľśšćă 1) ĺ 2^′) ćżŕőńŋ£¿šś£; šăłĺň őąřăğőň, F | łőŋšřăćăřĺăŋšŋżľ ťşŋłšőř.

Ğ ă ď ă ů ă. Ŕşśšĳ S | ťĺłśĺřőćăŋŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ Hom(R, S) ŕřőśšřăŋśšćő ćśěţ ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ A: R −→ S. Ďń£ ń¿ąőčő ńĺŋěľŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă R ŕőńőęĺň F (R) = Hom(R, S). Ňż őŕřěďěńĺńĺ, šăłĺň őąřăğőň, őŕěřăűĺ¿ F ŋă ňŋőęěśšćě ńĺŋěľŋżţ ŕřőśšřăŋśšć. Šřěąşěšś£ őŕřěďěńĺšĳ F šăłęě ŋă ňŋőęěśšćě ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ šăłĺň őąřăğőň, ůšőąż F śšăńő łőŋšřăćăřĺăŋšŋżň ťşŋłšőřőň.

8. Śĺňňěšřĺůěśłă£ ĺ ćŋěÿŋ££ śšěŕěŋĺ. Ŋăř£ďş ś šěŋğőřŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň R⊗R ŕőńěğŋő šăłęě řăśśňăšřĺćăšĳ śĺňňěšřĺůěśłş¿ śšěŕěŋĳ ĺ ćŋěÿŋ¿¿ śšěŕěŋĳ ŕřőśšřăŋśšćă R; őśőąěŋŋő ćăęŋżň ŕőŋ£šĺěň £ćń£ěšś£ ćŋěÿŋ££ śšěŕěŋĳ. İšĺ ŕřőśšřăŋśšćă śšřő£šś£ ăŋăńőčĺůŋő šěŋğőřŋőňş ŕřőĺğćěďěŋĺ¿.

Ŋăůŋěň ś őŕřěďěńěŋĺ£ śĺňňěšřĺůěśłőčő łćăďřăšă S^2(R). Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ¡ńěňěŋšăňĺ ŕřőśšřăŋśšćă R ⊗ R £ćń£¿šś£ ćżřăęěŋĺ£

x_1 ⊗ y_1 + . . . + x_k ⊗ y_k, (6) čďě x_i, y_i | ¡ńěňěŋšż ĺğ R. Ŕřĺ ¡šőň ŕřěďŕőńăčăěšś£, ůšő 1) (x_1 + x_2) ⊗ y − x_1 ⊗ y − x_2 ⊗ y = 0; 2) x ⊗ (y_1 + y_2) − x ⊗ y_1 − x ⊗ y_2 = 0; 3) (λx) ⊗ y − x ⊗ (λy) = 0. İńěňěŋšż x ⊗ y ĺ y ⊗ x ć R ⊗ R £ćń£¿šś£ ŕřĺ y ≠ x, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, řăğńĺůŋżňĺ.

Őďŋăłő ĺŋőčďă şďőąŋő ććěśšĺ ŕřőśšřăŋśšćő, ć łőšő- řőň x ⊗ y = y ⊗ x. Ďń£ ¡šőčő ďőŕőńŋĺň şśńőćĺ£ 1){3) śńěďş¿źĺň: 4) x ⊗ y − y ⊗ x = 0. Ŕřĺřăćŋ£ěň šăłęě ŋşń¿ ĺ ćśě ńĺŋěľŋżě łőňąĺŋăűĺĺ ćżřăęěŋĺľ 1), 2), 3) ĺ 4). Ďćă ćżřăęěŋĺ£ X ĺ X^′ ćĺďă (6) ąşďěň šěŕěřĳ śůĺšăšĳ řăćŋżňĺ, ěśńĺ ďń£ ŋĺţ śşźěśšćş¿š šăłĺě ćżřăęěŋĺ£ Z = 0 ĺ Z^′ = 0, ůšő X + Z ĺ X^′ + Z^′ śőćŕăďă¿š.

Ć řěğşńĳšăšě ňż ŕőńşůĺň ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, ¡ńěňěŋšż łőšőřőčő | łńăśśż řăćŋżţ ňěęďş śőąőľ ćżřăęěŋĺľ ćĺďă (6), ă őŕěřăűĺĺ śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ŋă ůĺśńő őŕřěďěńěŋż, łăł ĺ ďń£ šěŋğőřŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ R ⊗ R, ŕő ťőřňşńăň (2) ĺ (3). (Ůĺšăšěń¿ ŕřěďńăčăěšś£ şąěďĺšĳś£ ć łőřřěłšŋőśšĺ őŕřěďěńěŋĺľ ¡šĺţ őŕěřăűĺľ ĺ ć šőň, ůšő ćśě ăłśĺőňż ńĺŋěľŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ğďěśĳ ćżŕőńŋěŋż.) İšő ŕřőśšřăŋśšćő ŋăğżćăěšś£ śĺňňěšřĺ-

ůěśłĺň łćăďřăšőň ŕřőśšřăŋśšćă R ĺ őąőğŋăůăěšś£ ůě-

řěğ S^2(R).

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ďőłăğăšĳ, ůšő řăğňěřŋőśšĳ S^2(R) řăćŋă

n(n + 1)

2 , čďě n | řăğňěřŋőśšĳ R.

Ďřşčĺň ćăęŋżň ŕőŋ£šĺěň £ćń£ěšś£ ćŋěÿŋĺľ łćăďřăš R. Ůšőąż ¡šő ŕřőśšřăŋśšćő ŕőśšřőĺšĳ, ďőŕőńŋĺň şśńőćĺ£ 1), 2) ĺ 3) śńěďş¿źĺň şśńőćĺěň:

4^′) x ⊗ x = 0.

Ŕőśńě ¡šőčő ňż őŕřěďěńĺň řăćěŋśšćő ďćşţ ćżřăęěŋĺľ ćĺďă (6) ŕőďőąŋő šőňş, łăł ¡šő şęě ďěńăńőśĳ ďń£ šěŋğőřŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ R ⊗ R ĺ ďń£ śĺňňěšřĺůěśłőčő łćăďřăšă S^2(R). Ŕőńşůăěňőě ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, ¡ńěňěŋšż łőšőřőčő | łńăśśż řăćŋżţ ňěęďş śőąőľ ćżřăęěŋĺľ ćĺďă (6), ŋăğżćăěšś£ ćŋěÿŋĺň łćăďřăšőň ŕřő-

śšřăŋśšćă R ĺ őąőğŋăůăěšś£ ůěřěğ R ∧ R (ŕő-ďřşčőňş, 2⋀ R). Ń ě ň ň ă 2. Ć ŕřőśšřăŋśšćě R ∧ R ĺňěěš ňěśšő

řăćěŋśšćő_{x ⊗ y}

+ y ⊗ x = 0. (7)

Ć śăňőň ďěńě, ĺňěěň: x ⊗ y + y ⊗ x = (x + y) ⊗ (x + y) − x ⊗ x − y ⊗ y. Šăłĺň őąřăğőň, ćżřăęěŋĺě x ⊗ y + y ⊗ x £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺěľ ćżřăęěŋĺľ ćĺďă 4^′), ĺ, ğŋăůĺš, őŋő řăćŋő ŋşń¿.

Ćżřăęěŋĺě x ⊗ y, řăśśňăšřĺćăěňőě łăł ¡ńěňěŋš ĺğ R ∧ R, ŋăğżćă¿š ćŋěÿŋĺň ŕřőĺğćěďěŋĺěň ćěłšőřőć x

ĺ y ĺ őąőğŋăůă¿š šăł: x ∧ y. Řăćěŋśšćő (7) őğŋăůăěš,

ůšő ćŋěÿŋěě ŕřőĺğćěďěŋĺě ćěłšőřőć ăŋšĺśĺňňěšřĺůŋő: x ∧ y = −y ∧ x. Ŕőłăęěň, ůšő S^2(R) ĺ R ∧ R ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ĺ łăł ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ć R ⊗ R; šőůŋěě, ć R ⊗ R ĺňě¿šś£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, ěśšěśšćěŋŋżň őąřăğőň ĺğőňőřťŋżě S^2(R) ĺ R ∧ R.

Ďń£ ¡šőčő ğăďăďĺň ć ŕřőśšřăŋśšćě R ⊗ R ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě σ, őŕřěďěń£ěňőě ŕő ťőřňşńě σ(x1 ⊗ y1 + . . . + xk ⊗ yk) = y1 ⊗ x1 + . . . + yk ⊗ xk. Őůěćĺďŋő, ůšő ěčő łćăďřăš ěśšĳ ěďĺŋĺůŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě: σ^2 = 1.

Řăśśňőšřĺň ďćă ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ć R ⊗ R | ŕőďŕřőśšřăŋśšćő H1 ¡ńěňěŋšőć X, ďń£ łőšőřżţ σX = X ĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő H2 ¡ńěňěŋšőć X, ďń£ łőšőřżţ σX = −X. İšĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ĺňě¿š ŋşńěćőě ŕěřěśěůěŋĺě, šăł łăł ĺğ şśńőćĺľ σX = X ĺ σX = −X śńěďşěš, ůšő X = 0. Ŕőłăęěň, ůšő ĺţ ŕř£ňă£ śşňňă ěśšĳ ćśě ŕřőśšřăŋśšćő R ⊗ R. Ć śăňőň ďěńě, ŕřěďśšăćĺň ń¿ąőľ ¡ńěňěŋš X ĺğ R ⊗ R ć ćĺďě śşňňż X = X1 + X2, čďě X1 = 12 (X + σX)

ĺ X2 =^1_2 (X − σX). Őůěćĺďŋő, ůšő σX1 = X1, š. ě. X1 ∈ H1, ĺ σX2 = −X2, š. ě. X2 ∈ H2.

Ŕőłăęěň šěŕěřĳ, ůšő ŕřĺ ěśšěśšćěŋŋőň őšőąřăęěŋĺĺ R⊗R ŋă S^2(R) ć ŋşńĳ ŕěřěţőď£š ćśě ¡ńěňěŋšż ĺğ H2, ĺ ŕřĺšőň šőńĳłő őŋĺ. Ć śăňőň ďěńě, ŕşśšĳ X ∈ R ⊗ R ŕěřěţőďĺš ŕřĺ ¡šőň őšőąřăęěŋĺĺ ć ŋşńĳ; šőčďă X řăćŋő ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ ćżřăęěŋĺľ ćĺďă 4), š. ě. ćżřăęěŋĺľ x⊗y−y⊗x; śńěďőćăšěńĳŋő, σX = −X, š. ě. X ∈ H2. Őąřăšŋő, ŕşśšĳ X ∈ H2, š. ě. σX = −X; šőčďă X =^1_2 (X − σX);

śńěďőćăšěńĳŋő, X řăćŋő ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ ćżřăęěŋĺľ ćĺďă 4) ĺ, ğŋăůĺš, ŕěřěţőďĺš ć ŋşńĳ ŕřĺ őšőąřăęěŋĺĺ R ⊗ R ŋă S^2(R).

Ŕőśłőńĳłş R ⊗ R £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ śşňňőľ H1 ĺ H2, šő ¡šĺň ďőłăğăŋő, ůšő ŕřĺ őšőąřăęěŋĺĺ R ⊗ R ŋă S^2(R) ŕőďŕřőśšřăŋśšćő H1 ĺğőňőřťŋő őšőąřăęăěšś£ ŋă S^2(R).

Ĺšăł, ňż şśšăŋőćĺńĺ ĺğőňőřťĺğň ňěęďş S^2(R) ĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň H1 ⊂ R ⊗ R ¡ńěňěŋšőć X, ďń£ łőšőřżţ σX = X.

Ăŋăńőčĺůŋő şśšăŋăćńĺćăěšś£ ĺğőňőřťĺğň ňěęďş R ∧ R ĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň H2 ⊂ R ⊗ R ¡ńěňěŋšőć X, ďń£ łőšőřżţ σX = −X.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ ě. Ŕşśšĳ e1, . . . , en | ąăğĺś ć R. Ďőłăğăšĳ, ůšő ¡ńěňěŋšż ei ∧ ej , čďě i < j, őąřăğş¿š ąăğĺś ć R ∧ R.

9. Ćŋěÿŋ££ śšěŕěŋĳ m⋀ R. Šěŕěřĳ ďăďĺň őŕřěďěńěŋĺě

ćŋěÿŋěľ śšěŕěŋĺ^m ⋀ R ŕřőśšřăŋśšćă R ďń£ ŕřőĺğćőńĳ-

ŋőčő m. Řăśśňőšřĺň m-¿ šěŋğőřŋş¿ śšěŕěŋĳ^m ⨂ R. Ŋă-

ŕőňŋĺň, ůšő ¡ńěňěŋšăňĺ ŕřőśšřăŋśšćă^m ⨂ R £ćń£¿šś£ ťőřňăńĳŋżě śşňňż ćżřăęěŋĺľ ćĺďă

x_1 ⊗ x_2 ⊗ . . . ⊗ x_m, (8)

čďě x_i ∈ R, ŕřĺůěň ŋěłőšőřżě ĺğ šăłĺţ śşňň śůĺšă¿šś£ řăćŋżňĺ ňěęďş śőąőľ. Ŕřĺřăćŋ£ěň ďőŕőńŋĺšěńĳŋő ŋşń¿ ćśě ćżřăęěŋĺ£ ćĺďă (8), ş łőšőřżţ śőćŕăďă¿š ţőš£ ąż ďćă śőňŋőęĺšěń£, ă šăłęě ń¿ążě ĺţ ńĺŋěľŋżě łőňąĺŋăűĺĺ. Šő ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, łőšőřőě ŕřĺ ¡šőň ŕőńşůăěšś£, ŋăğżćăěšś£ ćŋěÿŋěľ m-ľ śšěŕěŋĳ¿ ŕřőśš-

řăŋśšćă R ĺ őąőğŋăůăěšś£ ůěřěğ^{m⋀} R.

Ćżřăęěŋĺě x_1 ⊗ x_2 ⊗ . . . ⊗ x_m, řăśśňăšřĺćăěňőě łăł

¡ńěňěŋš ĺğ^m ⋀ R, ŋăğżćăěšś£ ćŋěÿŋĺň ŕřőĺğćěďěŋĺěň

ćěłšőřőć x1, . . . , xm ĺ őąőğŋăůăěšś£ x1 ∧x2 ∧. . .∧xm. Ŋě-

šřşďŋő şąěďĺšĳś£ (ŕőďőąŋő šőňş, łăł ¡šő şęě ďěńăńőśĳ ďń£ śńşůă£ ďćşţ śőňŋőęĺšěńěľ), ůšő ćŋěÿŋěě ŕřőĺğćěďě-

ŋĺě ćěłšőřőć ăŋšĺśĺňňěšřĺůŋő, š. ě. őŋő ňěŋ£ěš ğŋăł

ŕřĺ ŕěřěśšăŋőćłě ń¿ążţ ďćşţ śőňŋőęĺšěńěľ.

Śřěďĺ ćŋěÿŋĺţ śšěŕěŋěľ ŕřőśšřăŋśšćă R ĺňěěšś£ ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő őšńĺůŋżţ őš ŋşń£. Ĺňěŋŋő, ŕő-

łăęěň, ůšő^m ⋀ R = 0 ŕřĺ m > n, čďě n | řăğňěřŋőśšĳ R.

Ďń£ ¡šőčő ğăďăďĺň ąăğĺś e_1, . . . , e_n ć ŕřőśšřăŋśšćě R. Řăğńăčă£ ćěłšőřż ĺğ R ŕő ¡ńěňěŋšăň ąăğĺśă, ňż şąěęďăěňś£, ůšő ń¿ąőě ćŋěÿŋěě ŕřőĺğćěďěŋĺě x_1 ∧ . . . ∧ x_m,

ă ğŋăůĺš, ĺ ń¿ąőľ ¡ńěňěŋš ĺğ^m ⋀ R, £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺěľ ćżřăęěŋĺľ e_{i1} ∧ . . . ∧ e_{im} . Ŋő ěśńĺ m > n, šő ć łăęďőň ćżřăęěŋĺĺ e_{i1} ∧ . . . ∧ e_{im} śőćŕăďă¿š ţőš£ ąż ďćă śőňŋőęĺšěń£; ğŋăůĺš, ćśěčďă e_{i1} ∧ . . . ∧ e_{im} = 0.

Ĺšăł,^m ⋀ R = 0 ŕřĺ m > n.

Ŕőłăęěň šăłęě, ůšő ŕřőśšřăŋśšćő^n ⋀ R, čďě n | řăğňěřŋőśšĳ R, £ćń£ěšś£ őďŋőňěřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň. Ć śăňőň ďěńě, śřěďĺ ¡ńěňěŋšőć ei_1 ∧ . . . ∧ ei_n őš-

ńĺůŋż őš ŋşń£ šőńĳłő šě, ş łőšőřżţ ĺŋďěłśż i_1, . . . , i_n ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋż ĺ, ğŋăůĺš, £ćń£¿šś£ ŕěřěśšăŋőćłăňĺ ĺŋďěłśőć 1, . . . , n. Šăł łăł ćŋěÿŋěě ŕřőĺğćěďěŋĺě ćěłšőřőć ăŋšĺśĺňňěšřĺůŋő, šő šăłĺě őšńĺůŋżě őš ŋşń£ ¡ńěňěŋšż śőćŕăďă¿š, ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ğŋăłă, ś ¡ńěňěŋšőň

e_1 ∧ . . . ∧ e_n. Ŕőśłőńĳłş ń¿ąőľ ¡ńěňěŋš ĺğ^n ⋀ R £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺěľ ćěłšőřőć e_{i1} ∧ . . . ∧ e_{in} , šő šěň śăňżň őŋ łřăšěŋ ćěłšőřş e_1 ∧ . . . ∧ e_n.

Ş ŕ ř ă ę ŋ ě ŋ ĺ £. 1. Ŕşśšĳ e1, . . . , en | ąăğĺś ć R ĺ e^′_i =

=^n ∑ j=1 ajiej | ń¿ążě n ćěłšőřőć ĺğ R. Ďőłăğăšĳ, ůšő e^′_1 ∧ . . .

. . . ∧ e^′_n = ae1 ∧ . . . ∧ en, čďě a | őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż ‖aij ‖.

2. Ŕşśšĳ e1, . . . , en | ąăğĺś ć R. Ďőłăğăšĳ, ůšő ćżřăęěŋĺ£

ei_1 ∧ . . . ∧ eim, čďě i1 < i2 < . . . < im, őąřăğş¿š ąăğĺś ć^m ⋀ R. Ŋă őśŋőćăŋĺĺ ¡šőčő ćżůĺśńĺšĳ řăğňěřŋőśšĳ ŕřőśšřăŋśšćă^m ⋀ R. Ğ ă ď ă ů ă. Ďăšĳ (ŕő ăŋăńőčĺĺ śő śńşůăěň m = 2) őŕřěďěńěŋĺě m-ľ śĺňňěšřĺůěśłőľ śšěŕěŋĺ S^m(R) ŕřőśšřăŋśšćă R ďń£ ń¿ąőčő m.

10. Šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ěćłńĺďőćżţ ŕřőśšřăŋśšć. Ŕşśšĳ R_1 | ěćłńĺďőćő ŕřőśšřăŋśšćő śő śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň (x, x^′)_1, R_2 | ďřşčőě ěćłńĺďőćő ŕřőśšřăŋśšćő śő śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň (y, y^′)_2. Šőčďă ć ĺţ šěŋğőřŋőň ŕřőĺğćěďěŋĺĺ R_1 ⊗ R_2 ňőęŋő ěśšěśšćěŋŋżň őąřăğőň ććěśšĺ śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě.

Śŋăůăńă őŕřěďěńĺň ěčő ďń£ ŕăřż ćěłšőřőć x ⊗ y ĺ x^′ ⊗ y^′, ŕőńăčă£

(x ⊗ y, x^′ ⊗ y^′) = (x, x^′)_1 · (y, y^′)_2.

Ěśńĺ šěŕěřĳ

X = x_1 ⊗ y_1 + . . . + x_k ⊗ y_k,

X^′ = x^′_1 ⊗ y^′_1 + . . . + x^′_l ⊗ y^′_l

| ŕřőĺğćőńĳŋżě ćěłšőřż ĺğ R_1 ⊗ R_2, šő ŕőńőęĺň:

(X, X^′) = k∑ i=1 l∑ j=1 (x_i ⊗ y_i, x^′_j ⊗ y^′_j). (9)

Ůĺšăšěń¿ ŕřěďńăčăěšś£ şąěďĺšĳś£, ůšő ćżřăęěŋĺě (9) ďěľśšćĺšěńĳŋő ğăďăěš śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋă R_1 ⊗ R_2. Ĺňěŋŋő, őŋő ĺňěěš śňżśń ŋă R_1 ⊗ R_2 (š. ě. śőţřăŋ£ěšś£ ŕřĺ ğăňěŋě ćżřăęěŋĺľ X ĺ X^′ ŋă řăćŋżě) ĺ şďőćńěšćőř£ěš ćśěň ăłśĺőňăň śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£.

Ŕřőśšřăŋśšćő R_1 ⊗R_2 ś ććěďěŋŋżň ć ŋěň šăł śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň ŋăğżćăěšś£ šěŋğőřŋżň ŕřőĺğćěďě-

ŋĺěň ěćłńĺďőćżţ ŕřőśšřăŋśšć R1 ĺ R2.

Ğăňěšĺň, ůšő ěśńĺ e_1, . . . , e_m | őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś ć R_1, ă f_1, . . . , f_n | őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś ć R_2, šő ćěłšőřż e_i ⊗ f_j őąřăğş¿š őřšőŋőřňĺřőćăŋżľ ąăğĺś ć šěŋğőřŋőň ŕřőĺğćěďěŋĺĺ R_1 ⊗ R_2. Ć śăňőň ďěńě,

(e_i ⊗ f_j, e_i′ ⊗ f_j′ ) = (e_i, e_i′ )_1(f_j, f_j′ )_2.

Ğŋăůĺš, ¡šő ćżřăęěŋĺě řăćŋő 1 ŕřĺ i = i^′, j = j^′ ĺ řăćŋő ŋşń¿ ćő ćśěţ őśšăńĳŋżţ śńşůă£ţ.