Ď Ő Ą Ă Ć Ń Ě Ŋ Ĺ Ě

ŠĚŐŘĹ§ ĆŐĞŇŞŹĚŊĹĽ

Šőůŋőě ćżůĺśńěŋĺě śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ ĺ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć śăňőśőŕř£ęěŋŋőčő ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ůăśšő ŋăšăńłĺćăěšś£ ŋă ğŋăůĺšěńĳŋżě ćżůĺśńĺšěńĳŋżě šřşďŋőśšĺ. Őďŋĺň ĺğ řăśŕřőśšřăŋěŋŋżţ ňěšőďőć ŕřĺąńĺęeŋŋőčő ćżůĺśńěŋĺ£ śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ ć łćăŋšőćőľ ňěţăŋĺłě ĺ ćő ňŋőčĺţ ğăďăůăţ šěőřĺĺ łőńeąăŋĺľ £ćń£ěšś£ šăł ŋăğżćăěňżľ ňěšőď ćőğňşźěŋĺľ. İšőš ňěšőď, ŕřĺňěŋĺňżľ ł ńĺŋěľŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ň łăł ć ćěźěśšćěŋŋőň, šăł ĺ ć łőňŕńěłśŋőň ŕřőśšřăŋśšćě, čřşąő čőćőř£, śőśšőĺš ć śńěďş¿źěň: ŕşśšĳ ĺğćěśšŋż śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ĺ śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż ŋěłőšőřőčő śăňőśőŕř£ęěŋŋőčő ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A. Řăśśňőšřĺň ŕřěőąřăğőćăŋĺe A + εB , čďě B | ŕřőĺğćőńĳŋőě śăňőśőŕř£ęěŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě. Šőčďă śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ A + εB śşšĳ ťşŋłűĺĺ őš ε. Ňőęŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ŕřĺ ε −→ 0 śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ĺ ćěłšőřż A + εB śšřěň£šś£ ł śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺ£ň ĺ ćěłšőřăň A. Ğăďăůă śőśšőĺš ć ŋăţőęďěŋĺĺ ÀŕőŕřăćőłÁ ł śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺ£ň ĺ ćěłšőřăň ŕřĺ ğăňěŋě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ŋă A + εB.

x 1. Śńşůăľ ŋěłřăšŋżţ śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ

Ŕşśšĳ A ĺňěěš řăğńĺůŋżě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ λ_1, λ_2, . . . , λ_n ĺ ŕşśšĳ e_1, e_2, . . . , e_n | śőőšćěšśšćş¿źĺě ĺň ŋőřňĺřőćăŋŋżě śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż. Ŕşśšĳ, ďăńěě, B | łăłőě-ńĺąő ďřşčőě śăňőśőŕř£ęěŋŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě. Śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A + εB őąőğŋăůĺň ůěřěğ λ_1(ε), λ_2(ε), . . . , λ_n(ε), ă śőőšćěšśšćş¿źĺě śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż | ůěřěğ e_1(ε), e_2(ε), . . . , e_n(ε). Ňőęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő λ_k(ε) ĺ e_k(ε) £ćń£- ¿šś£ ŋěŕřěřżćŋżňĺ ĺ ďĺťťěřěŋűĺřşěňżňĺ ťşŋłűĺ£- ňĺ őš ε, ŕřĺůěň λ_k(0) = λ_k, ă e_k(0) = e_k. Ŕřěďśšăćĺň ¡šĺ ťşŋłűĺĺ ć ćĺďě

λ_k(ε) = λ_k + ελ^{(1)}_k + . . . ĺ e_k(ε) = e_k + εe^{(1)}_k + . . .^∗)

ĺ ąşďěň śŋăůăńă ĺśłăšĳ λ^{(1)}_k ĺ e^{(1)}_k , š. ě. Àčńăćŋş¿ ůăśšĳÁ ŕőŕřăćłĺ ł e_k = e_k(0) ĺ λ_k = λ_k(0). Ňż ĺňěěň (A + εB)e_k(ε) = λ_k(ε)e_k(ε), š. ě.

(A+εB)(e_k +εe^{(1)}_k +. . . ) = (λ_k+ελ^{(1)}_k +. . . )(e_k +εe^{(1)}_k +. . . ).

Śřăćŋĺň ůńěŋż ŕěřćőľ śšěŕěŋĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ε ć őąěĺţ ůăśš£ţ řăćěŋśšćă. Ňż ŕőńşůĺň

Ae^{(1)}_k + Be_k = λ_ke^{(1)}_k + λ^{(1)}_k e_k. (1)

Şňŋőęĺň őąě ůăśšĺ (1) śłăń£řŋő ŋă e_k:

(Ae^{(1)}_k , e_k) + (Be_k, e_k) = λ_k(e^{(1)}_k , e_k) + λ^{(1)}_k (e_k, e_k).

Šăł łăł, ć śĺńş śăňőśőŕř£ęěŋŋőśšĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A,

(Ae^{(1)}_k , e_k) = (e^{(1)}_k , Ae_k) = λ_k(e^{(1)}_k , e_k),

∗) Ňŋőčőšőůĺě ğďěśĳ ĺ ďăńĳŋěľÿěň őğŋăůăěš, ůšő őšąřőÿěŋő śńăčăěňőě ŕőř£ďłă ćżÿě ŕěřćőčő ŕő śřăćŋěŋĺ¿ ś ε. Ňż ŋě ŕĺÿěň ćňěśšő ňŋőčőšőůĺ£ o(ε), ůšőąż ŋě ğăčřőňőęďăšĳ ĺğńőęěŋĺ£.

šő (Be_k, e_k) = λ^{(1)}_k (e_k, e_k) = λ^{(1)}_k .

Őšś¿ďă λ^{(1)}_k = (Be_k, e_k), (2)

ĺ ŕěřćă£ ŕőńőćĺŋă ŋăÿěľ ğăďăůĺ šăłĺň őąřăğőň řěÿěŋă.

Ćżůĺśńĺň šěŕěřĳ čńăćŋżľ ůńěŋ ŕőŕřăćłĺ ł śőąśšćěŋŋőňş ćěłšőřş e_k(ε), š. ě. e^{(1)}_k . Ďń£ ¡šőčő şňŋőęĺň śłăń£řŋő őąě ůăśšĺ řăćěŋśšćă (1) ŋă e_i, čďě i ≠ k. Šăł łăł ćěłšőřż e_k ĺ e_i őřšőčőŋăńĳŋż, š. ě. (e_k, e_i) = 0 ŕřĺ i ≠ k, šő ňż ŕőńşůĺň

(Ae^{(1)}_k , e_i) + (Be_k, e_i) = λ_k(e^{(1)}_k , e_i).

Ŋő, ăŋăńőčĺůŋő ŕřěďżďşźěňş, ňż ĺňěěň

(Ae^{(1)}_k , e_i) = (e^{(1)}_k , Ae_i) = λ_i(e^{(1)}_k , e_i),

ŕő¡šőňş

(e^{(1)}_k , e_i) =^{(Bek, ei)} λk � λi^{, i ≠ k. (3)} Śőćőłşŕŋőśšĳ ¡šĺţ řăćěŋśšć ĺ őŕřěďěń£ěš ćěłšőř e^{(1)}_k .

Ğăŕĺÿěň ťőřňşńż (2) ĺ (3) ć łőőřďĺŋăšŋőľ ťőřňě. Ďń£ ¡šőčő şďőąŋěě ćśěčő ćżąřăšĳ ć łăůěśšćě ąăğĺśă śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż e_1, . . . , e_k ÀŋěćőğňşźěŋŋőčőÁ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A. Ňăšřĺűş ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ B ć ¡šőň ąăğĺśě őąőğŋăůĺň ůěřěğ b_{ij}, š. ě. Be_j = ∑ b_{jk}e_k ĺ, śńěďőćăšěńĳ- ŋő, (Be_j, e_i) = b_{ij}. Łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă e^{(1)}_k | čńăćŋőčő ůńěŋă ÀŕőŕřăćłĺÁ | őąőğŋăůĺň ůěřěğ ξ_1, . . . , ξ_k, . . . , ξ_n, š. ě.

e^{(1)}_k = ξ_1e_1 + . . . + ξ_ne_n (4)

ĺ, ğŋăůĺš, ξ_i = (e^{(1)}_k , e_i).

Ťőřňşńż (2) ĺ (3) ŕřĺőąřěšşš ćĺď

λ^{(1)}_k = b_{kk}, (2^′)

ξ_i = b^{ik}λ_k � λ_i . (3^′)

Śăň ćěłšőř e^{(1)}_k őŕřěďěń£ěšś£ ůĺśńăňĺ ξ_i = (e^{(1)}_k , e_i) ŕő ťőřňşńě (4). Ş ŋăś őśšăńăśĳ ŋěőŕřěďěńěŋŋőľ k-£ łőőřďĺŋăšă ξ_k. Őŋă őŕřěďěń£ěšś£ ĺğ şśńőćĺ£ ŋőřňĺřőćłĺ śőąśšćěŋŋőčő ćěłšőřă, š. ě. ĺğ şśńőćĺ£, ůšőąż ďńĺŋă ćěłšőřă e_k + εe^{(1)}_k + . . . ążńă řăćŋă ěďĺŋĺűě. Ňż ĺňěěň

(e_k + εe^{(1)}_k + . . . , e_k + εe^{(1)}_k + . . . ) = 1, š. ě.

(e_k, e_k) + ε[(e^{(1)}_k , e_k) + (e_k, e^{(1)}_k )] + . . . = 1. Śřăćŋĺćă£ ůńěŋż ŕřĺ ŕěřćżţ śšěŕěŋ£ţ ε, ĺňěěň (e^{(1)}_k , e_k) + (e_k, e^{(1)}_k ) = 0. İšőňş şśńőćĺ¿ ňőęŋő şďőćńěšćőřĺšĳ, ŕőńăčă£^∗)

ξ_k = (e^{(1)}_k , e_k) = 0. (5) Őłőŋůăšěńĳŋő ĺňěěň λ^{(1)}_k = b_{kk}, (I)

e^{(1)}_k = n∑ i=1 i≠k bik λk � λi^{ei, (II)} čďě b_{ik} = (Be_k, e_i), ă λ_k | śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ÀŋěćőğňşźěŋŋőčőÁ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A.

∗) Ć łőňŕńěłśŋőň śńşůăě (e^{(1)}_k , ek) + (ek, e^{(1)}_k ) = 2 Re(e^{(1)}_k , ek), ĺ ňż ňőčńĺ ąż śůĺšăšĳ (e^{(1)}_k , ek) ŋě šőńĳłő ŋşńěň, ŋő ĺ ŕřőĺğćőńĳŋżň ůĺśšő ňŋĺňżň ůĺśńőň. İšő ść£ğăŋő ś šěň, ůšő ŋőřňĺřőćłă śőąśšćěŋŋőčő ćěłšőřă őŕřěďěń£ěš ěčő ć łőňŕńěłśŋőň śńşůăě ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ňŋőęĺšěń£, ŕő ňőďşń¿ řăćŋőčő ěďĺŋĺűě.

Ďń£ ŕőńşůěŋĺ£ ťőřňşń (I) ĺ (II) ňż ćżąřăńĺ ąăğĺś, śőśšő£źĺľ ĺğ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A. Ŕřĺ ŕřőĺğćőńĳŋőň ąăğĺśě ťőřňşńż (2) ĺ (3) šăłęě őŕřěďěń£¿š λ^{(1)}_k ĺ e^{(1)}_k . Ůšőąż ŕőńşůĺšĳ ťőřňşńż, ăŋăńőčĺůŋżě (I) ĺ (II) ć ŕřőĺğćőńĳŋőň őřšőčőŋăńĳŋőň ąăğĺśě, ŋăďő ğŋăšĳ šőńĳłő łőőřďĺŋăšż ćěłšőřőć ek ĺ ňăšřĺűş ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ B ć ¡šőň ąăğĺśě. Ŕşśšĳ ňăšřĺűă B ěśšĳ ‖βμν ‖, ă e^{(1)}_k = (c^{(k)}_1 , . . . , c^{(k)}n ). Šőčďă ĺğ (2) ŕőńşůăěň λk = n∑ μ,ν=1 βμν c^{(k)}_μ c^{(k)}_ν , ă ĺğ (3) ŕőńşůăěň śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ ďń£ őŕřěďěńěŋĺ£ łőőřďĺŋăš ζ1, . . . , ζn ćěłšőřă e^{(1)}_k :

ζ1c^{(i)}_1 + ζ2c^{(i)}_2 + . . . + ζnc^{(i)}_n = = P_{μ,ν βμν c}(i)_{μ c}(k)_ν λ_k − λ_i (i = 1, 2, . . . , k − 1, k + 1, . . . , n). Ŋěďőśšă¿źěě şřăćŋěŋĺě śŋőćă ŕőńşůăěň ĺğ şśńőćĺ£ (5) ŋőřňĺřőćłĺ ćěłšőřă ek(ε):

ζ1c^{(k)}_1 + ζ2c^{(k)}_2 + . . . + ζnc^{(k)}_n = 0.

Šăł łăł ćěłšőřż e1, . . . , en ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż, šő őŕřěďěńĺšěńĳ ¡šőľ śĺśšěňż őšńĺůěŋ őš ŋşń£, ĺ ůĺśńă ζ1, ζ2, . . . , ζn őŕřěďěń£¿šś£ ĺğ ŋěě őďŋőğŋăůŋő.

Ŋăľďěň šěŕěřĳ śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ćő ćšőřőň ŕřĺąńĺęěŋĺĺ, š. ě. ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ůńěŋőć ŕőř£ďłă ε^2.

Ňż ćĺďěńĺ, ůšő, ďń£ šőčő ůšőąż ŋăľšĺ śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě ć ŕěřćőň ŕřĺąńĺęěŋĺĺ [ťőřňşńă (2)], ďőśšăšőůŋő ążńő ğŋăšĳ śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř ć ŋşńěćőň ŕřĺąńĺęěŋĺĺ. Ăŋăńőčĺůŋő, ďń£ šőčő ůšőąż ŋăľšĺ ćšőřőě ŕřĺąńĺęěŋĺě ł śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿, ŋăň ďőśšăšőůŋő ąşďěš ğŋăšĳ śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż ć ŕěřćőň ŕřĺąńĺęěŋĺĺ. Ňż ĺňěěň (A + εB)e_k(ε) = λ_k(ε)e_k(ε).

Ŕőďśšăćĺň ć ¡šő řăćěŋśšćő: e_k(ε) = e_k + εe^{(1)}_k + ε^2e^{(2)}_k + . . . , λ_k(ε) = λ_k + ελ^{(1)}_k + ε^2λ^{(2)}_k + . . .

ĺ śřăćŋĺň ůńěŋż ŕřĺ ε^2. Ŕőńşůĺň

Be^{(1)}_k + Ae^{(2)}_k = λ^{(2)}_k e_k + λ^{(1)}_k e^{(1)}_k + λ_ke^{(2)}_k . (6) Ďń£ šőčő ůšőąż ŋăľšĺ λ^{(2)}_k , şňŋőęĺň śłăń£řŋő őąě ůăśšĺ ¡šőčő řăćěŋśšćă ŋă e_k. Şůĺšżćă£, ůšő (Ae^{(2)}_k , e_k) = = (e^{(2)}_k , Ae_k) = λ_k(e^{(2)}_k , e_k), ňż ŕőńşůĺň (Be^{(1)}_k , e_k) = λ^{(2)}_k + λ^{(1)}_k (e^{(1)}_k , e_k).

Šăł łăł, ć śĺńş (5) (e^{(1)}_k , e_k) = 0, šő λ^{(2)}_k = (Be^{(1)}_k , e_k).

Ŋő e^{(1)}_k = ∑ ξ_ie_i. Ŕőďśšăćń££, ŕőńşůăěň ć śĺńş ťőřňşńż (3) ďń£ ŕěřćőčő ŕřĺąńĺęěŋĺ£

λ^{(2)}_k = n∑ i=1 ξ_i(Be_i, e_k) = n∑ i=1 i≠k (Bek, ei)(Bei, ek) λk � λi^, ă šăł łăł (Be_k, e_i) = (Be_i, e_k), šő őłőŋůăšěńĳŋő ĺňěěň

λ^{(2)}_k = n∑ i=1 i≠k j(Be_k, e_i)j^2 λk � λi^, čďě e_k | śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż, ă λ_k | śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A, ĺńĺ λ^{(2)}_k = n∑ i=1 i≠k jb_{ik}j^2_{λk} � λi^.

Ğ ă ď ă ů ă. Ŋăľšĺ ŕőŕřăćłĺ ďń£ śőąśšćěŋŋőčő ćěłšőřă ćő ćšőřőň ŕřĺąńĺęěŋĺĺ, şňŋőęă£ śłăń£řŋő őąě ůăśšĺ řăćěŋśšćă (6) ŋă ei. Őšćěš.

e^{(2)}_k = ∑ i≠k ∑ j≠k b_{ij} b_{jk} (λ_i − λ_k)(λ_j − λ_k) e^i − − ∑ i≠k b_{kk}b_{ik} (λ_i − λ_k)2 ei − ∑ i≠k |b_{ik}|2 (λ_i − λ_k)2 e_k 2 . Łřőňě şłăğăŋŋżţ şřăćŋěŋĺľ ŋăďő ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ šăłęě şśńőćĺěň ŋőřňĺřőćłĺ, š. ě. řăćěŋśšćőň

(ek + εe^{(1)}_k + ε^2e^{(2)}_k + . . . , ek + εe^{(1)}_k + ε^2e^{(2)}_k + . . . ) = 1.

x 2. Śńşůăľ łřăšŋżţ śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ śńşůăľ, łőčďă λ ěśšĳ r-łřăšŋőě śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A. Őąőğŋăůĺň ůě- řěğ f_1, f_2, . . . , f_r (1)

łăłĺě-ńĺąő r ŕőŕăřŋő őřšőčőŋăńĳŋżţ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A, őšćěůă¿źĺţ ¡šőňş śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ. Ğăňěšĺň, ůšő, šăł łăł e_i (i = 1, 2, . . . , r) őšćěůă¿š őďŋőňş ĺ šőňş ęě śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ, šő ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ ¡šĺţ ćěłšőřőć šăłęě ąşďěš śőąśšćěŋŋżň ćěłšőřőň, őšćěůă¿źĺň ¡šőňş śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿. İšĺňĺ ńĺŋěľŋżňĺ łőňąĺŋăűĺ£ňĺ ĺśůěřŕżćă¿šś£ ćśě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A, őšćěůă¿źĺě śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ.

Ŕřĺ ğăňěŋě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ŋă A + εB śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě ŕěřěśšăŋěš, ćőőąźě čőćőř£, ążšĳ łřăšŋżň, ĺ ćňěśšő λ ňż ŕőńşůĺň r řăğńĺůŋżţ śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ λ_1(ε), λ_2(ε), . . . , λ_r(ε). Śőőšćěšśšćş¿źĺě ŋőřňĺřőćăŋŋżě śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż őąőğŋăůĺň ůěřěğ e_1(ε), e_2(ε), . . . , e_r(ε).

Ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ A | ěďĺŋĺůŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, š. ě. A = E, ć n-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě, ă B | ŕřőĺğćőńĳŋőě śăňőśőŕř£ęěŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ś ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋżňĺ śőąśšćěŋŋżňĺ ğŋăůěŋĺ£ňĺ λ1, . . . , λn, šő A = E ĺňěěš n-łřăšŋőě śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě 1, ă A+εB = E+εB ĺňěěš n řăğńĺůŋżţ śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ 1+λ1ε, 1 + λ2ε, . . . , 1 + λnε.

Ăŋăńőčĺůŋő śńşůă¿ ŕřőśšżţ śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ λ_i(ε) ĺ e_i(ε) £ćń£¿šś£ ŋěŕřěřżćŋżňĺ ĺ ďĺťťěřěŋűĺřşěňżňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ őš ε. Ŕřĺ ε −→ 0 λ_i(ε) śšřěň£šś£ ł śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ A, š. ě. ł λ_i. Ňż ĺňěěň

λ_i(ε) = λ_i + ελ^{(1)}_i + ε^2λ^{(2)}_i + . . . (2)

Ďń£ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć e_i(ε) ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A+εB ňż ĺňěěň ăŋăńőčĺůŋőě řăćěŋśšćő

e_i(ε) = e_i + εe^{(1)}_i + ε^2e^{(2)}_i + . . . , (3)

e_i = lim_{ε→0} e_i(ε), ĺ ğŋăůĺš, e_i ěśšĳ śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A, őšćěůă¿źĺľ śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ. Śńěďőćăšěńĳŋő, e_i ěśšĳ łăłă£-šő, ğăřăŋěě ŋăň ŋěĺğćěśšŋă£, ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ ćěłšőřőć (1). Šăłĺň őąřăğőň, ć őšńĺůĺě őš śńşůă£ ŋěłřăšŋżţ śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ, śăňĺ e_i šăłęě ŕőďńěęăš őŕřěďěńěŋĺ¿. Ŕőďśšăćĺň ć řăćěŋśšćő (A + εB)e_i(ε) = λ_i(ε)e_i(ε) ćżřăęěŋĺ£ (2) ĺ (3). Śřăćŋĺćă£, łăł ĺ ć ŕřěďżďşźěň śńşůăě, łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ ε, ŕőńşůăěň

Be_i + Ae^{(1)}_i = λe^{(1)}_i + λ^{(1)}_i e_i, i = 1, . . . , r. (4)

Ğďěśĳ ćěłšőř e_i £ćń£ěšś£, łăł ążńő şłăğăŋő, ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺěľ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć f_1, . . . , f_r:

e_i = η_1f_1 + η_2f_2 + . . . + η_rf_r.

Ŋăÿă űěńĳ | ŋăľšĺ ůĺśńő λ^{(1)}_i ĺ ćěłšőř e_i, š. ě. ůĺśńă η_1, . . . , η_r. Şňŋőęă£ őąě ůăśšĺ (4) śłăń£řŋő ŋă f_k, ŕőńşůĺň

(Be_i, f_k) + (Ae^{(1)}_i , f_k) = (λe^{(1)}_i , f_k) + λ^{(1)}_i (e_i, f_k), ĺńĺ, šăł łăł (Ae^{(1)}_i , f_k) = (e^{(1)}_i , Af_k) = λ_k(e^{(1)}_i , f_k), (Be_i, f_k) = λ^{(1)}_i (e_i, f_k).

Ŕőďśšăćń££ ć ńěćş¿ ůăśšĳ ¡šőčő řăćěŋśšćă ćňěśšő e_i ěčő ćżřăęěŋĺě ĺ ğăňěůă£, ůšő (e_i, f_k) = η_k, ŕőńşůĺň r∑ p=1 (Bf_p, f_k)η_p = λ^{(1)}_i η_k, (5)

ĺńĺ_r ∑ p=1 b_{kp}η_p = λ^{(1)}_i η_k, (I) čďě (Bf_p, f_k) = b_{kp}. Ĺšăł, ůĺśńă λ^{(1)}_i £ćń£¿šś£ śőąśšćěŋŋżňĺ ğŋăůěŋĺ£ňĺ ňăšřĺűż ‖b_{kp}‖, k, p = 1, 2, . . . , r, š. ě. őŕřěďěń£¿šś£ ĺğ şřăćŋěŋĺ£ Det ‖b_{ik} − λσ_{ik}‖ = 0, ă ćěłšőř e_i őŕřěďěń£ěšś£ ťőřňşńőľ e_i = η_1f_1 + . . . + η_rf_r, čďě ůĺśńă η_i ŋăţőď£šś£ ĺğ şřăćŋěŋĺľ (I).

Ăŋăńőčĺůŋő ňőęŋő ążńő ąż ŋăľšĺ ŕőŕřăćłĺ ł śőąśšćěŋŋżň ćěłšőřăň, š. ě. e^{(1)}_k , e^{(2)}_k , ĺ śńěďş¿źĺě ŕőŕřăćłĺ ł śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺ£ň, š. ě. λ^{(2)}_i .