äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÏËÓÁ É ÐÕÎËÔÁ (5) ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.3.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.8. ðÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÏÛÉ ÐÏÄÄÁÅÔÓÑ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÕÓÉÌÅÎÉÑÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ ÎÁ int D É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ D; ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÁÎÉÃÁ ÏÂÌÁÓÔÉ D ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÇÌÁÄËÁÑ, ÎÏ ËÕÓÏÞÎÏ-ÇÌÁÄËÁÑ ÉÌÉ ÄÁÖÅ ŒÓÅÇÏ ÌÉÛØ ĂÓÐÒÑÍÌÑÅÍÁÑĄ. íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ŒÄÁŒÁÔØÓÑ Œ ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ ÌÀÂÏÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÌÎÏÍ ÕÞÅÂÎÉËÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ; Œ ÔÅÈ ÓÌÕÞÁ- ÑÈ, ËÏÇÄÁ ÎÁÍ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÎÕÖÎÏ, ÞÉÔÁÔÅÌØ ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ ÓÍÏÖÅÔ ŒÎÅÓÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.9. äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ŒÉÄÏÉÚÍÅÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ. ðÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ ËÌÁÓÓÕ C^1 ÆÕÎËÃÉÑ f : U → C , ÇÄÅ U | ÏÔ- ËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ C^n , ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ @f=@z_j = 0 ÄÌÑ j = 1; : : :; n. ðÏÓËÏÌØËÕ, ËÁË ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ

df = n∑ j=1 @f @z_j dz^j + n∑ j=1 @f @z_j dz^j ;

ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ f dz_1 ∧ : : : ∧ dz_n ÚÁÍËÎÕÔÁ.

ïÞÅŒÉÄÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÐÒÁŒÅÄ- ÌÉŒÙ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ É ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁÈ ÓÌÏŒÁ ĂÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅĄ ÎÁÄÏ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ĂÇÏ- ÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅĄ).

ìÅËÃÉÑ 2. œÏËÒÕÇ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÏÛÉ

œÓÅ ÐÒÅÄÛÅÓÔŒÕÀÝÅÅ ÂÙÌÏ ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ; ÔÅ- ÐÅÒØ ÍÙ ÐÏÄÏÛÌÉ Ë ÐÅÒŒÏÍÕ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.1 (ÆÏÒÍÕÌÁ ëÏÛÉ). ðÕÓÔØ D ⊂ C | ÏÂÌÁÓÔØ Ó ÇÌÁÄ- ËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ É f | ÆÕÎËÃÉÑ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ D.

ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ a ∈ int D ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

f(a) = 1 2ßi ∫ @D f(z) dz z − a

: (2.1)

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.2. õÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÐÏŒÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÏÓÌÁÂÉÔØ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÏÛÉ (ÓÍ. ÚÁ- ÍÅÞÁÎÉÅ 1.8).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ” ÓÔÏÌØ ÍÁÌÏ, ÞÔÏ ÄÉÓË D_” = {z ∈ C : |z − a| ⩽ ”} ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ŒÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏ- ÓÔÉ ÏÂÌÁÓÔÉ D. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ ëÏÛÉ Ë ÏÂÌÁÓÔÉ Ó ÇÒÁÎÉ- ÃÅÊ D \ int(D_”) É ÆÕÎËÃÉÉ z → f(z)=(z − a), ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ 1 2ßi ∫ @D f(z) dz z − a = 1 2ßi ∫ @D_”

f(z) dz z − a ; ÔÁË ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

f(a) = 1 2ßi ∫ @D_”

f(z) dz z − a

: (2.2)

ðÏÌÏÖÉÍ c = f(a) É ÚÁÐÉÛÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ f Œ ŒÉÄÅ f(z) = c + g(z), ÇÄÅ g ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ É g(a) = 0. ôÏÇÄÁ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ (2.2) ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ 1 2ßi ∫ @D_”

c dz z − a + 1 2ßi ∫ @D_”

g(z) dz z − a ; (2.3) ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Œ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÒÁŒÎÏ c, Á ŒÔÏ- ÒÏÅ | ÎÕÌÀ, ÉÚ ÞÅÇÏ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ. äÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÅÒŒÏÇÏ ÉÚ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÅÍ ÇÒÁÎÉÃÕ ÄÉÓ- ËÁ D_” ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ z = a + ” · e^{2ßit}, ÇÄÅ t ∈ [0; 1] (ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÒÉ ÔÁËÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ); ÔÏÇÄÁ dz = 2ßi”e^{2ßit} dt, É ÉÍÅÅÍ ∫ @D_”

c dz z − a = ∫_1 0 2ßic dt = 2ßic;

ÔÁË ÞÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ. œÔÏÒÏÊ ÉÚ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ Œ (2.3) ÏÃÅÎÉŒÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÑ 1.5: | | | ∫ @D_”

g(z) dz z − a | | | ⩽ M (”)

” · 2ß” = 2ßM(”); (2.4)

ÇÄÅ M(”) = sup_{|z−a|=”} |g(z)|. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÏÛÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (2.4) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ”; Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ g(a) = 0, ÉÍÅÅÍ lim_{”→0} M(”) = 0, ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, ÞÔÏ É ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÓÏ ÓÄŒÉÇÏÍ ËÏÎÔÕÒÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÐÒÉÍÅÎÅÎ- ÎÏÅ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÏÛÉ, ŒÅÓØÍÁ ÔÉÐÉÞÎÏ ÄÌÑ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ.

éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÏÛÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÏÞÅÎØ ÈÏÒÏÛÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ. œÏÔ ÐÅÒŒÏÅ ÉÚ ÎÉÈ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.3. ðÕÓÔØ D ⊂ C | ÏÂÌÁÓÔØ Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ É f |ÆÕÎËÃÉÑ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ D. ôÏÇÄÁ f ÉÍÅÅÔ ŒÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ D ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ; ÜÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÔÁËÖÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙ É ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

f^{(n)}(a) = n! 2ßi ∫ @D f(z) dz (z − a)^{n+1}

: (2.5)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. æÏÒÍÕÌÁ (2.5) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÏ- ÛÉ (2.1) ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ n-ËÒÁÔÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÐÏ a ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÅ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ËÁË ÔÏÌØËÏ ÍÙ ÕÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÚÁËÏÎÎÏ, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ ÐÏ a ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (2.5) ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ n ⩾ 0. ïÂÏÚÎÁ- ÞÉÍ ˘(z; a) = f(z)=(z − a)^{n+1}; ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ĂÒÁÚÎÏÓÔÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅĄ (˘(z; a + h) − ˘(z; a))=h ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁŒÎÏ- ÍÅÒÎÏ ÐÏ z ∈ @D ÐÒÉ h → 0, Á ÜÔÏ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ:

ìÅÍÍÁ 2.4. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ( 1 (z − a − h)^{n+1} − 1 (z − a)^{n+1} )/ h (2.6)

ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë (n + 1)=(z − a)^{n+2} ÐÒÉ h → 0 ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ z ∈ @D.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. ðÒÉŒÏÄÑ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ É ÒÁÓËÒÙŒÁÑ ÓËÏÂËÉ Œ ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ (2.6) ÒÁŒÎÏ n + 1 (z − a)(z − a − h)^{n+1} + h(z; h) (z − a)^{n+1}(z − a − h)^{n+1}

; (2.7)

ÇÄÅ |(z; h)| ⩽ C max(|h|; sup_{z∈@D} |z − a|)^n (ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ n). úÎÁÞÉÔ, ŒÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Œ (2.7) ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÔÒÅ- ÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ (ÔÁË ËÁË ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÏÔÇÒÁÎÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ ÐÒÉ z ∈ @D), Á ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë (n + 1)=(z − a)^{n+2}.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.5. åÓÌÉ f | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ⊂ C , ÔÏ ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÔÁËÖÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.6 (ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ). åÓÌÉ D ⊂ C | ÏÂÌÁÓÔØ Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ É f : @D → C | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ’: int D → C , ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

’(a) = 1 2ßi ∫ @D f(z) dz z − a (ĂÉÎÔÅÇÒÁÌ ÔÉÐÁ ëÏÛÉĄ), ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ int D, ÐÒÉÞÅÍ ÅÅ n-Ñ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÁÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

’^{(n)}(a) = n! 2ßi ∫ @D f(z) dz (z − a)^{n+1} :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÒÅÄÌÏ- ÖÅÎÉÑ 2.3 ÎÉÞÅÇÏ, ËÒÏÍÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ f ÎÁ @D, ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁ- ÌÏÓØ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.7. ðÒÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ŒÙÂÏÒÅ f ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ’ ÏÔÎÀÄØ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÙ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó f.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÒÅÚËÏ ËÏÎÔÒÁÓÔÉ- ÒÕÅÔ (Œ ÌÕÞÛÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ) Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.8. ðÕÓÔØ U ⊂ C | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, É ÐÕÓÔØ ∑_∞ n=1 f_n | ÒÑÄ ÉÚ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÎÁ U ÆÕÎËÃÉÊ, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÎÁ ŒÓÑËÏÍ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ K ⊂ U. ôÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ f(z)) | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ U, É ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f^′(z) = ∑_∞ n=1 f^′_n(z), ÐÒÉÞÅÍ ÒÑÄ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÁËÖÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ŒÓÑËÏÍ ËÏÍÐÁËÔ- ÎÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ K ⊂ U.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÁË ËÁË ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ f É Ï ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ f^′(z) = ∑_∞ n=1 f^′_n(z) ÉÍÅÀÔ ÌÏËÁÌØÎÙÊ

ÈÁÒÁËÔÅÒ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÈ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÄÌÑ z, ÌÅÖÁÝÉÈ ŒÏ ŒÎÕÔÒÅÎ- ÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÄÉÓËÁ D ⊂ U. éÚ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏ- ÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ ∑_∞ n=1 f_n ÎÁ D É ÆÏÒÍÕÌÙ ëÏÛÉ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÊ ËÏ ŒÓÅÍ f_n, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

f(a) = 1 2ßi ∑ n ∫ @D f_n(z) dz z − a = 1 2ßi ∫ @D (∑ n f_n(z) ) dz z − a = = 1 2ßi ∫ @D f(z) dz z − a ÐÒÉ a ∈ int D. ôÅÐÅÒØ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 2.6 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ int D, É ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ int D ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

f^′(a) = 1 2ßi ∫ @D (∑ n f_n(z) ) dz (z − a)^2 = 1 2ßi ∑ n ∫ @D f_n(z) dz (z − a)^2 = ∑ n f^′_n(a)

(2.8) (ÍÙ ÏÐÑÔØ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØÀ ÎÁ D). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, | ÜÔÏ ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ n f^′_n(z) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÅ K ⊂ U; ÔÁË ËÁË K ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÄÉÓËÏŒ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÍÁÌÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ É ÓÁÍÏ K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÄÉÓËÏÍ. œÌÏÖÉÍ K Œ ËÏÎÃÅÎ- ÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÄÉÓË ÂÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ D ⊂ U É ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (2.8) Ë ÄÉÓËÕ D; ÔÁË ËÁË ÐÒÉ a ∈ K ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ (z − a)^2 Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (2.8) ÂÕÄÕÔ ÏÔÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÐÏ a ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ ÉÚ (2.8) ÎÁ K ÏÞÅŒÉÄÎÁ.

éÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 2.5 ÕÖÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C^∞; ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ŒÅÒÎÏ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. þÔÏÂÙ ÅÇÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉ- ÒÏŒÁÔØ, ŒŒÅÄÅÍ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.9. æÕÎËÃÉÑ f : U → C , ÇÄÅ U ⊂ C | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ U ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÄÉÓË ´ ⊂ U Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ a, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ z ∈ ´ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

f(z) = ∞∑ n=0 c_n(z − a)^n; (2.9)

ÇÄÅ ÒÑÄ (2.9) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ´ (É ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ z ∈ ´).

ðÏÓËÏÌØËÕ, ËÁË ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ (É ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ), ÉÚ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ (2.9) ÎÁ ´ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÅÇÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ Œ ´, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.8 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÍÏÖÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔØ Ó ÐÏÍÏ- ÝØÀ ÐÏÞÌÅÎÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÒÑÄÁ (2.9). úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 2.10. œÓÑËÁÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ ÎÁ U ⊂ C , É ÐÕÓÔØ a ∈ U. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÄÉÓË D Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ a, ÓÏ- ÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ Œ U, É ÐÕÓÔØ ´ | ËÏÎÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÄÉÓË ÍÅÎØÛÅÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ. œ ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÏÛÉ ÉÍÅÅÍ, ÄÌÑ ŒÓÅÈ z ∈ ´,

f(z) = 1 2ßi ∫ @D f(ı) dı ı − z

: (2.10)

äÌÑ ŒÓÅÈ z ∈ ´ É ı ∈ @D ÄÒÏÂØ 1=(ı − z) ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ Œ ÓÕÍÍÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ 1 ı − z = 1 ı − a · 1 1 − z − a ı − a = ∞∑ n=0 (z − a)^n (ı − a)^{n+1}

; (2.11)

ÐÒÉÞÅÍ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ É ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ z É ı, É ÜÔÁ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÅ ÎÁÒÕÛÉÔÓÑ ÐÏÓÌÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ f(ı). ðÏÄÓÔÁ- ŒÌÑÑ (2.11) Œ (2.10), ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

f(z) = ∞∑ n=0 c_n(z − a)^n

ÐÒÉ z ∈ ´, ÇÄÅ c_n = 1 2ßi ∫ @D f(ı) dı (ı − z)^{n+1}

; (2.12)

ÐÒÉÞÅÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÚÁËÏÎÞÅÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.11. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÒÑÄ (2.9) ÐÏÞÌÅÎÎÏ n ÒÁÚ (ÞÔÏ ÚÁËÏÎÎÏ ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.8) É ÐÏÌÁÇÁÑ z = a, ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ c_n =f^{(n)}(a)=n! (ÏÂÙÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÒÑÄÁ ôÅÊÌÏ- ÒÁ); ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÆÏÒÍÕÌÁ (2.12) ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ 2.3.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.12. åÓÌÉ f : U → C | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ É a ∈ U, ÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ c_n Œ ÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ (2.9) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ; Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎÉ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ- ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ÎÁ ´.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. üÔÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ ÄÌÑ c_n, ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ Œ ÚÁÍÅÞÁÎÉÉ 2.11, ÉÌÉ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (2.12) É ÔÅÏÒÅÍÙ ëÏÛÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.13. éÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 2.12 ÌÅÇËÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ĂÐÒÉÎÃÉÐ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑĄ: ÅÓÌÉ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ C ÓŒÑÚÎÏ É ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f; g : U → C ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÎÁ ÎÅÐÕ- ÓÔÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U^′ ⊂ U, ÔÏ ÏÎÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ É ÎÁ ŒÓÅÍ U. œ ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÅ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ; Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄ- ÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ŒÅÒÎÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÏÓÔÉ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÊÄÅÔ ÒÅÞØ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.14. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.9 ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ É ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ (Á ÔÁËÖÅ, ÐÒÉ ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÍ ÐÏÎÉÍÁ- ÎÉÉ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ, ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÔ- ËÒÙÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÌÀÂÏÇÏ ĂÐÏÌÎÏÇÏ ÐÏÌÑĄ). ïÄÎÁËÏ ÎÁÄ R ÔÅ- ÏÒÅÍÁ 2.10 ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅŒÅÒÎÁ: ÉÚŒÅÓÔÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ Ó e^{−1=x2} ÐÏËÁÚÙ- ŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ ËÌÁÓÓÁ C^∞ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÙ ÂÙÔØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÅÝÅ ÏÄÎÏÇÏ (ÏÔÞÁÓÔÉ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏÇÏ) ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÉÚ ÎÁÛÉÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ ÔÅ- ÏÒÅÍÙ ëÏÛÉ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.15 (ÔÅÏÒÅÍÁ íÏÒÅÒÁ). ðÕÓÔØ U ⊂ C | ÏÔËÒÙ- ÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É f : U → C | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÂÌÁÄÁ- ÀÝÁÑ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ f dz ÐÏ ÇÒÁÎÉÃÅ ÌÀÂÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏÓÑ Œ U, ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ U.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ìÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ (É ÅÝÅ ÐÒÏÝÅ ÐÏŒÅÒÉÔØ), ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ 2-ÃÅÐÉ œ Œ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ⊂ C ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ f dz ÐÏ @œ ÍÏÖÎÏ Ó ÌÀÂÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÉ- ÒÏŒÁÔØ ÓÕÍÍÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÐÏ ÇÒÁÎÉÃÁÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ. óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ^∫_{@œ} f dz = 0 ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ 2-ÃÅÐÉ œ Œ U.

äÁÌÅÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÌÏËÁÌØÎÁ, ÍÏÖÎÏ, ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ŒÙÐÕËÌÏ (ÓËÁÖÅÍ, ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÄÉÓËÏÍ). úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÏÞËÕ z_0 ∈ U É ÐÏÌÏ- ÖÉÍ F (z) =^∫_fl f(z) dz, ÇÄÅ fl | ÔÁËÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ 1-ÃÅÐØ, ÞÔÏ @fl = = z − z_0; Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ É ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ŒÙ- ÐÕËÌÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÙ (É ŒÏÏÂÝÅ ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÙ), ÜÔÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ. íÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ F ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ U É ÞÔÏ F^′(z) = f(z): ŒŒÉÄÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 2.5 ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ.

ðÕÓÔØ, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, z ∈ U, É ÐÕÓÔØ f(z) = c; ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ h ∈ C ÉÍÅÅÍ

F (z + h) − F (z) = ∫ fl^′

f(ı) dı = hf(z) + ∫ fl^′

(f(ı) − c) dı;

ÇÄÅ fl^′ | ÏÔÒÅÚÏË, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ z É z + h. ðÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1.5 ÉÍÅÅÍ | | | ∫ fl^′

(f(ı) − c) dı | | ⩽ |h| · M(h); ÇÄÅ M(h) = sup_{ı∈fl}′ |f(ı) − c|. œŒÉÄÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ f ÉÍÅÅÍ M(h) → 0 ÐÒÉ h → 0, ÔÁË ÞÔÏ

lim_{h→0}

F (z + h) − F (z) h = f(z);

ÞÔÏ É ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.16. åÓÌÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÇÌÁÄËÁ (ÈÏÔÑ ÂÙ ËÌÁÓÓÁ C^1), ÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ íÏÒÅÒÁ ÓÔÁÎÅÔ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÊ (ÕÓÌÏŒÉÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ f dz ÚÁÍËÎÕ- ÔÁ, É ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÕÎËÔ (5) ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.3). óÍÙÓÌ ÅÅ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ Ë ÓÉÔÕÁÃÉÑÍ, ËÏÇÄÁ ÇÌÁÄËÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ a priori ÎÅ ÏÞÅŒÉÄÎÁ.

ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ: ÓÌÕÞÁÊ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

íÎÏÇÉÅ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÎÁÍÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÏÓÔÁÀÔÓÑ Œ ÓÉÌÅ É ÄÌÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ; Œ ÜÔÏÍ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÉ ÍÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ É ÏÂSSÑÓÎÉÍ, ËÁË ÏÎÉ ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ.

îÁÞÎÅÍ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.17. ðÕÓÔØ a = (a_1; : : :; a_n) | ÔÏÞËÁ ÉÚ C^n É r = (r_1; : : :; r_n) | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ n ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÉÄÉÓËÏÍ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ a É ÒÁÄÉÕÓÏÍ r ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

´(a_1; : : :; a_n; r_1; : : :; r_n) =

= {(z_1; : : :; z_n) ∈ C^n : |z − a_j | ¡ r_j ÄÌÑ ŒÓÅÈ j ∈ [1; n]}

(ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ ´(a; r)). úÁÍÙËÁÎÉÅ ÐÏÌÉÄÉÓ- ËÁ ´(a; r) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ´(a; r). îÁËÏÎÅÃ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÏÓÔÏŒÏÍ ÐÏÌÉÄÉÓËÁ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ T (a_1; : : :; a_n; r_1; : : :; r_n) (ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ T (a; r)) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

T (a; r) = {(z_1; : : :; z_n) ∈ C^n : |z − a_j | = r_j ÄÌÑ ŒÓÅÈ j ∈ [1; n]}:

(ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ T (a; r) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ n-ÍÅÒ- ÎÏÍÕ ÔÏÒÕ É ÐÒÉ n ¿ 1 ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÎÉÃÅÊ ÐÏÌÉÄÉÓËÁ ´(a; r).)

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ ëÏÛÉ:

ôÅÏÒÅÍÁ 2.18. ðÕÓÔØ ´(a; r) ⊂ C^n | ÐÏÌÉÄÉÓË É f | ÆÕÎËÃÉÑ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ´(a; r). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ (z_1; : : :; z_n) ∈ ´(a; r) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

f(z_1; : : :; z_n) = 1 (2ßi)^n ∫ T (a;r)

f(ı_1; : : : ; ı_n) dı_1 ∧ : : : ∧ dı_n (ı_1 − z_1) · : : : · (ı_n − z_n) : (2.13)

(óÔÒÏÇÏ ÇÏŒÏÒÑ, ËÏÌØ ÓËÏÒÏ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (2.13) ÕÞÁÓÔŒÕÅÔ ÉÎ- ÔÅÇÒÁÌ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÐÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÕËÁÚÁÔØ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ; ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÅÓÌÉ `_j = arg(ı_j − a_j ), ÔÏ Õ ÔÏÒÁ T (a; r) ŒÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ, ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÁ d`_1 ∧ : : : ∧ d`_n ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉ- ÔÁÔØ, ÞÔÏ a_1 = : : : = a_n = 0 (ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÜÔÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÅ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÉŒÁÅÔ). ðÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ (2.13) ÒÁŒÎÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ,

r_1 · : : : · r_n

∫_1 0 : : :

∫_1 0 f(r_1e^{2ßi`1} ; : : : ; r_ne^{2ßi`n} ) (r_1e^{2ßi`1} − z_1) · : : : · (r_ne^{2ßi`n} − z_n) d`_1 : : :d`_n;

ŒÙÞÉÓÌÑÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ËÁË ÐÏŒÔÏÒÎÙÊ É ÐÒÉÍÅÎÑÑ n ÒÁÚ ĂÏÂÙÞÎÕÀĄ ÆÏÒÍÕÌÕ ëÏÛÉ (2.1) Ë (ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ) ÆÕÎËÃÉÑÍ ŒÉÄÁ

z → f(z_1; : : :; z_{k−1}; z; r_{k+1}e^{2ßi`k+1} ; : : :; r_ne^{2ßi`n} );

ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏ f(z_1; : : :; z_n), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ- ŒÁÌÏÓØ.

ôÅÐÅÒØ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÏÛÉ ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ, ÁÎÁÌÏ- ÇÉÞÎÙÅ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ Œ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏ- ÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ; ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÁËÖÅ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ (ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ | ÂÏÌÅÅ ÇÒÏÍÏÚÄËÁÑ ÚÁÐÉÓØ).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.19 (ÁÎÁÌÏÇ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 2.5). åÓÌÉ f | ÇÏÌÏÍÏÒÆ- ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ⊂ C^n , ÔÏ ŒÓÅ ÅÅ ÞÁÓÔ- ÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÔÁËÖÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.20 (ÁÎÁÌÏÇ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 2.6). åÓÌÉ f : T (a; r) → → C | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ’: ´(a; r) → C , ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

’(z_1; : : :; z_n) = 1 (2ßi)^n ∫ T (a;r)

f(ı_1; : : :; ı_n) dı_1 ∧ : : : ∧ dı_n (ı_1 − z_1) · : : : · (ı_n − z_n) ; ÂÕÄÅÔ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ ´(a; r).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.21 (ÁÎÁÌÏÇ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.8). ðÕÓÔØ U ⊂ C^n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, É ÐÕÓÔØ ∑_∞ k=1 f_k | ÒÑÄ ÉÚ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÎÁ U ÆÕÎËÃÉÊ, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÎÁ ŒÓÑËÏÍ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ K ⊂ U. ôÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ f(z)) |ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ U, É ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ j ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ @f(z) @z_j = ∞∑ k=1 @f_k (z) @z_j ;

ÐÒÉÞÅÍ ÒÑÄ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÁËÖÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ŒÓÑ- ËÏÍ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ K ⊂ U.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.22. æÕÎËÃÉÑ f : U → C , ÇÄÅ U ⊂ C^n | ÏÔËÒÙ- ÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ Õ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ (a_1; : : :; a_n) ∈ U ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ⊂ U, ÞÔÏ ÎÁ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÅ V ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

f(z_1; : : :; z_n) = ∑ i_1;:::;i_n⩾0

c_{i1;:::;in} (z_1 − a_1)^{i1} : : : (z_n − a_n)^{in} ;

ÇÄÅ ÒÑÄ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.23 (ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.10). æÕÎËÃÉÑ f : U → C , ÇÄÅ U ⊂ C^n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ- ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ.

îÁËÏÎÅÃ, ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÉ, ÄÌÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ĂÐÒÉÎÃÉÐ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑĄ (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.13).

ìÅËÃÉÑ 3. ìÏËÁÌØÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ

ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. îÕÌÅÍ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.2. ðÕÓÔØ U ⊂ C | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É f : U → C | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f(a) = 0, ÇÄÅ a ∈ U, ÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ f ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÎÕÌÅÍ ÎÉ Œ ËÁËÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a. ðÕÓÔØ k |ÃÅÌÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÙ:

(1) f(a) = f^′(a) = : : : = f^{(k−1)}(a) = 0, ÎÏ f^{(k)}(a) ≠ 0.

(1^′) œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ f = ∑ c_i(z − a)^i ÉÍÅÅÍ c_0 = : : : = c_{k−1} = 0, ÎÏ c_k ≠ 0.

(2) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÎÁ U ÆÕÎËÃÉÑ g, ÞÔÏ g(a) ≠ 0 É ÎÁ U ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ f(z) = (z − a)^kg(z).