ìÅËÃÉÑ 7. òÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÙÅ ÎÁËÒÙÔÉÑ

œ ÓŒÑÚÉ Ó ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ- ÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÕÍÅÓÔÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÇÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÒÉÍÁÎÏŒÙÈ ÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.1. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ÇÏÌÏ- ÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÓŒÑÚÎÙÈ ÒÉÍÁÎÏŒÙÈ ÐÏŒÅÒÈ- ÎÏÓÔÅÊ. ôÏÇÄÁ:

(1) f(X) = Y .

(2) óÌÏÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ËÏÎÅÞÎÙ.

(3) þÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ f ÎÁ X ËÏÎÅÞÎÏ; ÅÓÌÉ S ⊂ Y | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÏÂÒÁÚÏŒ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÎÁ X, ÔÏ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ X \ f^{−1}(S) → Y \ S ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ.

(4) ðÕÓÔØ n | ÓÔÅÐÅÎØ ÎÁËÒÙÔÉÑ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÛÌÁ ÒÅÞØ Œ ÐÒÅ- ÄÙÄÕÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ, É ÐÕÓÔØ y ∈ Y É f^{−1}(y) = {x_1; : : :; x_k}. åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÉÎÄÅËÓ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ f Œ ÔÏÞËÅ x_j ÞÅÒÅÚ e_j , ÔÏ ÉÍÅÅÍ

∑_k j=1 e_j = n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (1) f(X) ÚÁÍËÎÕÔÏ Œ Y , ÔÁË ËÁË X ËÏÍÐÁËÔ- ÎÏ, É ÏÔËÒÙÔÏ Œ Y ÐÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÏÂÌÁÓÔÉ. ôÁË ËÁË Y ÓŒÑÚÎÏ, f(X) = Y .

(2) åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ f^{−1}(y), ÇÄÅ y ∈ Y , ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞ- ËÕ x_0, ÔÏ ÐÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x_0, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ŒÓÀÄÕ | ÐÒÏÔÉ- ŒÏÒÅÞÉÅ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ f^{−1}(y) ÄÉÓËÒÅÔÎÏ Œ X, Á ÚÎÁÞÉÔ É ËÏÎÅÞÎÏ ŒŒÉÄÕ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ X.

(3) œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÔÏÞËÁ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ | ÜÔÏ ÎÕÌØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ. ðÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ÎÕÌÅÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÐÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÎÁ ÎÅÐÕÓÔÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÅ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, Ô. Å. ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ (Á ÚÎÁÞÉÔ, É ŒÓÀÄÕ ÎÁ X) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ

ÕÓÌÏŒÉÀ. úÎÁÞÉÔ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÏ Œ X; ÔÁË ËÁË X ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÎÅÞÎÏ.

ôÅÐÅÒØ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÝÅÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÆÁË- ÔÏÍ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÄÏ ËÏÎÃÁ ÌÅËÃÉÉ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.2. ðÕÓÔØ f : M → N | ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÅ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ^2, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ:

(i) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔØ U ∋ x, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ f ÎÁ U ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÁÅÔ U ÎÁ f(U) (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØ- ÎÙÍ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ);

(ii) äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ K ⊂ N ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ f^{−1}(K) ⊂ M ÔÁËÖÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏ (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ).

ôÏÇÄÁ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÓÌÏÑÍÉ.

åÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ Œ ÜÔÏÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ M = X \ f^{−1}(S) É N = = Y \ S, ÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ (i) ÂÕÄÅÔ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ŒŒÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÑŒ- ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ É ÔÏÇÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÁ, ÞÔÏ X \ f^{−1}(S) ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅ- ÎÉÀ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞÅË ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f, Á ÕÓÌÏŒÉÅ (ii) ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ X É Y , ÔÁË ÞÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÅ (3) ÄÏËÁÚÁÎÏ.

(4) ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ x_j ÍÏÖÎÏ ÏËÒÕÖÉÔØ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ U_j ∋ x_j , ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÍÉ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÉÅ f ÎÁ U_j ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÁÈ ËÁË ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÓÔÅÐÅÎØ e_j É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ f ÎÁ U_j \ {x_j } ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ e_j -ÌÉÓÔÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ ÎÁ ÓŒÏÊ ÏÂÒÁÚ. ôÁË ËÁË ÄÌÑ ŒÓÅÈ y^′, ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÈ Ë y, ÉÍÅÅÍ f^{−1}(y^′) ⊂ ⋃ j U_j , ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ∑ e_j = n ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ y^′, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÅ Ë y É ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ÎÅÅ, ÉÍÅÀÔ n ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.3. þÉÓÌÏ n, ŒŒÅÄÅÎÎÏÅ Œ ÐÕÎËÔÅ (3) ŒÙÛÅ (ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÉ), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ deg f. (âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ.)

2éÌÉ, ÅÓÌÉ ÕÇÏÄÎÏ, ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÙÈ ÌÏËÁÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.4. ïÂÒÁÚÙ Œ Y ÔÏÞÅË ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÞÁÓÔÏ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÔÏÞËÁÍÉ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ; ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ y ∈ Y ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : X → Y , ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ ÅÝÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÏ ÎÁÄ y (ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÐÒÉÎÑÔÏ ÔÁ- ËÏÅ ÓÌÏŒÏÕÐÏÔÒÅÂÌÅÎÉÅ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ). œ ÄÒÕÇÏÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ ÜÔÉ ÏÂÒÁÚÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f (Á ÔÏÞËÉ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÔÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉ- ÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ).

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÉÓÁÎÁ Œ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 7.1, ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ĂÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÙÍÉ ÎÁËÒÙÔÉÑÍÉĄ; ÉÈ ÎÅ ÎÁÄÏ ÐÕ- ÔÁÔØ Ó ĂÎÁÓÔÏÑÝÉÍÉĄ ÎÁËÒÙÔÉÑÍÉ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ.

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÎÁÍÉ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÌÅÇËÏ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÊ ŒÁÖÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.5 (ÆÏÒÍÕÌÁ òÉÍÁÎÁ{çÕÒŒÉÃÁ). ðÕÓÔØ f : X → → Y | ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÒÉÍÁÎÏŒÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ deg f = n, ÒÏÄ ÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ X É Y ÒÁŒÅÎ g(X) É g(Y ) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, É ÞÔÏ f ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÏ Œ m ÔÏÞËÁÈ (ÎÁ X) É ÉÍÅÅÔ Œ ÎÉÈ ÉÎÄÅËÓÙ ŒÅ- ÔŒÌÅÎÉÑ e_1; : : :; e_m. ôÏÇÄÁ

2g(X) − 2 = n(2g(Y ) − 2) + m∑ j=1 (e_j − 1):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÒÉÁÎÇÕÌÉÒÕÅÍ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Y ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÂÒÁÚÙ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÂÙÌÉ ÓÒÅÄÉ ŒÅÒÛÉÎ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÉÓÌÏ ŒÅÒÛÉÎ, ÒÅÂÅÒ É ÇÒÁÎÅÊ ÜÔÏÊ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ ÞÅÒÅÚ V , E É F ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ; ÔÏÇÄÁ ÜÊÌÅÒÏŒÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ- ÓÔÉËÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Y ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÁ V − E + F = 2 − 2g(Y ). âÅÒÑ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÓÉÍÐÌÅËÓÏŒ ÎÁ X, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ X, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÏ E^′ = nE, ÞÉÓÌÏ ÇÒÁÎÅÊ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÏ F^′ = nF (ŒŒÉÄÕ ÎÁÛÅÇÏ ŒÙÂÏÒÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÂÕÄÅÔ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ ÎÁÄ ËÁÖÄÙÍ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÓÉÍÐÌÅËÓÏÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, Á ÜÔÉ ÓÉÍ- ÐÌÅËÓÙ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÙ). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÞÉÓÌÏ ŒÅÒÛÉÎ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÏ nV −

∑_m

j=1(e_j − 1): ÅÓÌÉ Œ ÐÒÏÏÂÒÁÚÅ ËÁËÏÊ-ÔÏ ŒÅÒÛÉÎÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÔÏÞËÉ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ Ó ÉÎÄÅËÓÁÍÉ e_{i1} ; : : :; e_{ir} , ÔÏ ÞÉÓÌÏ

ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ Õ ÜÔÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ÂÕÄÅÔ ÎÁ (e_{i1} − 1) + : : : + (e_{ir} − 1) ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ n (ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 7.1 (4), ÎÅÆÏÒ- ÍÁÌØÎÏ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ Œ ÔÏÞËÅ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÁ e ĂÓÈÏÄÉÔÓÑ e ÌÉÓÔÏŒĄ), Á ÐÒÉ ÎÁÛÅÍ ŒÙÂÏÒÅ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÐÒÏÏÂÒÁÚÅ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ŒÅÒÛÉÎÙ.

ôÅÐÅÒØ ÐÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÜÊÌÅÒÏŒÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ X: ÏÎÁ ÒÁŒÎÁ

2 − 2g(X) = V^′ − E^′ + F^′ = nV − nE + nF − m∑ j=1 (e_j − 1) =

= n(2 − 2g(Y )) − m∑ j=1 (e_j − 1);

ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÁ (−1).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 7.6. åÓÌÉ f : X → Y | ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÒÉÍÁÎÏŒÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ, ÔÏ ÒÏÄ X ÂÏÌØÛÅ ÉÌÉ ÒÁŒÅÎ ÒÏÄÕ Y .

ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ: ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 7.2

íÏÖÎÏ ÏÐÕÓÔÉÔØ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÉ ÐÅÒŒÏÍ ÞÔÅÎÉÉ; Œ ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÔÓÑ ÐÏÎÑÔØ, ÐÏÞÅÍÕ Œ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 7.2 ÕÓÌÏŒÉÅ (ii) ÎÅÌØÚÑ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÕÓÌÏŒÉÅ ĂŒÓÅ ÓÌÏÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ËÏÎÅÞÎÙĄ.

ðÕÓÔØ y ∈ N; ŒŒÉÄÕ ÕÓÌÏŒÉÑ (i) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ f^{−1}(y) ⊂ Y ÄÉÓ- ËÒÅÔÎÏ Œ Y , Á ŒŒÉÄÕ ÕÓÌÏŒÉÑ (ii) ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏ. óÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ; ÐÏÌÏÖÉÍ f^{−1}(y) = {x_1; : : :; x_n}. œŒÉÄÕ ÕÓÌÏŒÉÑ (i), Õ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÔÏÞÅË x_j ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U_j , ËÏÔÏÒÕÀ f ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÎÁ f(U_j ); ÕÍÅÎØÛÁÑ ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U_j , ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÂÕÄÕÔ ÓŒÑÚÎÙÍÉ É ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ. ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅ- ÐÅÒØ U = ⋂ j f(U_j ) ∋ y É ÕÍÅÎØÛÉÍ ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ U, ÚÁÍÅÎÉŒ ÅÇÏ ÎÁ (ÌÉÎÅÊÎÏ) ÓŒÑÚÎÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ y (ÜÔÏ ÕÍÅÎØÛÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÂÕÄÅÔ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ ÞÅÒÅÚ U). ðÏÌÏÖÉÍ V_j = U_j ∩ f^{−1}(U); ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÏÔËÒÙ- ÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ V_j ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ f ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÎÁ U.

åÓÌÉ ÍÙ ÔÅÐÅÒØ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ

f^{−1}(U) ⊂ n⋃ j=1 V_j ; (7.1)

ÔÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

þÔÏÂÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÜÔÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ, ÎÁÞÎÅÍ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÏËÁ- ÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÎÁÛÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ŒÅÒÎÁ ĂÌÅÍÍÁ Ï ÎÁËÒÙŒÁÀÝÉÈ ÐÕÔÑÈĄ:

ìÅÍÍÁ 7.7. ðÕÓÔØ p ∈ M É I : [0; 1] → N | ÔÁËÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÞÔÏ I(0) = f(p). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÏ ÔÁËÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~I : [0; 1] → M, ÞÔÏ ~I(0) = p É f ∘ ~I = I.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A ⊂ [0; 1] ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ÔÏÞÅË a ∈ [0; 1], ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÏ ÔÁËÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~I : [0; a] → M, ÞÔÏ ~I(0) = z É f(~I(t)) = I(t) ÄÌÑ ŒÓÅÈ t ∈ [0; a]. îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ A = [0; 1].

éÚ ÓÁÍÏÇ«Ï ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊂ [0; 1] ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏÍ ŒÉÄÁ [0; c) ÉÌÉ [0; c]. íÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÞÔÏ A ÚÁÍËÎÕÔÏ, É ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÞÔÏ c = 1.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ A ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÒÁÓÓÕÖÄÁÑ ÏÔ ÐÒÏÔÉŒÎÏÇÏ, ÞÔÏ A = [0; c) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c ⩽ 1. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~I : [0; c) → M, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ~I(0) = p É f(~I(t)) = I(t) ÄÌÑ ŒÓÅÈ t ∈ [0; c). ðÏÌÏÖÉÍ

~` = {(t; z) ∈ [0; 1] × M : ~I(t) = z; 0 ⩽ t < c}

(ÇÒÁÆÉË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ~I). éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ (ii) ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ L = {(t; z) ∈ [0; c] × M : I(t) = f(z)}

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ; Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ~` ÓÏÄÅÒÖÉÔ- ÓÑ Œ L É ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ (ÔÁË ËÁË ÏÎÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÕ [0; c)). úÎÁÞÉÔ, Œ L ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÏÞËÉ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁ- ÝÉÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ~`, ÎÏ ÎÅ ÓÁÍÏÍ«Õ ~`. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ ÏÂÑÚÁÎÁ ÉÍÅÔØ ŒÉÄ (c; z), ÐÒÉÞÅÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ f(z) = I(c) É ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÔÏÞËÉ I(c) ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f ÄÉÓËÒÅÔÅÎ,

ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ~` É ÓÁÍÉÍ ~` ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ (Á ÔÅÍ ÓÁ- ÍÙÍ| ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÕ). åÓÌÉ ÜÔÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (c; z), ÔÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~I ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌ [0; c], ÐÏÌÏÖÉŒ ~I(c) = z, ÐÒÉÞÅÍ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÏÂÓÕ- ÖÄÅÎÉÑ ÑŒÓÔŒÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ. íÙ ÐÒÉŒÅÌÉ Ë ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÀ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÇÒÁÎÉÃÁ ÉÎÔÅÒ- ŒÁÌÁ A ÅÍÕ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÒŒÁÌ ÚÁÍËÎÕÔ.

ôÅÐÅÒØ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ c = 1. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ (ÒÁÓÓÕÖÄÁÑ, ÏÐÑÔØ-ÔÁËÉ, ÏÔ ÐÒÏÔÉŒÎÏÇÏ), ÞÔÏ c < 1. åÓÌÉ a ∈ A É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~I : [0; c] → M | ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË ŒÙÛÅ, ÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔØ W ∋ ~I(Ó), ËÏÔÏÒÕÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÁÅÔ ÎÁ f(W ) (ÕÓÌÏŒÉÅ (i)); ÅÓÌÉ " > 0 ÓÔÏÌØ ÍÁÌÏ, ÞÔÏ I([Ó; Ó + "]) ⊂ f(W ), ÔÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~I ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌ- ÖÉÔØ ÎÁ [0; Ó + "], ÐÏÌÏÖÉŒ ~I(t) = f^{−1}(I(t)) ÐÒÉ t ∈ [Ó; Ó + "], ÇÄÅ f^{−1} : f(W ) → W | ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÀ f ÎÁ W . úÎÁÞÉÔ, ÎÅ- ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ c < 1 ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ É ÌÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ (7.1) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ z ∈ f^{−1}(U) É ÐÏÌÏÖÉÍ z_1 = f(z) ∈ U. óÏÅÄÉÎÉÍ ÔÏÞËÕ z_1 Ó ÔÏÞËÏÊ y Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ I : [0; 1] → U, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ I(0) = z_1, I(1) = y; ŒŒÉÄÕ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÅÍ- ÍÙ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~I : [0; 1] → M, ÞÔÏ ~I(0) = z É f ∘ ~I = I. ôÁË ËÁË f(~I(1)) = y, ÉÍÅÅÍ ~I(1) = x_j ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ j. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ’: U → V_j ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÎÁ V_j . ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ J : [0; 1] → N É ~J : [0; 1] → M, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÁÍ J(t) = I(1 − t) É ~J(t) = ~I(1 − t) (ÐÏÐÒÏÓÔÕ ÇÏŒÏÒÑ, ÜÔÏ ÐÕÔÉ I É ~I, ÐÒÏÈÏÄÉÍÙÅ Œ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ); ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÖÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ J^′ = ’ ∘ J. ðÏÌÁÇÁÑ Œ ÌÅÍÍÅ 7.7 I = J É p = x_j , ÐÏÌÕÞÁÅÍ (ÉÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔÓÑ ÜÔÏÊ ÌÅÍ- ÍÏÊ), ÞÔÏ ~J = J^′ É, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

z = ~J(1) = J^′(1) = ’(J(1)) = ’(z_1) ∈ V_j:

ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÁ z ∈ f^{−1}(U) ŒÙÂÉÒÁÌÁÓØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ, ŒËÌÀÞÅ- ÎÉÅ (7.1) ÄÏËÁÚÁÎÏ, Á Ó ÎÉÍ É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.2.