ÓËÏÌØËÕ K_2 ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ (ŒÙÂÒÁŒ ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÐÏÄÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ) ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ lim z_n = z ∈ K_2. ôÅÐÅÒØ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

lim |g_{`n;an} (z_n)| = lim | | zn − an 1 − a_nz | | = | | z − a 1 − az | | = | | | z − a 1 − z=a | | | = | − a| = 1

(ÔÁË ËÁË |a| = 1, ÉÍÅÅÍ a = 1=a). ïÄÎÁËÏ ÖÅ g_{`n ;an} (z_n) ∈ K_1 É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÞÉÓÌÁ |g_{`n;an} (z_n)| ÏÔÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÏÔ ÅÄÉÎÉÃÙ | ÐÒÏÔÉ- ŒÏÒÅÞÉÅ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁËÏÎÅÃ ÚÁŒÅÒÛÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄ- ÌÏÖÅÎÉÑ 9.16. éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ `(2)={±I} ÒÁÚÒÙŒÎÏ É ÓŒÏÂÏÄ- ÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ H, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ É ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ- ŒÅÓÔÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ H → H=(`(2)={±I}) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ, Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ ÎÁ H=(`(2)={±I}) (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, H=`(2)) ÍÏÖÎÏ ŒŒÅ- ÓÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ (ÐÏÄÏÂÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÍÙ Œ ÌÅËÃÉÉ 5 ŒŒÅÌÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÎÁ ÜÌÌÉÐÔÉ- ÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ k^2 ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ, ŒŒÉÄÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 9.15, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ É ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~k2 : H=`(2) → C \ {0; 1}; ÚÎÁÞÉÔ, ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÏ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÞÔÏ É ÕÔŒÅÒÖÄÁÌÏÓØ.

ìÅËÃÉÑ 10. ôÅÏÒÅÍÁ òÉÍÁÎÁ ÏÂ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ

œÓÑ ÜÔÁ ÌÅËÃÉÑ ÂÕÄÅÔ ÐÏÓŒÑÝÅÎÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ òÉÍÁÎÁ ÏÂ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ:

ôÅÏÒÅÍÁ 10.1. œÓÑËÏÅ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ C , ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ ÓÁÍÏÇÏ C , ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÄÉÓËÕ ´ = = {z ∈ C : |z| ¡ 1}.

äÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ ŒŒÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.2. çÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : W → C ÎÁ ÏÔËÒÙ- ÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ W ⊂ C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ f ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÏ É, ÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁ ÓŒÏÊ ÏÂÒÁÚ.

îÁÞÎÅÍ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÒÅÄÕËÃÉÉ.

ìÅÍÍÁ 10.3. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ U ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔËÒÙÔÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ Œ ´.

ðÅÒŒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ U ≠ C É U ÏÄÎÏ- ÓŒÑÚÎÏ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ C \ U ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË, Ô. Å. U ⊂ C \ {a; b}, ÇÄÅ a ≠ b. œŒÉÄÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 9.17 ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÎÁÄ C \ {a; b} ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ´. åÓÌÉ ß : ´ → C \ {a; b} | ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ, ÔÏ ŒŒÉÄÕ ÏÄÎÏ- ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ U ÌÀÂÁÑ ÉÚ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ß^{−1}(U) ⊂ ´ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÁ U.

œÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÁË ËÁË U ≠ C , ÍÏÖÎÏ, ÎÅ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÉŒÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ U ⊂ C \ {0}. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : C \ {0} → C \ {0}, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ z → z^2, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄŒÕ- ÌÉÓÔÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ; ÔÁË ËÁË U ⊂ C \ {0} ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ f^{−1}(U) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ (ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ) ËÏÍÐÏÎÅÎÔ U_1 É U_2, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ U. ðÕÓÔØ c ∈ U_2; ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ” ¿ 0 ÄÉÓË Ó ÒÁÄÉÕÓÏÍ ” É ÃÅÎÔÒÏÍ c ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ U_2 É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó U_1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎËÃÉÑ g(w) = ”=(w − c) ÚÁ- ÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ U_1 ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ´ (ÔÁË ËÁË |g(w)| ¡ 1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ w ∈ U_1), É ÜÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ U.

œŒÉÄÕ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ U ⊂ ´, ÞÔÏ ÍÙ É ÂÕÄÅÍ ÄÁÌÅÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÄÏ ËÏÎÃÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÕ a ∈ U.

óÄÅÌÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

äÏÐÕÝÅÎÉÅ. œÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÙÈ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ U Œ ´ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÏ |f^′(a)| ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : U → ´, Œ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ËÏÔÏ- ÒÏÇÏ ÍÙ ÐÏŒÅÒÉÌÉ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÏÍÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.4. ðÕÓÔØ ’: ´ → ´ | ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÅÒÅŒÏ- ÄÑÝÉÊ b ∈ ´ Œ 0. ôÏÇÄÁ |’^′(b)| = 1=(1 − |b|^2).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.15 ÉÍÅÅÍ

’(z) = e^{i`} z − b 1 − bz ; ÇÄÅ ` ∈ R. ôÅÐÅÒØ ÚÁÐÉÛÅÍ:

’^′(z) = e^{i`}

1 − bz + b(z − b) (1 − bz)^2

= e^{i`}

1 − |b|^2 (1 − bz)^2 : ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ z = b É ŒÚÑÔØ ÍÏÄÕÌØ.

ìÅÍÍÁ 10.5. åÓÌÉ f : U → ´|ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÏ |f^′(a)| ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ, ÔÏ f(a) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÏÔ ÐÒÏÔÉŒÎÏÇÏ, ÐÕÓÔØ f(a) = b ≠ ≠ 0. åÓÌÉ ’: ´ → ´ | ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ b Œ 0, ÔÏ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g = ’ ∘ f ÉÍÅÅÍ, ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 10.4,

|g^′(a)| = |f^′(a)|=(1 − |b|^2) ¿ |f^′(a)|;

É ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

ìÅÍÍÁ 10.6. œ ÐÒÅÖÎÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ U ÎÁ ´.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÁË ËÁË f ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÏ, ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÄÏ- ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f(U) = ´. òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÏÔ ÐÒÏÔÉŒÎÏÇÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ b ∈ ´ \ f(U). ðÕÓÔØ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ’: ´ → ´ ÚÁÄÁÎ ÆÏÒÍÕÌÏÊ z → (z − b)=(1 − bz); ÔÏÇÄÁ ’(b) = 0 = ’^{−1}(−b). ðÏÌÏÖÉÍ f_1 = = ’ ∘ f; ÔÁË ËÁË ŒŒÉÄÕ ÌÅÍÍÙ 10.5 ÉÍÅÅÍ f(a) = 0, ÔÏ f_1(a) = −b, Á ÐÏÓËÏÌØËÕ b =∈ f(U), ÔÏ 0 =∈ f_1(U). ôÁË ËÁË U ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏ, ÔÁËÏŒÏ ÖÅ É ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ ÅÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ f_1(U); ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ, ËÁË ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÕÂÅÄÉÌÉÓØ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÕÌÑ, ÎÁ ÎÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁÑ (É, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÁÑ!) ŒÅÔŒØ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ g : f_1(U) → C ; ÏÞÅŒÉÄÎÏ, g(f_1(U)) ⊂ ´. ðÏÌÏÖÉÍ f_2 = g ∘ f_1. îÁËÏÎÅÃ, ÓÄÅÌÁÅÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ a ÓÎÏŒÁ ÐÅÒÅ- ÈÏÄÉÌÏ Œ ÎÕÌØ; ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÍ f_3 = ’^{−1} ∘ f_2 = ’^{−1} ∘ g ∘ ’ ∘ f. æÕÎËÃÉÑ f_3 : U → ´ ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÁ; ÐÏÄÓÞÉÔÁÅÍ|f^′_3(a)|:

|f^′_3(a)| = |f^′(a)| · |’^′(0)| · |g^′(−b)| · |’^′(g(b))|^{−1} =

= |f^′(a)|

1 − |b|^2 2 √ |b|(1 − ( √ |b|)^2)

= |f^′(a)|

1 + |b| 2 √ |b|

(ÐÒÉ ÐÏÄÓÞÅÔÅ |’^′(0)| ÍÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ 10.4, Á ÐÒÉ ÐÏÄÓÞÅÔÅ |g^′(−b)| | ÔÅÍ, ÞÔÏ ( √ z)^′ = ±1=2 √ z ). ðÏÓËÏÌØ- ËÕ (1 + |b|)=2 √ |b| ¿ 1, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ |f^′_3(a)| ¿ |f^′(a)| | ÐÒÏÔÉŒÏ- ÒÅÞÉÅ.

éÔÁË, ÎÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÏÂÏÓÎÏŒÁÔØ ÄÏÐÕÝÅÎÉÅ. îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ŒÁÖÎÙÊ ÆÁËÔ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÐÒÉÎÃÉÐÏÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.7. ðÕÓÔØ D ⊂ C | ÓŒÑÚÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ Ó (ËÕÓÏÞ- ÎÏ)-ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ É f | ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ D É ÎÅ ÉÍÅÀÝÁÑ ÎÕÌÅÊ ÎÁ @D. ôÏÇÄÁ 1 2ßi ∫ @D f^′(z) dz f(z) = ∑ z∈int D

ord_z (f); (10.1)

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ ord_z (f) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ËÒÁÔÎÏÓÔØ f Œ ÔÏÞËÅ z (ËÒÁÔ- ÎÏÓÔØ ÎÕÌÑ, ÅÓÌÉ f(z) = 0, É ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ f(z) ≠ 0).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ z_1; : : :; z_n | ÎÕÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ int D. ðÏÍÅÓÔÉÍ ËÁÖÄÙÊ z_i Œ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÄÉÓË D_i, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ Œ int D É ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÊÓÑ Ó ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ D_j . éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÏÛÉ ÓÌÅÄÕ- ÅÔ, ÞÔÏ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ (10.1) ÒÁŒÎÁ (1=2ßi)

∑_n j=1 ∫ @D_j df=f. œ ÏËÒÅÓÔ-

ÎÏÓÔÉ z_j ÆÕÎËÃÉÑ f ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ f(z) = (z − a_j )^{mj} g(z), ÇÄÅ g ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ, g(a_j) ≠ 0 É m_j = ord_{aj} (f). éÍÅÅÍ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, df f = m_j dz z − a_j + g^′(z) dz

g(z) :

éÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÐÏ @D_j ÒÁŒÅÎ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, 2ßim_j (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.7), Á ÏÔ ŒÔÏÒÏÇÏ | ÎÕÌÀ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÏÛÉ (ÔÁË ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ g^′=g ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏ- ÓÔÉ D_j ). œÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 10.8. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 10.7 ÍÏÖÎÏ ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÕÓÉÌÉŒÁÔØ. íÏÖÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ f ÎÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ, Á ŒÓÅÇÏ ÌÉÛØ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏ- ÓÔÉ D, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÁ @D ÎÉ ÎÕÌÅÊ, ÎÉ ÐÏÌÀÓÏŒ, É ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ord_z (f) = −m, ÅÓÌÉ f ÉÍÅÅÔ Œ ÔÏÞËÅ z ÐÏÌÀÓ ÐÏÒÑÄËÁ m: ÆÏÒ- ÍÕÌÁ (10.1) ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ŒÅÒÎÏÊ. äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ h | ÄÒÕÇÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ,

ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ D, ÔÏ 1 2ßi ∫ @D h(z) · f^′(z) dz f(z) = ∑ z∈int D

ord_z (f) · h(z):

äÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜÔÉ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.7.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ òÉÍÁÎÁ ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÎÕÖÅÎ ÐÒÉÎ- ÃÉÐ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÉÍÅÎÎÏ Œ ÔÁËÏÍ ŒÉÄÅ, ËÁË ÍÙ ÅÇÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÌÉ Œ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 10.7, ÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÅÈÏÒÏÛÏ ÕÍÏÌÞÁÔØ Ï ÅÇÏ ÇÅÏ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÎÅÍÎÏÇÏ ÏÔŒÌÅËÁÑÓØ ÏÔ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÌÉÎÉÉ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ, ÄÏËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.9. ðÕÓÔØ D É f | ÔÁËÉÅ ÖÅ, ËÁË Œ ÐÒÅÄ- ÌÏÖÅÎÉÉ 10.7, É ÐÕÓÔØ S^1 = {z ∈ C : |z| = 1} | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~f : @D → S^1 ÐÏ ÆÏÒÍÕ- ÌÅ ~f(z) = f(z)=|f(z)|. ôÏÇÄÁ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ (10.1) ÒÁŒÎÁ deg ~f (ÔÏÞ- ÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÓÕÍÍÅ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ~f ÎÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ @D). ðÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ @D ÓÎÁÂÖÅÎÁ ÉÎÄÕ- ÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ ËÁË ÇÒÁÎÉÃÁ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ D É ÞÔÏ S^1 ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÁ ËÁË ÇÒÁÎÉÃÁ ÅÄÉÎÉÞ- ÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ.

(œÙÒÁÖÁÑÓØ ÍÅÎÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ (10.1) | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÏÂÏÒÏÔÏŒ, ËÏÔÏÒÏÅ ËÒÉŒÁÑ f(@D) ÄÅÌÁÅÔ ŒÏËÒÕÇ ÎÕÌÑ.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

f^′(z) dz=f(z) = df=f = d(ln |f|) + i ~f^∗(d’);

ÇÄÅ d’ | 1-ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ĂÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÏÔ ÕÇÌÁĄ. éÎ- ÔÅÇÒÁÌ ÐÏ @D ÏÔ ŒÔÏÒÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÒÁŒÅÎ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ 2ßi × × (ÞÉÓÌÏ ÏÂÏÒÏÔÏŒ); ÏÓÔÁÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÐÅÒŒÏ- ÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. èÏÞÅÔÓÑ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ óÔÏËÓÁ, ÔÁË ËÁË ÆÏÒÍÁ d(ln |f|) ÚÁÍËÎÕÔÁ (É ÄÁÖÅ ÔÏÞÎÁ), ÎÏ ÂÕËŒÁÌØÎÏ ÔÅÏÒÅÍÕ óÔÏËÓÁ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ŒÓÅ ÖÅ ÎÅÌØÚÑ, ÔÁË ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ z → ln |f(z)| ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÁÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ Œ int D. íÙ ÏÂÏÊÄÅÍ ÜÔÕ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ a_1; : : :; a_n | ÎÕÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ D. ëÁË É Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÐÒÅÄ- ÌÏÖÅÎÉÑ 10.7, ÏËÒÕÖÉÍ ÎÕÌÉ z_j ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ

ËÒÕÖËÁÍÉ D_j ; ÎÁ D \ {z_1; : : :; z_n} ÆÏÒÍÁ d ln |f| ÕÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÁ- ÍÏÊ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÔÏÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ óÔÏËÓÁ ÉÍÅÅÍ ∫ @D d ln |f| = ∑ j ∫ @D_j

d ln |f|;

ÐÒÉÞÅÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÒÁÄÉÕÓÏŒ ËÒÕ- ÇÏŒ D_j . ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÏÌØ ÓËÏÒÏ f(z_j )=0, ÉÍÅÅÍ | ln f(z)|=O(| ln |z −z_j | |) ÐÒÉ z → z_j ; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ ”_j ÒÁÄÉÕÓ ËÒÕ- ÇÁ D_j , ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.5), ÞÔÏ | | | ∫ @D_j

d ln |f| | | | = O(|”j ln ”j |) ÐÒÉ ”j → 0.

ðÏÓËÏÌØËÕ lim_{”→0} ” ln ” = 0, ŒÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

œÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÐÒÅÒŒÁÎÎÏÍÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ òÉÍÁÎÁ. íÙ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÐÒÉÎÃÉÐ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.10. ðÕÓÔØ {f_n} |ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎË- ÃÉÊ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÎÁ ÓŒÑÚÎÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ⊂ C , ÓÈÏ- ÄÑÝÁÑÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÁÈ Œ U Ë ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ f : U → C . ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ f_n ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÙ, ÔÏ É f ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ: f(z_1) = f(z_2) = a. ôÏÇÄÁ ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ Ó ËÕÓÏÞ- ÎÏ-ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ D ⊂ U, ÞÔÏ z_1; z_2 ∈ int D É ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ a ÎÁ @D (ÌÅÇËÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÕÀ D, ÇÒÁÎÉÃÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏÍÁÎÏÊ, Á ÐÒÉ ÖÅÌÁÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÜÔÕ ÇÒÁÎÉÃÕ É ÓÇÌÁÄÉÔØ). ðÏÌÏÖÉÍ g_i(z) = f_i(z) − a, g(z) = f(z) − a. éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.8 ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ g^′_n=g_n ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë g^′=g ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ @D; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

lim_{n→∞} 1 2ßi ∫ @D g^′_n(z) dz g_n(z) = 1 2ßi ∫ @D g^′(z) dz g(z) :

ôÁË ËÁË g(z_1) = g(z_2) = 0, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.7 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÁ- ŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÄŒÕÈ; ÔÁË ËÁË ŒÓÅ f_j ÏÄÎÏ- ÌÉÓÔÎÙ, ÔÏ ÖÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ŒÓÅ

ÞÌÅÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÔ ÅÄÉÎÉÃÙ | ÐÒÏÔÉŒÏ- ÒÅÞÉÅ!

ôÅÐÅÒØ ŒÓÅ ÇÏÔÏŒÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÂÏÓÎÏŒÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ |f^′(a)|. œŒÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.11. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ H(U) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÇÏÌÏ- ÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ U. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F ⊂ H(U) ÂÕÄÅÍ ÎÁ- ÚÙŒÁÔØ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎË- ÃÉÊ f_n ∈ F , ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÁÈ Œ U Ë ÆÕÎË- ÃÉÉ f ∈ H(U), ÉÍÅÅÍ f ∈ F .

ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C ⊂ H(U) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ Õ ŒÓÑ- ËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ f_n ∈ C ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÁÈ Œ U Ë ÆÕÎË- ÃÉÉ f ∈ C.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘: C → C , ÇÄÅ C ⊂ H(U), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ f_n ∈ C, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÁÈ Œ U Ë ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C, ÉÍÅ- ÅÍ lim_{n→∞} ˘(f_n) = ˘(f).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 10.12. éÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏ- ÇÉÉ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 10.11 | ÎÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌ: ÎÁ H(U) ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ (ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ĂÔÏÐÏ- ÌÏÇÉÅÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉĄ ÉÌÉ ĂËÏÍÐÁËÔÎÏ-ÏÔËÒÙÔÏÊ ÔÏÐÏ- ÌÏÇÉÅÊĄ), ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ f_n ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÁÈ Œ U. üÔÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ËÁË ÎÁÉÍÅÎÅÅ ÔÏÎËÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔËÒÙÔÙ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ F(K; V ), ÇÄÅ K ⊂ U | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, V ⊂ C | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, É F(K; V ) | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ f ∈ H(U), ÞÔÏ f(K) ⊂ V . œ ÎÁÛÅÍ ËÕÒÓÅ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÕÇÌÕÂÌÑÔØÓÑ Œ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ, ÎÏ ÐÒÏŒÅÄÅÍ ŒÓÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ad hoc.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÄŒÕÈ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.13. úÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ËÏÍÐÁËÔ- ÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.14. ðÕÓÔØ C ⊂ H(U) | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ É ˘: C → R| ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ U ⊂ ´ | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, a ∈ U É C ⊂ H(U) | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÙÈ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ U Œ ´, ÞÔÏ |f^′(a)| ⩾ 1. ôÁË ËÁË U ⊂ ´, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÐÕÓÔÏ, Á ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 10.10 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ C ⊂ H(U) ÚÁÍËÎÕ- ÔÏ; ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.8 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘: C → R, ÚÁ- ÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ˘(f) = |f^′(a)|, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ŒŒÉ- ÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 10.14, ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÂÏÓÎÏŒÁÔØ ÎÁÛÅ ÄÏ- ÐÕÝÅÎÉÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C ⊂ H(U) ËÏÍ- ÐÁËÔÎÏ. œŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 10.13 ÜÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ:

ôÅÏÒÅÍÁ 10.15 (ÔÅÏÒÅÍÁ íÏÎÔÅÌÑ). ðÕÓÔØ U ⊂ C | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É M ¿ 0. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

{f ∈ H(U) : sup_{z∈U} |f(z)| ⩽ M}

ËÏÍÐÁËÔÎÏ Œ H(U).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁ- ÔÏÍ ÉÚ ÏÓÎÏŒÁÎÉÊ ÁÎÁÌÉÚÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.16 (ÔÅÏÒÅÍÁ áÒÃÅÌ«Á). ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔ- ÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ æ, Á C(X) | ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X Ó sup-ÎÏÒÍÏÊ. äÌÑ ÔÏ- ÇÏ ÞÔÏÂÙ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C ⊂ C(X) ÂÙÌÏ ËÏÍÐÁËÔ- ÎÏ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÐÏÌÎÑÌÉÓØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ:

(1) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ M ¿ 0, ÞÔÏ |f(x)| ⩽ M ÄÌÑ ŒÓÅÈ f ∈ C É x ∈ X (ĂÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØĄ).

(2) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ffi ¿ 0, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÁ æ(x; x^′) ¡ ffi, ÇÄÅ x; x^′ ∈ X, ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |f(x) − f(x^′)| ¡ ” ÄÌÑ ŒÓÅÈ f ∈ C (ĂÒÁŒÎÏÓÔÅÐÅÎÎÁÑ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏÓÔØĄ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ; ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ ÌÀÂÏÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÄÒÏÂÎÏÍ ËÕÒÓÅ ÁÎÁÌÉÚÁ (ÉÚ ËÎÉÇ, ŒÙÛÅÄ- ÛÉÈ ÎÅÄÁŒÎÏ, ÍÏÖÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÕËÁÚÁÔØ ĂíÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁ- ÌÉÚĄ œ. á. úÏÒÉÞÁ, ÔÏÍ II, ÇÌ. XVI, § 4).

ôÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ íÏÎÔÅÌÑ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒ K_i ⊂ U, ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ K_i ⊂ int K_{i+1} ÄÌÑ ŒÓÅÈ i É ⋃ i K_i = U. ðÕÓÔØ C_i ⊂ C(K_i) | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅ- ÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ C ÎÁ K_i. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ C_i ËÏÍÐÁËÔÎÏ Œ C(K_i). œŒÉÄÕ ÕÓÌÏŒÉÑ É ÔÅÏÒÅÍÙ áÒÃÅÌÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÒÁŒÎÏÓÔÅÐÅÎÎÕÀ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ. äÁÌÅÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ K_i ÍÏÖÎÏ ÐÏ- ËÒÙÔØ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÄÉÓËÏŒ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÍÁÌÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ Œ U, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÒÁŒÎÏÓÔÅ- ÐÅÎÎÕÀ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÔÁËÏÍ ÄÉÓËÅ D ⊂ U. ðÕÓÔØ fl | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ËÏÎÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÁÑ Ó D, ÉÍÅÀÝÁÑ Â«ÏÌØÛÉÊ ÒÁ- ÄÉÕÓ É ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑÓÑ Œ U. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ z ∈ D ÉÍÅÅÍ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÏÛÉ, | f^′(z) | = | | | 1 2ßi ∫ fl f(ı) dı (ı − z)^2 | | | ⩽ M R (R − r)^2 ; ÇÄÅ r É R | ÒÁÄÉÕÓÙ D É fl ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. úÎÁÞÉÔ, ÍÏÄÕÌÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ C ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Œ D ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ M_1. åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ z_1; z_2 ∈ D É f ∈ C, ÔÏ |f(z_1) − f(z_2)| ⩽ M_1|z_1 − z_2|, ÏÔËÕÄÁ ÒÁŒÎÏÓÔÅÐÅÎÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ {f_n} | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ C. œŒÉ- ÄÕ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÉÚ ÎÅÅ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÕÀ- ÓÑ ÎÁ K_1 ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f_{11}; f_{12}; : : :; ÉÚ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÎÁ K_2 ÐÏÄÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f_{21}; f_{22}; : : : É Ô. Ä.: ËÁÖÄÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {f_{m+1;j} }_{j∈N} ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ K_{m+1} É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ Œ {f_{mj} }_{j∈N}. ôÏÇÄÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ f_{11}; f_{22}; : : : ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ K_m (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó f_{mm} ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ Œ {f_{mj} }_{j∈N}), Á ÚÎÁÞÉÔ É ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ Œ U. üÔÏ ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ íÏÎÔÅÌÑ, Á Ó ÎÅÊ | É ÔÅÏÒÅÍÙ òÉÍÁÎÁ.