ìÅËÃÉÑ 13. ôÅÏÒÅÍÁ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ

œ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ŒÙŒÅÄÅÍ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ (ÔÅÏÒÅ- ÍÁ 12.14) ÏÄÉÎ ÉÚ ËÌÀÞÅŒÙÈ ÆÁËÔÏŒ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÒÉÍÁÎÏ- ŒÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ (ËÏÔÏÒÙÊ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ òÉÍÁÎÁ{ òÏÈÁ).

äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÏÂÓÕÄÉÍ ÔÁËÏÊ ŒÏÐÒÏÓ: ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÚÁ ÐÒÅÐÑÔ- ÓÔŒÉÑ Ë ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ íÉÔÔÁÇ-ìÅÆÆÌÅÒÁ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÇÏÌÏ- ÍÏÒÆÎÙÅ ÆÏÒÍÙ; ÓËÏÌØËÏ ÖÅ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÏÒÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ? ïÔŒÅÔ ÔÁËÏŒ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 13.1. œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÇÏÌÏÍÏÒÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÏÄÁ g ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ g (ÎÁÄ C ).

äÏËÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ; ÏÔÍÅÔÉÍ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ŒÙ ÐÒÉ ÖÅ- ÌÁÎÉÉ ÍÏÖÅÔÅ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÕÖÅ ÓÅÊÞÁÓ, ÎÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ É ÒÏÄÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÔÅÈÎÉËÁ, ŒÙÈÏÄÑÝÁÑ ÚÁ ÒÁÍ- ËÉ ÎÁÛÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ.

ôÅÐÅÒØ ŒŒÅÄÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÌÉÞÅÓÔŒÕÀÝÉÈ ÓÌÕÞÁÀ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 13.2. ðÕÓÔØ f | ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÒÉÍÁ- ÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ X É a ∈ X. ðÏÒÑÄËÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ a (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: ord_a(f)) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ k, ÅÓÌÉ f ÉÍÅÅÔ Œ ÔÏÞ- ËÅ a ÎÕÌØ ÐÏÒÑÄËÁ k, ÞÉÓÌÏ −k, ÅÓÌÉ f ÉÍÅÅÔ Œ a ÐÏÌÀÓ ÐÏÒÑÄËÁ k, É ÞÉÓÌÏ ÎÕÌØ Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ. ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÐÏÒÑÄÏË ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ (ÅÓÌÉ Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ a ÆÏÒÍÁ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ f dz, ÔÏ ÅÅ ÐÏÒÑÄÏË | ÜÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ÆÕÎËÃÉÉ f; ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ f ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÕÀÓÑ Œ ÎÕÌØ ÇÏ- ÌÏÍÏÒÆÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 13.3. äÉŒÉÚÏÒÏÍ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔÉ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ D = m_1a_1 + : : :

: : : + m_na_n, ÇÄÅ a_j ∈ X É m_j | ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ (n ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ). äÉŒÉÚÏÒ D ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÍ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: D ⩾ 0), ÅÓ- ÌÉ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a_j ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ. åÓÌÉ f | ÍÅÒÏÍÏÒÆ- ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ X, ÔÏ ÞÅÒÅÚ (f) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÄÉŒÉÚÏÒ ŒÉÄÁ ∑ a∈X ord_a(f) · a (ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÅ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ); ÅÓÌÉ ! | ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÔÏ ÞÅÒÅÚ (!) ÏÂÏÚÎÁÞÁÔÅÓÑ ÄÉŒÉÚÏÒ ∑ a∈X ord_a(!) · a. äÉŒÉÚÏÒÙ, ÒÁŒÎÙÅ (f) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍÉ^5 . îÁËÏÎÅÃ, ÓÔÅÐÅÎØÀ ÄÉŒÉÚÏÒÁ D = ∑ m_j a_j ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ deg D = ∑ m_j .

þÔÏÂÙ ÕÓŒÏÉÔØ ŒÓÅ ÜÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÄÏËÁÖÅÍ ÄŒÁ ÆÁËÔÁ (ŒÁÖ- ÎÙÈ É ÓÁÍÉ ÐÏ ÓÅÂÅ):

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 13.4. óÔÅÐÅÎØ ÌÀÂÏÇÏ ÇÌÁŒÎÏÇÏ ÄÉŒÉÚÏÒÁ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ f | ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ ÐÒÅÄ- ÌÏÖÅÎÉÅ 12.10 ÇÌÁÓÉÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a∈X ÉÍÅÅÍ ord_a(f)= = Res_a(df=f). ôÅÐÅÒØ ŒÓÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 12.11.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 13.5. åÓÌÉ !_1 É !_2 | ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ÄÁÎÎÏÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ X, ÔÏ deg(!_1) = = deg(!_2).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ Œ ËÁËÏÊ-ÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏ- ÓÔÉ U ⊂ X ÎÁÛÉ ÆÏÒÍÙ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ !_1 = f_1 dz, !_2 = = f_2 dz, ÇÄÅ f_1; f_2 | ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ U É z | ÌÏËÁÌØÎÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ. ðÏÌÏÖÉÍ f_U = f_1=f_2. åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ Œ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÄÒÕÇÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ V ⊂ X, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊÓÑ Ó U, ÉÍÅ- ÅÍ !_1 = g_1 dw, !_2 = g_2 dw, ÔÏ ÎÁ U ∩ V ÉÍÅÅÍ g_1 = f_1 · (dz=dw), g_1 = f_1 · (dz=dw), ÔÁË ÞÔÏ f_1=f_2 = g_1=g_2. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ËÏÒÒÅËÔ- ÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÁ X, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÐÒÁŒÉÌÏÍ

f = f_1=f_2, ÅÓÌÉ !_1 = f_1 dz, !_2 = f_2 dz (Œ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ).

5îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÇÌÁŒÎÙÅ ÄÉŒÉÚÏÒÙ | ÎÁÉÍÅÎÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ, ÎÏ ÔÁËÁÑ ÔÅÒ- ÍÉÎÏÌÏÇÉÑ ÏÂÝÅÐÒÉÎÑÔÁ (ÏÎÁ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÉÚ ÁÎÁÌÏÇÉÉ ÇÌÁŒÎÙÈ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ Ó ÇÌÁŒÎÙÍÉ ÉÄÅÁÌÁÍÉ Œ ËÏÌØÃÁÈ).

éÍÅÅÍ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, !_1 = f!_2, ÏÔËÕÄÁ (!_1) = (f) + (!_2) (ÐÒÉ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ É/ÉÌÉ ÆÏÒÍ ÐÏÒÑÄËÉ ÓËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ), ÔÁË ÞÔÏ deg(!_1) = deg(f) + deg(!_2), É ŒÓÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 13.4.

äÁŒÁÊÔÅ ÚÁÏÄÎÏ ÕÚÎÁÅÍ, ÞÅÍÕ ÉÍÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁ ÓÔÅÐÅÎØ ÄÉŒÉÚÏÒÁ ŒÉÄÁ (!).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 13.6. åÓÌÉ ! | ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ËÏÍ- ÐÁËÔÎÏÊ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ X ÒÏÄÁ g, ÔÏ deg(!) = 2g − 2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 13.5 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÞÉ- ÔÁÔØ deg(!) ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÏÄÎÏÊ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÏÒÍÙ !; ŒÙ- ÂÅÒÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÔÁËÏŒÏÊ ÆÏÒÍÕ df, ÇÄÅ f | ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÍÅ- ÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ X | ÏÎÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ŒŒÉÄÕ ÔÅ- ÏÒÅÍÙ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ òÉÍÁÎÁ (Ó. 54). âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ f ËÁË ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ X Œ C ; ÓËÏÍÐÏÎÏŒÁŒ f Ó ÐÏÄÈÏ- ÄÑÝÉÍ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÓÆÅÒÙ òÉÍÁÎÁ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ ÔÏÞËÉ ∞ ∈ C ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÔÏÞÅË ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ, ÞÔÏ ÍÙ É ÂÕÄÅÍ ÄÁÌÅÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ. ôÅÐÅÒØ ÐÏÄÓÞÉÔÁ- ÅÍ deg(df). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÞÅÒÅÚ n, Á ÉÎÄÅËÓÙ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ | ÞÅÒÅÚ e_1; : : :; e_m. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ f ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ n ÐÒÏ- ÓÔÙÈ ÐÏÌÀÓÏŒ | ÜÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÔÏÞËÉ ∞; Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÏ- ÌÀÓÏŒ ÆÏÒÍÁ df ÉÍÅÅÔ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÏÌÀÓ ÐÏÒÑÄËÁ 2. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏ- ÒÏÎÙ, ÎÕÌÉ ÆÏÒÍÙ df | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑ f, ÐÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ ÉÎÄÅËÓ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ Œ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÔÏÞËÅ ÒÁŒÅÎ e, ÔÏ df, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÉÍÅÅÔ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÎÕÌØ ÐÏÒÑÄËÁ e − 1. éÔÁË, df ÉÍÅÅÔ n ÐÏÌÀÓÏŒ ÐÏÒÑÄËÁ 2 É m ÎÕÌÅÊ ÐÏÒÑÄËÏŒ e_1 − 1; : : :; e_m − 1. óÕÍÍÉÒÕÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ deg(df) =

∑_m j=1(e_j − 1) − 2n, Á ÜÔÏ ÞÉ- ÓÌÏ ÒÁŒÎÏ 2g − 2 ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ òÉÍÁÎÁ{çÕÒŒÉÃÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 13.7. ðÕÓÔØ D | ÄÉŒÉÚÏÒ ÎÁ (ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ) ÒÉÍÁ- ÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ X. ôÏÇÄÁ ÞÅÒÅÚ L(D) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f, ÞÔÏ (f) + D ⩾ 0, Á ÞÅÒÅÚ I(D) | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÏÒÍ !, ÞÔÏ (!) − D ⩾ 0 (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÓÁ- ÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ!). òÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ L(D) É I(D) ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ l(D) É i(D) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

åÓÌÉ ÄÉŒÉÚÏÒ D =

∑_n j=1 m_j a_j ÜÆÆÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ L(D) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ÐÏÌÀÓÏŒ ŒÎÅ ÔÏ- ÞÅË a_1; : : :; a_n, Á Œ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÉÍÅÀÝÉÈ ÐÏÌÀÓÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÄÁÎ- ÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (ÅÓÌÉ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÔÏÞËÉ ŒÈÏÄÑÔ Œ D ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÍÉÎÕÓ, ÔÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÅÄÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÉÍÅÔØ Œ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÎÕÌÉ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ). ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ I(D) ÓÏÓÔÏÉÔ, ÄÌÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÈ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ D, ÉÚ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÕÌÉ (ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ) Œ ÔÏÞËÁÈ, ŒÈÏÄÑ- ÝÉÈ Œ D (ÅÓÌÉ ÖÅ D ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÔÏÞËÉ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÍÉÎÕÓ, ÔÏ ÆÏÒÍÁÍ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ Œ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÉÍÅÔØ ÐÏÌÀÓÙ).

œÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÎÁ ÜÔÉ ÐÏÎÑÔÉÑ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 13.8. åÓÌÉ D_1 É D_2 | ÔÁËÉÅ ÄÉŒÉÚÏÒÙ ÎÁ X, ÞÔÏ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ D_1 − D_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ ÄÉŒÉÚÏÒÏÍ, ÔÏ ŒÅË- ÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L(D_1) É L(D_2) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, É ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ I(D_1) É I(D_2) ÔÁËÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ l(D_1) = = l(D_2), i(D_1) = i(D_2)).

(úÁÍÅÔÉÍ Œ ÓËÏÂËÁÈ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÄŒÕÈ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ ÄÉŒÉÚÏÒÏÍ, ÔÏ ÜÔÉ ÄŒÁ ÄÉŒÉÚÏÒÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ĂÌÉ- ÎÅÊÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉĄ.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ D_1 = D_2 + (f). ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’ ÉÍÅÅÍ (f · ’) + D_2 = (’) + (f) + D_2 = (’) + D_1;

ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (’)+D_1 ⩾0 É (f’)+D_2 ⩾0 ÒÁŒÎÏÓÉÌØ- ÎÙ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ → f · ’ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ L(D_1) ÎÁ L(D_2). òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ I(D) ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÔÁËÏÅ ÖÅ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ K ÄÉŒÉÚÏÒ ŒÉÄÁ (!), ÇÄÅ ! | ËÁËÁÑ-ÎÉÂÕÄØ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (ÜÔÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ; ÔÁËÉÅ ÄÉŒÉ- ÚÏÒÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ĂËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍÉĄ).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 13.9. i(K − D) = l(D), l(K − D) = i(D). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ f | ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ (f) + D = (f!) − (!) + D = (f!) − (K − D);

ÔÁË ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f → f! ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒ L(D) É I(K − D); ÜÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÐÅÒŒÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ;

ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÑ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ K − D ŒÍÅÓÔÏ D, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ŒÔÏÒÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÄÏËÁÚÁÔØ ŒÔÏÒÏÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÔÅÏÒÅÍÙ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 13.10 (ÔÅÏÒÅÍÁ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ II). åÓÌÉ D | ÄÉŒÉÚÏÒ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ X ÒÏÄÁ g, ÔÏ

l(D) − i(D) = deg D + 1 − g:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÄÉŒÉ- ÚÏÒ D =

∑_n j=1 m_j a_j ÜÆÆÅËÔÉŒÅÎ (Ô. Å. ÞÔÏ ŒÓÅ a_j ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ).

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ n-ÏË (f_1; : : :f_n), ÇÄÅ f_j | ÇÌÁŒÎÁÑ ÞÁÓÔØ Œ ÔÏÞËÅ a_j Ó ÐÏÌÀÓÏÍ ÐÏÒÑÄËÁ ⩽ m_j . ðÏÓËÏÌØËÕ ÇÌÁŒÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÌÏÒÁÎÏŒÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Œ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÉÍÅÅÍ dim V = m_1 + : : : + m_n = deg D. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘: L(D) → V , ÓÔÁŒÑÝÅÅ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁÂÏÒ ÅÅ ÇÌÁŒÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ Œ ÔÏÞËÁÈ a_1; : : :; a_n. ñÄÒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ˘ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ÐÏÌÀÓÏŒ, ÔÏ ÅÓÔØ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔ, ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÏ ÑÄÒÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ. ðÏÌÏÖÉÍ W = ˘(L(D)) ⊂ V . éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ l(D) = 1 + dim W . ïÓÔÁÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W . ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÅÈ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞÉ íÉÔÔÁÇ-ìÅÆÆÌÅÒÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ÐÏÌÀÓÙ ÓËÏÎÃÅÎÔÒÉÒÏŒÁÎÙ Œ ÔÏÞËÁÈ a_1; : : :; a_n, ÐÏÒÑÄÏË ÐÏÌÀÓÁ ÇÌÁŒÎÏÊ ÞÁÓÔÉ Œ a_j ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ m_j , É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÔÁËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ íÉÔÔÁÇ-ìÅÆÆÌÅÒÁ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ. œŒÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 12.14 ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ íÉÔÔÁÇ-ìÅÆÆÌÅÒÁ ÂÙÌÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÆÏÒÍÙ ! ∈ ˙(X), ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ ˙(X) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ X, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ˘_! ÎÁ V , ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

˘_! : (f_1; : : :; f_n) → n∑ j=1 Res_{aj} (f_j !);

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ÅÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÑÄÅÒ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ˘_!.

óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, dim W = dim V − ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ˘_!: òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÖÅ ÜÔÏÇÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÒÁŒÎÁ

dim ˙(X) − dim { ÆÏÒÍÙ ! ∈ ˙(X), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎËÃÉ- ÏÎÁÌ ˘_! ÎÕÌÅŒÏÊ } : ïÄÎÁËÏ ÖÅ ˘_! ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ! ∈ I(D); ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

l(D) = 1 + dim W = 1 + dim V − (dim ˙(X) − dim I(D)) = = 1 + deg D − g + i(D);

ÞÔÏ É ÕÔŒÅÒÖÄÁÌÏÓØ. éÔÁË, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ÜÆÆÅËÔÉŒ- ÎÙÈ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ D.

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÄÉŒÉÚÏÒÙ. ðÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÉŒÉÚÏ- ÒÁ D ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ l(D) − i(D) ⩾ deg D + 1 − g: (13.1) åÓÌÉ D ÜÆÆÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ ÍÙ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ (É ÄÁÖÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ). ïÄÎÁËÏ ÖÅ ÌÀÂÏÊ ÄÉŒÉÚÏÒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎ ÉÚ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÕÔÅÍ ŒÙÞÉÔÁÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË; ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÛÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁ- ÚÁÎÏ, ËÁË ÔÏÌØËÏ ÍÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÙÞÉÔÁÎÉÉ ÉÚ D ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (13.1) ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÐÒÁŒÁÑ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ (13.1) ÐÒÉ ŒÙÞÉÔÁÎÉÉ ÉÚ D ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ ÎÁ 1; ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (13.1) ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁ- ÚÁÎÏ, ËÁË ÔÏÌØËÏ ÍÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÌÅÍÍÕ:

ìÅÍÍÁ 13.11. åÓÌÉ D | ÄÉŒÉÚÏÒ ÎÁ X É a ∈ X | ÔÏÞËÁ, ÔÏ l(D − a) − i(D − a) ⩾ (l(D) − i(D)) − 1:

(îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÁË ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ÎÁ- ÍÉ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÓÅÇÄÁ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ÅÝÅ ÎÅ ÚÁËÏÎÞÅÎÏ!)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ L(D − a) ⊆ L(D) É I(D) ⊆ ⊆ I(D − a), ÐÒÉÞÅÍ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ L(D − a) Œ L(D) É ËÏÒÁÚ-

ÍÅÒÎÏÓÔØ I(D) Œ I(D − a) ÏÂÅ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÔ ÅÄÉÎÉÃÙ: ÕÓÌÏ- ŒÉÅ, ŒÙÄÅÌÑÀÝÅÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L(D − a) Œ L(D) ÉÌÉ I(D) Œ I(D − a), ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÏÂÒÁÝÅÎÉÉ Œ ÎÕÌØ ÏÄÎÏÇÏ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÁ ÒÑÄÁ ìÏÒÁÎÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÞÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L(D) (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, I(D − a)) ÜÔÏÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, É ÔÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ L(D − a) = L(D) (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, I(D) = I(D − a)). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, l(D) ⩾ l(D − a) ⩾ l(D − a) − 1 É i(D) + 1 ⩾ i(D − a) ⩾ i(D). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ a priori ŒÏÚÍÏÖÎÙ ÞÅÔÙÒÅ ÓÌÕÞÁÑ:

(1) l(D − a) = l(D) − 1, i(D − a) = i(D); (2) l(D − a) = l(D), i(D − a) = i(D) + 1; (3) l(D − a) = l(D), i(D − a) = i(D); (4) l(D − a) = l(D) − 1, i(D − a) = i(D) + 1.

óÌÕÞÁÉ (1){(3) ÎÁÓ ÕÓÔÒÁÉŒÁÀÔ; ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊ (4) ÎÅŒÏÚ- ÍÏÖÅÎ.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ; ÔÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÍÅ- ÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ∈ L(D) \ L(D − a) É ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÏÒ- ÍÁ ! ∈ I(D − a) \ I(D). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÕÀ ÆÏÒ- ÍÕ f!; ÏÎÁ ÄÏÌÖÎÁ ÉÍÅÔØ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÏÌÀÓ Œ ÔÏÞËÅ a É ÂÙÔØ ÇÏÌÏ- ÍÏÒÆÎÏÊ ŒÎÅ a, Á ÜÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ŒÙÞÅÔÁÈ (ÓÍ. ÓÌÅÄ- ÓÔŒÉÅ 12.12).

éÔÁË, ÌÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ, Á Ó ÎÅÊ É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (13.1); ÔÅÐÅÒØ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (13.1) Ë ÄÉŒÉÚÏÒÕ K − D ŒÍÅÓÔÏ D, ÇÄÅ K, ËÁË É Œ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 13.9, |ÄÉŒÉÚÏÒ ŒÉÄÁ (!), ÇÄÅ ! | ËÁËÁÑ- ÎÉÂÕÄØ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÏÒÍÁ. ó ÕÞÅÔÏÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 13.9, ÎÅÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÏ (13.1), Œ ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÓÔÁŒÌÅÎÏ K − D ŒÍÅÓÔÏ D, ÚÁÐÉÛÅÔ- ÓÑ ÔÁË:

i(D) − l(D) ⩾ deg(K − D) + 1 − g = = deg K − deg D + 1 − g = g − 1 − deg D (ÍÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ deg K = 2g − 2 ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏ- ÖÅÎÉÑ 13.6). õÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÐÏÌÕÞÉŒÛÅÇÏÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÁ (−1), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÉŒÉÚÏÒÁ D ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ (13.1), Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÎÁË ⩾ ÚÁÍÅÎÅÎ ÎÁ ⩽; ÚÎÁÞÉÔ, ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, É ŒÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.