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���� �� ���� 	
����� � ����������� ���� ���������
 �����������
������� ������ 
�� � ���� � ����������� � ������ �� ������ ���	� 
��
� 
����� ���� ������ ���	� 
�� � 
������ �� ��� ! � ������� ���"�
���#�� ��$����%��� � &������ ������� ��� 
�� ��� �� ��#��� ! � '���
��%�� � &������(�� ���������� � �������)� ����#���)� ����
�� �&����
��&������
����� ��&����� ! ������&������
����� ��&����� ������� �
��������������� &������������ *���� $����� �������� ���� ������
� ������ ������
����� ������ � � ������� 
���! +�� ���������� &����
��&������
����� ��&������ � &������(�� ���
�� ��,������!

-��������� %��
�����	( ��#���	 Zn � Rn! ��� ����������	
��
���������� ��,���� .��������/ �	��� &������� ��� �������������� ���
��������� ������� �� ������) �� Zn!

0�&������ ������� $	��%�� ax1 by �� &������
�� �� &�������� ��
������� �� ���� 	����� ax1 by 2 c 2 const &������
�� .��! ���! 3/!

4�� a�b 5 ��%�������� 
���� �� ������� �
��� &������ �����������
�������� &����� &������� 
���� 	�) ��#���� .���! 6/! 4�� a�b �����
%�������� ������� 	������� ��"���7 � (��� �	
�� �	��� �
����� ��
�����������!
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���� �� �������	��� ����� �������

���������� 	
 ����
� 	���� ���
��� ����� ������ ��������
������� 	 ����������� a�b � ������ ������

-��������� n�����)� ���Tn 2 Rn�Zn .$�����&�����������/! � �	�

�� &������� $��������%�� ����
���� 
�� �) �)������ �����
�)� ����
������ � �������� ��� &������&��"�)� ������) .���! 8/!

��� '��� &����� �� &������� &���������� � ����
�� 
���! 4��
a�b ����%�������� �� '�� ������� ������� ��(�	 &����� �� ����! �
���������� .������
�� � n�������/ �	
�� 	������ ��(�	 &������ ���
&������ ���� &����������( 	����� ������� $	��%�� ������� ���	��
����� ���������! �������	�� ���)������ ����� ���	���� ������ %�)�

��� k� l�m� 
�� ak1 bl1 cm 2 97 ����� a� b� c 5 ��'$$�%����) �������
$	��%�� ax1 by 1 cz!

���� �� ��� ��� ���
�� ���	��	
� �� ����
���



�� �� �� �������

����������
 ������� �������
	� &�����&������
������ �	�� ���
�	
� 	���� ���������	��� �������� � ���������	���  	 ������� �������
��������� �� �	�� ����������! ��������

0�&������ � ���������� �	
�� &�����&������
����� ������� $	���
%�� ax1b � sin 6�x! � �	
�� ��	� &�������)� &�����&������
����� �	���
$	��%�� ax1 by 1 f.x� y/� ���

f.x1 k� y 1 l/ 2 f.x� y/ � .k� l/ �Z��

�������	 &�� %��
�����)� ������� ���� 	����� &�����&�������

����� $	��%�� &�������� ����� � ���� 	������ '�� ��������� ����
��"�� ������������� �� ����! ������ � &�� &������������� ����
	����� �� ��� �	��� &�	
����� ������ ������:

+���) �������� ��������������� � &�����)� ��&������ ���� &������
���� $	��%�� � &���)
�	( ���������; 0�&������ &����������� ����
$	��%�( ��	� &�������)� ��� ����	( �����	! <���� �) 	������� 
��
���� 	����� �)���) ����� �� ������) �)�� ������� .���! =/!

������
  
�� ��	
�� "�� ���� ��
����
 �� ������ �"� ����"� ����#
�� �������
 �"�� ����$� ��������
�"�  %���� &����� '�"���!�  ��	
�
�������� (
� �� 
��� )�����*

����)� ��
�� �������(� � ��� ������� ��� ���������� &������� ���
����������� �! �! f �

x 2 f �

y 2 9! �������
����� ������� f � �������
$	��%�� ax 1 by �&��� ��"�� ������ ��������	( &������� ��������
������� ���� ��� a1 f �

x 2 b1 f �

y 2 9!

����� ���� �� ���� ���	� ��������� ��� ������� .&������ f 2 9/�
��� � � ������������� .���! >/!

���� �� �	��� � ���	��� �����
������ �	�
�

���� 	� �	�������������	���
����� �� ���	��	
� � ��
�������� �� 
���
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��� �������
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 �� 	�����

���� �� !������ �	�
 ��
������������������ 	�����

� ����������� �	
�� ��
� ���� � ����������	(?�� &������������
����� �� ������������ � �! &!

@�� ���	�%�� &�������� �����
�����)� ����#���)� ����
�!

-��������� ����	( $	��%�( �� �$���! �������#�� &������� ���
��� $	��%�� ������� $	��%�� z �)���)7 �� ���! A ������"��) �� ����
	�����!

���������	( ����	( $	��%�( ��"� ��"�� �����&���������� ���
�)���	 �� &������������ &����$������������ �$���! ������� ������
�	( ��$����%�(� &�	
�� �� �$��� ������	 ���� 	����� .���! B/!

C������� ���"������ ��������
 	�����	
� ���� 	�����! � �	
��
$	��%�� z �� �$��� ��� &���������	���� ���
����� $	��%��� � ���	
#
���	
�� ��������
 &���������� ����� ������� .���! D/! E� &�������
������"������ �� ���! B� &����������� ���&����� &���������� �����
�	��	 �Y .���! F/!

���� �� ���	
���	
�� ��������

����� ������ 	
�����
���
�������

���� � "����� ��������
 ���#�	
�
������ ������� �	�
�



�� �� �� �������

���� ��� ���	
���	
�� ��������
 ����� ������ ������� �	�
 �� 
����

�������
 )��	
���	
�� ��������
 "������ ������� ��+�"� ����#
����� �� 	���� �����
	� �������� �������, ����� �������� ������ ��#
������
	� ���-���+�� ���"��������

���������� �
 .��
� ����������� �������"� ������� .�����
��
�
� ��	�� �"� ���$�� �� / ����$� ��	�� ������

���������
 ��� $	��%��� ��?��� &��"���� &��������� $	��%��
�� &������?��� ����)���� ��(�	 &������ ���"����� � &�����������
$	��%��! <��	( $	��%�( � ����������� ��"��� �����
����� ��
�� &���
����?�� ������� ��������� ��"�� &������� � ���	 �.x� 1 y�/ �� xy!

�������� �������� �	�
���� .�� "������ ������� �� 	����

 ��	�� ���	������! 1  ��	�� ���������! �  ��	�� 	����! 2 6�

<�&��� ���������� ������ $	��%�� �� ����! E� $	��%�� �)���)
&����������� ���&����� ������"��� �� ���! 39! ����������� � '���	 %��
�	 �������� &�	
�� &����������� ���&����� �� ���� ��"�)� $	���
%��!

�������
 .�� ����� "������ ������� ��+�"� ��������� �� 
���
���	
���	
�� ��������
 	�	
��
 �� ����"� ����� 	 ���	�����������
����������

��� &�&)��� �������� '�� ������) ������#	( ��&��������� ������
��(� �������) .���! 33/! 0� ���	��� ������"��) ��� ���$��� $	���
%��� ���� 	����� .
����
�� &����)���� ��&������� ���	������������



� ��������	 
����	 ������������������ ��������� ��

���� ��� $���� ������ � ���	
���	
�� ��������
 ������ ���
����

�! �! �)�����#��� 	�)����� $	��%��7 � ��������$�� �� ���)��(� ������
#���� /� � ���"� ����������	(?�� 
���� &����������� ���&�����!

G��������� ���)� ��� ����?����! E� �������� .���! 36/ &��������
���� ���&����� �����"�� ��� %���� � � � � �� &���������� ���� n .��$���
� n �	
���� �� �������� � n �)����� / 5 n %����!

E� ��� &�� �) ��������� �	
��� &������
����� $	��%�� .a 2 b 2
2 9/! 4�� "� $	��%�� �� &������� &��������?��	 &�����&������
�����
.���� �� ��'$$�%������ ������� 
���� �� 9/� �� ��� 	"� �� �&�������
�� ����! ������� �� ���� &�������� &����������� � &������� �������
���� 	����� $	��%�� g.x� y/ 2 ax1 by1 f.x� y/� ��� f 5 &������
�����!
4�� f 2 9� �� 	�������� g 2 const ������ �� &������� ������	 &���)��
��� f �2 9� �� �������
�� ��� .���� ����	?����/� �� '�� ������� ����
	����� �� ����� ������������!

������
 )�	
� jf �

xj � a� jf �

y j � b� .�����
�� �
� � (
�� 	����� 	�#
	
��� ����� g 2 const �� 
��� ������������ 
� �� 	�+�	
���
 "������

���� ��� %������� &	���� 	 ����� �������'�



�� �� �� �������

���� ��� (������)����� ����*����
������

���� ��� +����)�����
�	�������������	���
����*���� ������

���������	��� ������ ���������-� ��������+�� 	�	
��� ����� g 2 const
�� 
��� � 	�	
��� �����������- �����-�

-�#���� '��� ����
� �������� ��&������ � H6I!
������� ���������� �	
�� ���#��� ����	?����! -��������� ����

"����� Mc 2 f.x� y/ � ax 1 by 1 f.x� y/ � cg! 4�� ���� ���� &����������
�������! ����	( �����	 5 ���$�� $	��%�� g 5 ����&�� ����� �� 	����
�� c! ��	
�� ���	� �	#	 � �������	( ���(!

0�&������ ��� f 2 9� �� ��������� ����� �	��� &����� .���! 38/� �
��?�� �	
�� ������� ��"�� �)�� ��"��� .���! 3=/!

0�&������ �� �	#� ���	� �)�� ������ �� ������ 5 �������� � ���� 5
�������� �� �������� 5 ����� � �! &! 4�� c 5 ������)� 	������� �� ����
���� ����
��� #����) &���� ����	?����� ��� ������� � ����� ������)
5 ����� �	#�� � � ��	��� 5 ����� ����! ��������� ��	
��� ��������(
'��� &���)! C������ �� ����� ��"�� � � ���� �)�� &������?�� �� ����
����
����� ����� � �� �� �	#� 5 &������?�� �� �������
����� ����� :
*������� ������� �	?����	(� � ���
�)� �� ������ ��������
���)�
���&�����) ���"����� Mc:

������
 )�	
� a�b �� Q� ������� f 0 ��	
�
���� "������� 1�"��
���"���������� ��������
� �����	
�� �c ����� �����

������
 ���� �� (
� ��� ����������� f*

.������ �������!/

���������� �
 )�	
� a�b � Q� )�	
���
� ������� ��"�� ���"��#
�������- ��������
 ����$� ������

� �	
�� ������ $	��%�� n &�������)� ��������
���)� ���&�����
��"� �� ���� ����� .��! H8I/!



� ��������	 
����	 ������������������ ��������� ��

��� �?� �������� ����
 &�����&������
����� ��&����� &����� ����
�)�!

������
 )�	
� f 0 "������ ���������	��� ������� 
��- �������#
��- 	 �������� / �� ������� �� ��-� ��		��
��� ���	���� ������

f.x� y� ax1 by/ 2 9

�� ���	��	
� 	 ��������
��� .x� y/  a� b� 3 ��	���������� 
�� �
� pa1
1qb1 r �2 9 ��� ����- p� q� r �2 9!� ���� ��� �
� ������ �� ��������
�
	�����	
� ����
 � ����	�� �"���������� ����� ������������� �������
 "���
��� &� )� %�������! 234��*

������
 ��		��
��� ��
� ���
���� vi� ����+�- �� ���
�� � ���#
$��� ���������"� ��
��"������� �� ���	��	
�� &�	
���� ������� ��
���	��	
�

H.z/ 2
�X

i��

coshvi� zi

 "�� 	����� �������
 	�������� ������������! 0 	���� ��
� ���	��-
���� 	 ��������� vi� ���� ��� �
� �	� 	������ ��������
� �� �����
������ �"��������* &�+�	
���
 �� 	���� �"���� ����$�� ��������
��
�-��
����+�� ����*

-��������� ��&��� &�����&������
����� ����)� � ���������� &���
���������� � ������� ���� 	����� &��) &�����&������
����� $	��%��

�
ax1 by 1 cz 1 f.x� y� z/�
px1 qy 1 rz 1 g.x� y� z/�

��� f� g 5 &������
����� $	��%�� &������ 3 &� ��"��� &���������! ���
���	������ ����	?���� .f 2 g 2 9/ '�� ���� 5 &���)�� ��� ����
&�����
���� &�������� 	����� ��"��� ������� $	��%�� &� ��������
���! 4�� ��'$$�%����) �����)� $	��%�� �����������)� �� &����%��
��"��� ����� &����� �� ��������)� ��� ��(�	 &���� �� ���!

4�� ����	?���� &���	����	(�� �� ��� ���&�����) ������ 	�����
�"�� � &������ ����
���� ���������� �� 	�������� &������ ��� ���
�� ��"��� �������� $	��%�� �� ���$�� ���������� �� ������
�����
���������� �� ������	?����� &�������!

�������
 &������ ���"���������- ��������
 ����
 ���
� (
�
������*

��� ���� �� ���	

��� ������ ��� ������� ��� ���� ���� a� b� �
�� ��� 
���
��	� ���������� 
	� a�b 
� 
����
� !"� �	

���� #� $����%�



�� �� �� �������

���� �	� (��*��������� �����
������ ���
�	�������������	���
��������

���� �
� (������)�����
�
����#���� ���	
���	
��
�� ���	��	
� � �*� 	����

��������
 ���	!

E������� HBI� 
�� ��������
���)� ���&����� ��
����� 
�����!

4�� $	��%�� f� g ������
����� .�! �! ������(��� � �����������
��"��� ��
�� � �����?���� ��� <�����/� �� (��� ��������
����� ����
&������ ��� �����	��� ��� 	����� ������ ���%��� � �������
�����
.���! 3>/! E� �������
�� ������ f� g '�� �� ������ ��� .&�
��	:/!

������
 4�� f 2 9� �� ��"�� ������ ��&��� � �	
�( ����#�� ����
��������! �� 	����� ax 1 by 1 cz 2 const �)����� z� z 2 �x 1 	y �
&�������� �� ����	( $	��%�(� &�	
��

Jpx1 Jqy 1 g.x� y� �x1 	y/ 2 9�

��� $	��%�� g &������
����� &� ���� &�������)�! @�� 	�������� ��"��
��&����� � ����

Jpx 1 Jqy 1 Jg.x� y/ 2 9�

������� $	��%�� Jg 	"� �� �	��� &������
������ �� ��� �	��� ���
� ��#
�������	���!

������
 &������ ���"���������- ��������
 ����
 ���
� ������
�� ���	��	
� .x� y/� �������� (
�� ����������* 5���
 �� �- ��	��
��
� ����$� /*

���� &�
�	' !�'� ()*% �����
� �� �������� �'�
�
� '+�� ,	� ��� ���

������



� ��������	 
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