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Z8S9
def
=
�
x � A

�� xy = yx ��� ��	� y � S
�
�

5	�� ���	��� ��� Z8S9 6 ����(� � 	����(	� ,� 1��		� 	��� S� � S�� ��
Z8S�9 � Z8S�9� ������ �
�'� ��	��	�

����� �� (��� �����	�� ��
�	������� S ���������� ���
�
����� %	�������� ���� S ������� �� �
	��� �����	��&� �� Z8Z8S99 )
���������	�� ��
���#�� � �����	� �� S ���
� � ����� ���
� �����
��� � A� ��
� �	 ������� � Z8Z8S99*

&���� �	�	
� A 6 ���������	�� ����(� � 	����(	� ,� D���� ���

a�� � b�� = �8a� b9 � a�� � b�� 8,9

��� ��	� ��
������ ;�	�	���� a� b � A�
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&
� �����
������� x � A �������

ra = ra8x9
def
= 8a� x9���

	��� ;�	�	�� a�x ��
����� 4 �
	������	���� ��� ;�	�	��� a�x � b�x
��� ��
������ �' ����	���� 8,9 ���	��	� ����	����

ra � rb = �8a � b9 � ra � rb� 8N9
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*����
�	� ����� ����
 fz�� z�� � � � � zng ;�	�	���� �' A� ���

znk = , 8, � k � n9 8$9

�
nX

k��

zmk = % 8, � m � n9� 8O9

D���� ��� ��	 ;�	�	��� zk ��
����� � ��� ������7	��� 8O9 �����������
�
� ��	� m� �������	����� � ��
�(��	������ �
��	 �
����� n� 4 �����
������ 	��� wk = z��k � �� ;��� ����
 ����	 �����	���
�	� �������� 8$9
� 8O9� L�'��		���� �������� �
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&
� ����
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�n8u9
def
= ,> u> u� > � � �> un���

1�� ����'��	������ ��	���"	� �	��� ���������� �	
	������� ��
����
�����
������ ��
����

����� � �� ������ �� ����� !"� ,�� ����� x� y � A ����� ���
��� ���
�����

n �
n��X
�

xk � yn�k�� =
X
z

z � �n8zx9 � �n8zy9� 8J9

� ������ ���������	�� ������ �������
���� �� ���� z = zk �� �����
��		��� 	�����*

�' ����	���� 8J9 �
� x = y ���	��	�� ���

n� � xn�� =
X
z

z ��n8zx9
�� 8R9
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@���� ��
�'���

n� � xn�� =
X
w
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������� 8.9�

	
��k
k � 	��kr � 	s�km �

&
� k � � ����	��		 �	
��	����� �
������ � 
��	����� 8,%9 � '��	�

��� �
���� ����� �� 	
��m
m � � �	�	
� ����	��� �'��� ������ 
��� �� m

��
���� 5	��� ����'����

&���� A 6 ��	�
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��������� ��	���"�	 �������U
,� /������
�		����0 p8,9 
 %�
N� 1
	���
	����0 p8�x9 = j�j � p8x9 ��� ��	� x� y � A � ��	� � � C �
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O�  ���������������	����0 p8xy9 � p8x9 � p8y9 ��� ��	� x� y � A�
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������ n�
$� A��	��	 � �� ������ ������������� �����	�
� 6 �����
���

����� '� -���� p ) ���	���� 	� ������� A* .��
� 
�� ��
���
�����	�� x � A ��$������� ���
��

�8x9
def
= lim

n��
p8xn9��n�

� ���� ���
�� � ) ��������	�� �	
�����*



	
 ���
�������� ������� � �������� 
��� ������ �	

$��������	��%�� A�"	��������	 �
	�	�� ����	��� ��	�����	� �
	�
����"	� �	���� W������ �	��
���	������ � ����
������� ��	������

�' ��"	��������� �
	�	�� ���	��	�� ��� �8xk9 = �8x9k� :��� xy = yx�
�� �' ��"	��������� �
	�	�� � ���������� �	
��	����� ��� p ������	��
�� �	
��	����� �8xy9 � �8x9 � �8y9� <����	(� ��� ����'��	������ �	
��	��
���� �
	�������� ���� ��������	���� ������'����� 2����� <������3�

(���)����� :��� A 6 ��
��
������� ��	�
�� �� ��	��
������ �����
����
� ��
���	���� ��
���� 6 ;�� � �������� 2��	��
������ 
�����3�
	��� ����	���� ����
����� ��
����� +	�������� A�����
���� �
��	

���
�(

x =

�
% ,
% %

�
� y =

�
% ,
% %

�

����'���	�� ��� ��	��
������ ��������
� ��
���	���� �����
���� ���
��"	 ���
�� �����
��� �	 ����	���� ?��� �
��	
 �����	�� 4�	��	 � �	��
��� 8�	�������������9 ��	�
� �	
���� �
	������� ���
�( ���
��
��
���� ��	��
������ ��������
� ��
���	���� ������
���� ��
����
���	� �����
����

�� ������� � ����
���� 
������

&���� A 6 ������������� ��	�
� � � 6 ��	��
������ �������
��
� A������ ��
	�	�	���� � ����	��� �����
���� E��	���� ��� ������	
�8a9 � , 8� ������	 �� ������
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,� j� � �j�8r�9
�

� ����'��	������ '�����	���
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