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ax� � bxy � cy� � dx� ey � f � ��

������� ������ ���������� ��
 ������ ��������	����� ����
������ ���	� ������	� ������ ����	��! "��� ����	� � ��� ����	�
AB 
	�	��� ������� ��	����� lAB � �! #���	 �� ��� �����	� ��
�������� ���	 ABCD �$�	�	%��� � ��� �	� ����&�� lAB � lCD� �	� �
����&�� lBC � lAD! '�(���� ��	����

�lAB � lCD � �lBC � lAD � �


	�	� ������� ���������% ��
 ������ ��������� ���	 ABCD!
)�	
��	���� ���� � �$�	���!

������� �� ���� ������� �� �� ���� A�B�C � D �� ���� ��

����
 ���	�
� ����� ��������� ����
 ������� ���������
 ����� ����

A�B�C � D� 	���� ��������� � ����

�lAB � lCD � �lBC � lAD � ��

	�
����������� *�+�� ����	� � ��� ����� AB � AD 
	�	��
��	������� y � � � x � � ������������ ,�����	 �������	� � �$�
	�
�� �� ��������� �	�-! '��� f � � . ��	���� �	���� ������! )��	�
������ ����&�� f � �lAB � lCD � �lBC � lAD � �ylCD � �xlBC �	 �%$�%
�
 ��� �������	� ����%��� ��	��	����� ������	�� � ����� �$����
������� ,A � B ��� A � D-! '�(���� ����	 � � � ��+�� ����$�	� �	��
��� ��������

P ,x� y- � f,x� y-� �ylCD,x� y-� �xlBC,x� y-

�$�	�	��� � ��� �	� ��� x � �� �	� � ��� y � �! /�� �
�	�	�� ���
�� ������ �	 xy� �! ! P ,x� y- � xyQ� �� Q . �����	��	! 0 ���� C

�������� P �$�	�	��� � ��� � 	 xy �� �! '�(���� Q � �� �! !

f � �lAB � lCD � �lBC � lAD�
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�������� �� ���� f � � � g � �  ��������� ���� �������!� ��"

���� ���������� ����� ���#��! ��!������������ ABCD� ����� ������"

��� ����
 ������� ���������
 ����� ���#��! ��!������������ ABCD�

�	�� ��� �f � �g � ��

	�
����������� 1������ ��������� ��
 ������ ����2�����
� ���	 ABCD� �$�	
�%� ���������% �����%� ����+����% ����	��
lAB � lCD � � � lAD � lBC � �! /�	 ����	� ����+��	 �	�+ �	��� �%$��
������ ����� �	������ ����	�� f � � � g � �!

#���	 3 ��
����� �	� ������ ���	
	�� ���	 ������ ������ ���
��������� ����! '����� ����� �� �	��� �������!

������� � �����	�

0 ���
� � ��� ��� �	 ���! 3 ��+�� ��� +�	��� ����� �
�$�	+��
$	$����� ����%� ����+��� �	��� �	
��	%� ������ � $	$���!

������� �� ���� ����! KL � MN ������� ����� �������� O ���"

�! AB �������
 ���������� ����� ���	!� KN � ML ���������

���	�� AB � ������ ������������!� � ���� O�

	�
����������� 4�
 ����� K�L�M� � N �������� ����%��
��� ������5 ����+���� f � �� g � lKL � lMN � � � h � lKN � lML � �!
'�(���� h � �f ��g! /�� �	������ ���� � ��� ���	������ ��	
	����
����&�� �	 �����% AB! 0��� �	 AB �������	�� x� ������ ����� O




������ � ���� ������ ��������� ����� � ����� ���


	 �	�	�� �������	�! #���	 ��+�� ����	� � ��� f � x� � a � g � x��
��(���� h � bx��c! �����	�� ��� ����� ��	����� h � � �	�����	���
�� ����� O!

'������� ���	
	�� ���� ����� � $	$��� ��
����� ���	
	� 
����%� 2 �$�$���� � ������� ���	��� $	$���� �+ � �����!

������� �� ��� ������ �	�� 6 ����� ����� ���	�� AB �!����"

� �� ���� �� ��� ����!� �	����� ����� �������� O� ����� ���� O

������� ���� ��������
 ����!� �!�����	�
 AB �� ����
 �������

������� � 
�� �����	�

1	� �� �+ ��������� �	������	%����� ��������� ��� �� ��
������� ����� �	�����	� $	$����! '�(���� ����%� ����+���
�����	 �	
��	%� ������ � ���� $	$���	�!

������� �� ���� �����! ��	��������������� ��!����������"

��� KLMN � K�L�M �N �� �������!� � ���� � � �� ���������� ��"

������� ����� AB $�
 ��������� � ����� P�Q�R� S � P �� Q�� R�� S�

������������ ����� ���� �� �� ���� P�Q�R� S �������� � ��"

	� �� ���� P �� Q�� R�� S�� � � ����#���� ���� ��� ���������

	�
����������� ����	��� ���� 3�

�lKLlMN � �lKN lML � f � ��lK�L� lM �N � � ��lK�N �lM �L� �

7	������� ���	����� (���� �	�����	 �	 �����% AB� ������� �	���
���� ���	

�,x� p-,x� q- � �,x� r-,x� s- � ��,x� p-,x� q- � ��,x� r-,x� s�-� ,3-

'�� (��� ��$���� ���	
	� � ��� s � s��

7	������ ,3- ��+�� ���$�	
��	� � ����

���,x� p-,x� q- � ,x� r-8�,x� s-� ��,x� s�-9�

0 ��� ����	� ����	 ����� P�Q�R� S ���	��� �	
������ ,x� p-,x� q- �
������ �	 ,x�r-� '�(���� �,x�s-���,x�s�- � �� �����	�� ��� s � s��



��� �� �� �������	

���	� ����������� ����� ���	���

7	�������� �������� ��� ABCDEF � ������ �������� �+	� �	
����� f � �! 4�������� ���� ABCD� AFED � BEFC ����	�� � (��
������� ��(���� f ��+�� �����	��� � �%$�� �
 ����%��� �����5

f � ��lAB � lCD � ��lAD � lBC� ,3-

f � ��lAF � lED � ��lAD � lEF � ,:-

f � ��lBE � lCF � ��lBC � lEF � ,;-

'���	����	� ���	+��� ,3- � ,:-� �����	�

��lAB � lCD � ��lAF � lED � ,��lBC � ��lEF -lAD�

'��� X < ����	 ������� ������ AB � ED! 0 ���� X �$�	�
�	%��� � ��� ����&�� lAB � lCD � lAF � lED� 	 ����&�� lAD � (��� ����
� � ��� � �$�	�	���! �����	�� ��� � ���� X �$�	�	��� � ��� 
����&�� ��lBC � ��lEF � �! ! ����	 X �+�� �	 ������ ��lBC � ��lEF !
=�	������� ���	
��	���� ��� �	 ������ ��lBC � ��lEF �+�� ����	
������� ������ CD � AF ! )������ �	�+� ��� ����	 �������
������ BC � EF �+�� �	 ������ ��lBC � ��lEF ! 0 �
�� �	� �����	�
����%� ����+���!

������� � ����
���� %��� ���� A�B�C�D�E � F ���� �� ��"

��
 ������� � ���� ����������� ���	!� AB � DE� BC � EF � CD �

FA ���� �� ����
 ���	�
�

>� ������+�� �	���+��� �	� �! '���	����	� ,:- � ,;-� ��������
��� ����� ������� ������ AF � BE� ED � CF � AD � BC �+	�
�	 ������ ��lAD � ��lBC! = ����	���� ,3- � ,;-� �������� ��� �����
������� ������ AB � CF � CD � BE� AD � EF �+	� �	 ������
��lAD � ��lEF ! ?��� ������� � ��� �������� �����

��lBC � ��lEF � ��lAD � ��lBC � ��lAD � ��lEF

����	%��� � ����� ����! 0 �	��� ��� ��� X . ����	 �������
����� ���� �
 (��� ������� ��

����lBC,x-lAD,x- � ����lEF ,x-lBC,x-�




������ � ���� ������ ��������� ����� � ����� ���

����	��� �	 ��lBC,x-� ������� ��lAD,x- � ��lEF ,x- ,�� � $��� ���	�
�	����	� �� �	 �$��+���� ����+������ ����	�� ����	 ��lBC,x- � �-!

"��� �	
��	� ���	�
 ������� �������� ���	� ����	����� � ���
����� �����%� �	 ������� �+	� ����� ������� �	� �� ����������
��+��� ������! '�� (��� �������� ����� ��+�� ����	� � 
	�����
��% �	������	%��%�� ���	��%! @��	
	��� ��� ����+��� ��+�
�� �����������	� ����%��� �$�	
��!

������� � ���������� ���� ���� A�B�C�D�E�F ���� �� ��"

��
 ������� ����� ���	!� ������� #������������� ABCDEF �

ADEBCF � ADCFEB ����������� � ����
 �����

>	������� ��� ��� ���	
	�� ��� (��� ����� ��������� ����
������ ���	�� $��� ABCD� AFED � BEFC! *�+�� ������� �	�+
�
 ��������� ����� ABFE� ABDC � CDFE! #���	 ������� ����%�
� ����+���!

������� � � ��
����� ���	!� ������� #�������������

ABFDCE� AEFBDC � ABDFEC ����������� � ����
 �����

>������ �$��� ��� ��� �	���� ���� ����	� �	 ����� �������
����� A� ������ '	��	��! '�� (��� �	+�	� ����	� '	��	�� ������
����� � ���� ������ B����	 � � ��� ������ 1����	�	!

����	� � ������
�	�������� �����

������� !� %��� ��� ������ �	�� ��!�� ����� ����� � $�

���� ���� �� ����
 ��������� ���� � ����� ����� ����� ���

����� ��������������!�

	�
����������� >	 �	��	���� ��� ������ ����%� ��� ��	��	�
����� ���� 2 ��	������ ��(���� $��� ������	� ��� �� ��! *�+��
����	� � ��� ��	���� ����� �
 ����� ��� ��� ax��by�� � � � � �! C���
�����	� ���$��	&�� (���� ��	����� � ��	����� a�x

��b�y
��c�xy�� � � �

� � ��� ��� x� � y� � � � � � �� �� c� � �� �! ! ��� ����� ���������

�����! '��� � �	�$����� c� � �! '���+�� � � �
a� b

a� � b�
,����	� a� � b�

����������� ����+�����-! #���	 a��a� � b� �b�! )��	��� 
	���� �
��� ��� a� �a� � b� �b� � �� �� �	���	����	�� ������ ��%� � $��
� ���� �$��� ����� �	� �	� ���� ������� ���$��	&�� �� ��	�����
�� ������ ��	����!



��� �� �� �������	

��������� � ������
�	�������� �����������

������� "� &���� ������� ���������� ����� ���#��! �����������

ABC � ���� ����������� ��� �!�� H� ������� ���������
 � ������"

��������!	� ���	���	��

	�
����������� >������ �$��� ��� ��� �����	

ax� � bxy � cy� � � � � � �

������� ����$���� � ��������������� 	�������	�� ����	 � ��� ��
����	� ����	 a�c � �! '�(���� �����	� ���$��	&�� ��	����� ����$��
� ��������������� 	�������	�� ��+ ������� ��	����� ����$��
�� � ��������������� 	�������	��! 0 ���� ������ ���������� ��

����� A�B�C � H � �� �� ,����+�����- ����$��� � ������������
���� 	�������	��� 	 ������ lAB � lCH � � � lBC � lAH � �! �����	�� �
��� �� ������ (���� ����	 ����%��� ����$��	�� � ���������������
	�������	��!

������ 	���	 �
���� ���	�

������� �#� '���! ������ ���������� ����� ���� A�B�C � D�

������� ������ D�

	�
����������� 1����	� ��������	� ��
 ����� A�B�C �D� ���
� ��	���� F � �� �� F � �lAB � lCD � lBC � lAD! E��� (��� ������

	�	��� ������� ��	����� Fx � �� Fy � �F �$	 (�� ��	����� ������
�� x� y � �! 0��	
�� � �
 ������ ��	����� � �����	��� (�� ���	+��
�� ����� ��	����� ������� ��	���� ������� ������	� ���
��	%�
x � y!

0 
	��%��� ����	�	� ���	���� ������� ����%�� �������	
������ D!

3! D �������� ��
 A ����� ���
���� ������%��� �	�� �	����
����� � ��
 ; ����� ������� ������� ������%��� �	�� �	��
��� ����!

:! E��� D ����	�	� � &����� �	�� ���� A�B�C � D!

;! C��� D < ����	 ������� ����� ������ ���	 ABC� �� D <
����+���� ����� ���� (���� ������ ���	!

6! C��� ��������� ��� ABCD ����	����� �� D < ����$��	 � ���
������������� 	�������	��! 0 (��� ����	 ��� ��� ����� ����	
�	�	��� �� 	�������	� D!


