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Теорема Лиувилля для субгармонических
функций на Z2

Н. Николов

Теорема Лиувилля утверждает, что каждая ограниченная (снизу или
сверху) гармоническая функция на Rn является константой. Кроме того,
каждая ограниченная сверху субгармоническая функция на R2 является
константой. Этот результат неверен для Rn при n > 3.

Эти утверждения имеют дискретные аналоги (см. напр. [3, 4]). В этой
заметке мы рассмотрим дискретные аналоги субгармонических функций.

Пусть Z2  множество пар целых чисел. Далее мы при необходимости
отождествляем пару (x, y) ∈ Z2 с гауссовым числом z = x+ iy ∈ C.

Функция f : Z2 → R называется субгармонической, если для каждой
пары z = (x, y) ∈ Z2,

0 6 4´Z2f(z) := f(x+1, y)+ f(x− 1, y)+ f(x, y+1)+ f(x, y− 1)− 4f(x, y).

Утверждение 1. Каждая ограниченная сверху субгармоническая
функция f : Z2 → R является константой.

Доказательство. Для функции g(z) = ln(|z|2 − 1) нетрудно прове-
рить, что ´Z2g(z) < 0 для |z| > 2. Эту функцию легко можно доопреде-
лить на всём Z2 так, чтобы ´Z2g(z) < 0 для z 6= 0 (например, g(0) = ln a
и g(z) = ln b для |z| = 1, где 0 < 3a < b4 и 0 < 4b < 1).

Для ε > 0 положим fε = f−εg. Так как limz→∞ fε(z) = −∞, то fε имеет
максимум Mε. Если z 6= 0, то из ´Z2fε(z) > 0 вытекает, что fε(z) < Mε.
Значит, fε(0) = Mε и отсюда f(0) = limε→0Mε = M := sup f . Тогда из
´Z2f(z) > 0 следует, что f(z) = M для каждого из четырёх соседей 0.
Продолжая таким образом, заключаем, что f(z) = M для всех z. �

Аналогично Z2, можно определить понятие субгармонической функ-
ции на Zn и оператора Лапласа ´Zn . Предоставляем читателю доказать,
что утверждение 1 справедливо и для Z (см. ниже для более общего слу-
чая). С другой стороны, для n > 3 существует единственная функция
(Грина) gn : Zn → R со следующими свойствами:

(i) ´Zngn(0) = 1; (ii) ´Zngn(z) = 0 при z 6= 0; (iii) lim
z→∞

gn(z) = 0.
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Единственность легко следует из принципа максимума, а существова-
ние доказывается при помощи формулы Фурье (см. напр. [5] для n = 3):

gn(z) = n

πn

∫ π

0
. . .

∫ π

0

Pn
k=1 cos(zxk)Pn

k=1 cosxk − n
dx1 . . . dxn

(интеграл сходится только при n > 3).
Следовательно, утверждение 1 неверно для Zn при n > 3. Тогда из

доказательства утверждения 1 вытекает

Следствие. Если n > 3 и k > 0, то не существует такой функции
f : Zn → R, что ´Znf(z) > 0 для |z| > k и limz→∞ f(z) = −∞.

Теперь рассмотрим так называемые F -субгармонические функции на
Zn при n = 1, 2.

Пусть F : Z → [0, 1)  такая неотрицательная функция, что F = {k ∈
Z : F (k) > 0}  конечное множество, состоящее из попарно взаимно про-
стых чисел,

∑
k∈F F (k) = 1 и

∑
k∈F kF (k) = 0. Будем говорить, что f

является F -субгармонической функцией на Z, если для каждого z ∈ Z
выполняется

f(z) 6
∑
k∈F

F (k)f(z + k).

Отметим, что это неравенство справедливо для каждой субгармонической
функции f в Z (т. е. такой функции, что 2f(z) 6 f(z+1)+f(z−1)), так как
нетрудно показать, что субгармоническая функция на Z удовлетворяет
неравенству Йенсена и даже неравенству Фукса  см. [1] для выпуклых
функций в интервале).

Далее, пусть F : Z2 → [0, 1)  такая неотрицательная функция, что
F = {a ∈ Z2 : F (a) > 0}  конечное множество, для которого выполнены
следующие свойства:

(i)
∑

a∈F F (a) = 1;

(ii) если a ∈ F , то −a ∈ F и ia ∈ F ;

(iii) множество F ∩ {Im z = 0} непусто и состоит из попарно взаимно
простых чисел.

Будем говорить, что f является F -субгармонической функций на Z2,
если для каждого z ∈ Z выполнено

f(z) 6
∑
a∈F

F (a)f(z + a).

Следующее утверждение есть обобщение как утверждения 1, так и ре-
зультата из [2].
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Утверждение 2. а) Каждая F -субгармоническая функция f : Z →
R, для которой

lim sup
z→∞

f(z)

|z|
6 0,

является константой.
б ) Каждая F -субгармоническая функция f : Z2 → R, для которой

lim sup
z→∞

f(z)

ln |z|
6 0,

является константой.

Доказательство. а) Так как 2|z| = |z −w|+ |z +w| при |z| > |w|, то
|z| является F -(суб)гармонической функций при |t| > m = maxw∈F w.
Тогда аналогично доказательству утверждения 1 можно показать, что
max[−m+1,m−1] f = sup f . Если f(z) = M , по индукции получаем, что
f(z +

∑
w∈F kww) = M , где kw ∈ Z+. Сумма в скобках принимает все

целые значения, так как среди чисел w ∈ F есть хотя бы два числа проти-
воположного знака и они взаимно просты по определению множества F .
Следовательно, f = M .

б) Доказательство аналогичное и основано на том, что функция g(z) =
= − ln(|z|2 − 4m2) (строго) F -субгармоническая при |z|2 > 56m2. Это сле-
дует из неравенства

4g(z) < g(z + z1) + g(z − z1) + g(z + z2) + g(z − z2),

где z1 = (a− b, b), z2 = iz1 = (−b, a− b) и 0 6 b 6 a 6 m. После несложных
преобразований неравенство принимает вид

c2(r − d)2 + 2cd(r − d+ c)2 > 8((a− b)x+ by)2(−bx+ (a− b)y)2,

где r = |z|2, d = 4m2 и c = (a − b)2 + b2. Правая сторона последнего
неравенства не больше, чем 8c2r2, следовательно, достаточно доказать,
что

c(r − d)2 + 2d(r − d+ c)2 > 8cr2.

Это неравенство эквивалентно

r[r(2d− 7c)− 2d(2d− c)] + d[2(d− c)2 + cd] > 0.

Последнее очевидно, так как выражение в первых скобках неотрицательно
в силу неравенств r > 14d и 7(2d− 7c) > 2d− c > 0 (т. е. d > 4c).

Замечание. Результаты оптимальные, как показывают примеры
функций ε|z| : Z → R и ε ln(|z|2 + 1): Z2 → R, где ε > 0.
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