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Проблема тринадцати шаров
(элементарный подход)

Х. Маехара

Сколько единичных шаров могут одновременно касаться единичного
шара в трехмерном пространстве, не пересекаясь друг с другом? Эта проб-
лема, известная как проблема Ньютона – Грегори или проблема тринадца-
ти шаров, стала предметом дискуссии между И. Ньютоном и Д. Грегори в
1694 г. Ответ следующий.

Теорема 1. Максимальное число попарно непересекающихся единич-
ных шаров, касающихся данного единичного шара, равно двенадцати.

Первое доказательство этой теоремы было получено в 1953 г. Шутом и
ван дер Варденом [17]. В 1956 г. Лич опубликовал двухстраничную рабо-
ту [8] с наброском доказательства. Но проследить доказательство по этой
работе трудно из-за значительных пробелов. За последние десять лет по-
явились посвященные проблеме тринадцати шаров работы [1–5, 7, 11–16].
Мусин [13] решил аналогичную задачу в четырехмерном пространстве:
максимальное число единичных шаров, касающихся четырехмерного еди-
ничного шара, равно 24. Он же, используя схожие методы, получил новое
решение проблемы 13 шаров [14]. Кроме того, в работе [15] Мусин и Тара-
сов нашли максимально возможное значение d13 минимума сферических
расстояний между 13 точками единичной сферы (d13 ≈ 57.1367◦) и доказа-
ли, что конфигурация, на которой достигается значение d13, единственна
с точностью до изометрии.

Перевод А. А. Заславского.

Математическое просвещение, сер. 3, вып. 15, 2011(76–88)
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Мы приведем элементарное доказательство теоремы 1, полученное на
основе работ [11, 12] и доступное старшеклассникам. Доказательства всех
необходимых лемм и формул также будут представлены.

1. Терминология и обозначения

Обозначим через S2 единичную сферу с центром в начале координат
O трехмерного евклидова пространства. Большим кругом называется се-
чение S2 плоскостью, проходящей через O. Ребром (или отрезком) назы-
вается дуга большого круга, меньшая π. Ребро с концами A,B (а также
его длину) будем обозначать AB. Подмножество W ⊂ S2 называется вы-
пуклым если для любых двух точек из W соединяющее их ребро лежит
в W . В дальнейшем под любой фигурой (дугой, треугольником, четы-
рехугольником, кругом, окружностью и т. д.) подразумевается фигура на
сфере S2, если не оговорено иное. Треугольник ABC на S2  это выпук-
лая область на S2, ограниченная тремя отрезками AB,BC,CA. Символ
4(x, y, z) обозначает треугольник с длинами сторон x, y, z. Шапкой на-
зывается область S2, ограниченная окружностью. если дан треугольник
ABC, то cap(ABC) обозначает шапку, ограниченную описанной окруж-
ностью ABC и содержащую ABC. Центр шапки лежит внутри нее, и
сферическое расстояние от него до любой граничной точки называется ра-
диусом шапки. Треугольник ABC называется существенным, если центр
cap(ABC) лежит внутри треугольника ABC. Дуга окружности с конца-
ми A,C, проходящая через B обозначается ÂBC. Четырехугольником
ABCD называется (не обязательно выпуклая) область S2, ограниченная
четырьмя отрезками AB, BC, CD, DA. Площадь треугольника или четы-
рехугольника обозначается |ABC|, |4(x, y, z)|, |ABCD|.

Пусть четырехугольник ABCD является объединением треугольников
ABC и ACD, как на рисунке 1. Если D не лежит внутри cap(ABC), то
диагональ AC называется собственной диагональю ABCD.

A

B

C

D

Рис. 1.
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2. Основные формулы и леммы

Доказательства следующих формул и лемм приведены в разделе 4.

(2.1) Формула площади. |ABC| = ∠A+ ∠B + ∠C − π.
(2.2) Сферическая теорема косинусов. В 4(x, y, z)

cos z = cosx cos y + sinx sin y cos θ,

где θ  угол 4(x, y, z), противоположный z.

Так как sinx sin y > 0, то cos z возрастает с ростом cos θ при фиксирован-
ных x, y. Отсюда следует.

(2.3) При фиксированных x, y угол θ является монотонно возрастающей
функцией z. �

(2.4) Лемма Тота [6]. Пусть d  наименьшая сторона ABC. Если радиус
cap(ABC) меньше, чем d, то |ABC| > |4(d, d, d)|.

(2.5) Лемма о собственной диагонали [3, 9]. Пусть AC  собствен-
ная диагональ четырехугольника ABCD. Если ABCD деформиру-
ется так, что длины его сторон остаются неизменными, а длина AC
уменьшается, то |ABCD| уменьшается.

Пусть ABC  существенный треугольник, а треугольник AB′C симмет-
ричен ABC относительно плоскости ACO. Тогда AC  существенная диа-
гональ четырехугольника ABCB′, являющегося объединением треуголь-
ников ABC, AB′C. Так как |ABC| = |ABCB′|/2, из леммы о собственной
диагонали следует, что:
(2.6) При уменьшении стороны x существенного треугольника 4(x, y, z)

|4(x, y, z)| уменьшается. �

Если P  центр cap(ABC), то общая точка луча
−−→
OP с плоскостью ABC

является центром описанной окружности плоского треугольника ABC.
Следовательно, треугольник ABC существенный тогда и только тогда,
когда плоский треугольник ABC не тупоугольный. Отсюда вытекает
(2.7) Для любых x, y, z ∈ [π/3, π/2], 4(x, y, z) существенный. �
(2.8) Для любых x, y ∈ [π/3, 2π/3], 4(x, y, π/2) существенный. �

3. Доказательство теоремы 1

Подмножество X ⊂ S2 назовем π

3
-отделимым, если сферическое рас-

стояние между любыми двумя точками X не меньше π

3
. Пусть два единич-

ных шара касаются S2 в точках P и Q. Из рисунка 2 видно, что эти шары
не пересекаются тогда и только тогда, когда ∠POQ >

π

3
. Следовательно

теорема 1 равносильна следующей.
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O Q

P

Рис. 2.

Теорема 2. Максимальная мощность π

3
-отделимого подмножества

S2 равна двенадцати.

Мы будем доказывать теорему именно в этой формулировке. Обозна-
чим через n максимальную мощность π

3
-отделимого подмножества S2. На-

до доказать, что n = 12. Введем следующие символы a, b, δ.

a := π/3, b := arccos(1/7) ≈ 1.427, δ := |4(a, a, a)|.
Применяя (2.1) и (2.2), получаем:

δ ≈ 0.551, |4(a, a, b)| ≈ 0.667, |4(a, b, b)| ≈ 0.892,
|4(b, b, b)| ≈ 1.194, |4(a, π/2, π/2)| ≈ 1.047, |4(a, a, π/2)| ≈ 0.679.

Впишем в S2 правильный икосаэдр. Проекции его ребер на S2 из O раз-
бивают S2 на 20 равносторонних треугольников площади 4π/20 ≈ 0.628.
Так как 0.628 > 4(π

3
,

π

3
,

π

3
) ≈ 0.551, стороны этих треугольников больше,

чем π

3
. Значит вершины икосаэдра образуют π

3
-отделимое множество, т. е.

n > 12.

Пусть теперь X ⊂ S2  π

3
-отделимое множество максимальной мощ-

ности n. Выпуклая оболочка Γ (X ) множества X является выпуклым мно-
гогранником, вершины которого принадлежат X . Точка O лежит внутри
Γ (X ), так как иначе можно было бы добавить к X точку, не нарушая
условия π

3
-отделимости. Проекции ребер Γ (X ) на S2 из O, разбивают S2

на сферические многоугольники. Проведя, если необходимо, диагонали
этих многоугольников, мы получим граф G на S2, разбивающий S2 на
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треугольники. Обозначим через t число получившихся треугольников G.
Суммарная площадь этих t треугольников равна 4π. Применяя (2.1), по-
лучаем

4π = сумма внутренних углов t треугольников− πt = 2πn− πt.

Следовательно

1◦ t = 2n− 4.

Так как O лежит внутри Γ (X ), а каждая грань Γ (X ) задает опорную
плоскость к Γ (X ), получаем, что

2◦ Ни одна вершина G не лежит внутри описанной окружности тре-
угольника G.

3◦ Поэтому каждое ребро G является собственной диагональю четы-
рехугольника, полученного объединением двух треугольников, при-
лежащих к этому ребру.

4◦ Радиус описанной окружности каждого треугольника G меньше a
(иначе центр этой окружности можно было бы добавить к X , не
нарушая π

3
-отделимости).

По лемме Тота (2.4) и 4◦, площадь каждого треугольника G не меньше,
чем δ = |4(a, a, a)|. Так как 2n − 4 6 4π/δ ≈ 22.8, то n 6 13. Таким
образом, чтобы доказать, что n = 12, достаточно доказать, что n 6= 13.
Будем доказывать это от противного.

Предположим n = 13.

Лемма 1. В этом случае в G есть не больше одного ребра длины > b.

Доказательство. Из 1◦ и n = 13 следует, что t = 22. Пусть наиболь-
шее ребро G  это общее ребро AC треугольников ABC и ACD, а e 
следующее по длине ребро (а также его длина) G. Покажем, что e < b.

(i) Предположим сначала, что e > π/2. Деформируем четырехуголь-
ник ABCD, сохраняя длины его сторон так, чтобы AC стало равно π

2
.

Тогда |ABCD| уменьшится по лемме о собственной диагонали (2.5), а так
как длины всех ребер не меньше π

3
, то по свойству 4◦ оба треугольника

ABC, ACD будут существенными в силу (2.7) и (2.8). Если e является
стороной ABCD, то

|ABCD| > |4(a, π/2, π/2)|+ δ ≈ 1.0472 + 0.5513

и 4π > 21δ + 1.0472 ≈ 12.624 > 4π  противоречие.
Если e не является стороной ABCD, то |ABCD| > 2|4(a, a, π/2)| ≈

≈ 1.359. Аналогично сумма площадей двух треугольников с общим
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ребром e не меньше, чем 2|4(a, a, π/2)|. Тогда 4π > (22− 4)δ+ 2× 1.359 ≈
≈ 12.642 > 4π  противоречие. Таким образом, e 6 π/2.

(ii) Теперь предположим, что b 6 e 6 π/2. Треугольники, отлич-
ные от ABC,ACD, существенные по (2.7). Если e  сторона ABCD, то
|ABCD| > |4(a, b, b)|+ |4(a, a, b)|, и, так как существует другой треуголь-
ник со стороной e:

4π > (22− 3)δ + 2|4(a, a, b)|+ |4(a, b, b)| ≈ 12.701 > 4π,

противоречие. Если e не является стороной ABCD, то сумма площадей
двух треугольников с общим ребром e не меньше, чем |4(a, a, b)|, и, значит,
4π > (22− 4)δ + 4|4(a, a, b)| ≈ 12.59 > 4π  противоречие. Следовательно
e < b. Таким образом в G есть не больше одного ребра с длиной > b.

Лемма 2. Пусть θ = θ(x, y, z)  угол треугольника 4(x, y, z), про-
тивоположный z. Если a 6 x 6 y < b и a 6 z, то θ > π/3.

Доказательство. По (2.3) θ(x, y, z) > θ(x, y, a). Положим f(x, y, z) =
= cos θ. Так как fy(x, y, z) = (cosx − cos y cos z)/(sin2 y sinx) > 0 при a 6
6 x 6 y < b, то f(x, y, a) < f(x, b, a). Поскольку

fx(x, b, a) =
√

3(2− 7 cosx)/(24 sin2 x),

максимум f(x, b, a) на интервале a 6 x 6 b достигается при x = a или
x = b. Так как f(a, b, a) = 1

2
>

47

96
= f(b, b, a), то f(x, y, z) < f(a, b, a) = 1

2
.

Значит, cos θ < 1

2
, т. е. θ > π

3
.

Теперь, если в G нет ребер длины > b, то из леммы 2 следует, что
степень каждой вершины G не больше 5. (Величина b была выбрана так,
чтобы гарантировать это условие.) Однако G имеет (22× 3)/2 = 33 ребра,
так что средняя степень равна 66/13 > 5  противоречие. Поэтому в G
ровно одно ребро длины > b. Пусть граф G1 получается из G удалением
этого ребра. Тогда степень каждой вершины G1 не больше 5.

(1) G1  плоский граф с 32 ребрами и 21 гранью, одна из которых 
четырехугольник, а остальные 20  треугольники.

Поскольку сумма степеней вершин G1 равна 64, то

(2) G1 имеет одну вершину степени 4 и 12 вершин степени 5.

Так как 4(x, y, z) является существенным при x, y, z ∈ [a, b], площадь
любого треугольника, образованного ребрами G1 меньше |4(b, b, b)|. Так
как 3δ > |4(b, b, b)|, внутри такого треугольника не может быть вершин.
Значит,

(3) любой треугольник, образованный ребрами G1, является гранью G1.
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Упражнение. Докажите, что не существует графа, удовлетворяюще-
го условиям (1–3).

Указание. Начните анализ структуры такого графа с четырехуголь-
ной грани.

Отсюда следует, что n 6= 13, и теорема 2 доказана.

4. Некоторые факты сферической геометрии

4.1. Формула площади и сферическая теорема косинусов

Пусть дана точка P ∈ S2. Точка Q ∈ S2 называется противоположной
P , если PQ  диаметр S2. Точку, противоположную P , будем обозначать
через P ∗. Область S2, ограниченную двумя большими кругами, проходя-
щими через P ∈ S2 и противоположную точку P ∗, будем называть лункой.
Если внутренний угол при вершине лунки равен θ, то ее площадь равна
4π × θ

2π
= 2θ.

Формула площади. |ABC| = ∠A+ ∠B + ∠C − π.

Доказательство. Пусть A∗, B∗, C∗  точки, противоположные A,B,C, со-
ответственно. Обозначим площади четырех образовавшихся треугольни-
ков через ∆, u, v, w (см. рисунок 3). Так как треугольники CA∗B∗ и C∗AB

A

A∗

B

B∗

C
�

w

v

u

Рис. 3.

симметричны относительно центра O сферы S2, ∆+v равно площади 2∠C
лунки CAC∗B. Значит (∆ +u) + (∆ + v) + (∆ +w) = 3∆ +u+ v+w равно
суммарной площади трех лунок 2∠A+2∠C+2∠B. Поскольку ∆+u+v+w
равно площади 2π полусферы, то 2∆ + 2π = 2(∠A + ∠B + ∠C), откуда и
следует искомая формула. �

Сферическая теорема косинусов. Пусть x, y, z  стороны ABC, противо-
положные вершинам A,B,C, соответственно. Тогда cos z = cosx cos y +
+ sinx sin y cos ∠C.
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C
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A

D

E

x

y z

Рис. 4.

Доказательство. Пусть D,E  проекции точек A,B на прямую OC (см.
рисунок 4). Угол между векторами

−−→
DA,

−−→
EB равен ∠C. Так как DA = sin y

и EB = sinx, то
−−→
DA ·

−−→
EB = sinx sin y cos ∠C. С другой стороны, поскольку−−→

DA =
−→
OA− cos y

−−→
OC и

−−→
EB =

−−→
OB − cosx

−−→
OC, получаем, что

−−→
DA ·

−−→
EB = (

−→
OA− cos y

−−→
OC) · (

−−→
OB − cosx

−−→
OC).

Так как правая часть равна cos z − cosx cos y, то

cos z − cosx cos y = sinx sin y cos ∠C. �

4.2. Теорема Лекселя и лемма Тота

Теорема 3 (Сферическая теорема о вписанном угле [7, 9, 10]).
Рассмотрим треугольник ABC. Пусть P  центр cap(ABC). Тогда ∠C−
− (∠A+ ∠B) = ±2∠PAB, со знаком (−) если ÂCB большая дуга, и (+) в
противном случае. Значит,

∠AXB − (∠XAB + ∠XBA) постоянно при X ∈ ÂCB.
Доказательство на рисунке 5. (Заметим, что надо еще рассмотреть случай
несущественного треугольника.)

P

A

B

C

Рис. 5.

Следствие 1. ÂCB большая дуга (полуокружность) тогда и толь-
ко тогда, когда ∠C < ∠A + ∠B (∠C = ∠A + ∠B). В частности, если
∠C <

π

2
, то ÂCB большая дуга. �
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Теорема 4 (Теорема Лекселя). Дан треугольник ABC. Пусть
X  внутренняя точка полусферы, ограниченной большим кругом
ABA∗B∗ и содержащей C. Если X ∈ Â∗CB∗, то |ABX| = |ABC|. Если X
лежит внутри (вне) cap(A∗CB∗), то |ABX| > |ABC| (|ABX| < |ABC|).

C

Bβ

B∗
β∗

A
α

A∗α∗

X
θ

Рис. 6.

Доказательство [10]. На рисунке 6 видно, что, если X ∈ Â∗CB∗, то θ −
−α∗−β∗ постоянно по теореме 3, т. е. θ−(π−α)−(π−β) постоянно. Значит,
θ + α + β − π постоянно, что влечет |ABX| = |ABC|. Если X лежит на
CA∗ и X 6= C, то, очевидно, |ABX| > |ABC|. Поэтому, если X лежит
внутри cap(A∗CB∗), то |ABX| > |ABC|. Аналогично, если X лежит вне
cap(A∗CB∗), то |ABX| < |ABC|. �

Лемма 3 (Лемма Тота). Пусть d = AB  кратчайшая сторона
треугольника ABC. Если радиус cap(ABC) меньше d, то

|ABC| > |4(d, d, d)|.

C

d

D

A

A′

B

B′

ÂÏÌØÛÁÑ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ

Рис. 7.

Доказательство. Проведем окружности радиуса d с центрами A,B (ри-
сунок 7). Пусть D  точка пересечения этих окружностей, лежащая по ту
же сторону от AB, что и C. Проведем окружность радиуса d с центром D.
Пусть A′, B′  вторые точки ее пересечения с окружностями с центрами B
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и A, соответственно. Так как радиус cap(ABC) меньше d, C лежит внутри
cap(ABA′). Поскольку |ABD| = |ABA′D|/2 = |ABA′| = |ABB′|, получа-
ем, что по теореме Лекселя Â′DB′ ⊂ Â∗DB∗. Следовательно, C лежит
внутри cap(A∗DB∗), и по теореме Лекселя |ABC| > |ABD|. �

4.3. Изопериметрическая теорема и лемма о собственной
диагонали

Лемма 4. Пусть A,B,C  вершины 4(x, y, z), противоположные x,
y, z, соответственно. Если ÂBC большая дуга, то |4(x, y, z)| уменьша-
ется при уменьшении y. Если ÂBC  полуокружность, то |4(x, y, z)|
уменьшается при любом изменении y.

Доказательство. (i) Предположим, что ÂBC большая дуга. Тогда, по
следствию 1, B̂∗A∗C тоже большая дуга. Значит, центр cap(B∗CA∗) и A∗
лежат по одну сторону от B∗C. Тогда, если двигать C, не меняя A,B и со-
храняя x постоянным, то y = AC уменьшается, при выходе C из исходной
cap(A∗CB∗) (см. рисунок 8). По теореме Лекселя |ABC| уменьшается.

B

B∗

A

A∗

C

z

xy

Рис. 8.

(ii) Пусть ÂBC полуокружность. Тогда B̂∗A∗C тоже полуокружность,
и B∗C  диаметр cap(B∗CA∗). Значит окружность с центром B и ради-
усом x касается дуги B̂∗CA∗ в точке C. Тогда, если двигать C, не ме-
няя A,B, x, то C выйдет из исходной cap(A∗CB∗). Следовательно, |ABC|
уменьшится. �

Следствие 2. Площадь треугольника ABC с заданными AB = z,
BC = x (при x+ z < π) максимальна, если ÂBC полуокружность. �

Следствие 3. Площадь выпуклого четырехугольника ABCD с задан-
ными AB = x, BC = y, CD = z (при x + y + z < π) максимальна, когда
ÂBD, ÂCD полуокружности.
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Доказательство. Если ÂBD (ÂCD) не является полуокружностью,
то по лемме 4 можно изменить длину AD, оставляя неизменными x, y, z и
BD (|AC|), так, что |ABCD| увеличится.

Теорема 5 (Изопериметрическая теорема). Если деформировать
вписанный многоугольник, сохраняя длины сторон, то его площадь умень-
шится.

Доказательство. Пусть ABCD выпуклый четырехугольник, вписанный в
окружность, x, y, z, w  длины его сторон (см. рисунок 9). Будем считать,
что z  наибольшая сторона, а w > y. Пусть AP  диаметр шапки. Тогда

A

B

C

D

P

w

x

y

z

Рис. 9.

AP пересекает CD (возможно, P = C), и w + DP < π, x + y + CP < π
(так как описанная окружность не является большим кругом). Зафикси-
ровав C,D,P и длины сторон x, y, z, w, деформируем четырехугольник в
A′B′CD. По следствиям 2 и 3 |A′PD| < |APD| и |A′B′CP | < |ABCP |.
Следовательно,

|A′B′CD| 6 |A′B′CP |+ |A′DP | − |CPD| <
< |ABCP |+ |PAD| − |CPD| = |ABCD|.

�

Лемма 5. Пусть ABCD выпуклый четырехугольник, вписанный в
окружность, и AD 6 CD. Если уменьшать AD, не меняя AB, BC, CD,
то |ABCD| уменьшается.

Доказательство. Пусть A′B′C ′D′  выпуклый четырехугольник, полу-
ченный из ABCD уменьшением AD при неизменных длинах остальных
сторон. Зафиксировав вершины A′, B′, C ′ и длину C ′D′, восстановим ис-
ходную длину A′D′, получив четырехугольник A′B′C ′D′′ (см. рисунок 10).
Так как A′D′′ = AD 6 CD = C ′D′′, Â′C ′D′′  большая дуга. По лем-
ме 4 |A′C ′D′′| > |A′C ′D′|, и, значит, |A′B′C ′D′′| > |A′B′C ′D′|. Деформиро-
вав A′B′C ′D′′ во вписанный четырехугольник с сохранением длин сторон,
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A′

B′
C ′

D′ D
′′

Рис. 10.

получим четырехугольник, равный ABCD. По изопериметрической тео-
реме |ABCD| > |A′B′C ′D′′|, следовательно, |ABCD| > |A′B′C ′D′|. �

Лемма 6 (Лемма о собственной диагонали). Пусть AC  соб-
ственная диагональ четырехугольника ABCD. При деформации, сохраня-
ющей длины сторон ABCD и уменьшающей длину AC, |ABCD| умень-
шается.

A

B

C

D

P

Рис. 11.

Доказательство. Если D лежит на границе cap(ABC), то |ABCD| умень-
шается с уменьшением AC по изопериметрической теореме. Поэтому мож-
но считать, чтоD лежит вне cap(ABC). Пусть P  точка внутри треуголь-
ника ACD, лежащая на ÂCB, и такая, что DP  биссектриса ∠D. Тогда
дуги ÂDP и ĈDP большие по следствию 1. Предположим, что AP 6 CP .
Теперь, сохраняя CPD внутриABCD, уменьшимAC. Тогда ∠ADC умень-
шается по (2.3). Значит, ∠ADP и AP уменьшаются. Так как ÂDP большая
дуга, то |ADP | уменьшается. С другой стороны, поскольку AP 6 CP ,
|ABCD| уменьшается при уменьшении AP по лемме 5. Следовательно,
при уменьшении AC |ABCD| уменьшается. �
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