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Четырехвалентные графы с крестовой
структурой. Вложения в двумерные поверхности

В. О. Мантуров

В предыдущей статье [7] было рассказано о критерии планар-
ности четырехвалентных графов с крестовой структурой. В насто-
ящей работе мы расскажем об обобщении этой задачи: приведем
алгоритмы распознавания вложимости графов с крестовой струк-
турой в сферу, проективную плоскость и бутылку Клейна, а также
переформулируем задачу для произвольных поверхностей в терми-
нах одной задачи о матрицах над полем из двух элементов.

Одним из важнейших классов графов является класс крестовых гра-
фов: таковыми мы будем назвать четырехвалентные графы, у которых
в каждой вершине указывается разбиение четырех полуребер, инцидент-
ных каждой вершине графа, на две пары «противоположных». Понятие
противоположности будет важно при вложениях крестовых графов в по-
верхности: будем говорить, что вложение графа в двумерную поверхность
согласовано с крестовой структурой, если полурёбра, противоположные
в вершине, являются противоположными на поверхности. Любой четырех-
валентный граф, вложенный в поверхность, естественным образом насле-
дует из этой поверхности крестовую структуру. Будем называть не про-
тивоположные полурёбра, инцидентные одной вершине, соседними.

Отметим, что все используемые в настоящей работе понятия, могут
быть определены как комбинаторно, так и топологически. Более того, все
утверждения относительно оснащенных четырехвалентных графов можно
переформулировать на языке хордовых диаграмм. Этот подход использу-
ется в работе Д. П. Ильютко в настоящем сборнике [3]. Дело в том, что
результаты работы Д. П. Ильютко позволяют сделать утверждения о мат-
рицах, которые не соответствуют никаким топологическим объектам. Хо-
тя хордовые диаграммы соответствуют оснащенным четырехвалентным
графам и кодируются матрицами пересечения, такое кодирование неодно-
значно: одной матрице могут соответствовать разные хордовые диаграм-
мы, более того, существуют матрицы, которым хордовые диаграммы не
соответствуют. Это позволило Д. П. Ильютко доказать более общие ре-
зультаты, напрямую не связанные с графами на плоскости и в двумерных
поверхностях.

Математическое просвещение, сер. 3, вып. 16, 2012(94–104)
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На протяжении всей статьи графы подразумеваются связными и ко-
нечными; петли и кратные ребра допускаются (иногда графы с петлями и
кратными ребрами называют мультиграфами).

Замечание. Для определения валентности графа в вершине удобно
ввести понятие полуребра. Добавляя на каждом ребре графа по новой вер-
шине, мы получим разбиение ребер на полурёбра. Полурёбра удобны для
подсчета валентности вершин графа: если вершина исходного графа инци-
дентна некоторому ребру дважды, то это значит, что на преобразованном
графе эта вершина инцидентна двум разным полуребрам.

В работе [4] (см. также [7]) была доказана следующая теорема (выдви-
нутая В. А. Васильевым в качестве гипотезы в [1]).

Теорема 1. Граф не вложи́м в плоскость тогда и только тогда, ко-
гда у него имеются два цикла без общих ребер, обладающие единственной
точкой перекрестья.

Здесь циклом мы называем непрерывное отображение окружности
в граф, взаимно однозначное вне прообразов вершин графов. Этим
мы подчеркиваем, что в цикле каждое ребро встречается не бо-
лее одного раза. Мы говорим, что два цикла без общих ребер име-
ют перекрестье в некоторой вершине v, если один из них содержит
одну пару противоположных полуребер в этой вершине, а другой 
вторую. При этом в формулировке теоремы не накладывается ни-
каких ограничений на количество (нетрансверсальных) пересечений
двух циклов. Далее мы будем называть препятствием Васильева два
цикла без общих ребер, имеющие единственную точку перекрестья.
Ясно, что на плоскости нельзя изобразить две несамопересекающие-
ся замкнутые кривые, которые бы имели перекрестье в одной точке.
С другой стороны, если две кривые «касаются» в нескольких точках,
то эти касания можно «развести» в точках нетрансверсального пересе-
чения.

Таким образом, предполагая, что граф вложен в плоскость с сохра-
нением крестовой структуры, мы можем «развести» два цикла во всех
точках, где они пересекаются не трансверсально; если окажется, что при
этом останется ровно одна точка перекрестья, то это будет противоречить
планарности графа.

Настоящая статья будет посвящена вопросу: в какую поверхность мож-
но вложить четырехвалентный граф с крестовой структурой? Для это-
го нам понадобится техника поворачивающих обходов и хордовых диа-
грамм.
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1. Поворачивающие обходы.
Хордовые диаграммы

Назовем хордовой диаграммой конечный трехвалентный граф, состо-
ящий из цикла, проходящего через все вершины (окружности хордовой
диаграммы) по одному разу и оставшихся ребер, которые мы будем на-
зывать хордами хордовой диаграммы. Такие хордовые диаграммы рас-
сматриваются с точностью до эквивалентности  изоморфизма графов,
переводящего окружность в окружность. Хордовую диаграмму будем на-
зывать ориентированной, если ориентирована ее окружность; для ори-
ентированных хордовых диаграмм изоморфизм предполагает сохранение
ориентации. Назовем поворачивающим обходом такой способ прохожде-
ния всех ребер графа с заходом в каждую вершину дважды, при котором
в каждой вершине мы переходим с ребра на не противоположное ему
(его же можно считать отображением f окружности S1 в граф). Хордовая
диаграмма C(Γ), соответствующая поворачивающему обходу Γ, строится
следующим образом. Окружностью хордовой диаграммы является отоб-
ражаемая окружность S1, а хордами соединяются пары точек, имеющие
один и тот же образ относительно отображения f .

Упражнение 1. Покажите, что у каждого связного крестового гра-
фа существует поворачивающий обход.

При этом хорды хордовой диаграммы, соответствующей поворачива-
ющему обходу, естественно делить на два типа. Хорды первого типа со-
ответствуют перекресткам первого типа, которые выглядят следующим
образом. В данном перекрестке по двум противоположным (полу)ребрам
ориентация обхода направлена к вершине, а по двум другим противопо-
ложным (полу)ребрам она ориентирована во внешнюю сторону. В ином
случае, если некоторое (полу)ребро ориентировано внутрь вершины, а про-
тивоположное ему (полу)ребро ориентировано из вершины, будем гово-
рить, что хорда имеет второй тип.

На рис. 1 каждая вершина пронумерована два раза согласно двум мо-
ментам прохождения поворачивающего обхода через вершину (на этом
примере все хорды имеют первый тип).

Как выглядят хордовые диаграммы, соответствующие четырехвалент-
ным графам с крестовой структурой, вложимым в различные двумерные
замкнутые поверхности? Мы ограничимся лишь шахматными вложени-
ями. Назовем вложение оснащенного четырехвалентного графа в двумер-
ную поверхность шахматным, если дополнение к образу этого графа со-
стоит из двумерных клеток, причем клетки допускают раскраску в черный
и белый цвета таким образом, что клетки, соседствующие по ребру, имеют
разные цвета. Очевидно, что любое вложение графа в плоскость (в сферу)
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Рис. 1. Поворачивающий обход и поворачивающая хордовая диаграмма

является шахматным. В конце работы мы укажем, что означает условие
шахматности для произвольной поверхности.

2. Ориентируемый и неориентируемый случаи

Начнем с простого наблюдения.
Скажем, что крестовый граф обладает седловой ориентацией, если

можно ориентировать его ребра таким образом, чтобы в каждой вершине
V некоторые два противоположных ребра были направлены в сторону
вершины V , а другие два  в сторону от вершины V . На рисунке 2 слева
изображен планарный крестовый граф и его седловая ориентация, а на
рисунке справа  крестовый граф (с двумя вершинами), седловой ориен-
тацией не обладающий.

Теорема 2. Пусть оснащенному четырехвалентному графу Γ с кре-
стовой структурой при некотором его поворачивающем обходе c соот-
ветствует хордовая диаграмма DΓ,c. Тогда у хордовой диаграммы DΓ,c

найдется хоть одна хорда второго типа, то все поверхности, в которые

Рис. 2. Граф с седловой ориентацией и граф без седловой ориентации
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граф Γ вложи́м шахматным образом, являются неориентируемыми, а
если все хорды хордовой диаграммы имеют первый тип, то все поверх-
ности, в которые граф вложим шахматным образом, являются неори-
ентируемыми.

Замечание. Как видно из формулировки настоящей теоремы, опре-
делить то, в какие поверхности  ориентируемые или неориентируемые 
настоящий граф можно вложить шахматным образом, можно исходя из
любого поворачивающего обхода. Это значит, что если для какого-нибудь
поворачивающего обхода найдется хорда второго типа, то хорда второго
типа найдется и для любого другого поворачивающего обхода.

Упражнение 2. Докажите это утверждение.

Указание: показать, что наличие у четырехвалентного графа струк-
туры седловой ориентации равносильно отсутствию у соответствующей
хордовой диаграммы (при любом обходе) хорд второго типа.

Как понять, что два поворачивающих обхода задают один и тот же
четырехвалентный граф с крестовой структурой? Естественно, эта задача
решается явным построением. Оказывается, что есть замечательная фор-
мула на языке матриц над полем из двух элементов, связывающая разные
поворачивающие обходы одного и того же графа. Эта формула принад-
лежит Д. П. Ильютко, и ей посвящена следующая статья [3] в настоящем
номере.

3. Шахматные вложения графа с крестовой структурой
в двумерные поверхности

Скажем, что две хорды p, q хордовой диаграммы D зацеплены, если их
концы расположены на окружности в чередующемся порядке.

Таким образом, при изображении хордовой диаграммы на плоскости
посредством евклидовой окружности и прямолинейных хорд, зацепленные
хорды изображаются пересекающимися, как это изображено на рис. 1.

Пусть граф Γ с крестовой структурой вложен в замкнутую двумерную
поверхность S шахматным образом.

Рассмотрим произвольный обход графа Γ. Построим вложение соот-
ветствующей этому обходу хордовой диаграммы в поверхность S следу-
ющим образом. Образ окружности хордовой диаграммы будет совпадать
с ребрами графа Γ везде, за исключением окрестностей образов вершин.
В окрестностях образов вершин окружность хордовой диаграммы будет
локально выглядеть так, как показано на рисунке 3. Две части окружно-
сти будут соединены хордой, отвечающей данной вершине.
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Рис. 3. Локальное построение хордовой диаграммы в окрестности вершины

Обозначим через γ простую замкнутую кривую  образ окружности.
Нетрудно заметить, что кривая γ является разделяющей: ее дополнение
состоит из двух компонент связности.

Действительно, эти компоненты связности почти полностью (за исклю-
чением малых фрагментов вершин) совпадают с объединением черных
клеток и объединением белых клеток, соответственно.

Таким образом, мы имеем две поверхности с краем: SB и SW , склей-
ка которых по их общему краю  окружности  дает исходную поверх-
ность S.

Будем далее использовать следующее определение рода для двумерной
замкнутой поверхности: g(M) = 1 − χ(M)

2
, где χ  эйлерова характери-

стика; для компактной поверхности с краем род определяется как род
поверхности, получающейся из исходной заклейкой компонент края дис-
ками.

Так, для листа Мёбиуса и для проективной плоскости род равен 1

2
, а

для бутылки Клейна он равен 1. Замкнутая двумерная поверхность опре-
деляется своим родом и ориентируемостью/неориентируемостью.

Очевидно, что род поверхности S равен сумме родов поверхностей
SB и SW .

Наша дальнейшая задача будет состоять в оценке суммы g(SB)+g(SW ).
Как оказывается, эту оценку можно переформулировать на языке

матриц.
Если задано шахматное вложение четырехвалентного графа с кресто-

вой структурой в некоторую двумерную поверхность и задан поворачива-
ющий обход на этом графе, то все хорды соответствующей хордовой диа-
граммы естественным образом делятся на «черные» и «белые», а именно,
черными хордами мы называем те хорды, которые отвечают вершинам
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графа, окрестность которых принадлежит черной области, а белыми  те
вершины графа, окрестность которых принадлежит белой области.

Так, на рис. 1, если покрасить всю плоскость в черный и белый цвета,
хорды 2–4, 5–14, 7–9, 10–13 (внутренние) будут черными, а хорды 1–12,
3–6, 8–11 (внешние) будут белыми.

Таким образом, любая тройка (граф, обход, вложение) задает хордо-
вую диаграмму, хорды которой разбиты на два семейства.

Составим теперь две хордовые диаграммы DB и DW , которые полу-
чаются из хордовой диаграммы D удалением белых (соответственно, чер-
ных) хорд, и объединением дуг, инцидентных вершине удаленной хорды в
одну дугу.

4. Матрица пересечений оснащенной хордовой
диаграммы

ПустьD  хордовая диаграмма с непустым множеством хорд. Сопоста-
вим ей квадратную матрицу над полем из двух элементов следующим об-
разом. Размер матрицы будет равен количеству хорд в хордовой диаграм-
ме. Перенумеруем хорды диаграммы D произвольным образом (в даль-
нейшем эта нумерация не будет играть для нас никакой роли). При i 6= j
на месте (i, j) нашей матрицы будет стоять индекс инцидентности хорд
с номерами i и j, равный 1, если хорды зацеплены, и 0, если хорды не
зацеплены. На диагонали на месте (i, i) будет стоять элемент, равный ну-
лю, если хорда имеет первый тип и единице, если хорда имеет второй тип.
Обозначим соответствующую матрицу через A(D).

Пусть теперь D  хордовая диаграмма, имеющая хорды первого и вто-
рого типов, и пусть DB и DW  соответствующие ей «черная» и «белая»
хордовые диаграммы. Такое разбиение приводит к двум новым матрицам
A(D1) и A(D2).

Оказывается, что по этим двум матрицам можно вычислить род белой
части поверхности и род черной части поверхности, а именно, имеет место

Теорема 3. 2g(SB) = corankA(DB), 2g(DW ) = corankA(DW ).

Здесь коранг матрицы (corank)  это разность между ее размерностью
и ее рангом. Род понимается в приведенном выше смысле, в частности, он
может быть полуцелым.

Приведенная выше теорема 3 является следствием известной теоремы
Конна – Лемпеля – Соболевой – Тральди, [11,14,16], суть которой состоит
в следующем.

Пусть имеется двумерный диск, на крае которого (окружности) от-
мечены точки, представляющие собой концы хорд хордовой диаграммы.
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Рис. 4. Хордовая диаграмма и диск с лентами

Приклеим к диску ленты вдоль хорд, причем ленты будут приклеивать-
ся без перекручивания для хорд первого типа, и с перекручиванием для
хорд второго типа. В итоге получим двумерное многообразие с краем.
Оказывается, что количество компонент края у этого многообразия будет
на единицу больше коранга матрицы пересечения соответствующей хордо-
вой диаграммы. На рис. 4 изображена хордовая диаграмма (хорда второ-
го типа изображена пунктирной линией) и соответствующая поверхность.

Диаграмме, изображенной на рис. 4, соответствует следующая матрица1 1 0
1 0 1
0 1 0


Ранг этой матрицы по модулю два полный, т. е. равен трем, а коранг

равен нулю. Это соответствует тому, что в правой части рис. 4 мы имеем
одну компоненту.

Таким образом, в связи с теоремой 3 наша задача о вложимости осна-
щенного четырехвалентного графа в поверхность рода g (ориентируемую
или неориентируемую) сводится к следующей задаче.

Задача. Пусть дана симметричная матрица M размера n × n над
полем из двух элементов. Каково минимальное значение суммы рангов
двух матриц rank(MI) + rank(MJ), где два подмножества I, J образуют
разбиение множества индексов исходной матрицы: I t J = {0, 1, . . . , n}, а
квадратные матрицы MI и MJ получаются из матрицы M взятием соот-
ветствующих множествам I и J наборов строк и столбцов?

Это минимальное значение отвечает за минимальный род поверхности,
в которую данный четырехвалентный граф с крестовой структурой может
быть вложен шахматным образом.

Разумеется, эта задача может быть решена прямым перебором 2n−1

вариантов, однако, конечно, имеется в виду возможность нахождения ее
быстрого (например, полиномиального по n решения).
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Как оказывается, быстрое решение такой задачи весьма легко может
быть получено явно для случая вложений в сферу (или плоскость),
проективную плоскость и бутылку Клейна. Во всех остальных случаях
вопрос о быстром решении остается открытым.

Уместно сравнить этот результат с работой Линса, Рихтера и Шан-
ка, [12], в которой случаи плоскости, проективной плоскости и бутылки
Клейна также решаются просто, а случай тора  нет. Кроме того, нужно
отметить, что с алгоритмической точки зрения проблема распознавания
того, в какую поверхность вложи́м тот или иной граф, является NP-труд-
ной [15].

5. Решения для случая плоскости, проективной
плоскости и бутылки Клейна

Случай R2 (S2). Рассмотрим хордовую диаграмму. Для планарности
необходимо, чтобы все хорды имели первый тип: действительно, чтобы
сумма рангов двух матриц была равна нулю, на диагонали исходной мат-
рицы не должно быть элементов, равных единице. Пусть это так. Далее
нам нужно разбить хорды на 2 семейства таким образом, чтобы хорды из
одного семейства были незацеплены (такая диаграмма называется d-диа-
граммой, [6]). В случае связной диаграммы алгоритм таков: мы рассмат-
риваем произвольную хорду и отправляем ее в первое семейство, затем
некоторую зацепленную с ней хорду отправляем во второе семейство, неко-
торую хорду, зацепленную со второй, отправляем в первое семейство и т. д.
Исчерпав все хорды, проверяем, не содержит ли одно из семейств зацеп-
ленных хорд.

В случае проективной плоскости мы должны найти хорду с оснаще-
нием единица. Далее все хорды с оснащением единица должны быть за-
цеплены с ней, чтобы ранг соответствующей подматрицы не превышал
единицы. После этого два семейства должны быть устроены следующим
образом: хорды из первого семейства включают в себя все хорды второго
типа, зацепленные между собой, а также хорды с оснащением ноль, кото-
рые не зацеплены друг с другом, а также с хордами второго типа. Второе
семейство состоит из оставшихся хорд первого типа, попарно незацеплен-
ных. Дальнейший алгоритм дословно повторяет алгоритм распознавания
d-диаграммы. В случае распознавания вложения в бутылку Клейна нам
понадобится следующая очевидная

Лемма 1. Пусть оснащенный граф Γ вложен шахматным образом в
бутылку Клейна, и пусть C  обход графа Γ. Тогда либо обход C раз-
бивает бутылку Клейна на два листа Мёбиуса, либо существует хорда
второго типа, такая, что обход C ′, полученный изменением обхода C в
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вершине, соответствующей этой хорде, разбивает бутылку Клейна на
два листа Мёбиуса.

После этого нужно устроить разбиение матрицы пересечений для од-
ной из хордовых диаграмм DΓ,C или DΓ,C′ на два семейства, каждое из
которых имело бы ранг один. Алгоритм разбиения и проверка дословно
повторяют алгоритм распознавания d-диаграммы, только в случае двух
хорд второго типа нужно заменить слово «пересечение» на «непересече-
ние» и наоборот. Нужно также поменять инцидентность на графе пере-
сечений для вершин с оснащением один. Случай, когда граф пересечения
будет несвязным, легко сводится к проверке каждой из его компонент.

6. Об условии шахматности

Задача. Докажите, что вложение четырехвалентного графа Γ с кре-
стовой структурой в двумерную поверхность S является шахматным, если
и только если любой замкнутый путь на этой поверхности, не проходящий
через вершины графа и не касающийся его ребер, пересекает его ребра
четное число раз.

Приведенное выше условие математически формулируется так: граф
представляет собой нулевой класс одномерных гомологий поверхности в
поле из двух элементов.

Над любой двумерной поверхностью S, в которую вложен четырехва-
лентный граф Γ с крестовой структурой, можно рассмотреть двулистное
накрытие S̃ → S, которое строится следующим образом. Каждый замкну-
тый путь γ на поверхности S, пересекающий образ графа Γ трансверсально
накрывается замкнутым путем, если он пересекает образ графа Γ в чет-
ном числе точек. В противном случае он накрывается незамкнутым путем.
Таким образом, вопрос о шахматных вложениях тесно связан с вопросом
о произвольных вложениях. Подробнее см. [13].

Я благодарен Д. П. Ильютко за полезные обсуждения. Выражаю бла-
годарность М. Н. Вялому, указавшему мне на работу [15].
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