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Математический мир

Алан Тьюринг и теория чисел

Ю. В. Матиясевич

Настоящая публикация является слегка расширенным текстом
ряда выступлений автора на конференциях The Alan Turing Cente-
nary Conference (Manchester, UK, June 22–25 2012), The 7th Inter-
national Computer Science Symposium in Russia (Нижний Новгород,
3 – 7 июля 2012 г.) и на заседании Санкт-Петербургского матема-
тического общества (9 октября 2012 г.) и не претендует на полноту
освещения теоретико-числовых исследований Алана Тьюринга. Бо-
лее подробные сведения можно найти, например, в [2, 3, 6, 7].

В 2012 году по всему миру отмечалось столетие со дня рождения Ала-
на Матисона Тьюринга (Alan Mathison Turing, 1912–1954). Это стало боль-
шим событием как для учёных разных специальностей, так и для людей,
далёких от науки.

Для кого-то Алан Тьюринг в первую очередь  один из основополож-
ников теоретической информатики, по английски называемой computer
science. Тезис Чёрча – Тьюринга открыл путь для математически строгих
доказательств невозможности решения некоторых алгоритмических проб-
лем, а про машину Тьюринга, по крайней мере слышали и очень многие
из тех, кто весьма далёк от точных наук.

Для других Алан Тьюринг  пионер искусственного интеллекта, попы-
тавшийся дать формализованный ответ на философский вопрос «Может
ли машина думать?» и написавший первую программу для игры в шах-
маты в то время, когда ещё не было компьютера, способного выполнить
эту программу.

Первоначальная публикация: «Математика в высшем образовании», №10, 2012.
С. 111–134. Здесь публикуется с любезного разрешения редакции журнала «Математи-
ка в высшем образовании».

Математическое просвещение, сер. 3, вып. 17, 2013(6–34)
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Алан Тьюринг и теория чисел 7

Широко известно про вклад Алана Тьюринга в расшифровку немецких
радиограмм во время Bторой мировой войны.

Оригинальные работы Алана Тьюринга по биологии намного опереди-
ли своё время и не были оценены по достоинству его современниками.

Но наряду с привнесением революционных идей в информатику, искус-
ственный интеллект и биологию, Алан Тьюринг внёс существенный вклад
и в такой традиционный раздел математики, как теория чисел. К сожале-
нию, даже о самом существовании таких исследований Алана Тьюринга
за пределами круга теоретико-числовиков известно немногим. Цель этой
публикации  познакомить широкую аудиторию с основным вкладом Ала-
на Тьюринга в теорию чисел.

Все опубликованные им работы по теории чисел связаны с одним, но
фундаментальным вопросом этой области математики  распределением
простых чисел. По традиции, количество таких чисел, не превосходящих
некоторого x, обозначается π(x). Уже Евклид знал, что эта функция воз-
растает неограничено, но математиков интересовал вопрос более точной
оценки скорости роста π(x).

Ответ, который нашли в 1896 году независимо друг от друга Жак Са-
ломон Адамар (Jacques Salomon Hadamard) и Шарль Жан де ла Валле
Пуссен (Charles Jean de la Vallée Poussin), известен как

Закон распределения простых чисел.

π(x) ∼ x

ln(x)
. (1)

Точный смысл символа ∼ в (1) таков:

lim
x→∞

π(x)
x

ln(x)

= 1. (2)

Неформально, формулу (1) можно интерпретировать так: вблизи чис-
ла x среднее расстояние между простыми числами равно ln(x). Другая
интерпретация такова: вероятность того, что некоторое число, близкое
к x, будет простым, равна 1/ ln(x).

Эта вторая интерпретация подсказывает рассмотрение следующей
функции, называемой сдвинутым интегральным логарифмом:

Li(x) =
∫ x

2

1

ln(t)
dt. (3)

Легко проверить, что

Li(x) ∼ x

ln(x)
(4)

и, соответственно, закон распределения простых чисел (1) можно записать
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8 Ю. В. Матиясевич

в эквивалентном виде как

π(x) ∼ Li(x) (5)

или

lim
x→∞

π(x)

Li(x)
= 1. (6)

При рассмотрении пределов отношений, как в (2) и (6), функция Li(x)
не имеет никаких «преимуществ» перед «более простой» функцией
x/ ln(x). Ситуация становится другой, если вместо отношений правых и
левых частей в (1) и (6) мы станем изучать их разности, некоторые из
которых (округлённые до целых чисел) приведены в следующей таблице.

Табл. 1. Приближения к π(x)

x π(x)− x/ ln(x) π(x)− Li(x)

102 3 −4
103 23 −8
104 143 −16
105 906 −36
106 611 −128
107 44158 −338
108 332773 −753
109 2592591 −1699
1010 20758029 −3102
1011 169923159 −11586
1012 1416705192 −38261
1013 11992858451 −108970
1014 102838308635 −314888

В этой таблице разности π(x) − Li(x) по абсолютной величине суще-
ственно меньше соответствующих разностей π(x) − x/ ln(x). Кроме того,
мы видим, что все приведённые там значения π(x)− Li(x) отрицательны.
Было проверено, что неравенство π(x) < Li(x) справедливо для всех x, не
превосходящих 1014. Возникает вопрос  будет ли это так всегда?

Некоторый неформальный аргумент в пользу этого даёт следующая
формула, которую установил Георг Фридрих Бернхард Риман (Georg Fried-
rich Bernhard Riemann) в своей основополагающей работе [13]:

π(x) = Li(x)− 1

2
Li(x1/2) +

∑
ζ(ρ)=0

Li(xρ) + малые члены. (7)
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Алан Тьюринг и теория чисел 9

Суммирование в этой формуле идёт по невещественным комплексным ну-
лям так называемой дзета-функции Римана ζ(s), о которой речь пойдёт
дальше. Все слагаемые под знаком суммы в (7) осциллируют и можно
ожидать, что в среднем они «гасят» друг друга, так что их сумма мала
по сравнению с 1

2
Li(x1/2), абсолютной величиной второго члена в правой

части (7). Оказалось, однако, что это не так  при некоторых x многие
слагаемые могут «попасть в резонанс», при котором их сумма станет боль-
ше 1

2
Li(x1/2). А именно, Джон Идензор Литлвуд (John Edensor Littlewood)

доказал в 1914 году следующую теорему.

Теорема [10]. Существует бесконечно много x таких, что

π(x) > Li(x). (8)

Доказательство, данное Литлвудом, было «чистым доказательством
существования», не дающим ни конкретного значения x, удовлетворяю-
щего (8), ни даже оценки сверху на величину такого x.

Этот «пробел» восполнил ученик Литлвуда Стенли Скьюз (Stanley
Skewes), опубликовавший в 1933 году следующую оценку на наименьшее x,
удовлетворяющее неравенству (8):

x < 10101034

. (9)

«Астрономическое число» в правой части (9) произвело в то время
большое впечатление. Готфри Харолд Харди (Godfrey Harold Hardy) оха-
рактеризовал его как «самое большое число, когда-либо использованное в
математике для какой-либо конкретной цели» (см. [22]).

Правая часть неравенства (9) получила название числа Скьюза; ко-
гда впоследствии этот результат усиливался, новые оценки по-прежнему
называли числами Скьюза. Сейчас числом Скьюза иногда называют наи-
меньшее x, удовлетворяющее (8). Точное значение такого наименьшего x
до сих пор (2012 год) неизвестно, установлено однако, что оно не превос-
ходит 10317.

В 1931 году Алан Тьюринг поступил в Кембриджский университет в
Англии. Скьюз к тому времени уже окончил этот университет, но ещё там
работал. Согласно [7], Алан и Стенли, занимаясь греблей, плавали в одной
лодке, и весьма вероятно, что именно там, на реке Кем, Тьюринг узнал о
числе Скьюза «из первых уст». Тьюринга привлекла идея получить мень-
шее значение, но как это сделать?

Найденная Скьюзом оценка (9) была условной, а именно, он получил
следующий результат.

Теорема [14]. Если гипотеза Римана верна, то существует число
x, такое что выполнены неравенства (8) и (9).



i
i

“mph” — 2013/2/18 — 20:37 — page 10 — #10 i
i

i
i

i
i

10 Ю. В. Матиясевич

Использованная в доказательстве Скьюза гипотеза касается распреде-
ления комплексных нулей так называемой дзета-функции Римана ζ(s),
определяемой рядом Дирихле

ζ(s) =
∞∑

n=1

1

ns , (10)

который сходится в полуплоскости Re(s) > 1. Эту функцию при веще-
ственных значениях аргумента изучал ещё Леонард Эйлер, и он указал её
альтернативное определение в виде произведения

∞∑
n=1

1

ns =
∏

p простое

1

1 − p−s , (11)

сходящегося при s > 1.
Тождество Эйлера (11) является, по существу, аналитической формой

основной теоремы арифметики, гласящей, что каждое натуральное число
представимо, и единственным образом, в виде произведения степеней про-
стых чисел: достаточно заметить, что

1

1 − p−s = 1 + 1

ps + 1

p2s + . . . (12)

подставить правую часть (12) в правую часть (11), раскрыть скобки и
получить левую часть (11).

Тождество Эйлера объясняет, почему дзета-функция Римана играет
такую важную роль в изучении простых чисел. В частности, Эйлер дал
новое доказательство бесконечности количества простых чисел, по красоте
сравнимое с классическим доказательством Евклида: если бы количество
простых чисел было конечно, то (расходящийся) гармонический ряд, по-
лучающийся из левой части (11) при s→ 1, имел бы конечную величину,
равную произведению в правой части (11) при s = 1.

В основе равенства (7) также лежит тождество Эйлера, но при этом
надо рассматривать аналитическое продолжение дзета-функции на всю
комплексную плоскость (за исключением точки s = 1, которая является
полюсом этой функции). Риман доказал, что все отрицательные чётные
числа, −2,−4, . . . ,−2m, . . . , являются нулями дзета-функции, и эти нули
принято называть тривиальными. Он также установил, что других веще-
ственных нулей у дзета-функции нет, а остальные, нетривиальные, нули
(по которым и ведётся суммирование в (7)) лежат в критической полосе
0 6 Re(s) 6 1. Эта полоса лежит вне полуплоскости сходимости ряда (10),
что вызывает трудности в изучении нетривиальных нулей дзета-функции.

Доказательство закона распределения простых чисел, данное Адама-
ром и Валле Пуссеном, состояло, по сути, в усилении результата Римана
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до строгих неравенств 0 < Re(s) < 1. Риман, однако, предполагал, что
имеет место ещё более сильное утверждение, известное ныне как

Гипотеза Римана [13]. Все нетривиальные нули дзета-функции ле-
жат на критической прямой Re(s) = 1/2.

Эта гипотеза была опубликована Риманом в 1859 году. В 1900 году
Давид Гильберт включил её в восьмую из 23 важнейших нерешённых
математических проблем, которые уходящий девятнадцатый век остав-
лял в наследие наступающему двадцатому. Гипотеза Римана до сих пор
(2012 год) остаётся недоказанной и неопровергнутой, и является одной из
семи так называемых проблем тысячелетия [23].

Гипотеза Римана имеет много важных следствий как в самой теории
чисел, так и вне её. Например, из гипотезы Римана следует, что

π(x)− Li(x) = O(x1/2 log(x)) (13)

(и, наоборот, из (13) можно вывести справедливость гипотезы Римана).
То, что оценка (9) была получена Скьюзом в предположении справед-

ливости гипотезы Римана, само по себе не является «грехом»  в совре-
менной теории чисел имеется огромное количество результатов, получен-
ных только как следствия гипотезы Римана. Однако в данном случае си-
туация была несколько иной  дело в том, что исходная теорема Литлвуда
была получена безусловно. Точнее, её доказательство состояло из двух ча-
стей: в одной существование x, удовлетворяющего (8), устанавливалось в
предположении истинности гипотезы Римана, в другой  в предположе-
нии её ложности. Скьюз вскоре получил и безусловное доказательство, но
по какой-то причине только в 1955 году вышла из печати вторая часть его
работы со следующим результатом:

Теорема [15]. Если гипотеза Римана неверна, то существует число
x, такое что выполнено неравенство (8) и

x < 10101010
3

. (14)

Когда Алан Тьюринг учился в Кембридже, там одним из преподава-
телей математики (mathematics supervisors) был Альберт Эдвард Ингам
(Albert Edward Ingham). В 1932 году вышло в свет первое издание его став-
шей затем классической книги [8] «Распределение простых чисел» (книга
была переиздана в 1964 и 1990 годах, её переводы на русский язык вышли
в 1936 и в 2005 годах). В этой книге Ингам дал новое, более простое до-
казательство теоремы Литлвуда, состоящее также из рассмотрения двух
случаев  справедливости и ложности гипотезы Римана.

Тьюринг много общался с Ингамом и во время обучения, и позднее по
переписке. Когда Тьюринг сообщил Ингаму, что хочет уменьшить число
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Табл. 2. Проверка гипотезы Римана до А.Тьюринга

Год Количество нулей Автор
1903 15 J. P. Gram
1914 79 R. J. Backlund
1925 138 J. I. Hutchinson
1936 1041 E. C. Titchmarsh

Скьюза, следуя, как и Скьюз, доказательству Литлвуда, Ингам ответил,
что более перспективным для этой цели ему представляется его новое до-
казательство из [9], и на этом пути Скьюз уже улучшил свой результат.

В той части доказательства, в которой предполагается справедливость
гипотезы Римана, для получения хорошей оценки требовалось знать не
только то, что все нули лежат на критической прямой, но также и где
именно лежит достаточно большое количество начальных нулей. Для пер-
вых 15 нулей точные значения вещественных частей (равные 1/2) и при-
близительные значения мнимых частей были опубликованы Йоргеном Пе-
дерсеном Грамом (Jørgen Pedersen Gram) в 1903 году. К тому времени,
когда Тьюринг вошёл в эту тематику, Эдвард Чарльз Титчмарш (Edward
Charles Titchmarsh) довёл проверку гипотезы Римана до 1041 начального
нуля (см. табл. 2).

Теория чисел была серьёзным увлечением Алана Тьюринга начиная от
студенческих лет и до последних дней жизни, но, похоже, это увлечение
никогда не было главным. В 1936 году Тьюринг опубликовал основопо-
лагающую работу [16], в которой ввёл свою знаменитую машину. В на-
ши дни машину Тьюринга традиционно описывают как конечное устрой-
ство, работающее конечное время с конечным объёмом информации, но
интересно отметить, что Тьюринг рассматривал (и это нашло своё от-
ражение в названии [16]) введённые им вычислительные устройства как
средство задания вещественных чисел  такие машины должны работать
неограниченно долго, выписывая на ленте всё большее и большее коли-
чество десятичных знаков задаваемого вещественного числа. Не исклю-
чено, что Тьюринга привёл к этому его интерес к теоретико-числовым
проблемам.

В 1938 году Тьюринг написал свою диссертацию (опубликована в [17])
по математической логике под руководством Алонзо Чёрча (Alonzo
Church) в Принстоне, США. Однако возвратившись в том же году в Ев-
ропу, Тьюринг снова стал заниматься дзета-функцией Римана.

Как было сказано выше, для улучшения оценки Скьюза на наи-
меньшее x, удовлетворяющее (8), имелось два пути  или найти нуль
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дзета-функции, лежащий вне критической прямой, или для возможно
большего количества начальных нулей этой функции определить их поло-
жение на критической прямой. Однако даже просто вычисление значения
дзета-функции в какой-либо точке в критической полосе было нетриви-
альной задачей.

C необходимостью вычислить значение дзета-функции встретился ещё
Эйлер, взявшийся за решение так называемой Базельской проблемы, кото-
рую поставил Пьетро Меньоли (Pietro Mengoli) в 1644 году  чему равно
значение суммы

1

12 +
1

22 +
1

32 + · · ·+ 1

n2 + . . . ? (15)

Эйлер вычислил более дюжины десятичных знаков ζ(2) с помощью изоб-
ретённого им общего метода, который ныне носит название «суммирование
Эйлера – Маклорена».

Риман нашёл другой метод, специфический для вычисления значений
дзета-функции Римана. Этот метод не был им опубликован и только в 20-м
столетии Карл Людвиг Зигель (Carl Ludwig Siegel), разбирая неопублико-
ванные трудночитаемые рукописи Римана, смог сделать открытие Римана
всеобщим достоянием.

В 1939 году Тьюринг подал заявку (см. рис. 1) на грант Королевского
общества (the Royal Society), играющего в Великобритании ту же роль, что
академии наук в других странах. В этой заявке Тьюринг просил средства
для изготовления «аппарата» для вычисления значений дзета-функции.
В качестве прототипа были взяты машины для расчётов высоты приливов.
Такие машины использовались начиная с середины 19-го века и вплоть до
появления ЭВМ. На рис. 2 изображена схема одной из таких машин, а на
рис. 3  фотография реальной машины.

Высота прилива в данный момент в данной точке зависит от несколь-
ких периодических факторов: вращения Земли вокруг своей оси, враще-
ния Луны вокруг Земли, вращения Земли вокруг Солнца, при этом для
получения достаточной точности необходимо учитывать эксцентриситет
орбит Луны и Земли. В итоге высота прилива определяется как сумма
вида

m∑
r=1

ar cos(ωrt− θr). (16)

Значение переменной t  времени  задаётся поворотом рукоятки в ле-
вой части машины (см. рис. 2). Коэффициенты ωk определяются соот-
ношениями диаметров попарно сцепленных зубчатых колёс, расположен-
ных в нижних рядах. На колёсах в точках с полярными координатами
〈ar, θr〉 имеются штырьки, вертикальные (декартовы) координаты ко-
торых, очевидно, равняются слагаемым из (16). Несложный механизм
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14 Ю. В. Матиясевич

Рис. 1. Заявка на грант

http://www.turing.org.uk/sources/zetamachine.html
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Алан Тьюринг и теория чисел 15

Рис. 2. Третья машина для предсказания приливов cэра Уильяма Томсона,
лорда Кельвина (William Thomson, Lord Kelvin), 1879–81

http://en.wikipedia.org/wiki/Tide-predicting_machine

Рис. 3. Машина для предсказания приливов

http://tidesandcurrents.noaa.gov/predma3.html
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16 Ю. В. Матиясевич

позволяет игнорировать горизонтальные перемещения штырьков, а вер-
тикальные преобразовывать в строго вертикальные перемещения гладких
(без зубьев) колёс, расположенных над шестерёнками. Для суммирования
служит нить, огибающая все гладкие колеса. Правый конец нити жёстко
закреплён, а на левом висит перемещающийся груз, положение которого
определяется суммой (16) и тем самым предсказывает высоту прилива.

Таким образом, идея конструкции «аппарата для вычисления дзета-
функции» не была новой, но оригинальным было применение подобного
устройства не для практической цели  вычисления приливов, а для су-
губо теоретических целей. В архиве Тьюринга [24] сохранились «синьки»,
показывающие, что конструкция «аппарата» не была слепым подражани-
ем машине для расчёта приливов.

Тьюринг получил грант (запрошенные 40 фунтов стерлингов) и при-
ступил к работе. Ему помогал студент инженерного факультета Дональд
Макфейл (Donald C. MacPhail). Удивительно, что они взялись сделать
этот достаточно сложный механизм вдвоём. Для требуемого интервала
1450 < t < 6000 (см. рис. 1) значение m в (16) равно 30, то есть одних
зубчатых колёс требовалось изготовить более 60 штук.

Тьюрингу требовались в качестве ωk в (16) логарифмы целых чисел,
то есть числа иррациональные, и он использовал цепные дроби для при-
ближения этих логарифмов рациональными числами, числители и знаме-
натели которых задавали бы количество зубьев на шестерёнках. Некото-
рое количество этих шестерёнок было изготовлено, но начавшаяся Вторая
мировая война прервала работу, и работа над «аппаратом» Тьюринга для
вычисления дзета-функции никогда не была завершена.

Понятно, что замена логарифмов натуральных чисел на их рациональ-
ные приближения приводила к дополнительной погрешности в вычисле-
нии значения дзета-функции (помимо ошибки, связанной с использовани-
ем конечной суммы вместо бесконечной), и в заявке на грант Тьюринг
указал, что в некоторых случаях потребуется дополнить счёт на «аппара-
те» традиционным вычислением. Этому была посвящена работа Тьюринга
[18], поданная в печать в том же мае 1939 года, что и заявка на грант для
механического вычисления дзета-функции.

Техника из [18] стала новым инструментом для вычисления дзета-функ-
ции, но впоследствии эта работа Тьюринга была превзойдена. В частно-
сти, это сделали Эндрю Михаель Одлызко (Andrew Michael Odlyzko) и
Арнольд Шёнхаге (Arnold Schönhage), которые предложили метод, осо-
бенно эффективный, когда надо найти значение ζ(s) не для одного, а для
многих близких значений аргумента. Вот что они написали в [12].

Only one other method, besides the Euler – Maclaurin and
Riemann – Siegel ones, seems to have been proposed for computing
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ζ(s) to moderate accuracy at large heights, namely the one due
to Turing. It was designed to provide higher accuracy than was
guaranteed by the crude bounds on the remainder term in the
Riemann – Siegel formula that were available at that time, and at
the same time be more efficient than the Euler – Maclaurin formula.
However, very good estimates for remainder terms in the Riemann
– Siegel formula are now available, which seem to make Turing’s
method unnecessary.1)

Здесь под «методом Тьюринга» авторы имеют в виду предложенный
им способ вычисления значений дзета-функции Римана. То, что в теории
чисел традиционно называется «методом Тьюринга»  это средство для
проверки того, что все нули дзета-функции с мнимыми частями в задан-
ном интервале удовлетворяют гипотезе Римана.

Этот метод был введён Аланом Тьюрингом в работе [19], опублико-
ванной в 1953 году. Вот как оценил её Эндрю Букер (Andrew R. Booker)
в [3]:

Reading Turing’s paper on the subject, which was one of his last,
one marvels at what he accomplished with the limited computational
resources of the day. His method was truly ahead of its time.2)

По форме статья [19] выглядит как отчёт об одном конкретном вы-
числении, проведённом Тьюрингом в 1950 году на ЭВМ «Mark 1» в Ман-
честерском университете, но во Введении Тьюринг написал пророческие
слова о значимости вводимого им метода:

This paper is divided into two parts. The first part is devoted
to the analysis connected with the problem. All results obtained in
this part are likely to be applicable to any further calculations to
the same end, whether carried on the Manchester Computer or by
any other means.3)

1)Похоже, что только один метод, помимо методов Эйлера – Маклорена и Римана –
Зигеля, был предложен для вычисления ζ(s) с умеренной точностью для больших вы-
сот, а именно, метод, принадлежащий Тьюрингу. Он был предназначен давать бóльшую
точность, чем та, которую гарантировали грубые оценки остаточного члена в формуле
Римана – Зигеля, имевшиеся в то время, и в то же время быть более эффективным, чем
формула Эйлера – Маклорена. Теперь, однако, имеются очень хорошие оценки остаточ-
ного члена в формуле Римана – Зигеля, которые делают метод Тьюринга излишним.

2)Читая работу Тьюринга по этому предмету, которая была одной из его последних,
поражаешься тому, что он совершил с ограниченными вычислительными ресурсами тех
дней. Его метод поистине опередил своё время.

3)Эта статья состоит из двух частей. Первая посвящена анализу рассматриваемой
проблемы. Все результаты, полученные в этой части, вероятно, будут применимы ко
всем последующим вычислениям, проводимым с той же целью, независимо от того,
будут ли они они выполняться на Манчестерском Компьютере или другими средствами.
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18 Ю. В. Матиясевич

Интересно отметить, что Тьюринг не верил в справедливость гипотезы
Римана:

The calculations were done in an optimistic hope that a zero
would be found off the critical line, and the calculations were directed
more towards finding such zeros than proving that none existed.4)

При этом Тьюринг надеялся найти нуль s = σ+it = σ+2πiτ , опровер-
гающий гипотезу Римана, уже при сравнительно малой величине t:

The principal investigation concerned the range 632 < τ < 642

. . . The result of this investigation, so far as it can be relied on, was
that . . . all zeros of ζ(s) in the region 2π632 < t < 2π642 are simple
zeros on the critical line.5)

Понятно, что наличие нуля вне критической прямой можно устано-
вить, вычислив этот нуль с точностью, достаточной для вывода о том, что
его вещественная часть не равна 1

2
, но каким образом проведя конечное

вычисление с ограниченной точностью можно заключить, что рассмат-
риваемые нули лежат ровно на критической прямой? Тьюринг придавал
математической строгости большое значение:

There is no reason in principle why computation should not be
carried through with the rigour usual in mathematical analysis.6)

The procedure was such that if it had been accurately followed,
and if the machine made no errors in the period, then one could be
sure that there were no zeros off the critical line in the interval in
question.7)

Even with the automatic computer this rigour can be rather
tiresome to achieve, but in connexion with such a subject as the
analytical theory of numbers, where rigour is the essence, it seems
worth while.8)

4)Вычисления были проведены в оптимистической надежде найти ноль вне критиче-
ской прямой и вычисления были направлены скорее на нахождение таких нулей, чем
на доказательство их отсутствия.

5)Основное исследование относилось к области 632 < τ < 642 . . . Результат этого
исследования, насколько можно на него полагаться, состоит в том, что . . . все нули
ζ(s) в области 2π632 < t < 2π642 лежат на критической прямой.

6)Нет причины, по которой нельзя было бы выполнить вычисление со строгостью,
обычной в математическом анализе.

7)Процедура была такова, что если следовать ей аккуратно, и если машина не сдела-
ет в это время ошибки, то можно быть уверенным, что в пределах рассматриваемого
интервала нет нулей вне критической прямой.

8)Даже с автоматическим компьютером достижение такой строгости является весь-
ма утомительным, но в связи с таким предметом, как аналитическая теория чисел,
для которой строгость является квинтэссенцией, это представляется заслуживающим
усилий.
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Алан Тьюринг и теория чисел 19

Рис. 4. Полуплоскость сходимости, критические полоса и прямая, контур
интегрирования

Здесь интересно обратить внимание на словосочетание «автоматиче-
ский компьютер»  чуть ранее Тьюринг написал следующее.

The computer will probably have his own ideas as to how certain
steps should be done. When certain steps may be omitted without
serious loss of accuracy he will wish to do so.9)

Понятно, что под просто «компьютером» Тьюринг имеет в виду челове-
ка-вычислителя.

Предшественники Тьюринга в вычислении нулей дзета-функции Ри-
мана, проводя свои вычисления вручную, также получали математически
строгое доказательство того, что найденные ими нули удовлетворяют ги-
потезе Римана. Грам использовал для этого теорему Руше, а последую-
щие исследователи  теорему Коши.

9)Компьютер, вероятно, будет иметь свои собственные идеи по поводу того, каким
образом следует выполнять определённые шаги. Когда некоторые шаги могут быть
опущены без серьёзной потери точности, он пожелает это сделать.



i
i

“mph” — 2013/2/18 — 20:37 — page 20 — #20 i
i

i
i

i
i
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Пусть N(T ) обозначает количество нулей дзета-функции, лежащих в
прямоугольнике

0 6 Re(s) 6 1, 1 6 Im(s) 6 T. (17)

В предположении, что на его границе нет нулей дзета-функции, теорема
Коши говорит, что

N(T ) = 1

2πi

∮
ζ′(s)

ζ(s)
ds, (18)

где контурный интеграл берётся по границе прямоугольника (17). По-
скольку по определению N(T )  число целое, для его нахождения доста-
точно вычислить правую часть (18) с ошибкой, не превосходящей, скажем,
1/3, а затем провести округление до ближайшего целого числа. Такое вы-
числение и строгую оценку его погрешности можно сделать средствами
численного анализа.

Теорема Коши  это общее свойство всех аналитических функций.
В нашем конкретном случае дзета-функции есть ещё одна специфическая
техника для подсчёта количества нулей.

Рассмотрим функцию

Z(t) = eiθ(t)ζ
(1

2
+ it

)
, (19)

где

θ(t) = Im ln
(

Γ
(

it

2
+ 1

4

))
− t

2
ln(π). (20)

Экспоненциальный множитель в (19) нулей, очевидно, не имеет. Когда
t принимает вещественные значения, аргумент 1

2
+ it у дзета-функции в

(19) принимает значения на критической прямой, а значения функции Z(t)
оказываются вещественными.

Представим теперь, что мы нашли N(T ) + 1 вещественное число f0,
. . ., fN(T ) (белые точки на оси абсцисс на рис. 5) такое, что

1 6 f0 < · · · < fk < fk+1 < · · · < fN(T ) 6 T (21)

и

Z(fk−1)Z(fk) < 0 (22)

при k = 1, . . . , N(T ). Очевидно, что в таком случае функция Z(t) имеет,
по крайней мере, один нуль в каждом из открытых интервалов (f0, f1),
. . ., (fN(T )−1, fN(T )) и, следовательно, функция Z(t), а, значит, и функция

ζ(1

2
+ it), имеют по крайней мере N(T ) нулей при 1 6 t 6 T . Поскольку

N(T )  количество нулей во всём прямоугольнике, то никаких других
нулей дзета-функции в нём быть не может.
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Рис. 5. Функция Z(t)

Отметим, что для проверки неравенств (22) нам не требуется вычис-
лять точные значения функции Z(t), мы можем делать это с некоторой
погрешностью и оценивать её. Если оценка погрешности окажется по аб-
солютной величине меньше вычисленного приближенного значения Z(t),
то мы будем достоверно знать знак истинного значения Z(t).

При практической реализации этого плана возникает вопрос  как
найти числа f0, . . . , fN(T ) с требуемыми свойствами? Конечно, можно вы-
числять значение Z(1+kh) при k = 1, . . . , (T−1)/h и все уменьшающимися
значения h и ждать появления N(T ) перемен знака, но это очень трудо-
ёмкий процесс.

Грам указал эвристический метод выбора значений f0, . . . , fN(T ). Он
рассмотрел мнимую часть экспоненциального сомножителя в (19)

Im(eiθ(t)) = sin(θ(t)). (23)

Функция θ(t) имеет асимптотическое разложение

θ(t) = 1

2

(
ln
(

t

2π

)
− 1
)
t− π

8
+O(t−1), (24)

из которого видно, что θ(t) растёт почти как линейная функция с лога-
рифмически медленно увеличивающимся коэффициентом при t. Соответ-
ственно, график функции sin(θ(t)) выглядит как синусоида с возрастаю-
щей частотой (см. рис. 6).

Из рис. 7, на котором изображены функции Z(t) и sin(θ(t)), видно, что
они ведут себя подобно синусу и косинусу  нули каждой из этих функ-
ций соответствуют экстремумам другой. Положительные нули функции
sin(θ(t)) получили название точек Грама, по традиции их обозначают gm

и нумеруют так, что
θ(gm) = mπ, (25)
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Рис. 6. Функции θ(t) и sin(θ(t))

Рис. 7. Функции Z(t) и sin(θ(t))

то есть первый нуль имеет индекс −1. Грам, вычислив начальные нули
дзета-функции, обнаружил, что они чередуются с числами gm и при этом

(−1)mZ(gm) > 0. (26)

Джон Ирвин Хатчинсон (John Irwin Hutchinson) назвал неравенство
(26) законом Грама, и, по иронии судьбы, вычислив начальные 138 нулей,
он же обнаружил первые исключения из этого «закона»

Z(g133)= −0.7763 . . . ,
Z(g134)= −0.0169 . . . ,
Z(g135)= −3.4698 . . . .
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Сейчас мы знаем, что «закон Грама» нарушается бесконечно часто, и
можем различать хорошие точки Грама, удовлетворяющие неравенству
(26), и плохие, ему неудовлетворяющие. Таким образом, при большой ве-
личине T мы не можем брать точки Грама непосредственно на роль чисел
f0, . . . , fN(T ) в (21) и (22). Мы можем, однако, попытаться немного сдви-
нуть плохие точки, то есть найти такие (маленькие) числа h0, . . . , hN(T ),
для которых неравенства (21) и (22) выполняются при выборе fk = gk+hk.

В итоге мы приходим к следующему классическому методу (использо-
ванному предшественниками Тьюринга) для проверки того, что все нули
дзета-функции Римана, имеющие мнимую часть, не превосходящую неко-
торого числа T , лежат на критической прямой.

1. Вычислить с погрешностью не более 1/3 интеграл

N(T ) = 1

2πi

∮
ζ′(s)

ζ(s)
ds,

округлить полученное значение до ближайшего целого числа, найдя
тем самым N(T )  количество нулей в прямоугольнике (17).
2. Найти N(T ) + 1 чисел h−1, h0, . . . , hN(T )−1 таких, что

1 < g−1 + h−1 < . . . < gm + hm < . . . < gN(T )−1 + hN(T )−1 < T,

и проверить, что при k = 0, . . . , N(T )− 1

Z(gk−1 + hk−1)Z(gk + hk) < 0.

Если нам удастся это сделать, то мы докажем, что все нули функции
ζ(s) в прямоугольнике (17) лежат ровно на критической прямой.

Что же, кроме возможной ошибочности гипотезы Римана, может по-
мешать нам в осуществлении этого плана? Количество нулей можно под-
считывать двумя способами  с учётом кратности и без учёта кратности.
Интеграл Коши (18) учитывает кратность, но когда мы оцениваем ко-
личество нулей через количество перемен знаков, каждый нуль нечётной
кратности считается за один нуль, а нули чётных кратностей вообще не
могут быть обнаружены по перемене знака функции. По этому поводу
Тьюринг написал:

We know no way of dealing with multiple zeros, and simply hope
that none are present.10)

Надежда Тьюринга до сих пор оправдывалась  кратные нули дзета-функ-
ции Римана пока не обнаружены.

10)Мы не знаем никакого способа для работы с кратными нулями и просто надеемся,
что их нет.
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24 Ю. В. Матиясевич

Усовершенствование, которое Тьюринг внёс в описанный выше метод
проверки гипотезы Римана, относится к первой части  вычислению N(t).
Метод Тьюринга основан на одной теореме, опубликованной Литлвудом в
1914 году. Она производит сравнение N(T ) с количеством точек Грама,
не превосходящих T , которое легко определить. Действительно, неравен-
ство gm < T в силу монотонности функции θ эквивалентно неравенству
θ(gm) < θ(T ) и, согласно (25), неравенству πm < θ(T ), то есть имеется
bθ(T )/πc + 2 точки Грама, не превосходящие T (слагаемое 2 вызвано ну-
мерацией точек начиная с −1). Определив функцию S(T ) через равенство

N(T ) = θ(T )

π
+ 1 + S(T ), (27)

мы можем ожидать, что она будет принимать не слишком большие значе-
ния. Теорема, доказанная Литлвудом, утверждает, что это верно в среднем.

Теорема [10]. ∫ T

0
S(t) dt = O(ln(T )). (28)

Сам Литлвуд не указал, как эта теорема может быть использована
для вычисления N(T ). Не увидел этого и Титчмарш, проверивший в 1936
году гипотезу Римана для первых 1041 нулей, и только Тьюринг нашёл
применение результата Литлвуда для упрощения вычислений.

Теорема Литлвуда сформулирована с использованием символа O и по
этой причине она сама по себе бесполезна для каких-либо фактических
вычислений, ибо не утверждает ничего ни про одно конкретное значение T .
В связи с этим Тьюринг пишет:

In analysis it is customary to use the notation O{f(x)} to indi-
cate ‘some function whose ratio to f(x) is bounded’. In the theory
of a computation one needs a similar notation, but one is interested
in the value of the bound concerned. We therefore use the notation
Θ(α) to indicate ‘some number not greater in modulus than α’.
The symbol Θ has been chosen partly because of a typographical
similarity to O, partly because of the relation with the use ϑ to
indicate ‘a number less than 1’.11)

11)В анализе принято использовать запись O{f(x)} для обозначения «некоторой функ-
ции, отношение которой к f(x) ограниченно». В теории вычислений необходимо подоб-
ное обозначение, но при этом интерес представляет значение такой границы. Соот-
ветственно, мы будем использовать запись Θ(α) для обозначения «некоторого числа,
не превосходящего по модулю числа α». Символ Θ выбран отчасти из-за типограф-
ской схожести с O, отчасти из-за использования ϑ для обозначения «некоторого числа,
меньшего 1».
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Используя введённое обозначение, Тьюринг уточнил теорему Литлву-
да, доказав, что если 168π < T1 < T2, то∫ T2

T1

S(t) dt = Θ
(
2.30 + 0.128 ln

(
T2
2π

))
. (29)

Доказательство занимает в [19] пять страниц традиционных теоретико-чис-
ловых оценок.

Дальнейший ход мыслей Тьюринга можно описать так. Наша конечная
цель  установить положение нулей дзета-функции Римана с мнимыми ча-
стями, не превосходящими по абсолютной величине некоторого числа T .
Вместо этого мы можем попытаться проделать это для некоторого T0, ко-
торое больше T , поскольку может оказаться, что вычислить N(T0) легче,
чем вычислить N(T ). И действительно, оказалось, что этого можно до-
стичь, если вместо того, чтобы вычислять S(T0), исходя из значения T0,
поступить наоборот  потребовать, чтобы

S(T0) = 0, (30)

и искать такое значение T0.
Из (30) и (27) следует, что значение θ(T0) кратно π и по определению

T0 должно быть некоторой точкой Грама gm. Наоборот, если T0 = gm, то
θ(T0) также кратно π и согласно (27) S(T0)  число целое. Это означает,
что для установления равенства (30) достаточно показать, что выполнены
неравенства

−1 < S(T0) < 1. (31)

Более того, нетрудно проверить, что если в качестве T0 мы возьмём не
произвольную, а хорошую точку Грама, то S(T0) обязательно будет чёт-
ным числом, и вместо неравенств (31) достаточно получить более слабые
неравенства

−2 < S(T0) < 2. (32)

Итак, пусть gm  хорошая точка Грама. Несколько последующих то-
чек могут оказаться плохими, и нам потребуется найти сдвиги hm+1, . . . ,
hm+k−1 такие, что

(−1)m+1Z(gm+1 + hm+1) > 0,
... (33)

(−1)m+k−1Z(gm+k−1 + hm+k−1) > 0.

Рано или поздно (а обычно весьма скоро) мы найдём следующую хо-
рошую точку Грама gm+k, для которой (−1)m+kZ(gm+k) > 0. Используя
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свою версию (29) теоремы Литлвуда, Тьюринг доказал, что

S(gm) 6 1 +
2.30 + 0.128 ln

�gm+k

2π

�
+
Pk−1

j=1 hm+j

gm+k − gm
. (34)

Аналогично можно получить двойственную оценку снизу:

S(gm) > −1−
2.30 + 0.128 ln

�
gm

2π

�
−
Pk−1

j=1 hm−j

gm − gm−k
. (35)

Если в (34) и (35) слагаемые под знаками сумм достаточно малы, то мы
получаем требуемые неравенства (32). Таким образом, главное преимуще-
ство метода Тьюринга состоит в замене трудоёмкого вычисления контур-
ного интеграла в (18) на вычисление значений функции Z(t) в небольшом
количестве дополнительных точек.

Вторая часть статьи [19], представляющая ныне главным образом исто-
рический интерес, посвящена конкретному счёту, проведённому Тьюрин-
гом. Это было одно из первых применений ЭВМ для получения нетриви-
альных математических результатов, и Тьюринг приводит много деталей,
которые сегодня уже не принято публиковать в математических журна-
лах. В частности, он описывает устройство машины:

The storage of the machine is of two kinds, known as ‘electronic’
and ‘magnetic’ storage. The electronic storage consisted of four
‘pages’ each of thirty-two lines of forty binary digits. The magnetic
storage consisted of a certain number of tracks each of two pages of
similar capacity. Only about eight of these tracks were available for
the zeta-function calculations.12)

Тьюринг далее приводит таблицу распределения памяти  см. рис. 8.
Результаты счёта выдавались на перфоленту с пятью рядами отвер-

стий, и потому использовалась система счисления с основанием 32. Содер-
жимое ленты можно было потом распечатать. Тьюринг счёл нужным при-
вести таблицу соответствия цифр и символов на распечатке  см. рис. 9.

Про использование десятичной записи Тьюринг написал следующее:
More conventionally the scale of 10 can be used, but this would

require the storage of a conversion routine, and the writer was
entirely content to see the results in the scale of 32, with which
he is sufficiently familiar.13)

12)Память машины была двух типов, известных как «электронная» и «магнитная» па-
мяти. Электронная память состояла из четырёх «страниц», каждая из которых имела
по тридцать две строки из сорока двоичных разрядов. Магнитная память имела неко-
торое количество треков по две страницы такого же размера. Только примерно восемь
из этих треков были доступны при вычислениях дзета-функции.

13)Более традиционно можно использовать основание 10, но это потребовало бы
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Алан Тьюринг и теория чисел 27

Рис. 8. Распределение памяти

Рис. 9. Кодировка цифр системы счисления с основанием 32

Большой проблемой была работоспособность машины. Тьюринг
пишет:

If it had not been for the fact that the computer remained in
serviceable condition for an unusually long period from 3 p.m. one
afternoon to 8 a.m. the following morning it is probable that the
calculations would never have been done at all.14)

Помимо интервала 2π632 < t < 2π642, Тьюринг хотел продолжить
вычисления Титчмарша:

Another investigation was also started with a view to extending
the range of relatively small values of t for which the Riemann
hypothesis holds. Titchmarsh has already proved that it holds up
to t = 1468, i.e. to about τ = 231. . . It was intended to continue
the work up to about τ = 500. . . 15)

памяти для процедуры преобразования, а автор [Тьюринг] был вполне удовлетворён
увидеть результаты с основанием 32, к которому он достаточно привычен.

14)Если бы не тот факт, что компьютер однажды оставался в рабочем состоянии
необычно долгий период от 3 часов пополудни до 8 часов утра следующего дня, то
вычисления вообще никогда не были бы проведены.

15)Было начато другое исследование с целью расширить область сравнительно малень-
ких значений t, для которых гипотеза Римана справедлива. Титчмарш уже доказал,
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Табл. 3. Проверка гипотезы Римана, начиная с А. Тьюринга

Год Количество нулей Автор
1953 1104 A. M. Turing
1956 25000 D. H. Lehmer
1958 35337 N. A. Meller
1966 250000 R. S. Lehman
1968 3500000 J. B. Rosser, J. M. Yohe, L. Schoenfeld
1977 40000000 R. P. Brent
1979 81000001 R. P. Brent
1982 200000001 R. P. Brent, J. van de Lune,

H. J. J. te Riele, D. T. Winter
1983 300000001 J. van de Lune, H. J. J. te Riele
1986 1500000001 J. van de Lune, H. J. J. te Riele,

D. T. Winter
2004 900000000000 S. Wedeniwski
2004 10000000000000 X. Gourdon

The interval 1414 < t < 1608 was investigated and checked, but
unfortunately at this point the machine broke down and no further
work was done. Furthermore this interval was subsequently found
to have been run with a wrong error value, and the most that can
consequently be asserted with certainty is that the zeros lie on the
critical line up to t = 1540, . . . a negligible advance.16)

Действительно, если сравнить количество нулей, проверенных Тью-
рингом, с количеством нулей, проверенных до него (таблица 2) и после
него (таблица 3), то достижения Тьюринга кажутся незначительными.
На самом деле вклад Тьюринга огромен. Он не только был первым, кто
применил компьютер для проверки гипотезы Римана (рано или поздно
это сделал бы кто-либо иной), но, что гораздо важнее, как и предвидел

что она верна до t = 1468, то есть примерно до τ = 231. . . Предполагалось продолжить
работу до примерно τ = 500. . .

16)Интервал 1414 < t < 1608 был исследован и проверен, но, к сожалению, в этот
момент машина сломалась и никакой дальнейшей работы проведено не было. Впослед-
ствии было обнаружено, что счёт для этого интервала был проведён с неправильной
величиной ошибки, и самое большое, что можно утверждать с уверенностью,  это
то, что нули лежат на критической прямой вплоть до t = 1540, . . . несущественное
продвижение.
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Тьюринг, все последующие вычисления, вплоть до наших дней, проводи-
лись по его методу.

Традиционно в описаниях исследований Алана Тьюринга по теории
чисел говорится, что его научное наследие состоит из нескольких писем к
другим математикам, неопубликованных рукописей, и только двух печат-
ных работ  [18,19]. Это, однако, не совсем так. Есть ещё одна опублико-
ванная Тьюрингом работа, где он изучает гипотезу Римана. По какой-то
причине эта работа практически не цитируется специалистами по теории
чисел. Возможно, они не ценят полученный там результат, а, возможно,
они просто не знают, что в работе [17], названной Systems of logic based on
ordinals17) Тьюринг изучает, в частности, гипотезу Римана (эта статья 
изложение диссертации Тьюринга).

Третий раздел этой работы назван «Теоретико-числовые теоремы».
Тьюринг начинает его с того, что даёт формальное определение:

By a number-theoretic theorem we shall mean a theorem of the
form “θ(x) vanishes for infinitely many natural numbers x”, where
θ(x) is a primitive recursive function.18)

Тьюринг тут же делает подстрочное примечание:
I believe that there is no generally accepted meaning for this

term, but it should be noticed that we are using it in a rather
restricted sense.19)

Затем Тьюринг даёт второе, эквивалентное определение «теоретико-
числовых теорем» в его смысле:

An alternative form for number-theoretic theorems is “for each
natural number x there exists a natural number y such that f(x, y)
vanishes”, where f(x, y) is primitive recursive.20)

Оба этих определения, по-видимому, чужды специалистам по теории
чисел, поскольку в них используется понятие примитивно рекурсивной
функции из теории вычислимости. Можно, однако, дать третье определе-
ние, более близкое по духу к теории чисел.

Обозначим через Π0
0 и через Σ0

0 класс всех арифметических формул,
в которых все кванторы ограничены. После выбора значений свободных

17)Системы логики, основанные на ординалах.
18)Под теоретико-числовой теоремой мы будем понимать теорему вида «θ(x) обраща-

ется в ноль для бесконечно многих натуральных x», где θ(x)  примитивно рекурсивная
функция.

19)Я полагаю, что нет общепринятого понимания этого термина, но следует отметить,
что мы используем его в очень узком смысле.

20)Альтернативной формой теоретико-числовых теорем является «для каждого нату-
рального числа x существует натуральное число y, при котором f(x, y) обращается в
ноль», где f(x, y)  примитивно рекурсивная функция.
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переменных в таких формулах мы, очевидно, можем установить их истин-
ность или ложность. Далее, пусть Π0

n обозначает при n > 0 класс всех
формул вида

∀x1 . . . xmϕ (36)
где ϕ  формула из класса Σ0

n−1, и аналогично Σ0
n  класс формул вида

∃x1 . . . xmψ (37)

где ψ  формула из класса Π0
n−1. Мы получаем арифметическую иерар-

хию, в которой каждый класс содержит любой другой класс, расположен-
ный левее него на этой схеме:

Π0
1 Π0

2 Π0
3 . . .

Π0
0 = Σ0

0

Σ0
1 Σ0

2 Σ0
3 . . .

(38)

Теоретико-числовые теоремы в смысле Тьюринга  это в точности (ис-
тинные) формулы из класса Π0

2.
Чтобы мотивировать введённое название, Тьюринг приводит пример 

Великую теорему Ферма. В качестве менее очевидного примера Тьюринг
указывает гипотезу Римана.

Сначала вообще непонятно, почему где-то в арифметической иерархии
лежит гипотеза Римана, поскольку исходно она была сформулирована как
утверждение про комплексные числа. Тем не менее, их можно предста-
вить как пары вещественных чисел, которые, в свою очередь, могут быть
представлены как пределы (сходящихся) последовательностей рациональ-
ных чисел. Мощная техника арифметизации, развитая Куртом Гёделем,
позволяет в итоге записать гипотезу Римана как арифметическую форму-
лу с больши́м числом кванторов по натуральным числам.

Таким образом, в арифметической иерархии (38) есть формулы, эк-
вивалентные гипотезе Римана, причём они могут встречаться в разных
классах. Возникает естественный вопрос  сколь малым может быть та-
кой класс?

Поставленный в такой форме, этот вопрос является бессодержатель-
ным или тривиальным, поскольку ответ очевиден  конечно, это самый
маленький класс Π0

0 = Σ0
0. Действительно, гипотеза Римана  это кон-

кретное утверждение, не содержащее параметров, и оно либо истинно, ли-
бо ложно. В первом случае гипотеза Римана эквивалентна формуле 0 = 0,
во втором  формуле 0 = 1, и обе эти формулы принадлежат классу
Π0

0 = Σ0
0.

Более корректной является следующая постановка вопроса: где в ариф-
метической иерархии (38) мы можем указать, при нашем нынешнем уровне
знаний, формулу, эквивалентную гипотезе Римана?
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Алан Тьюринг нашёл такую формулу в классе Π0
2, то есть в его классе

теоретико-числовых теорем. Несложное доказательство, занимающее чуть
больше одной страницы, не вызвало, по-видимому, большого интереса у
специалистов по теории чисел.

В 1958 году математический логик Георг Крайзель (Georg Kreisel) уси-
лил результат Тьюринга, построив формулу из класса Π0

1, эквивалентную
гипотезе Римана. Идею его конструкции можно пояснить следующим об-
разом.

Известно, что все невещественные нули дзета-функции Римана рас-
положены симметрично относительно прямых Re(s) = 1/2 и Im(s) = 0,
разбивающих всю комплексную плоскость на четыре квадранта, поэто-
му достаточно проверить, что нет нулей, скажем, в открытом квадранте
Re(s) > 1/2 & Im(s) > 0.

Мы можем представить этот квадрант как счётное объединение со-
держащихся в нём прямоугольников и сформулировать гипотезу Римана
как утверждение, что ни один из этих прямоугольников не содержит ну-
лей дзета-функции. К сожалению, непосредственно записать это утверж-
дение как неравенство с соответствующим контурным интегралом мы не
можем, поскольку a priori ноль может лежать на границе использован-
ного нами прямоугольника, но Крайзель нашёл способ обойти эту труд-
ность.

Следующим шагом в усилении результатов Тьюринга и Крайзеля ста-
ло бы помещение гипотезы Римана в класс Π0

0 = Σ0
0, то есть её доказа-

тельство или опровержение, но это сейчас находится вне пределов наших
возможностей.

Тем не менее, это направление исследований получило некоторое раз-
витие. В 1970 году была доказана так называемая DPRM-теорема21), уста-
навливающая, что в определении класса Π0

1 в роли формулы ϕ всегда
можно брать формулу вида P (x1 . . . xm) 6≡ 0, где P  многочлен с целыми
коэффициентами. Совместно с результатом Крайзеля это дало такое след-
ствие: можно построить конкретный многочлен R(x1 . . . xm) c целыми
коэффициентами такой, что гипотеза Римана эквивалентна утвержде-
нию об отсутствии решения у диофантова уравнения R(x1 . . . xm) = 0
(конкретный способ построения такого уравнения описан, например, в [1]).

Гипотеза Римана была включена Давидом Гильбертом в его 8-ю про-
блему, а в 10-й проблеме он предлагал найти алгоритм для распознава-
ния разрешимости произвольного диофантова уравнения. Таким образом,
начатое Тьюрингом выяснение вопроса о положении гипотезы Римана в

21)Аббревиатура в названии теоремы образована из первых букв фамилий математи-
ков Мартина Дэвиса (Martin Davis), Хилари Патнема (Hilary Putnam), Джулии Робин-
сон (Julia Robinson) и Юрия Матиясевича.  Прим. ред.
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Рис. 10. Памятник Алану Тьюрингу в Сэквиль-парке, Манчестер

арифметической иерархии привело к установлению неожиданной для спе-
циалистов по теории чисел связи между 8-й и 10-й проблемами Гильбер-
та  оказалось, что гипотезу Римана можно переформулировать как очень
частный случай 10-й проблемы Гильберта.

Без тезиса Чёрча – Тьюринга мы не могли бы даже сформулировать,
что означает неразрешимость 10-й проблемы Гильберта, установление ко-
торой было стимулом для доказательства DPRM-теоремы. Сейчас мы име-
ем формальное доказательство того, что никакая машина Тьюринга не
может распознавать, имеет ли произвольное диофантово уравнение реше-
ние или нет. Сведéние же гипотезы Римана к конкретному диофантову
уравнению, первый шаг на пути к которому сделал Алан Тьюринг, даёт
«психологическое» объяснение трудности диофантовых уравнений  было
бы удивительно ожидать существование требуемого Гильбертом алгорит-
ма для диофантовых уравнений, ибо тогда можно было бы, по крайней ме-
ре в принципе, «механически» установить справедливость или ложность
такой трудной гипотезы, как гипотеза Римана.
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