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Наш семинар:
математические сюжеты

Короткое опровержение гипотезы Борсука

А. Б. Скопенков∗

Приводится простейшее из известных опровержений следующей
гипотезы Борсука: любое ограниченное подмножество n-мерного
евклидова пространства, содержащее более n точек, можно раз-
бить на n+ 1 непустых частей меньшего диаметра.

Доказательство принадлежит Н. Алону и является замечатель-
ным приложением комбинаторики и алгебры к геометрии.

Эта методическая заметка доступна студентам, старшеклассни-
кам и учителям, интересующимся математикой.

Теорема 1 (Борсук). Любое ограниченное подмножество плоско-
сти, в котором более двух точек, можно разбить на три непустые ча-
сти меньшего диаметра.1)

Диаметром непустого подмножества плоскости называется наиболь-
шее расстояние между его точками (точнее, супремум таких расстояний).
Подмножество плоскости называется ограниченным, если его диаметр ко-
нечен.

Точкой x = (x1, . . . , xn) n-мерного евклидова пространства называется
упорядоченный набор n чисел. Расстояние между точками x = (x1, . . . , xn)
и y = (y1, . . . , yn) определяется формулой

|x, y| :=
√

(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2 .

∗Поддержан грантом фонда Саймонса.
1)Указание к доказательству. Сначала, используя «соображения непрерывности»,

докажите, что любую плоскую фигуру диаметра 1 можно заключить в правильный
шестиугольник, диаметр вписанной окружности которого равен 1. Затем докажите, что
хотя диаметр полученного правильного шестиугольника больше 1, его можно разрезать
на три части диаметра меньше 1. Ср. [11].
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Диаметр и ограниченность подмножества n-мерного евклидова простран-
ства определяются точно так же, как и в случае плоскости.

Борсук предложил следующее обобщение своего результата, которое
долгие годы было одной из наиболее интригующих проблем комбинатор-
ной геометрии.

Гипотеза 1 (Борсук). Любое ограниченное подмножество n-мерно-
го евклидова пространства, содержащее более n точек, можно разбить
на n+ 1 непустых частей меньшего диаметра.

В 1993 г. Д. Кан и Дж. Калаи, следуя идеям Болтянского, Эрдёша и
Лармана о применении комбинаторики для построения контрпримера, на-
шли контрпример к гипотезе Борсука [7, 10]. Подробно история вопроса
описана в [3, 6].

Теорема 2. Существует n и ограниченное подмножество n-мерно-
го евклидова пространства, содержащее более n точек и которое невоз-
можно разбить на n+ 1 часть меньшего диаметра.

Мы приведем простейшее из известных доказательств, принадлежа-
щее Н. Алону, ср. [1, 3, 5, 6, 8, 9]. (При этом другие доказательства дают
более сильные результаты.) Это удивительный пример важного резуль-
тата в современной математике, не требующего для полного понимания
полугодового специального университетского курса (после двухгодового
обязательного курса). Более простые применения аналогичных алгебраи-
ческих соображений в комбинаторике можно найти в [2, 4].

Через |X| обозначается число элементов в множестве X. Скалярное
произведение векторов x = (x1, . . . , xn) и y = (y1, . . . , yn) определяется как
x ·y := x1y1 + · · ·+xnyn. Векторы x и y называются ортогональными, если
x · y = 0.

Доказательство теоремы 2. Обозначим
M ={(x1, . . . , xn) | x1 = 1, xk ∈ {1,−1}

и среди x2, . . . , xn число минус единиц четно}.

Вершина n2-мерного куба  набор длины n2 из плюс или минус единиц.
Его удобно представлять себе как таблицу n×n. Поставим в соответствие
каждой точке x = (x1, . . . , xn) ∈ M таблицу fx, определенную формулой
(fx)ij := xixj . Например,

f(1,−1,−1) =

 1 −1 −1
−1 1 1
−1 1 1

 .

Докажем, что контрпримером к гипотезе Борсука является f -образ мно-
жества M для достаточно большого простого числа p и n = 4p.



i
i

“mph” — 2013/2/18 — 20:37 — page 90 — #90 i
i

i
i

i
i

90 А. Б. Скопенков

Пусть x, y ∈M . Тогда (xixj−yiyj)2 = (1−xiyixjyj)2. Обозначим через a
количество индексов i, для которых xi = yi. Тогда xiyi = 1 для a индексов
i и xiyi = −1 для n − a индексов i. Поэтому |fx, fy|2 = 4a(n − a). Это
выражение максимально при a = n/2. Значит, условие |fx, fy| = diam fM
равносильно условию a = n/2 и равносильно условию x · y = 0.

Поэтому если множество fM разбито на k частей Z1, . . . , Zk меньшего
диаметра, то в каждом f−1Zi никакие два вектора не ортогональны. Так
как x1 = 1 для любого x ∈ M , то f инъективно. Значит, |Zi| = |f−1Zi|.
Теперь теорема вытекает из следующих леммы 1 об оценке и утвержде-
ния 1. �

Лемма 1 (оценка). Пусть p  простое (не обязательно большое),
n = 4p, A ⊂M и никакие два вектора из A не ортогональны. Тогда

|A| 6 α(n) := C0
n−1 + C1

n−1 + · · ·+ C
n/4−1
n−1 .

Утверждение 1. α(n)(n2 + 1) < |M | = 2n−2 для достаточно боль-
ших n.

Доказательство. Для достаточно больших n и любых 1 6 s, k 6 n/4
имеем 5n

4
> 5k − s− 2, откуда n − k − s + 1

n
4

+ k − s
>

3

2
. Значит,

C
n/4+k−1
n−1

Ck−1
n−1

=
(n − k)(n − k − 1) · . . . · (n − k − n

4
+ 1)

(
n
4

+ k − 1)(
n
4

+ k − 2) · . . . · k
>
(

3

2

)n/4
> n2.

Поэтому α(n)(n2 + 1) < C0
n−1 + C1

n−1 + · · ·+ C
n/2−1
n−1 = 2n−2. �

Осталось доказать лемму об оценке. При ее доказательстве можно за-
быть про конструкцию отображения f . Следующее утверждение очевидно.

Утверждение 2. Для простого p и целого t число

G(t) := (t− 1)(t− 2) · . . . · (t− p+ 1)

делится на p тогда и только тогда, когда t не делится на p.

Рациональной линейной комбинацией многочленов F1, . . . , Fs называ-
ется любой многочлен λ1F1 + · · · + λsFs с рациональными λ1, . . . , λs. На-
пример, многочлен x2 является рациональной линейной комбинацией мно-
гочленов 2x1, 1 и x1 + x2.

Многочлены называются линейно независимыми, если любая их ра-
циональная линейная комбинация, в которой не все λk нулевые, не равна
нулю. Например, n многочленов 1, x2, x3, . . . , xn являются линейно неза-
висимыми.

Многочлен с рациональными коэффициентами от n − 1 переменной
x2, . . . , xn называется степени менее n/4 и свободным от квадратов, если
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он является рациональной линейной комбинацией многочленов
xi1 · . . . · xis , где s = 0, . . . , p− 1
и i1, . . . , is  различные числа от 2 до n.

(∗)

Лемма об оценке вытекает из нижеследующих леммы 2 о линейной неза-
висимости и утверждения 3.

Лемма 2 (линейная независимость). Пусть p простое, n = 4p,
A ⊂ M и никакие два вектора из A не ортогональны. Возьмем вектор
a ∈ A. Раскроем скобки в произведении G(a · (1, x2, . . . , xn)). В каждом
из полученных одночленов для каждого i будем заменять x2

i на 1 пока
это возможно. Полученный многочлен обозначим Fa(x2, . . . , xn). Тогда
каждый многочлен Fa(x2, . . . , xn), a ∈ A, степени меньше n/4 и свободен
от квадратов; эти многочлены линейно независимы.

Утверждение 3. Любое линейно независимое семейство многочле-
нов от x2, . . . , xn степени менее n/4 и свободных от квадратов, содер-
жит не более α(n) многочленов.

Доказательство леммы о линейной независимости. Утвер-
ждения о степени и о свободе от квадратов очевидны. Докажем линейную
независимость. Пусть, напротив, λ1Fa1 + · · · + λsFas = 0 для некоторых
a1, . . . , as ∈ A и рациональных λ1, . . . , λs, причем не все λk нулевые. Здесь
a1, . . . , as  векторы, а не координаты. Можно считать, что λ1, . . . , λs це-
лые (иначе умножим это равенство на произведение их знаменателей).
Можно также считать, что не все они делятся на p (иначе поделим это
равенство на их наибольший общий делитель). Не уменьшая общности
считаем, что λ1 не делится на p. Подставим в полученное равенство зна-
чения x2 = (a1)2, . . . , xn = (a1)n.

Из a1 ·a1 = n = 4p и утверждения 2 вытекает, что λ1Fa1 не делится на p.
Так как n делится на 4 и для любых x, y ∈M число минус единиц в x

и в y нечетно, x · y делится на 4. Поэтому x · y 6∈ {±p,±2p,±3p}. Так как
x · y 6= 0, то x · y не делится на p. Значит, по утверждению 2 λkFak

делится
на p при любом k > 1. Противоречие. �

Набросок доказательства утверждения 3. Обозначим через
Q1, . . . , Qα(n) семейство многочленов (∗) и через F1, . . . , Fk данное линей-
но независимое семейство. Возьмем таблицу k × α(n) рациональных чи-
сел λij , для которых Fi =

∑
j λijQj при любом i = 1, . . . , k. Семейство

многочленов, полученное из семейства F1, . . . , Fk заменой Fi на Fi + λFj ,
j 6= i, линейно независимо. Такими заменами и перестановками многочле-
нов Q1, . . . , Qα(n) можно провести рассматриваемую таблицу k × α(n) к
«верхнетреугольному» виду. Так как в новой таблице нет нулевой строки,
то k 6 α(n). �
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