
���

���������� ��	
����� �������

�� �� ������	
��
�

�� ��������

���������� �	
����� � ���
 ��
�� ���	�
 �
�	��� ��������
��� ���	��
	��� ������
������ ����� ��	����� 
�
 �� ����
��
 � �
���
�
�� ����
�
�� �� � ������ � !��"�� �� #$ ����� %�" "�" ���	��
	�&
� �
 ���
��� ���� ������ �� ��� ����� !�"� �� �
�� ��"�� �'��!���
(��' ��� ���	� ��"� �� 
�� ��
��
� �� ��"�" �
 ����!��� �	� )����
��� ����	���� ��
��
 	���� ��! ��
��
 ��	
���� "������� ��� �'� ��&
�
��� *������
�� ������ (�� ��� �
 ��	�(�� '�	��
 ������ " �
���+�
��	
� �	�(���� � '���
� #$ ���� � "�(
���
 ,"	(�-� (��' !�"� ��
�
��� � !��
� ���'��
� �
����� ���	��
	��� �����
 �� ������� �
�� 

. ���� ,"	(�-� � ������� ���	��
	��� �����
 �� �
����� / ���	
���

. ���� ,"	(�-� %�"�� �����' ��
�����	�
��� � ��("� !������� �� �	�
������	�� �� �
�� "��� � �! ���	��
	��
� ��	�(�	 ,��	"	(�- � (��
���
� ' �� 	�(�
01 2
������"�� ������� ����
�� ��	�
��� ��� (�� 	&
'�� �! ���	��
	��
�� ��������� ��
���
 � �
����� ���
� !� ���� �����
����� �
�������
 ,��	"	(�- � ������ �
�	������ ����������� �
&
�
'����
�� "	(� �� �"������ #34�� 5��
���� (�� 
������
�� �
� ��� / � ��
	�(
��� ��!�
�� ,"	(�-� �"��
�� ����
� 2� 
��� �������
���
����(
�"�� � ���� �����
������ *� ������ �	�(�
 / " �(����+
���'���
��� !������� �� �	�� 6 ��
���� ��	
� �
!������� � '���
� ��

�	�(��� 
 ���	
�����
	������ �� #$ ���� � "������ ���'��
� "������
�! ���	��
	��
� �����
 �� ������� ,
��- ���	
�����
	������� � � "�(
���

,"	(�-� (��' !�"� �� �
��� ����	�!�
� ���	
�����
	������� ��	�(
�&
�� �	��
��
� �� ����	 #7 �����
�������� ���� ���� � '���� �
���	
�����
	�����
�� ����	��� �(
����� *� ���
 � )�� ��"��
�+� (��
�	� "������ �! ���	��
	��
� ��
 #7�� ��!���� � ,"	(
�- �����"��� �
&
����� � ����
��� ��	�"� �
�
'����� ��� (�� ����
'�
� � ��
��
� '�&
	

 ��	����� 	
� �	� ����������� �
�
'����
�� "	(� �� �"������
#7734��

������� �����	
��� �������� ������ ��������������� ���������� ��	����
����������� !"

�����������	
� ��
�������� ���� �� ��� �� �������������



��� �� �� ������	
��

8 � ���
����(
�"��� � � ���"��(
�"�� ��("� !�
��� �
���
�
���
�������	������� �� �	�(�
 ���� �(�����"�� � �	
��
� ��������
�� �'&
�� �������� 2
�����	��� ������� ,��
��� ��!�
	���� �
"�
�- *���+
��!��	�
� ,�����
�
	���- �
"�
� �
��� n �(�����"��� ��"�� �'��!���
(��' !����

 !����� 
 ��!�
��
�� 
 ����
���� �(�����"�� ���	� ��&
��!��(�� ������������ �
"�
� *����"������� )��� ����
��� ��! ��
���
����"����� �������+� � �
��!�
��
�� 
 / �
 ��	�(�	� ��"�"�� ����	&
���
	���� " ��
�
��� ��������� ���������� � ��!������ !��(
���
�
"�
��� ��� � ���	
���� ��������� ��! ����� ���
��
�� �� *� ��	�&
"� ���� "�" �����	�� �������������� � )��� �����
+�

8������ ��� ��(���
��� � #9:9 ����� "���� )�� ���'	
�� ' 	� ��&
����	
�� � �� ������ �
�
�� 4� ;	
�"	� <#= � 6� >������ <?= �	� �	�&
(�� ������� � *n� k+&��� *�� 
� ��!�
��
�� �� ����
������ ��	����
	' 
 ����
���� �! k �	� '�	

 )	
�
����+� @��' � ���
�
� � !��	�
��" ��! ��
� 
 ��
�	�� 
 ���� �� 
� ��"�
� ��
 ,��!�
�- �����������
��
������	�
��� �(�����"�� �
 '�	��
 ,��!�
��- �
"�
�� *� �
���
� "�"
' 	� ��"�!���� �� � �
 ���
� ' ��+� @"�!�	��� <A=� (�� 	'�� ��"�� ���
�����
�����
� ������� *���
�
	
��
� (�� )�� ��"�
� ��� � �� B+ �� �	
����&
�
	���� �
 �	� 	'�� ����"��� ������� ��!����� ��
�	���
 ��!�
	
��

�
"�
��� � ������ ������ � ' 	� ��"�!���� (�� �	� 	'��� ��'��� ��!&
�
��
�� � ����
��� ����� ��������� ���
��
��� ���� ����"� �!�
��&
� 
 ������
��� �
���� ,�
)"����� -� C ������ �����
 ��������������
�	�
'��&�
��
���(
�"�
 � "��'������� 
 !���(�� ��!��"���
 ��� ��&
�
����(
�"�� ���	�!
 ,��
�� ��!�
	���� �
"�
�-� C�� ����
� ����� �!
��"�� !���(�

;��
� ��������� (�� �
�
����� 	��
�� � �������������� fL�� � � � � Lng
"��
(���
����� �
"������� ������������ L ��� ��	
� K ����	
�����
�
�������� ,���
 �	� ��(
��-� 
�	� �	� 	'��� ����
���� A � f#� � � � � ng
	��
���� �'�	�("� �������������� fLa D a � Ag 	�'� ���
���� ������&
��������� L� �
	�"��� 	�'� �
�
�
"�
��� � ��� ��	�"� �� �
"���� �� C
�� A � ������� (�� ��"�
 �
�
����� !����
� ,	��
���- ���� � "������
����
���� A � f#� � � � � ng ��	�
��� ��!�
��
�� �� 
�	� � ��	�"� 
�	� 	�&
�
���� �'�	�("� �������������� fLa D a � Ag ���
���� ���������������
L� �
	�"��� C ���!� � )��� ������
� ��!��"�
� ��� ��������� 2�����
��

�	� ��	
 K "��
(�� *jKj E q+ � ��
 ��������������� fL�� � � � � Lng ��&
���
�� � �� "�"��� ��"����	��� ��!�����
 (��	� �(�����"�� n �	� 	�&
�
�� � ������� � *n� k+&��� *k � #+0 8��(
 ������� "�"��� ��"����	�&
�� ��!�����
 (��	� �
"����� fh�� � � � � hng ��"��� (�� 	' 
 k �
"������
���
�����
 �
"��� h�� 	��
��� �
!������ � � 	' 
 k F # �
"������ ��&
�
�����
 �
"��� h�� 	��
��� !������ � @"�! ��
���� (�� )�� ��������



���������� �������	�� 
������ ���

)"����	
���� �	
���
��� �� �
�� � �!�	�� '�	

 ��	������ ��������D
	' 
 k �
"����� 	��
��� �
!������ � � 	' 
 k F # / 	��
��� !���&
��� � %�"�
 ����
� �
"����� �!�(�	��� � �
��
���� "�" N &����
����
*N E n F #+ � "��
(��� ���
"������ �
��
���� PG*k � #� q+� � "��'�&
������"
 "�" ��������	�� 
 ��'	�� ��	 k � ���
"�� � E #� � �
����
"���������� "�" ����
��(� 
 ������ 3�� "���� *�����'�

 ��� <B=+� C
�� A � ����
�
� �!�
���� "������"�� ��"�� ����
��� � N E qF #� �
����	��� ������ �����
!� ������� � ���� (�� )�� � 
��� ��"����	��� ��!&
�����
 N � !� ��"	(
��
� ���� �	�(�
�D �	�(�� q � k� "���� N E k F #�
� �	�(�� q E ?m� k E A �	� k E q � #� "���� N E q F ?�

	� 
�������� ������� �� ����������� �������� �������

2�(�
� � �����	���� ���
����(
�"�� ���
	�� 8�

��� n F # ���&
�
���� S��S�� � � � �Sn � *����
����
+ �����
�
	
��
 �
��������
� P �� ��
�
"������� ����!�
�
��� S E S��� � ��Sn� �����
�������
 �	�(��� 

�
	�(�� �'�!��(���� (
�
! Si� 8�

��� ��"�
 �
"�����
 ����
���� G
�������
��� ����
���� f#� � � � � ng� ��! ��
��
 ����"����� ��������
���������� �� H��� *P�S+ ��! ��
��� ����������� ����	
���
�

��� �� � �
�	�!��
� ����"���� ������� G� 
�	�

P *S� E c�jSi E ci� i � A+ � f7� #g �	� A � G� *#+

P *S� E c�jSi E ci� i � A+ E P *S� E c�+ �	� A �� G� *?+

I�� ���
�
	
��
 ����� ����	"����� �	
����� �'��!��� 8�

���
����
���� S� ��
� ��!���� � �
"�
���� �! "������� �
"�
� s� � '���
�&
�� � �
��������� p*s�+� � ��

��� ���� "������ ,�����
�
	�
�- �
"�
�
s� �
��� n �(�����"���� ��� 	�� ,���
"���- s�� � � � � sn �
"�
�� � �
��&
������� Ps�*s�� � � � � sn+� @��
���� (�� i&� �(�����" ��	�(�
� ��� ,���&

"��- si � Si � �
 ��

� ���������� � !��(
���� ������ ,���
"���-�
����"� !��
� ��
 ����
���� Si� � ��"�
 �'� �����
�
	
��� �
��������
�
p*s�+ � Ps�*s�� � � � � sn+� I�� ��� �����
�
	
��� ����� ' �� )"����	
����
!��
�
� �� ����D P *s�� s�� � � � � sn+ E p*s�+Ps�*s�� � � � � sn+� (�� � ' 	� ��
	�&
�� � �
� J
	� ���� "�" �"�! ��	��� �� ��
�
���� ������� � ���� (��' D
�+ �(�����"� �! ��!�
��
����� ����
���� A *�� 
� A � G+ ��
��
 ���	�
' ����!��(�� ������������ !��(
��
 �
"�
�� / )�� �����
�� � ����&
���
 *#+K
'+ �(�����"�� �'��!���
 �
��!�
��
���
 ����
���� A *A �� G+� �
 ���	�
' ��	�(��� ����	���
	��� ��������� �' s�� �� 
�� (��' �
���������
����� (�� !��(
��
 �
"�
�� S� E c�� �
 !����
	� �� !��(
��� ,���
"���-
Si ��� i � A / )�� �������� *?+�



��� �� �� ������	
��

��������� � ������������ C ���	��! (��� 	��
�����
 �	� �'�&
!��(
��� ,������- ����������� ��� 	�
��� �(�����"� ���� ' 	� ��
�
&
� �
���� ,share- *6� >����+ � ,shadow- *4� ;	
�"	�+� H
�� � �
����
�"�!�	�� ���'�	

 ����	��� � � ����� ��	�� '���	�� � ��'	�!��� ���&
�	
(� ��������� (����
	�� ��������� ����	�!�� � "�(
���
 
�� �
�
����
�	��� ,�"���-� 2
��
"������ *�� ��
� �� �	��+ !��
�� ,�"���- �� ,���
"&
��- ���
� ' �� �
�"�	�"� ��������� �	
����� ����
����

������ �� 3���
���� S� ��
� ��!���� � �
"�
��� ������� �! 7� # �
?� ,��
�����	
�� �- �����
����
���D �����K "�'��� ��
'�� "������� ��&
��		
	�� ���� "��������K ��	������� �'��!���
 "������� ����		
	�&
� ��� Z� H�� )��� ����
�� ���� � ��������� ��	������ � �	�� �
'��
"�'� � �'��!��
� ��	������ ���� � H
�� � �(�����" ��	�(�
� � "�(
&
���
 ���
� ,��	�- �
"�
�� 
�� ���
"�� �� �	��"���� XY � � ������ / ��
�	��"���� XZ� L���� (�� ��
��
 ��� ����!��(�� ����������� �
"�
�� �
����!�� / �
 ������ @���"�� )�� ��� �
 ��	�
��� ���
��
����� ��" "�"
	'�� �! �(�����"�� ��	�(�
� ��������� � �
"�
�
� �����	�� ��	�"�
��� !��(
��� �
"�
�� "�" ��!���� 
 ��� ������ ���
"��� *������
��

�	� ���
"��� / "������� �� ��� �
��!���
�+�

� � ���� ���������� I	
�
�� *�(�����"+ x � f#� � � � � ng ��! ��
�&
�� �
���
���
�� � *�������
	��� G+� 
�	� �	� 	'��� �
��!�
��
�����
����
���� A ����
���� A�x ��"�
 �
��!�
��
���
� @(
������ (�� �
��&
�
���
�� 
 �(�����"� �����	�"� �
���
���
�� �	� ��!�
	
��� �
"�
���
(�� �� ������ �
 ����� ��� 	��� ��"�"�� ����������� H�)���� ��	

�
'
! ������(
��� �'������� �������������� ��	�"� ��"�
 ����"��� ��&
����� G� �	� "���� � ��
 )	
�
�� ��	���� ���
���
�� ��� 5���
 ��&
��� 
��
���
��� ��
���	������ (�� G ��	�
��� ���������� ����"������
�� 
� �! A � B�A � G �	
��
� B � G�
������ 	� ���������� �����
��� ����"���� ������� / *n� n+&��&

������ ��
��� �� 
� ��
 �(�����"� ��
��
 ����� ������������ �
"�
�� �
	'�
 �������
���� �(�����"�� �
 ���
� ��	�(��� ����	���
	���� ��&
�������� � �
"�
�
� ;��
� ������� ��
�	��� ���� � '���� � �
"�
��
� 
�� ���
"��� �! ����� Zq � (
��� �� ����	 q� �� 
� S� E S� E
E � � � E Sn E Zq� ��	
� �
�
����
� n � # �
!������ � ������
��� ���&
��
�
	�
�� � �� Zq �	�(��� � �
	�(�� xi � ��� 	�
� i&�� �(�����"�
*i E #� � � � � n � #+ 
�� ,���
"��- si E xi� � n&�� �(�����"� ��� 	�
�
sn E s� � *s� F � � �F sn��+� 5����

�� ,�
����������
- n&��� �(�����"�
��� �
 ��(
!�
�� 
�	� � � ���
� �����
�
	
��
 Ps�*s�� � � � � sn+� "�����

�(
����� ����� #�qn��� 
�	� s� E s� F � � � F sn� � ����� 7 / � ����	�&
� � �	�(���� %
�
�� 	
�"� ����
��
��� � �������� *?+� �!��(��

 � ���&



���������� �������	�� 
������ ���

��� �	�(�
 �
!���������� �	�(����� �
	�(�� S� �� �	�(��� � �
	�(��
fSi D i � Ag ��� 	'�� ��'���
���� �������
���
 A�

�����
 � �
 ���
�
	
��
 ���� ��
�����

 �	����� ,�����
�
	
��

�
��������
�-� ���
 �
�
�
�
��� ��(�� '
! ���
�� �'������� �� "��'�&
������ � �! "� "���� � ��
�����	�
��� ������ '�	

 ����� � �	� ��&
�������� H���!��	���� M � *n F #+&������� V � ����"� "������ ��
�
��� v E *v�� v�� � � � � vn+� ��
 vi � Si� ��! ��
��� ������
� "��'���������
���� � 
�
 ����"� / ,�����	���- �����
�
	
��� �
"�
��� �	� !��������
!��(
��� �
"�
�� s� ��	
� ��� �	�(���� � ������
������ � '���
� ����&
"� v �! �
� ����" ������ V � �	� "���� � !��(
��
 ��	
��� "�������� 
����� s��

���������� 	� 3������ V !����
� ����������� �������
�����

�� � �
�	�!��� ����"���� ������� G� 
�	�� ��&�
�� �� �	� 	'���
����
���� A � G ��	
��� "��������� 	'�� ����"� ������ V ����!��(&
�� ���
�
	�
��� !��(
����� 
�
 "�������� �! ����
���� A� �� ��&���� ��
�	� 	'��� ����
���� A �� G � 	' � !����� � !��(
��� "�������� �!
����
���� A (��	� ����" ������ V � ���� � !��(
��
� � ��	
��� "�&
������� �
 !������ �� ��

���������� ���
��
���� �
����������� ���� !�����
��� �����
*P�S+� ������� V� �������� �! ����" s � S� ��"�� (�� P *s+ � 7� M�&
�
���� (�� 
�	� � ���
�
	
��� # ��	����� ��
 �
��	
� 
 !��(
��� P
�����"�� ��� � ��	���� *#+ � *?+ �
�
�����	������� �� "��'���������
�! "
� �� ��	�(���� ���
�
	
��
 ?� I�� "��'��������
 ���
�
	
��
 �
&
�"�	�"� �'�'��
���� 
�	� ��������� � ������
 V ���������
�� ����"��
(�� )"����	
���� �
������������ ���
�
	
�� #� "���� !��(
��� �
��&
������
� P *s+ / �������	�� 
 (��	��

������ 	 !�����"����#� H
�
�����	���
� ����� � �
 "����&
��"�� *n� n+&��������� ��� �� "��'��������� �! "
� ����"��� �����&
� V ��	���� ��
 �
"��� s ��"�
� (�� �s�Fs�F � � �Fsn E 7� @(
������
(�� V !����
� ���
��
��� "��'�������� ��� �	� G E f#� � � � � ng� ��"
"�" �	� 	'��� ��'���
����� �������
���� A � f#� � � � � ng � 	' � !�&
���� � !��(
��� "�������� �! ����
���� A (��	� ����" ������ V �
���� � !��(
��
� ��	
��� "�������� ����� qn���jAj�

N�����
	���� �� ������� ��
� ����
�� ? �"�! ��
��� �������(���
(��' �! �
�
� "�" �! "����(�"��� ��������� ���
��
��� ��� �	� ����!&
��	���� ����"��� �������� 6 ��
���� �	� ��
� ��!�
��
�� � ����
����
�� 
� �	� A � G� �
!������� �
�	�!�
� �������� ��	�"� (�� ��������
*jAj� jAj+&���� ���	�� �
� ��� � i&�� �(�����"� ���	�"� ,���
"���- sAi �



��� �� �� ������	
��

�"�	�"�� ��!�
��
�� � ����
����� �� ������	
���� I�� �	��
���
 ���&
����
 �
�	���� �
�
�
��� �� "��'������� � �! " ������� ������ V �
�'
������� (�� )�� ��� ���
��
���� 5�" )�� (���� ' ��
�� ,���
��
�&
���- �
 !��(�� ,)"�������-� � � ������ ��� ��!�
� ,���
"���- �"�! ��&

���� "�" �����	�� �� ����� ��! '�	��
� (
� ��!�
� �
"�
��� I�� ��
��
����� ��
	��� '�	

 )"�������� ��" "�" �������(�� �
�	�!����� ����&
��� 
 *jAj� jAj+&��� ��	�"� �	� ������	�� � ��!�
��
�� � ����
��� A�
�� 
� �	� A � Gmin� ��
 Gmin / ����"������� ������	�� � *�������
	���
�"	(
���+ ����
��� �! G� %
� �
 �
�

� �	� ��������� *n� n�?+&��� ��!&

�
� ,���
"���- *�!�
�
�� �� ������
�� � '����+ '��
� � Cn��
n � ?n�p?	n

��! '�	��
 ��!�
�� �
"�
�� *)�� ��������� �	�(�� �	� �����������&

��� "������"���+� � ������ ������ � "�" � �'
����� (��� ��!�
�
	'�� ��������� ����"���� ������� ���
� ' �� �
�	�!����� ��
�	����
�� e� ��� ���������� ��!�
��� ,���
"���- � �
"�
��� H�)���� 
��
��&
�
��� ��!��"�
� ������ � ���� "�"��� ��"����	��� ��!�����
 ��
� �
&
��
 ��!�
�� ,���
"���- ��� ��!�
��� �
"�
�� �	� �������
� ����"��� 
������� ��� ���	�(�
� �
�	�!����� O����	���� R*n+ E maxR*G+� ��

max '
��
��� �� ��
� ����"����� ������� G �� n �(�����"��� � R*G+ E

minmax log jSij
log jS�j

� ��
 min '
��
��� �� ��
� ���� �
�	�!���� ����� ����"&
���� ������� G� � max / �� i E #� � � � � n� H���
�
���� "������"��� ��"�&

! ��
�� (�� R*n+ � C
n��
n � � ������ ������ � "�" ' 	� ��"�!��� 	��� �
&

����� <P=�R*n+ � n� logn� %�"�� �������� ,�
	�- �
��� �
���
� � ����
�
��
�"�� ���
�� �� ���
�� ��
��� �������(� � ������� �	� ���	
�������
*����� ��
���	���
�� (�� R*n+ ����
� )"����
����	��� �� n+�

$� %���&��� ��������� ��������

2�(�
� � ��
�	��
���� 6� >������ <?= )	
������� ��
� ��!�
	
���
�
"�
�� �	� ������� � ����"��� �������� H���� K E GF *q+ "��
(��
 ��&
	
 �! q )	
�
���� *������
�� q E p/ ������
 (��	� �K E Zp+ � q � n� ��&
�������� �(�����"�� n ��!	�(� � �
��	
� � )	
�
���� ��	� fa�� � � � � ang
� ��	���� a� E 7� H�� �����
�
	
��� �
"�
�� s� ��	
� ��� �
�
����&

� k � # �
!������ � ������
��� �����
�
	�
�� � �� GF *q+ �	�(��� �
�
	�(�� fj *j E #� � � � � k � #+ � ��� 	�
� i&�� �(�����"� *i E #� � � � � n+
,
��- !��(
��
 si E f*ai+ �����(	
�� f*x+ E f� F f�x F � � � F fk��x

k���
��
 f� E s�� H��"�	�"� 	'�� �����(	
� ��
�
�� k � # ����!��(�� ���&
������	���
��� �� 
�� !��(
���� � ����!��	�� � k ��("�� *������
�� ��
���
���	�������� �����	
 Q�������+� �� 	' 
 k �(�����"�� ��
��

����� ������������ �����(	
� f*x+ �� �	
�����
	���� ����� !��(
��
 �
&
"�
�� "�" s� E f*7+� H� )��� �
 ���(��
 �	� 	' � k � # �(�����"���



���������� �������	�� 
������ ���

	' � ��	�(
�� � ��� !��(
��� ���
"��� si � 	'��� !��(
��� �
"�
��
s� ���
����
� ����� ���� ,�����
��������- �� �����(	
�� �� 
� ��"���
(�� si E f*ai+ � s� E f*7+� �	
�����
	���� )�� ��
�� ��	�
��� ���
��
����
� �����
������ � ���
�
	
��
� ?� ,Q��
������- ������ ��
� ����������
����� 
�	� !������� ,��!�
	
��
 �
"�
��- � �
"�����&�����(��� ���
D

s E fH� *A+

��
 s E *s�� � � � � sn+� f E *f�� � � � � fk��+� k � *n F #+&������� H E *hij+ E

E *aj��i + � h�� E #� M��
���� (�� 	' 
 k ���	'��� )��� ������ 	��
���
�
!������ � � ��"����	��� ��!�����
 (��	� ���	'��� ������ H �����
q� � (��' ��'����� �'
������� � �� # !��(
��� q F # ���� ��'�����
���	'
�� �����
�������� ��("
 ,'
�"��
(�����-�

'���"������ ��������
� ����� ��� �
� �����
��

C�!���
� � *A+ � "�(
���
 H ����!��	��� r�*nF#+&������� � )	
�
�&
���� �! ��	� K� H�	�(�
�� ��� '��
� ��! ���� �����
���� 	��
����
���� @�� ��	�
��� ���
��
���� "��'��������� ��� �� ����"����� ��&
����� G� �������
� �! ����
��� A ��"��� (�� �
"��� h� ��
������� �
���
 	��
���� "��'������ �
"����� fhj D j � Ag� ��
 hj )�� j& � ���	&
'
� ������ H� ����"��� ������ V � �����
������
� ������ ���
��	����� "�" ����� �! *A+� 	��
�� 
 "��'������ ����" ������ H � H
&
�
���
� *A+ � �	
���
� ���


sj E *f �hj+ �	� j E 7� #� � � � � n�

��
 *f �hj+ / �"�	����
 ����!�
�
��
 �
"����� f � hj � R�	� A � G� �� e�

�	� h� E

P
�jhj � ��

s� E *f �h�+ E *f �
X

�jhj+ E
X

�j*f �hj+ E
X

�jsj

�� �	
�����
	���� !��(
��
 �
"�
�� ����!��(�� ��������� �� 
�� ,���
"&
����-� ���������� �
�
�� �	�(��� "���� �
"��� h� �
 ��
������� � ���

	��
���� "��'������ �
"����� fhj D j � Ag� 2�� ����� ��"�!���� (��
� )��� �	�(�
 �	� 	' � !����� � !��(
��� "�������� �! ����
���� A
(��	� ����" ������ V � ���� � !��(
��
� ��	
��� "�������� �
 !�&
����� �� )���� !��(
���� C )��� �
������ �'
������� ��������
� *A+ "�"
����
�� 	��
�� � �����
��� �������
	��� �
�!�
��� � fi � �����	�!�&
������� �
�� (�� ����
�� ����
���� ����� � ��	�"� ������ "���� ����
������ "�)�����
���� ���
� ����� ������
���� ������ � � (��	� �
&
�
��� � ����
��� � ����
� �����"��� � ����� (��	� �
�
��� ����������
����
� �



��� �� �� ������	
��

'�������� ����������
 ��
 ����
� D '
! ,��	
����- �����
��� *�� 
�
�� ���'��� � (	
���+ � � ���� %�" "�" �
"��� h� �
 ��
������� � ���

	��
���� "��'������ �
"����� fhj D j � Ag� �� ���� ������ "�)�����&

���� ������ ����
� �� # '�	��
 ����� ������ "�)�����
���� �
����
����
� � @���� �
�
�	
��� �	
��
�� (�� 
�	� �
���� ����
�� ����
�����
�� ����
���� � ������ ��� 	'�� s��

I�� "������"��� �������� ��� " ���
�
	
�� �'�
� 	��
���� ����
H���� �
"�
� � 
�� ,���
"���- ��
�����	���� "�" "��
(���
�� 
 �
"&
��� si E *s�i � � � � � s

mi

i + � �
�
������� �� �����	
 si E fHi� ��
 Hi

/ �
"���� 
 r � mi&������ � ���������� "����� ������
 Hi 	��
�&
��
 ������������ Li 
�
 ���	'��� *�� e� �������

 �! ��
� 	��
�� � "��&
'������ �
"���&���	'��� ������ Hi+� 2
�	��� 
 �������
���� ���	�&
��(� 
 ����
��
�� � � �
 �	� �����
����� �	�(�� *��
 mi E #+� ��"�&
! ���� (�� ������ "������"��� ���
� ���
��
��� ��� ����� � ��	�&
"� ������ "���� �
�
����� 	��
�� � �������������� fL�� � � � � Lng "��
(&
���
����� �
"������� ������������ Kr ����	
�����
� ����������� ��
��
�
��� �������� ,���
 �	� ��(
��-� H�� )��� ����
���� A ��	�
��� ��!&
�
��
�� � *A � G+� 
�	� � ��	�"� 
�	� 	��
���� �'�	�("� ��������������
fLa D a � Ag ���
���� ��������������� L� �
	�"��� � ������ ������ �
����
���� A ��	�
��� �
��!�
��
�� � *A �� G+� 
�	� � ��	�"� 
�	� 	��
�&
��� �'�	�("� �������������� fLa D a � Ag �
�
�
"�
��� � �����������&
����� L� ��	�"� �� �
"���� �� @��
���� (�� 
�	� ' �	� �
"������� A
�
�
�
(
��
 L� � 	��
���� �'�	�("� fLa D a � Ag ' 	� �
������	�� �� ��
�(�����"� A �
 ���	� ' ������������ �
"�
� ����!��(��� �� ��	�(�	�
' �
"����� ��������� � �
�� �� 
� ��
�� �
 ' 	� ' ���
��
�����

������ $� ���������� �	
���� ����"���� ������� �	� �	�(�� (
&
� ��
� �(�����"��� !�����
�� Gmin E ff#� ?g� f?� Ag� fA� Bgg� @�� �!�
��&
�� "�" �
�� � ������
�� � ����
� ����"��� �������� �	� "������ �


���� ��

H� E

�
�������

# 7
7 #
7 7
7 7
7 7
7 7

�
�������
� H� E

�
�������

7 7
7 7
# 7
7 #
7 7
7 7

�
�������
� H� E

�
�������

# 7 7
7 # 7
# 7 7
7 # 7
7 7 #
7 7 7

�
�������
� H� E

�
�������

7 7 #
7 7 7
7 7 7
7 # 7
7 7 #
# 7 7

�
�������
� H� E

�
�������

7 7
7 #
7 7
7 7
# 7
7 #

�
�������
�



���������� �������	�� 
������ ��	

���
����
� ��
�	���� �
�	�!����� ;�	

 ����� ' 	� ��"�!���� (�� �	�
	'�� 
�
 ���
��
���� �
�	�!���� R*G+ � A�?� � ������ ������ � �
&
����
����
���� ����
�"� ��"�! ��
�� (�� � '�� ������ H�� H�� � � � � H��
����
�
�� � � ��'� #� ���
� ���
��
��� 	��
��� ��� � R E A�?� �
�	�&
!��� )�� ����"����� "������� �	
�����
	���� ��	�
��� � ������	����
*���'�	

 )"�������+ ����

(� )������� ��������� ������� � ��������

2�(�
� � ���
�
	
��� ��
�	�� � ���� �	� )���� �
��
��� " "��'���&
������� ���
�
	
�� ���
��
���� ���� �	
���

 ���
�
	
��
 ���
�&
�
���� ��� <A= ��	�
��� ���
 '�	

 �'���� (
� �
����������
 ���
�
&
	
��
 #� ���"�	�"� ��	���
 *?+ !��
�
�� � �
� �� '�	

 �	�'�
�

�	� ����!��	����� ����
���� B 	 f7� #� � � � � ng �'�!��(�� (
�
! VB
M � jBj&�������� ��	�(
��� �! ������ V ���	
��
� ���	'���� ���
&
�� "���� � �
 ������	
��� ����
���� B� H���� jjW jj �'�!��(�
� (��	�
��!	�(� � ����" � ������
 W �

���������� $� 3������ V !����
� ;�&���
��
��� ���� �
�	�!�&
�� ����"���� ������� G� 
�	�

jjVA��jj E jjVAjj � jjV�jj���A�� *B+

��
 
	*A+ E 7� 
�	� A � G� � 
	*A+ E # � ��������� �	�(�
�
I�� ���
�
	
��
 ��	�(�
��� �� ���
�
	
��� # � ? �
�� (�� �� �
��!&

�
��
�� 
 ����
����A ��"	�� ��
��� ����	��� �	�'�
 ��	���
� � ��
����

�	� ����
���� ����" V � ���� �� !��(
����� "�������� �! ����
��&
�� A �
������ �� ��
 ��!���� 
 !��(
��� �
"�
�� ����
(���� � ��	
���
"��������
 )��� ����" *'
! ��
'������ ,�����"��� (����- "�" � "��'���&
������ ���
�
	
��� ? �	� �
 ,� ��������� �
���������- "�" � �
����&
������� ���
�
	
��� #+� Q
�"� ���
��� (�� ������� 	'�� ���
��
����
�
����������� ��� !����
� ;�&���
��
��� ���� �� �'�����
 �
�
����

�	� ����!��	���� "��'��������� ���� !�����
��� ������
� V � ���
&
�
	�� �� ����
����� A 	 f7� #� � � � � ng ���"�� h*A+ E logq jjVAjj� ��

q E jS�j� Q
�"� ����
����� (�� maxfh*A+� h*B+g � h*A�B+ � h*A+Fh*B+
�	� 	' � ����
��� A � B� � ��	���
 *B+ ���
� ' �� �
�
������ � ���


hq*VA��+ E hq*VA+ F 
	*A+hq*V�+�

%����� ��	 ����� �������������� �� ���� A �� G � fA � ig � G�

� h*i+ � h*7+�



��
 �� �� ������	
��

*������������� H� ��	����� 	
�� h*A � 7+ E h*A+ F h*7+ �
h*A � i � 7+ E h*A � i+� �	
�����
	����

h*A+ F h*i+ � h*A � i+ E h*A � i � 7+ � h*A � 7+ E h*A+ F h*7+� �

%�" "�" � ��
���	���
�� (�� ��
 ��("� i � f#� � � � � ng ���
���
�� 
�
�� 
� �	� 	'��� i �����
��� �������
���� A ��"�
� (�� A �� G � fA�ig � G�
�� �! 	
�� � �
"�
�

+�������� ��	 ����� �������������� �� jSij � jS�j ��	 ���� i E
� #� � � � � n�

�	
�����
 �!��(�
�� "�" � � ��
����
���	� � ��(�	
 ������� (�� �	�
���
��
�� � ��� ,��!�
�- ���
"��� �
 ���
� ' �� �
���
 ,��!�
��-
�
"�
��� H�)���� ;�&���
��
���� ��� ��! ��
��� ��
�	����� 
�	� jSij E
E jS�j �	� ��
� i E #� � � � � n�
���������� 2
���
����� jSij � jS�j �����
�	��� � �	� ���
��
�&

� � �
��������� � ���� ���"�	�"� �� ������ !���� ;�&���
��
�� 

����

R��
���
�� � ������ ������� � ���� �	� "�"�� ����"��� ������� G
���
����� �
�	�!���
 �� ��
�	�� 
 *�
��������� 
 �	� "��'������&
� 
+ ���� 5�" ��
 ���
(�	��� �� ��
�
���� ���	�(��� �� �
���������
�
�� ���
� ����	�!�
� �	��� ,�������-� 2������� ���
�
	
��
 ������&
��� � �
"���� 
 �� ������ 
 �������� *��� <$=+�

3�������� ��! ��
��� "��
(��
 ����
���� X � �
�
����� I 
�� ���&
����
���� ��! ��
� � �
!������ �� *����	�� 
 ����
���� ��! �����
!������ ��+� 
�	� � ��	�
� �	
����
 ��������D

� � I K *P�#+

R�	� A � I � B � A� �� B � I K *P�?+

R�	� A�B � I � jAj E jBj F #�
�� ���
����
� a � AnB ��"�
� (�� a � B � I� *P�A+

������ (� 3���
���� X / )�� ����
���� �
"����� � �
"������
	��
���� �
"������ �����������
� � �
!������ 
 �������
���� / )��
	��
��� �
!������ 
 �������
���� �
"������

��'���
��� � )���� ����
�� � ��(�	��� �
���� ���������� ���(�	

"�" ��� �"� ���� �"�������(
�"�
 ���
�
	
��
 	��
���� �
!����������
�
"����� (
�
! ,�����
���
 ��������-� �� e� �
 ��
		���� " ������ �
"&
����� 5 �(����� ��� �"� �
 ���	���� ��" "�" ���	��� ������� � �

��
������� 
 "�" 	��
�� 
 *�� e� "�" ����
� �
"�����+� � ���� �
����
��������� ��!���	��� ��	
"� !� ��
�
	 ,	��
���� �	�
'� - *��� <$=+�



���������� �������	�� 
������ ���

������ , !������� ������#� ���������� ����
���� X E f#� ?�
A� B� P� $� :� .g � ��	���� a E f#� ?g� b E fA� Bg� c E fP� $g � d E f:� .g�
3������ C����� ���
�
	�
��� "�" �������� � "������ ����
���� a � c�
a � d� b � c� b � d� c � d� � ��"�
 ��
 �������
���� �! ���� �	� '�	


)	
�
���� ��	���� !������ ��� 8!�
����� (�� )��� ������� �
 ��	�
���
	��
�� ��

3������ ��"�
 ����� ���
�
	��� (
�
! ��" ��! ��
�� �������
���"�� r*A+ ��������� ���
�
	�
�� "�" ��"����	���� �������� �
&
!��������� �������
���� B 	 A� @(
������ (�� �
!������ 
 ����
����
*� ��	�"� ���+ !������ ��	���
� r*A+ E jAj� �������� ���"��� ������&
�� �'	���
� ����������

r*A+ � Z� r*�+ E 7K *$�#+

r*A+ � r*A � b+ � r*A+ F #K *$�?+

R�	� r*A � b+ E r*A � c+ E r*A+� �� r*A � b � c+ E r*A+� *$�A+

@'������ ����� �
"������ ���"��� r*A+ �'	���
� ���������� *$+� 2�&
!��
� �
!������ �� �
 ����
���� A� �	� "���� � r*A+ E jAj� %���� )��
����
���� !���� �������� � ���"��� r ��	�
��� 
�� �������� ���"��&

�� C�!����� ��"�
 ���
�
	��� ������� (
�
! ������	�� 
 !������ 

����
����� ��! ��
� 
 ��"	���� 3������ ��! ��
��� ���!� �� 
�	� �	�
	' � ���� 
�� ��(
" ���
����
� ���
������ �� ��"	�

%
�
�� � ���
� ������	������� �������� �
!�	�����

-������ !.$/#� ��	 ����� �������������� ��������� ��� ������

 ��!�� �
���
��� ���
�"� G� �� ������#� ���$��
��� �"�����	��#�

�������� logjS�j jjVAjj E jAj�  ����
 ��	 �#� ��
���� �� ���$��
��

f7� #� � � � � ng� %�� &���# �
�'� ��
������ �����$�!�� 
�(�� 7� ����


��� 7 �A� '�� A � Gmin�

4	��� � � ��"�!��
	����
 �
��
� ��	�
��� ,����
�"�- �
	�(��	
�&
����� ���"��� h*A+� C ����� �
	
� h*�+ �(
����� �'	���
� ����	�� ��
���������� *$+ �� �	
�����
	���� ��� ��	���� �
	�(��	
������ ��	�
���
�������� ���"��
� � !����
� �������� ��"�!��
	����� )��� �
��
� �
�
�"�	�"� '�	

 �'��� ���
���
��� ����� ����� � <:=�

@��
���� (�� �! ������ (���� ���
���
��� �
��
� �	
��
�� (�� ��!&
� � ��
�	�� � ���� �
�	�!���� ����� ����"���� ������� G� ��
���
�����
�����
� ���� � ��� �
 �������� ���"�	�"� ������� ����!��(��
���
�
	�
��� ��
�� ��"	���� ����������� (
�
! ��"��������� ��("�
*��� <$=+� %
� ��� �� "����� ��
�	��� �
�	�!�
��� ����"���
 �������
�����
�����
� ����!��(�� ���
�
	�
�� � ��������



��� �� �� ������	
��

C ���!� � �
��
��� ��!��"�
� �
�"�	�"� 
��
���
�� � ��������� H�
&
��
 ��
��� �
 �������� 	� ��
�	�� 
 ��� ��
 ������� 0 2
�� �����&
�
�� ������� C����� �
 ���
� ' �� ��	�(
� "�" ������� ��
�	����
��� <.=� � ������ ������ � 	��
�� 
 ������� 
��� �� (�� ���
 "�"
��������
�� 
 � �� A ��
�	�� 
 �����
�� 
 	��
�� 
 ���� C ���!� �
)��� ��!��"�
� ������ � ���
��������� ����"��� ������� G� "�����
�
��!����� �
�	�!����� � ���
 ��
�	���� �����
���� 	��
���� ����
�� ����� � ���
 ��
�	���� ������
���� 	��
���� ���� 2
����� ��"��
����
� ' 	 ������
� <9=� �� !��(��� � ���
� �������� � ������
�� �
	��
�� � ��������� "�" "	���
 ��������� '�	

 �'�
�� (
� 	��
�� 
�

8��"� ��
�	�� � ��� '�	��
� (
� 	��
�� � ���������� �� �
���
�
(
� ��
� ���������� N��(����� ,���"�	�"� '�	��
-� ��
�����	�
��� ��&
��	��� �	����� !���(
�� C (��������� ���
����
� 	� ��
�	��� �
�	�!�
&
��� ����"���� ������� G� "����� �
��!����� �
�	�!����� "�" ��
�	�&
�� 	��
��� ������
��� ���0

������ ���	
���


<#= Blakley G� R� Safeguarding cryptographic keys TT Proc� AFIPS #9:9 Na&
tional Computer Conference� V� B.� N� Y�� #9:9� P� A#A]A#:�

<?= Shamir A� How to Share a Secret TT Comm� ACM� V� ??� No #� #9:9�
P� $#?]$#A�

<A= Brickell E� F�� Davenport D� M� On the classi`cation of Ideal Secret Shar&
ing Schemes� TT J� Cryptology� V� B� #99#� P� #?A]#AB�

<B= )���%���	�� *� �$�� ����� +� �$� ,� -����	 ������ ��"����	�!��

������� 3�D ���!�� #9:9�

<P= Csirmaz L� The size of a share must be large TT J� Cryptology� V� #7� No B�
#99:� P� ??A]?A?�

<$= Welsh D� J� A� Matroid Theory� Academic Press� #9:$�

<:= ������� .� �� /���
	����� .� ,� @'�'��
�� 
 ��
�	�� 
 ��
� � ��!&
�
	���
 �
"�
�� � ������� TT H��'	
� �
�
��(� �����������
%� AA� � �� A� #99:� �� #7?]##7�

<.= Seymour P� O� On Secret&Sharing Matroids� TT J� Comb� Theory� Ser� B�
V� P$� #99?� P� $9]:A�

<9= Ashihmin A�� Simonis J� Almost A{ne codes� TT Designs� codes and cryp&
tography� *C �
(����+


