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Непустота пересечения цепочки множеств

А.Д.Матушкин

Теорема. Пусть 𝑛 > 2 и 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛 — подмножества конечного мно-
жества 𝑀 , доля каждого из которых в 𝑀 (т. е. |𝐴𝑘|/|𝑀 |) больше, чем
1− 1

𝑛− 1
. Если 𝐴𝑘 и 𝐴𝑘+1 независимы (т. е. |𝐴𝑘| · |𝐴𝑘+1|= |𝐴𝑘 ∩𝐴𝑘+1| · |𝑀 |)

для любого 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1, то 𝐴1 ∩𝐴2 ∩ . . . ∩𝐴𝑛 ̸= ∅.

Данная теорема сформулирована в работе [1] в качестве задачи 11(b).
По словам авторов, им не было известно её решение. Теорема была доказана
независимо А. Ляховцом и О. Орёл.

Доказательство теоремы. При 𝑛 = 2 утверждение теоремы триви-
ально. Пусть 𝑛 > 2. Оценим мощность пересечения 𝐴1 ∩𝐴2 ∩ . . . ∩𝐴𝑛:

|𝐴1 ∩ . . . ∩𝐴𝑛| = |𝐴2 ∩ . . . ∩𝐴𝑛| − |𝐴1 ∩𝐴2 ∩ . . . ∩𝐴𝑛| >
> |𝐴2 ∩ . . . ∩𝐴𝑛| − |𝐴1 ∩𝐴2| >
> |𝐴3 ∩ . . . ∩𝐴𝑛| − |𝐴2 ∩𝐴3| − |𝐴1 ∩𝐴2| > . . . >

> |𝐴𝑛| −
𝑛−1∑︁
𝑘=1

|𝐴𝑘 ∩𝐴𝑘+1|.

Положим 𝑥𝑖 :=
|𝐴𝑖|
|𝑀 | . В силу независимости множеств 𝐴𝑘 и 𝐴𝑘+1 имеем

|𝐴𝑘 ∩𝐴𝑘+1|
|𝑀 | = (1− 𝑥𝑘)𝑥𝑘+1.

Следовательно,

|𝐴1 ∩ . . . ∩𝐴𝑛|
|𝑀 | > 𝑥𝑛 −

𝑛−1∑︁
𝑘=1

(1− 𝑥𝑘)𝑥𝑘+1 =: 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).

Заметим, что функция 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) линейна по каждому из своих аргумен-
тов 𝑥𝑘, 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛}, причем коэффициент при 𝑥𝑘 положителен: он равен

Математическое просвещение, сер. 3, вып. 20, 2016(247–248)



248 А. Д.Матушкин

𝑥2 > 0 при 𝑘 = 1, 𝑥𝑘+1 + 𝑥𝑘−1 − 1 > 2− 2
𝑛− 1

− 1 > 0 при 𝑘 ∈ {2, . . . , 𝑛− 1}
и 𝑥𝑛−1 > 0 при 𝑘 = 𝑛. Следовательно, на множестве

𝑋 =
{︁
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) : 1 > 𝑥𝑖 > 1− 1

𝑛− 1

}︁
функция 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) возрастает по каждому из аргументов. Поэтому

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) > 𝑓
(︁
𝑛− 2
𝑛− 1

, . . . ,
𝑛− 2
𝑛− 1

)︁
=

𝑛− 2
𝑛− 1

− (𝑛− 1) · 𝑛− 2
(𝑛− 1)2

= 0.

Получаем, что |𝐴1 ∩𝐴2 ∩ . . . ∩𝐴𝑛| > 0. Что и требовалось доказать.
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