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Этюд о рекуррентных соотношениях*

А.С.Волостнов, А.Б.Скопенков, Ю.Н.Яровиков

Мы демонстрируем важный метод работы с рекуррентными
соотношениями на простых примерах его применения (§ 1). Один
из них — «олимпиадная» задача (утверждение 1), возникшая из
новой оригинальной детали в доказательстве локальной леммы Ло-
васа (§ 2). Мы приводим несколько определений и формулировок,
поясняющих метод разложения многочлена от оператора сдвига,
вместе со ссылками на более подробное изложение (§ 3). Формально
§ 3 не использует предыдущие параграфы, поэтому чтение заметки
можно начинать и с него. Но лучший способ познакомиться с ме-
тодом — разобрать простые примеры его применения (§ 1).

§ 1. Применения к «олимпиадной» задаче

Начнём с простых примеров, поясняющих основную идею.

Пример 1. Если 𝑎1 = 1, 𝑎2 = 2 и 𝑎𝑘+2 > 2𝑎𝑘+1 − 𝑎𝑘 при любом 𝑘 > 0,
то 𝑎𝑘 > 𝑘 при любом 𝑘.

Доказательство. Неравенство 𝑎𝑘+2 > 2𝑎𝑘+1 − 𝑎𝑘 можно переписать
в виде (𝑎𝑘+2−𝑎𝑘+1)− (𝑎𝑘+1−𝑎𝑘)> 0. Обозначим 𝑏𝑘 = 𝑎𝑘+1−𝑎𝑘. Тогда 𝑏1=1
и 𝑏𝑘+1 − 𝑏𝑘 > 0. Следовательно, 𝑏𝑘 > 1 при любом 𝑘. Отсюда 𝑎𝑘+1 > 𝑎𝑘 + 1.
Поскольку 𝑎1 = 1, то 𝑎𝑘 > 𝑘 при любом 𝑘, что и требовалось доказать.

Пример 2. Если 𝑎1 = 1, 𝑎2 = 2 и 𝑎𝑘+2 > 5𝑎𝑘+1 − 6𝑎𝑘 при любом 𝑘 > 0,
то 𝑎𝑘 > 0 при любом 𝑘.

Доказательство. Неравенство 𝑎𝑘+2 > 5𝑎𝑘+1 − 6𝑎𝑘 можно переписать
в виде (𝑎𝑘+2 − 2𝑎𝑘+1)− 3(𝑎𝑘+1 − 2𝑎𝑘)> 0. Обозначим 𝑏𝑘 = 𝑎𝑘+1 − 2𝑎𝑘. Тогда
𝑏1 = 0 и

𝑏𝑘+1 − 3𝑏𝑘 = 𝑎𝑘+2 − 2𝑎𝑘+1 − 3(𝑎𝑘+1 − 2𝑎𝑘) = 𝑎𝑘+2 − 5𝑎𝑘+1 + 6𝑎𝑘 > 0,
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следовательно, 𝑏𝑘+1 > 3𝑏𝑘. Отсюда 𝑏𝑘 > 0 при любом 𝑘, т. е. 𝑎𝑘+1 − 2𝑎𝑘 > 0,
𝑎𝑘+1 > 2𝑎𝑘. Так как 𝑎1 > 0, то 𝑎𝑘 > 0 при любом 𝑘, что и требовалось
доказать.

Следующее утверждение возникает при доказательстве локальной лем-
мы Ловаса (§ 2). Оно предлагалось в качестве задачи на студенческой
олимпиаде МФТИ в 2015 г. [4]. Мы приведём доказательство, развивающее
идею доказательства примера 2.

Утверждение 1. Дана последовательность 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, . . . и целое число
𝑑 > 2. Известно, что 𝑎0 = 𝑎1 = . . . = 𝑎𝑑 = 1 и 𝑎𝑘+1 > 𝑎𝑘 − 𝑎𝑘−𝑑/(4𝑑) при
любом 𝑘 > 𝑑. Тогда все числа 𝑎𝑘 положительные.

Доказательство. Обозначим

𝑓(𝑥) := 𝑥𝑑+1 − 𝑥𝑑 + 1
4𝑑

.

Тогда 𝑓(1) > 0. Имеем

𝑓
(︁

𝑑
𝑑+ 1

)︁
= −1

𝑑

(︁
1 + 1

𝑑

)︁−𝑑−1
+ 1

4𝑑
< 0,

так как величина (1 + 1/𝑑)𝑑+1 убывает и равна 4 при 𝑑= 1. Следовательно,
у многочлена 𝑓(𝑥) есть корень 𝛼, где 0 < 𝛼 < 1. Имеем

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥)− 𝑓(𝛼) = (𝑥𝑑+1 − 𝛼𝑑+1)− (𝑥𝑑 − 𝛼𝑑) =

= (𝑥− 𝛼)
(︀
𝑥𝑑 − (1− 𝛼)𝑥𝑑−1 − 𝛼(1− 𝛼)𝑥𝑑−2 − . . .− 𝛼𝑑−1(1− 𝛼)

)︀
.

Обозначим (аналогично разобранным примерам)

𝑏𝑘 := 𝑎𝑘 − (1− 𝛼)𝑎𝑘−1 − 𝛼(1− 𝛼)𝑎𝑘−2 − . . .− 𝛼𝑑−1(1− 𝛼)𝑎𝑘−𝑑.

Тогда
0 6 𝑎𝑘+1 − 𝑎𝑘 +

𝑎𝑘−𝑑

4𝑑
= 𝑏𝑘+1 − 𝛼𝑏𝑘

для любого 𝑘. Здесь неравенство выполнено по условию, а равенство —
ввиду вышеприведённого разложения для 𝑓(𝑥).

Так как 0 < 𝛼 < 1, отсюда по индукции 𝑏𝑘 > 0 для любого 𝑘. Из опре-
деления 𝑏𝑘 по индукции выводим, что 𝑎𝑘 > 0.

Замечание. Немного более громоздкое изложение получается при
помощи языка формальных степенных рядов [4, первое решение задачи 5].
Ещё одно доказательство [2, задача 6.2.15.c], [4, второе решение задачи 5]
основано на доказательстве неравенства 𝑎𝑘+𝑡 > 𝑎𝑘(1 − 1/𝑑)𝑡 для любых
𝑘, 𝑡 > 0. До этой оценки для чисел 𝑎𝑛 трудно догадаться (но можно дога-
даться, основываясь на развиваемой идее!).
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§ 2. Применение к доказательству
локальной леммы Ловаса

Обсуждение понятия независимости, его применения к доказательствам
существования, а также вероятностного языка в комбинаторике см. в [3],
[2, § 6.2]. Здесь мы сразу приведём окончательные формулировки.

Подмножества 𝐴 и 𝐵 конечного множества 𝑀 называются независи-
мыми, если |𝐴 ∩𝐵| · |𝑀 | = |𝐴| · |𝐵|. При 𝐵 ̸= ∅ это равносильно тому, что
доля множества 𝐴 ∩𝐵 в 𝐵 равна доле множества 𝐴 в 𝑀 .

Подмножество 𝐴 конечного множества 𝑀 называется независимым
от набора подмножеств 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘 ⊂ 𝑀 , если 𝐴 независимо с любым
подмножеством, являющимся пересечением нескольких (возможно, одного)
множеств из 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘.

Локальная лемма Ловаса в симметричной форме. Пусть 𝐴1,
. . . , 𝐴𝑛 — подмножества конечного множества. Пусть для некоторого 𝑑
и любого 𝑘

∙ доля подмножества 𝐴𝑘 не меньше 1− 1/(4𝑑),
∙ среди данных подмножеств существует набор из не менее чем 𝑛− 𝑑

подмножеств, от которого 𝐴𝑘 не зависит.
Тогда 𝐴1 ∩ . . . ∩𝐴𝑛 ̸= ∅.

Замечание. Приводимое доказательство леммы похоже на доказатель-
ство в [3], [2, § 6.2]. Отличие, во-первых, в том, что явно выделено ниже-
приведённое утверждение 2, позволяющее свести лемму к утверждению 1
(а не проводить доказательство аналитического утверждения 1 на комби-
наторном языке внутри доказательства леммы). Во-вторых, в том, что мы
по-другому доказываем утверждение 1 (в § 1; см. замечание в конце § 1).

Утверждение 2. Пусть 𝐴1, . . . , 𝐴𝑘+1 — подмножества конечного мно-
жества 𝑀 . Если 𝐴𝑘+1 не зависит от набора 𝐴1, . . . , 𝐴𝑘−𝑑, то

|𝐴1 ∩ . . . ∩𝐴𝑘| − |𝐴1 ∩ . . . ∩𝐴𝑘+1| 6 |𝐴1 ∩ . . . ∩𝐴𝑘−𝑑| ·
(︁
1− |𝐴𝑘+1|

|𝑀 |

)︁
.

Доказательство. Имеем

|𝐴1 ∩ . . . ∩𝐴𝑘| − |𝐴1 ∩ . . . ∩𝐴𝑘+1| = |𝐴1 ∩ . . . ∩𝐴𝑘 ∩𝐴𝑘+1| =
= |𝐴1 ∩ . . . ∩𝐴𝑘−𝑑 ∩𝐴𝑘+1 ∩𝐴𝑘−𝑑+1 ∩ . . . ∩𝐴𝑘| 6

6 |𝐴1 ∩ . . . ∩𝐴𝑘−𝑑 ∩𝐴𝑘+1|
(*)
= |𝐴1 ∩ . . . ∩𝐴𝑘−𝑑| ·

|𝐴𝑘+1|
|𝑀 | =

= |𝐴1 ∩ . . . ∩𝐴𝑘−𝑑| ·
(︁
1− |𝐴𝑘+1|

|𝑀 |

)︁
.
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Здесь 𝐴𝑘+1 — дополнение подмножества 𝐴𝑘+1; равенство (*) выполнено
в силу независимости подмножества 𝐴𝑘+1 от набора 𝐴1, . . . , 𝐴𝑘−𝑑.

Доказательство локальной леммы Ловаса. Обозначим через 𝑀
данное конечное множество. Для каждого 𝑘 обозначим

𝑎𝑘 :=

⎧⎪⎨⎪⎩
max

{︂⃒⃒⃒ ⋂︁
𝑖∈𝑆

𝐴𝑖

⃒⃒⃒
/|𝑀 | : 𝑆 ⊂ {1, 2, . . . , 𝑛}, |𝑆| = 𝑘

}︂
, 𝑘 > 1,

1, 𝑘 6 0.

Для любого (одного!) 𝑘 предположим без ограничения общности, что

|𝐴1 ∩ . . . ∩𝐴𝑘|
|𝑀 | = 𝑎𝑘

и что 𝐴𝑘+1 не зависит от набора 𝐴1, . . . , 𝐴𝑘−𝑑. Тогда

𝑎𝑘 − 𝑎𝑘+1 6
|𝐴1 ∩ . . . ∩𝐴𝑘| − |𝐴1 ∩ . . . ∩𝐴𝑘+1|

|𝑀 | 6

6
|𝐴1 ∩ . . . ∩𝐴𝑘−𝑑|

|𝑀 | ·
(︁
1− |𝐴𝑘+1|

|𝑀 |

)︁
6

𝑎𝑘−𝑑

4𝑑
,

где второе неравенство справедливо по утверждению 2. По утверждению 1
получаем |𝐴1 ∩ . . . ∩𝐴𝑛| = 𝑎𝑛|𝑀 | > 0.

§ 3. Многочлены от оператора сдвига (набросок)

Будем рассматривать последовательности вещественных чисел и отоб-
ражения множества всех последовательностей в себя.

Пусть 𝐸{𝑎𝑛} := {𝑎𝑛}— тождественный оператор. Сдвигом последова-
тельности {𝑎𝑛} называется последовательность 𝑇𝑎𝑛 := 𝑎𝑛+1. Последова-
тельностью разностей последовательности {𝑎𝑛} называется последова-
тельность Δ𝑎𝑛 := 𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛.

На множестве отображений (множества всех последовательностей в се-
бя) естественно определяются операции суммы и умножения на число.
Тогда Δ = 𝑇 − 𝐸.

Упражнение. (1) Приведите пример некоммутативности композиции
отображений.

(2) Любое ли отображение имеет обратное по сложению? А по компо-
зиции?

(3) Выполняется ли ассоциативность для умножения отображений на
числа? А для композиции отображений?

(4) Выполняется ли дистрибутивность для сложения и композиции
отображений?
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Несмотря на некоммутативность композиции отображений, степени од-
ного отображения коммутируют между собой. Поэтому многочлен от отоб-
ражения определён. Значит, рекуррентное уравнение

𝑐𝑘𝑎𝑛+𝑘 + . . .+ 𝑐1𝑎𝑛+1 + 𝑐0𝑎0 = 0

можно записать в виде

(𝑐𝑘𝑇
𝑘 + . . .+ 𝑐1𝑇 + 𝑐0𝐸){𝑎𝑛} = 0.

Метод разложения многочлена от оператора сдвига заключается в раз-
ложении на множители многочлена 𝑐𝑘𝑡

𝑘 + . . . + 𝑐1𝑡 + 𝑐0. Этим методом
фактически доказаны примеры 1, 2 и утверждение 1: разобранные доказа-
тельства фактически используют разложение на множители многочленов
𝑥2− 2𝑥+1, 𝑥2− 5𝑥+6 и 𝑥𝑑+1−𝑥𝑑 +1/(4𝑑). Этим методом можно доказать
следующий замечательный результат, полезнейший для приложений.

Теорема о решениях линейного однородного рекуррентного
уравнения. Пусть 𝑃 — многочлен, корни которого — числа 𝜆1, . . . , 𝜆𝑘 ∈ C
с кратностями 𝑙1, . . . , 𝑙𝑘. Если 𝑃 (𝑇 ){𝑎𝑛} = 0, то существуют такие
многочлены 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘, что deg 𝑓𝑗 < 𝑙𝑗 и 𝑎𝑛 = 𝑓1(𝑛)𝜆

𝑛
1 + . . .+ 𝑓𝑘(𝑛)𝜆

𝑛
𝑘 .

Эта теорема несложно выводится из следующих утверждений.
(1) Метод вариации постоянной. Если 𝑃 (𝑇 )(𝑇 − 𝜆𝐸)𝑙𝑎𝑛 = 0 для много-

члена 𝑃 и целого 𝑙 > 0, то для последовательности 𝑏𝑛 := 𝑎𝑛𝜆
−𝑛 имеем

𝑃 (𝑇 )Δ𝑙𝑏𝑛 = 0.
(2) Если 𝜆— корень многочлена 𝑃 кратности 𝑙 (у 𝑃 могут быть и другие

корни), то 𝑃 (𝑇 )[𝑓(𝑛)𝜆𝑛] = 0 для любого числа 𝑛 и многочлена 𝑓 степени
меньше 𝑙.

(3) Если Δ𝑙𝑏𝑛=𝜆𝑛𝑛𝑘 для некоторых чисел 𝑙, 𝑘, 𝜆>0, то 𝑏𝑛=𝑔(𝑛)𝜆𝑛+ℎ(𝑛)
для некоторых многочленов ℎ степени меньше 𝑙, а также 𝑔 степени не боль-
ше 𝑙 + 𝑘 при 𝜆 = 1 и степени не больше 𝑘 при 𝜆 ̸= 1.

(4) Для любых различных чисел 𝜆1, . . . , 𝜆𝑘 ∈ C и 𝑙1, . . . , 𝑙𝑘 ∈ Z+ после-
довательности 𝑛𝑖𝜆𝑛

𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑘, 𝑖 = 0, . . . , 𝑙𝑗 , линейно независимы.
(Указание: рассмотрите предел при 𝑛   ” ∞.)
Предлагаем попытаться самостоятельно доказать эти утверждения.

О рассмотренных вопросах см. [1, гл. V, § 4].
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