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Дополнение к результатам Ф. А. Шарова

П.П.Рябов*

В данной работе рассматривается вопрос о замощении прямо-
угольника меньшими прямоугольниками, отношения сторон кото-
рых принадлежат заданному набору квадратных иррационально-
стей. Эта проблема ранее была изучена Ф. А. Шаровым в работе [1].
Сформулируем её основной результат.

Теорема 1 (Ф.Шаров, 2016). Пусть

𝑥1 = 𝑎1 + 𝑏1
√
𝑝, . . . , 𝑥𝑛 = 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛

√
𝑝

— такие числа, что 𝑥𝑖 > 0, 𝑎𝑖, 𝑏𝑖, 𝑝 ∈ Q (1 6 𝑖 6 𝑛) и √
𝑝 /∈ Q. Тогда:

1) если существуют такие числа 𝑖 и 𝑗, что 1 6 𝑖, 𝑗 6 𝑛 и

(𝑎𝑖 − 𝑏𝑖
√
𝑝)(𝑎𝑗 − 𝑏𝑗

√
𝑝) < 0,

то прямоугольник с отношением сторон 𝑧 можно разрезать на прямо-
угольники с отношениями сторон 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 тогда и только тогда, когда

𝑧 ∈ {𝑒+ 𝑓
√
𝑝 > 0 | 𝑒, 𝑓 ∈ Q};

2) если для всех 𝑖 (1 6 𝑖 6 𝑛) выполнено неравенство 𝑎𝑖 − 𝑏𝑖
√
𝑝 > 0, то

прямоугольник с отношением сторон 𝑧 можно разрезать на прямоуголь-
ники с отношениями сторон 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 тогда и только тогда, когда

𝑧 ∈
{︂
𝑒+ 𝑓

√
𝑝 > 0 | 𝑒, 𝑓 ∈ Q, 𝑒 > 0,

|𝑓 |
𝑒

6 max
𝑖

|𝑏𝑖|
𝑎𝑖

}︂
;

3) если для всех 𝑖 (1 6 𝑖 6 𝑛) выполнено неравенство 𝑎𝑖 − 𝑏𝑖
√
𝑝 < 0, то

прямоугольник с отношением сторон 𝑧 можно разрезать на прямоуголь-
ники с отношениями сторон 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 тогда и только тогда, когда

𝑧 ∈
{︂
𝑒+ 𝑓

√
𝑝 > 0 | 𝑒, 𝑓 ∈ Q, 𝑓 > 0,

|𝑒|
𝑓

6 max
𝑖

|𝑎𝑖|
𝑏𝑖

}︂
.

* Автор частично поддержан грантом Президента РФ МК-6137.2016.1.
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В статье [1] доказано существование требуемых замощений, однако нет
их явного построения. Здесь мы приведём такую конструкцию и получим
близкий новый результат.

§ 1. Простое доказательство
части «тогда» пункта 3 теоремы 1

Без ограничения общности можно положить

max
𝑖

|𝑎𝑖|
𝑏𝑖

=
|𝑎1|
𝑏1

и 𝑎1, 𝑏1, 𝑒, 𝑓 > 0. Действительно, из неравенств 𝑎1 − 𝑏1
√
𝑝 < 0, 𝑎1 + 𝑏1

√
𝑝 > 0

следует, что 𝑏1 > 0. Если, например, 𝑎1 < 0, то

1
𝑎1 + 𝑏1

√
𝑝
=

−𝑎1
𝑏21𝑝− 𝑎21

+
𝑏1

𝑏21𝑝− 𝑎21

√
𝑝 = 𝑎′1 + 𝑏′1

√
𝑝

— отношение сторон того же прямоугольника, и уже 𝑎′1, 𝑏′1 > 0.
Теперь рисунок 1 даёт явную конструкцию замощения прямоугольника

1× (𝑒+ 𝑓
√
𝑝) прямоугольниками с отношением сторон 𝑎1 + 𝑏1

√
𝑝.
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√
p
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Рис. 1. Замощение в теореме 1 для 𝑎1 =
1
2
, 𝑏1 =

1
2
, 𝑒 = 7

24
, 𝑓 =

23
24

, 𝑝 = 5

Замощаемый прямоугольник разрезается на два прямоугольника 𝑅1 и
𝑅2 размерами

1× (𝑏1
√
𝑝+ 𝑎1)(𝑓𝑎1 + 𝑒𝑏1)

2𝑎1𝑏1
и 1× (𝑏1

√
𝑝− 𝑎1)(𝑓𝑎1 − 𝑒𝑏1)

2𝑎1𝑏1
.
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Положим
𝑓𝑎1 + 𝑒𝑏1
2𝑎1𝑏1

=
𝑦
𝑥
,

(𝑝𝑏1
2 − 𝑎1

2)(𝑓𝑎1 − 𝑒𝑏1)

2𝑎1𝑏1
= 𝑢
𝑤
,

где 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑤 ∈ Z+. Прямоугольник 𝑅1 замостим 𝑥𝑦 равными прямоуголь-
никами

1
𝑥
× 𝑎1 + 𝑏1

√
𝑝

𝑥
,

разделив его на 𝑥 равных частей по вертикали и на 𝑦 равных частей по гори-
зонтали. Прямоугольник 𝑅2 аналогично замостим 𝑢𝑤 прямоугольниками

1
𝑤

× 1
𝑤(𝑎1 + 𝑏1

√
𝑝)
.

Замощение в пунктах 1 и 2 теоремы 1 строится похожим образом.

§ 2. Новый результат

Хотя в рассматриваемой задаче речь идёт о наборе квадратичных ирра-
циональностей, фактически в замощении используется только одна из них
(см. § 1). А что если потребовать, чтобы для каждого числа из набора
в замощении нашёлся хотя бы один прямоугольник с таким отношением
сторон?

Назовём разрезание прямоугольника на прямоугольники с отношения-
ми сторон 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 разнообразным, если для каждого 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 в замо-
щении найдётся хотя бы один прямоугольник с отношением сторон 𝑥𝑖.
Мы покажем, что тогда выполняется следующая теорема (по сравнению
с теоремой 1 добавлено слово разнообразно, усилены условия на набор от-
ношений сторон, а в конце пунктов 2 и 3 неравенство заменено на строгое).

Теорема 2. Пусть 𝑥1 = 𝑎1 + 𝑏1
√
𝑝, . . . , 𝑥𝑛 = 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛

√
𝑝— такие числа,

что 𝑥𝑖/𝑥𝑗 ; 𝑥𝑖𝑥𝑗 /∈ Q при 𝑖 ̸= 𝑗; 𝑥𝑖 > 0, 𝑎𝑖, 𝑏𝑖, 𝑝 ∈ Q (1 6 𝑖 6 𝑛), 𝑝 > 0, 𝑛 > 2.
Тогда:

1) если существуют такие числа 𝑖 и 𝑗, что 1 6 𝑖, 𝑗 6 𝑛 и

(𝑎𝑖 − 𝑏𝑖
√
𝑝)(𝑎𝑗 − 𝑏𝑗

√
𝑝) < 0,

то прямоугольник с отношением сторон 𝑧 можно разнообразно разре-
зать на прямоугольники с отношениями сторон 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 тогда и толь-
ко тогда, когда

𝑧 ∈ {𝑒+ 𝑓
√
𝑝 > 0 | 𝑒, 𝑓 ∈ Q};

2) если для всех 𝑖 (1 6 𝑖 6 𝑛) выполнено неравенство 𝑎𝑖 − 𝑏𝑖
√
𝑝 > 0, то

прямоугольник с отношением сторон 𝑧 можно разнообразно разрезать
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на прямоугольники с отношениями сторон 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 тогда и только
тогда, когда

𝑧 ∈
{︂
𝑒+ 𝑓

√
𝑝 > 0 | 𝑒, 𝑓 ∈ Q, 𝑒 > 0,

|𝑓 |
𝑒
< max

𝑖

|𝑏𝑖|
𝑎𝑖

}︂
;

3) если для всех 𝑖 (1 6 𝑖 6 𝑛) выполнено неравенство 𝑎𝑖 − 𝑏𝑖
√
𝑝 < 0, то

прямоугольник с отношением сторон 𝑧 можно разнообразно разрезать
на прямоугольники с отношениями сторон 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 тогда и только
тогда, когда

𝑧 ∈
{︂
𝑒+ 𝑓

√
𝑝 > 0 | 𝑒, 𝑓 ∈ Q, 𝑓 > 0,

|𝑒|
𝑓
< max

𝑖

|𝑎𝑖|
𝑏𝑖

}︂
.

§ 3. Доказательство теоремы 2

Доказательство пункта 1 теоремы 2. Необходимость следует
из теоремы 1, п. 1. Докажем достаточность. Разделим прямоугольник 1× 𝑧
на 𝑛 прямоугольников 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛 размера 1/𝑛 × 𝑧. К меньшей стороне
прямоугольника 𝐴𝑘 изнутри приставим большей стороной прямоугольник
с отношением сторон 𝑥𝑘 так, чтобы эти стороны совпали. Оставшуюся
часть прямоугольника 𝐴𝑘 замостим прямоугольниками с отношениями
сторон 𝑥𝑖 (𝑖 ̸= 𝑘), по теореме 1, п. 1 это возможно. Теперь для каждого 𝑘
в замощении найдётся прямоугольник с отношением сторон 𝑥𝑘.

В теореме 2 доказательства пунктов 2 и 3 аналогичны. Поэтому приве-
дём только доказательство пункта 2.

Доказательство части «тогда» в пункте 2 теоремы 2. Пусть
𝑧 = 𝑒 + 𝑓

√
𝑝, где 𝑒, 𝑓 ∈ Q. Без ограничения общности будем считать, что

|𝑓 |/𝑒 < |𝑏1|/𝑎1. Если 𝑘 ∈ N достаточно велико, то
|𝑓 |
𝑒
<

|𝑘𝑏1 + 𝑏2 + . . .+ 𝑏𝑛|
𝑘𝑎1 + 𝑎2 + . . .+ 𝑎𝑛

,

так как
lim

𝑘   ”+∞

|𝑘𝑏1 + 𝑏2 + . . .+ 𝑏𝑛|
𝑘𝑎1 + 𝑎2 + . . .+ 𝑎𝑛

=
|𝑏1|
𝑎1

>
|𝑓 |
𝑒
.

При этом
𝑘𝑎1 + 𝑎2 + . . .+ 𝑎𝑛 − (𝑘𝑏1 + 𝑏2 + . . .+ 𝑏𝑛)

√
𝑝 > 0.

Прямоугольник с отношением сторон

𝑟 = 𝑘𝑎1 + 𝑎2 + . . .+ 𝑎𝑛 + (𝑘𝑏1 + 𝑏2 + . . .+ 𝑏𝑛)
√
𝑝

состоит из 𝑘 прямоугольников с отношением сторон 𝑥1 и из прямоуголь-
ников с отношением сторон 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛. Прямоугольник 1×𝑧 замостим пря-
моугольниками с отношением сторон 𝑟, это возможно по теореме 1, п. 2
(а параграф 1 даёт явную конструкцию замощения).
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Доказательство части «только тогда» в пункте 2 теоремы 2.
По теореме 1, п. 2, если прямоугольник 1× 𝑧 можно замостить прямоуголь-
никами с отношениями сторон 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, то 𝑧 = 𝑒 + 𝑓

√
𝑝 для некоторых

таких 𝑒, 𝑓 ∈ Q, что

max
𝑖

|𝑏𝑖|
𝑎𝑖

>
|𝑓 |
𝑒
.

Остаётся доказать, что если

max
𝑖

|𝑏𝑖|
𝑎𝑖

=
|𝑓 |
𝑒
,

то прямоугольник 1× 𝑧 невозможно разнообразно разрезать на прямоуголь-
ники с отношениями сторон 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛.

Без ограничения общности будем считать 𝑎1, 𝑏1, 𝑒, 𝑓 неотрицательными,
и для 𝑖 = 2, . . . , 𝑛 пусть |𝑏𝑖|/𝑎𝑖 6 𝑏1/𝑎1 = 𝑓/𝑒 (аналогично § 1). На самом
деле неравенство здесь строгое. Пусть, например, |𝑏2|/𝑎2 = 𝑏1/𝑎1. Тогда при
𝑏2>0 отношение 𝑥1/𝑥2 будет рационально, а при 𝑏2<0 рациональным будет
(𝑎1− 𝑏1√𝑝)/(𝑎2+ 𝑏2√𝑝), но в этом случае рационально 𝑥1𝑥2 — противоречие
с условием теоремы.

Предположим, что нужное разнообразное разрезание существует. Из-
мельчим его следующим образом. Для каждого 𝑖 = 2, . . . , 𝑛 замостим каж-
дый прямоугольник разбиения с отношением сторон 𝑥𝑖 прямоугольниками
с отношением сторон 𝑥1. Это возможно по теореме 1, п. 2, причём в явной
конструкции такого замощения в § 1, см. рис. 1, найдутся прямоугольники
с обоими возможными направлениями сторон.

Дальнейшее доказательство существенно использует понятия и факты,
приведённые в [1, с. 209–210].

Стороны всех прямоугольников измельчения представляются в виде
𝛼+ 𝛽

√
𝑝, где 𝛼, 𝛽 ∈ Q (см. [1, с. 210]).

Рассмотрим «площади» [1, определение 5 на с. 209] прямоугольников
измельчения, положив

𝐴 = 𝑓, 𝐵 = −𝑒, 𝐶 =
2𝑓𝑎21
𝑏21

− 𝑝𝑓.

«Площадь» прямоугольника (𝛼+𝛽
√
𝑝)×𝑥1(𝛼+𝛽√𝑝), где 𝛼, 𝛽∈Q, в данном

случае равна

𝛽2
(︁2𝑓𝑎31

𝑏21
− 𝑝𝑓𝑎1 − 𝑝𝑒𝑏1

)︁
= 𝛽2 · 2𝑓𝑎1(𝑎

2
1 − 𝑝𝑏21)

𝑏21
> 0

([1, с. 210, формула для 𝑆𝑀 ]).
Если хотя бы у одного прямоугольника 𝛽 ̸= 0, то общая сумма «площа-

дей» прямоугольников измельчения строго больше 0. Однако «площадь»
замощаемого прямоугольника равна 0 ([1, с. 210, формула для 𝑆Б]), проти-
воречие.
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Остаётся рассмотреть случай, когда все прямоугольники измельчения
имеют вид 𝛼× 𝑥1𝛼, где 𝛼 ∈ Q. Будем считать, что у измельчаемого прямо-
угольника сторона 1 вертикальна. Рассмотрим прямоугольник 𝐴1, у кото-
рого сторона 𝛼𝑥1 вертикальна (такой найдётся, так как в измельчении есть
прямоугольники с обоими возможными направлениями сторон). Выберем
прямоугольник 𝐴2 над 𝐴1, имеющий с 𝐴1 общий отрезок (если над 𝐴1 есть
прямоугольник), затем выберем прямоугольник 𝐴3 над 𝐴2, имеющий с 𝐴2

общий отрезок, и т. д. Аналогично выберем прямоугольники под 𝐴1. Сумма
всех их вертикальных сторон будет равна вертикальной стороне измель-
чаемого прямоугольника, т. е. 1. Эта же сумма будет равна 𝑥1𝑤 + 𝑢 для
некоторых 𝑤, 𝑢 ∈Q, 𝑢> 0, 𝑤 > 0. Получим равенство 1 = 𝑤(𝑎1 + 𝑏1

√
𝑝) + 𝑢.

Противоречие, так как 𝑏1 > 0 по доказанному выше строгому неравенству
|𝑏2|/𝑎2 < 𝑏1/𝑎1.
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