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Интересная сумма Гольдбаха

А.В.Крупецков

В этой заметке мы представляем короткое доказательство сле-
дующей формулы Гольдбаха, см. [1], а также [2, Formula].

Теорема. Пусть 𝐴 := {𝑥𝑚 : 𝑥, 𝑚 > 2 — натуральные числа}. Тогда∑︁
𝑎∈𝐴

1
𝑎− 1

= 1.

Следующая лемма очевидна.

Лемма. Для любого 𝑎∈𝐴 существует такая единственная пара чисел
𝑏, 𝑘 ∈ N, что 𝑏 /∈ 𝐴, 𝑏, 𝑘 > 2 и 𝑏𝑘 = 𝑎.

Эта лемма имеется в [3, Comments].

Доказательство теоремы.∑︁
𝑎∈𝐴

1
𝑎− 1

(1)
=

∑︁
𝑏,𝑘>2, 𝑏 /∈𝐴

1
𝑏𝑘 − 1

(2)
=

∑︁
𝑘>2

∑︁
𝑛>2

1
𝑛𝑘

(3)
=

∑︁
𝑛>2

(︁
1

𝑛− 1
− 1
𝑛

)︁
= 1.

Здесь
∙ (1) следует из леммы.
∙ (2) верно, потому что для каждого 𝑏, 𝑘 > 2, 𝑏 /∈ 𝐴

1
𝑏𝑘 − 1

=
∑︁
𝑟>1

1
𝑏𝑟𝑘

= 1
𝑏𝑘

+
∑︁
𝑟>2

1
𝑏𝑟𝑘

.

И по лемме при 𝑘 = 𝑟 для каждого 𝑘∑︁
𝑏>2, 𝑏 /∈𝐴

(︁
1
𝑏𝑘

+
∑︁
𝑟>2

1
𝑏𝑟𝑘

)︁
=

∑︁
𝑏>2, 𝑏 /∈𝐴

1
𝑏𝑘

+
∑︁
𝑎∈𝐴

1
𝑎𝑘

=
∑︁
𝑛>2

1
𝑛𝑘
.

∙ (3) верно, потому что для каждого 𝑛∑︁
𝑘>2

1
𝑛𝑘

=
(︁∑︁

𝑘>1

1
𝑛𝑘

)︁
− 1
𝑛
= 1
𝑛− 1

− 1
𝑛
.
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