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Решение кубических уравнений
с помощью трансцендентных функций

А.А. Гольдман

Мы приведём метод точного (или символьного) решения кубического
уравнения с вещественными коэффициентами с помощью тригонометриче-
ских и гиперболических функций (в неприводимом и приводимом случаях
соответственно), см. теоремы 1 и 2.

При решении кубических уравнений используются либо алгебраические
функции (Алг.), либо трансцендентные (Трансц.). Для каждого случая
приводимости и каждого типа функций есть свой способ решения:

Неприводимый случай Приводимый случай

Трансц. Метод Виета Гиперболические функции

Алг. Метод дель Ферро (комплексный) Метод дель Ферро

В обоих случаях приводимости корни выражаются через радикалы с по-
мощью метода дель Ферро [3, 10]. Для решения уравнений в неприводимом
случае с помощью трансцендентных функций используют метод Виета.
В этой работе мы рассматриваем метод решения кубических уравнений
в приводимом случае через трансцендентные функции, а именно через
гиперболические функции.

Более общий результат Ритта см. в [2, 6]. Для него уже нужны суще-
ственно более сложные идеи и методы.

Метод Виета хорошо известен в учебной литературе [1, 3–5, 7, 10, 11].
В этих источниках его формулировка отличается от предложенной далее.
Метод гиперболических функций, описываемый в данной работе, также
известен. Формулировка метода Виета, предложенная в работе, также
может быть найдена в интернете [8].

Перейдём к точным формулировкам.
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Уравнение 𝑎𝑦3 + 𝑏𝑦2 + 𝑐𝑦 + 𝑑 = 0 сводится к уравнению вида

𝑥3 + 𝑝𝑥+ 𝑞 = 0

путём деления на 𝑎 и замены 𝑦 = 𝑥− 𝑏/(3𝑎). При 𝑝 = 0 решение очевидно.
Далее считаем 𝑝 ̸= 0. Обозначим через

𝐷 = −108
(︁(︁

𝑝
3

)︁3
+
(︁
𝑞
2

)︁2)︁
дискриминант кубического уравнения 𝑥3+𝑝𝑥+ 𝑞=0. В зависимости от его
знака уравнение решается по-разному:
∙ при𝐷>0 (неприводимый случай) методом Виета, использующим триго-

нометрические функции (см. теорему 1);
∙ при𝐷<0 (приводимый случай) аналогично, используя гиперболические

функции (см. теорему 2);
∙ при 𝐷 = 0 применимы оба способа.

При 𝐷 < 0 уравнение имеет один вещественный корень, при 𝐷 > 0
оно имеет три различных вещественных корня, при 𝐷 = 0 все три корня
вещественные и среди них есть равные [9, с. 142].

Положим 𝑄 =
3
√
3𝑞

2𝑝
√︀
|𝑝|

.

Теорема 1 (Виет). Пусть 𝑝 и 𝑞— вещественные числа, 𝑝 ̸= 0, 𝐷 > 0.
Тогда уравнение 𝑥3 + 𝑝𝑥+ 𝑞 = 0 имеет вещественные корни

𝑥𝑘 =

√︂
−4𝑝
3

cos
(︁
arccos𝑄+ 2𝜋𝑘

3

)︁
, где 𝑘 = −1, 0, 1.

Напомним определения функций, используемых в следующей теореме:

ch 𝑥 =
𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

2
, sh 𝑥 =

𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

2
;

arch 𝑏 = 𝑎, где ch 𝑎 = 𝑏 и 𝑎 > 0; arsh 𝑏 = 𝑎, где sh 𝑎 = 𝑏.

Теорема 2. Пусть 𝑝 и 𝑞— вещественные числа и 𝐷 < 0. Тогда урав-
нение 𝑥3 + 𝑝𝑥+ 𝑞 = 0 имеет ровно один вещественный корень

𝑥 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
− sgn 𝑞

√︂
−4𝑝
3

ch
arsh𝑄

3
, 𝑝 < 0,

−
√︂

4𝑝
3

sh
arsh𝑄

3
, 𝑝 > 0.

Приведём доказательство только для теоремы 2. Теорема 1 доказыва-
ется аналогично.
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Доказательство теоремы 2. 1) 𝑝 < 0. Сделав замену 𝑥 =
√︁

−4𝑝
3
𝑦,

перейдём к уравнению 4𝑦3 − 3𝑦 = 𝑄. Функция ch 𝑥 принимает значения
на [1; +∞). Замена на ch 𝑥 возможна, если 𝑄 > 1. При 𝐷 < 0 и 𝑝 < 0 это
условие выполняется, если 𝑞 < 0. Поэтому делаем замену 𝑦 = − sgn 𝑞 ch 𝑡,
где 𝑡 > 0. Как известно, ch 3𝑥 = 4 ch3 𝑥− 3 ch 𝑥, поэтому ch 3𝑡 = 𝑄, отсюда
𝑡 =

arch𝑄
3

. Значит,

𝑦 = − sgn 𝑞 ch
arch𝑄

3
и 𝑥 = − sgn 𝑞

√︂
−4𝑝
3

ch
arch𝑄

3
.

2) 𝑝> 0. Сделав замену 𝑥=
√︁

4𝑝
3
𝑦, перейдём к уравнению 4𝑦3+3𝑦=−𝑄.

Теперь, заменив 𝑦 на sh 𝑡 (функция sh 𝑥 принимает значения на R), имеем
sh 3𝑥 = 4 sh3 𝑥+ 3 sh 𝑥, поэтому sh 3𝑡 = −𝑄, отсюда 𝑡 = −arsh𝑄

3
. Значит,

𝑦 = − sh
arsh𝑄

3
и 𝑥 = −

√︂
4𝑝
3

sh
arsh𝑄

3
.
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