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Мотивированное изложение
доказательства теоремы Тверберга

В. И. Ретинский, А. Д. Рябичев, А. Б. Скопенков∗

Мы приводим мотивированное изложение доказательства теоремы
Тверберга (см. формулировку ниже). Для понимания формулировки и до-
казательства достаточно владеть понятием d-мерного евклидова простран-
ства R𝑑. По сути наше изложение аналогично [Ma02, § 8.3] (см. также
[BO97]). Однако оно проще для восприятия, поскольку дополнительные
построения (переход к R𝑑+1 от R𝑑, векторы ϕ𝑗,𝑖 и цветная теорема Кара-
теодори, см. ниже) не вводятся немотивированно заранее, а естественно
возникают при попытке построить нужное разбиение1). Эта попытка ос-
нована на записи нескольких равенств между векторами в виде одного
равенства между векторами большей размерности.

Выпуклой оболочкой конечного набора точек p1, . . . , p𝑛 ∈R𝑑 называ-
ется множество

〈p1, . . . , p𝑛〉 := {α1 p1 + . . .+α𝑛 p𝑛 : α1, . . . ,α𝑛 ¾ 0, α1 + . . .+α𝑛 = 1}.
Теорема 1 (Радон). Для любого d любые d + 2 точки в R𝑑 можно

разбить на два множества, выпуклые оболочки которых пересекаются.

Теорема 2 (Тверберг). Для любых d, r любые (d+ 1)(r − 1)+ 1 точек
в R𝑑 можно разбить на r множеств, выпуклые оболочки которых имеют
общую точку.

Мотивировки и историю см. в [Ma02, § 8]; о топологической гипотезе
Тверберга см. [Sk16]. Здесь отметим лишь, что

• теорема Радона есть частный случай теоремы Тверберга для r = 2;
• числа d+ 2 и (d+ 1)(r − 1)+ 1 в этих теоремах уменьшить нельзя.

∗ Частично поддержан грантом РФФИ № 19–01–00169.
1) Наше изложение показывает, что приведённое известное доказательство

является несложной редукцией к цветной теореме Каратеодори, в которой
вся нетривиальность и заключается.
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К соответствующему аналогу теоремы Радона контрпримером явля-
ются d + 1 вершин d-мерного симплекса. К соответствующему аналогу
теоремы Тверберга контрпримером являются вершины d-мерного сим-
плекса, взятые с кратностью r−1 (или любые (d+1)(r−1) точек общего
положения в R𝑑; используйте формулу для размерности пересечения ли-
нейных подпространств в R𝑑). Поэтому вместо запоминания чисел d+ 2
и (d+1)(r−1)+1 из теорем Радона и Тверберга можно понимать, что это
наименьшие числа, для которых не подходят вышеприведённые простые
контрпримеры.

Сначала продемонстрируем одну из идей доказательства теоремы
Тверберга на примере доказательства теоремы Радона. Введём обозна-
чение [n] := {1, 2, . . . , n}.

Доказательство теоремы Радона. Обозначим данные точки через
p1, p2, . . . , p𝑑+2. Достаточно привести разбиение [d + 2] = A1 t A2 и неот-
рицательные числа α1,α2, . . . ,α𝑑+2, для которых

∑

𝑖∈𝐴1

α𝑖 p𝑖 =
∑

𝑖∈𝐴2

α𝑖 p𝑖 и
∑

𝑖∈𝐴1

α𝑖 =
∑

𝑖∈𝐴2

α𝑖, (1)

причём
∑

𝑖∈𝐴1
α𝑖 = 1. Вместо последнего равенства достаточно потребо-

вать отличность суммы от нуля. Обозначим

p+𝑖 := (p𝑖, 1) ∈ R𝑑+1, i ∈ [d+ 2], S+𝑗 :=
∑

𝑖∈𝐴𝑗

α𝑖 p+𝑖 , j = 1, 2.

Тогда два равенства (1) равносильны одному равенству S+1 = S+2 .
Точки p+1 , p+2 , . . . , p+𝑑+2 ∈ R𝑑+1 линейно зависимы, т. е. существуют µ1,

µ2, . . . ,µ𝑑+2, не все равные нулю, для которых
∑𝑑+2

𝑖=1 µ𝑖 p+𝑖 = 0. Среди µ𝑖
есть и положительные, и отрицательные (действительно, рассмотрим
последнюю координату). Перенесём в правую часть все слагаемые с отри-
цательными µ𝑖. Получим, что следующее разбиение и числа — искомые:

A1 := {i ∈ [d+ 2]: µ𝑖 ¾ 0},
A2 := {i ∈ [d+ 2]: µ𝑖 < 0} и α𝑖 = |µ𝑖|.

Доказательство теоремы Тверберга. Докажем теорему для r = 3, до-
казательство общего случая аналогично. Обозначим данные точки через
p1, p2, . . . , p2𝑑+3. Достаточно привести разбиение [2d + 3] = A1 t A2 t A3
и неотрицательные числа α1,α2, . . . ,α2𝑑+3, для которых

∑

𝑖∈𝐴1

α𝑖 p𝑖 =
∑

𝑖∈𝐴2

α𝑖 p𝑖 =
∑

𝑖∈𝐴3

α𝑖 p𝑖 и
∑

𝑖∈𝐴1

α𝑖 =
∑

𝑖∈𝐴2

α𝑖 =
∑

𝑖∈𝐴3

α𝑖, (1′)



168 В. И. Ретинский, А. Д. Рябичев, А. Б. Скопенков

причём
∑

𝑖∈𝐴1
α𝑖 = 1. Вместо последнего равенства достаточно потребо-

вать равенство
∑2𝑑+3

𝑖=1 α𝑖 = 1 (разделим на 3 все α𝑖). Обозначим

p+𝑖 := (p𝑖, 1) ∈ R𝑑+1, i ∈ [2d+ 3], S+𝑗 :=
∑

𝑖∈𝐴𝑗

α𝑖 p+𝑖 1, j = 1, 2, 3.

Тогда равенства (1′) равносильны следующим:

S+1 = S+2 = S+3 ⇔
¨

S+1 = S+3 ,

S+2 = S+3
⇔

¨

1 ·S+1 +0 ·S+2 −S+3 = 0,

0 ·S+1 +1 ·S+2 −S+3 = 0
⇔

⇔ (S+1 , 0)+ (0, S+2 )+ (−S+3 ,−S+3 )= 0.

Обозначим

ϕ1,𝑖 = (p+𝑖 , 0) ∈ R2𝑑+2, ϕ2,𝑖 = (0, p+𝑖 ) ∈ R2𝑑+2, ϕ3,𝑖 = (−p+𝑖 ,−p+𝑖 ) ∈ R2𝑑+2.

Тогда равенства S+1 = S+2 = S+3 равносильны следующему:
∑

𝑖∈𝐴1

α𝑖ϕ1,𝑖 +
∑

𝑖∈𝐴2

α𝑖ϕ2,𝑖 +
∑

𝑖∈𝐴3

α𝑖ϕ3,𝑖 = 0. (2)

Осталось применить следующую теорему.

Теорема (Барань; цветная теорема Каратеодори; [Ba82], [Ma02, § 8.2]).
Пусть точка 0 ∈ R𝑛 лежит в выпуклой оболочке каждого из n+ 1 конеч-
ных множеств M1, M2, . . . , M𝑛+1 ⊂ R𝑛. Тогда существуют точки m𝑖 ∈ M𝑖
(i = 1, . . . , n+ 1), для которых 0 ∈ 〈m1, m2, . . . , m𝑛+1〉.

Так как
0=

ϕ1,𝑖 +ϕ2,𝑖 +ϕ3,𝑖

3 ∈ 〈ϕ1,𝑖,ϕ2,𝑖,ϕ3,𝑖〉,
можно применить эту теорему к n=2d+2 и M𝑖={ϕ1,𝑖,ϕ2,𝑖,ϕ3,𝑖}. Получим
точки m𝑖∈M𝑖, для которых 0∈〈m1, m2, . . . , m𝑛+1〉. Для j=1, 2, 3 обозначим
A𝑗 := {i ∈ [2d + 3]: m𝑖 = ϕ𝑗,𝑖}. Так как 0 ∈ 〈m1, m2, . . . , m𝑛+1〉, существуют
α1,α2, . . . ,α2𝑑+3 ¾ 0, для которых выполнено равенство (2) и

2𝑑+3
∑

𝑖=1

α𝑖 = 1.

Приложение: другое доказательство теоремы Радона

Приведём доказательство теоремы Радона при помощи понижения
размерности. По сути оно совпадает с приведённым в [Ko18], но изложе-
но без лишних обозначений.

Доказательство. Индукция по d. База d = 0 очевидна. Докажем пере-
ход от d к d+ 1 при d ¾ 0.
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Существует d-мерная гиперплоскость α ⊂ R𝑑+1, для которой ровно
одна точка O из данного набора d+ 3 точек лежит по одну сторону от α,
а остальные — по другую. Обозначим через M множество этих остальных
точек. Для любой точки A ∈ M обозначим A′ := α∩OA.

Воспользуемся теоремой Радона для множества M ′ := {A′ : A ∈ M} из
d + 2 точек в d-мерном пространстве α. Получим разбиение на два мно-
жества U ′1 и U ′2, выпуклые оболочки которых пересекаются в точке X ′.
Обозначим U1 := {A : A′ ∈ U ′1} и U2 := {A : A′ ∈ U ′2}.

Ясно, что U ′1 ⊂ 〈O, U1〉. Следовательно, X ′ ∈ 〈O, U1〉, и, более того, весь
отрезок OX ′ содержится в 〈O, U1〉. Обозначим через X1 точку, для которой
прямая OX ′ пересекает 〈O, U1〉 по отрезку OX1. Тогда X1 ∈ 〈U1〉 и X ′ ∈ OX1.

Аналогично через X2 обозначим такую точку, что прямая OX ′ пересе-
кает 〈O, U2〉 по отрезку OX2. Тогда X2 ∈ 〈U2〉 и X ′ ∈ OX2.

Точки X1 и X2 лежат на луче OX ′. Не умаляя общности предположим,
что X2 лежит между O и X1. Тогда X2∈〈O, U1〉∩〈U2〉, что и требовалось.
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