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Структурированное доказательство теоремы
Колмогорова о суперпозициях

С. В. Дженжер, А. Б. Скопенков

Мы представляем хорошо структурированное детальное изложение
известного доказательства важного результата, являющегося решением
13-й проблемы Гильберта о суперпозициях. Для функций двух переменных
он формулируется так.

Теорема Колмогорова. Существуют непрерывные функции

ϕ1, . . .,ϕ5 : [0, 1]→ [0, 1]

такие, что для любой непрерывной функции f : [0, 1]2 → R существует
непрерывная функция h : [0, 3]→ R такая, что для любых x, y ∈ [0, 1]

f (x, y)=
5
∑

𝑘=1

h
�

ϕ𝑘(x)+
p

2ϕ𝑘( y)
�

.

Доказательство доступно неспециалистам, в частности, студентам, зна-
комым только с основными свойствами непрерывных функций.

§ 1. Введение

Читатель понимает, что многочлен от нескольких переменных вы-
ражается через сложение и умножение (с использованием констант).
Возможно, читатель знаком также с выражением одних функций ал-
гебры логики через другие (см., например, [ZSS, § 24.5]; впрочем, это
знакомство не требуется для понимания настоящей статьи).

Теорема Колмогорова 1.1 показывает, что любая непрерывная функ-
ция двух и более переменных «может быть выражена» через непре-
рывные функции одной переменной и сложение. (Чёткая формули-
ровка понятия «может быть выражена» не нужна для этой теоремы;
впрочем, читатель может найти эту формулировку и её обсуждение,
например, в [Ar].) Эта теорема решает 13-ю проблему Гильберта.

Поддержано грантом Российского фонда фундаментальных исследований
№ 19-01-00169.
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Мы представляем хорошо структурированное детальное изложение
известного доказательства этой важной теоремы.

Теорема 1.1 (Колмогоров). Для любого целого n > 1 существуют
действительные числа α1, . . . ,α𝑛 и непрерывные функции

ϕ1,ϕ2, . . . ,ϕ2𝑛+1 : [0, 1]→ [0, 1]

такие, что для любой непрерывной функции f : [0, 1]𝑛→R существует
непрерывная функция h : R→ R такая, что

f (x1, . . . , x𝑛)=
2𝑛+1
∑

𝑘=1

h
� 𝑛
∑

𝑖=1

α𝑖ϕ𝑘(x𝑖)
�

.

Замечание 1.2. (a) В качестве α1, . . . ,α𝑛 мы можем взять квадрат-
ные корни из попарно различных простых чисел. Или, для n= 2, взять
α1 = 1 и α2 =

p
2. Например, для функции f (x, y) = x +

p
2 y + 2 мы

можем взять h(x)= x, ϕ1(x)= x, ϕ2(x)= 2/(1+
p

2) и ϕ3=ϕ4=ϕ5= 0.
Тем не менее, мы не знаем функций ϕ, h даже для таких простых
функций f, как сложение и умножение. И, конечно, мы не знаем
явного выражения для «универсальных функций» ϕ1, . . . ,ϕ2𝑛+1.

(b) Классическое изложение доказательства, формулировка и об-
суждения 13-й проблемы Гильберта приведены, например, в [Ar, He,
Ko], [LGM, Chapter 17], [St, § 1–4]. Чтобы сделать наше изложение хо-
рошо структурированным, мы, например, явно ввели понятие λ-пред-
колмогоровского отображения и явно сформулировали аппроксима-
тивную теорему Колмогорова 1.3. Чтобы сделать наше изложение бо-
лее детальным, мы, например, явно сформулировали утверждения 2.1
и 2.2 и привели их простые доказательства. Ср. с [BCM].

(c) Эта тема активно изучается не только в анализе, но также и в
топологии и в компьютерной науке, см., например, работы [St, Vi, Sk,
Br, SH] и ссылки в них.

В 27-м и 28-м выпусках Матпросвещения опубликованы задачи
соответственно 27.4 (с. 234) и 27.4′ (с. 248), связанные по тематике
с 13-й проблемой Гильберта.

План доказательства теоремы 1.1 Колмогорова. Мы представляем
доказательство для n = 2, полагая α1 = 1 и α2 =

p
2. Доказательство

в общем случае аналогично. Для доказательства нам необходимы неко-
торые соглашения, обозначения и определения.

Далее в тексте «функция» означает «непрерывная функция», и «отоб-
ражение» означает «непрерывное отображение».
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Обозначим I := [0, 1]. Мы рассматриваем упорядоченный набор
функций ϕ1,ϕ2, . . . ,ϕ5 : I → I как отображение (= вектор-функцию)
ϕ : I → I5. Для функции h : [0, 3]→ R обозначим

Sϕh(x, y) :=
5
∑

𝑘=1

h
�

ϕ𝑘(x)+
p

2ϕ𝑘( y)
�

.

Для компактного подмножества M ⊂ R𝑠 и функции f : M → R обозна-
чим1) ‖ f ‖ := sup𝑧∈𝑀 | f (z)|. Назовём λ-предколмогоровским отобра-
жением для ненулевой функции f : I2→R отображение ϕ : I→ I5, для
которого найдётся функция h : [0, 3]→ R такая, что

‖ f − Sϕh‖< λ‖ f ‖ и ‖h‖¶ ‖ f ‖.

Для функции f ≡ 0 любое отображение ϕ : I → I5 является λ-предкол-
могоровским.

Теорема 1.3 (аппроксимативная теорема Колмогорова). Существу-
ет отображение ϕ : I → I5, являющееся (7/8)-предколмогоровским для
любой функции f : I2→ R.

Вывод теоремы 1.1 для n= 2, α1 = 1 и α2 =
p

2 из теоремы 1.3. Для
целых неотрицательных m определим функции h𝑚 : [0, 3]→ R индук-
тивно2). Положим h0 ≡ 0. Обозначим через h𝑚 функцию, полученную
применением Теоремы 1.3 к f −

∑𝑚−1
𝑘=0 Sϕh𝑘. Тогда, обозначив λ= 7/8,

имеем








f −
𝑚
∑

𝑘=0

Sϕh𝑘









< λ









f −
𝑚−1
∑

𝑘=0

Sϕh𝑘









< . . .< λ𝑚‖ f ‖. (*)

Так как

‖h𝑚‖¶








f −
𝑚−1
∑

𝑘=0

Sϕh𝑘









< λ𝑚−1‖ f ‖,

функциональный ряд
∑

Ì

𝑚=0 h𝑚 сходится равномерно к функции h:
[0, 3]→ R. Тогда

Ì

∑

𝑚=0

Sϕh𝑚 = Sϕ
Ì

∑

𝑚=0

h𝑚 = Sϕh.

1) Все функции в дальнейшем имеют компактную область определения, ко-
торая и берётся в качестве M для каждой из функций (т. е. для разных
функций множества M разные).

2) Заметим, что нам достаточно определить h𝑚 и h на [0,1+
p

2], но мы вме-
сто этого пишем [0, 3] для краткости.
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Так как λ𝑚 𝑚→Ì
−−−→ 0, переходя к пределу в (*), получаем ‖ f − Sϕh‖= 0,

т. е. Sϕh= f. Продолжим функцию h : [0,3]→R до функции h : R→R.

Лемма 1.4 (счётная аппроксимативная лемма Колмогорова). Суще-
ствует отображение ϕ : I→ I5, являющееся (6/7)-предколмогоровским
для любого многочлена g : I2→ R с рациональными коэффициентами.

Доказательство теоремы 1.3 по модулю леммы 1.4. Возьмём лю-
бые функцию f : I2→ R и отображение ϕ : I → I5, данное леммой 1.4.
Если f ≡ 0, то ϕ является (7/8)-предколмогоровским для f по опреде-
лению. Теперь предположим, что ‖ f ‖> 0. Тогда для любых достаточно
близких к 111

112 f функций g : I2→ I выполнено

‖g‖< ‖ f ‖ и ‖ f − g‖< 1
56‖ f ‖.

Из теоремы Вейерштрасса об аппроксимации непрерывных функций
многочленами следует, что существует многочлен g : I2 → R с раци-
ональными коэффициентами, удовлетворяющий этим неравенствам.
Так как ϕ является (6/7)-предколмогоровским для g, найдётся функ-
ция h : [0, 3]→ R такая, что

‖h‖¶ ‖g‖¶ ‖ f ‖ и ‖g− Sϕh‖< 6
7‖g‖¶ 6

7‖ f ‖.

Тогда
‖ f − Sϕh‖¶ ‖ f − g‖+ ‖g− Sϕh‖< 1

56‖ f ‖+ 6
7‖ f ‖= 7

8‖ f ‖.

Следовательно, ϕ является (7/8)-предколмогоровским для f.

Лемма 1.5. Для любой функции f : I2→ R выполнено следующее:
(стабильность) любое отображение, достаточно близкое к (6/7)-
предколмогоровскому для f, само является (6/7)-предколмогоров-
ским для f ;
(аппроксимация) для любого отображения ϕ : I → I5 найдётся
сколь угодно близкое (6/7)-предколмогоровское отображение для f.

Для функции f : I2 → R обозначим через PK( f ) семейство всех
(6/7)-предколмогоровских отображений для f.

Вывод3) леммы 1.4 из леммы 1.5. Обозначим через Q семейство
всех многочленов I2→ R с рациональными коэффициентами. По лем-
ме 1.5, для любой функции g ∈ Q множество PK(g) открыто и всюду

3) Вывод использует теорему Бэра о категории. Если вы не знакомы с этой
теоремой, то просто пропустите этот вывод или замените применение
этой теоремы на применение принципа вложенных шаров.
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плотно в пространстве всех непрерывных отображений I→ I5. Извест-
но, что это пространство полно. Тогда по теореме Бэра о категории
[KF, § 2.3.3], [Sk’, § 2], счётное пересечение

⋂

𝑔∈𝑄 PK(g) непусто. Лю-
бое отображение ϕ из этого пересечения является искомым.

§ 2. Доказательство леммы 1.5

Доказательство стабильности в лемме 1.5. Если f ≡ 0, то утвер-
ждение тривиально. Поэтому предположим, что ‖ f ‖> 0.

Предположим, ψ ∈ PK( f ) — некоторое отображение. Тогда суще-
ствует функция h : [0, 3]→ R такая, что ‖ f − Sψh‖< 6

7‖ f ‖. Обозначим

ε := 1
5

�6
7‖ f ‖ − ‖ f − Sψh‖

�

> 0.

Так как h равномерно непрерывна, найдётся такое δ, что

|h(x)− h( y)|< ε при |x − y|< δ.

Достаточно показать, что любое отображение ϕ, являющееся
�

δ
3

�

-близ-
ким к ψ, лежит в PK( f ).

Для любых x, y ∈ I и k = 1, . . . , 5
�

�

�

ψ𝑘(x)+
p

2ψ𝑘( y)
�

−
�

ϕ𝑘(x)+
p

2ϕ𝑘( y)
��

�< (1+
p

2)δ3 < δ.

Следовательно,
�

�h
�

ψ𝑘(x)+
p

2ψ𝑘( y)
�

− h
�

ϕ𝑘(x)+
p

2ϕ𝑘( y)
��

�< ε.

Поэтому
‖Sψh− Sϕh‖< 5ε.

Наконец,

‖ f − Sϕh‖¶ ‖ f − Sψh‖+ ‖Sψh− Sϕh‖< 6
7‖ f ‖ − 5ε + 5ε = 6

7‖ f ‖.

Следовательно, ϕ ∈ PK( f ).

Подготовка к доказательству аппроксимации в лемме 1.5:
рационально разделяющие функции

Обозначим [a, b]+ c := [a+ c, b+ c] и [a, b] · d := [ad, bd].
Возьмём любое k = 1, . . . , 5. Обозначим

Z𝑘 = Z𝑘(N) :=
�

−1, N − k
5

�

∩Z.
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Рис. 1. Серые квадраты I𝑖,2(26)× I𝑗,2(26) параметризованы парами
i, j ∈ Z2(26). Чёрные квадраты суть I2,𝑘 × I1,𝑘 для k = 1, 3, 4, 5

Для каждого j ∈ Z𝑘(N) обозначим

I𝑗,𝑘 = I𝑗,𝑘(N) :=
4I + 5 j + k

N и l𝑗,𝑘 = l𝑗,𝑘(N) :=max
n5 j + k

N , 0
o

.

Очевидно, l𝑗,𝑘 является левым концом отрезка4) I𝑗,𝑘 (рис. 1).

Предложение 2.1. Пусть N — целое положительное число. Для лю-
бых (x, y)∈ I2 и не менее чем для трёх k= 1, . . . , 5 найдутся i, j ∈ Z𝑘(N)
такие, что

(x, y) ∈ I𝑖,𝑘(N)× I𝑗,𝑘(N).

Доказательство. Имеем

(x, y) ∈ I𝑖,𝑘(N)× I𝑗,𝑘(N) ⇔ (Nx, Ny) ∈ I𝑖,𝑘(1)× I𝑗,𝑘(1).

Обозначим m := [Nx/5] и через r обозначим остаток от деления числа
[Nx] на 5. Тогда Nx ∈ [5m + r, 5m + r + 1), и для любого s = 0, 1, 2, 3
имеем

Nx ∈ [5m+ (r − s), 5m+ (r − s+ 4)]= 4I + 5m+ (r − s).

4) Для фиксированных k и N отрезки I𝑗,𝑘(N) при всевозможных j ∈ Z𝑘(N)
имеют длины 4/N, они не пересекаются и расстояния между соседними
отрезками равны 1/N , причём самый первый отрезок покрывает точку 0,
а самый последний — точку 1.
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Поэтому для k≡ r− s (mod 5) найдётся i ∈ Z𝑘(N) такое, что Nx ∈ I𝑖,𝑘(1).
Тогда для не менее чем четырёх k = 1, . . . , 5 существует подходящее i.
Аналогично для не менее чем четырёх k = 1, . . . , 5 найдётся j ∈ Z𝑘(N)
такое, что Ny∈ I𝑗,𝑘(1). Тогда для не менее чем трёх k=1, . . . , 5 найдутся
такие i, j ∈ Z𝑘(N), что (Nx, Ny) ∈ I𝑖,𝑘(1)× I𝑗,𝑘(1).

Функция ϕ : I→ I рационально разделяет семейство попарно непе-
ресекающихся отрезков на прямой, если ϕ принимает постоянные
рациональные попарно различные значения на этих отрезках5). Для
отображения ϕ : I → I5 обозначим ‖ϕ‖=max𝑘=1,...,5 ‖ϕ𝑘‖.

Предложение 2.2. Пусть ε— некоторое положительное число.
(a) Пусть ψ: I → I — некоторая функция и k ∈ {1, . . . , 5}.

Тогда найдётся целое N0 = N0(ψ, k) > 0 такое, что для любого це-
лого N > N0 и для любого конечного множества G рациональных
чисел существует функция ϕ : I → I такая, что

• ‖ϕ −ψ‖< ε;
• ϕ рационально разделяет семейство отрезков I𝑗,𝑘 = I𝑗,𝑘(N) с па-

раметром j ∈ Z𝑘(N);
• ϕ(I𝑗,𝑘) 6∈ G для любого j ∈ Z𝑘(N).

(b) Пусть ψ: I → I5 — некоторое отображение.
Тогда найдётся такое целое N0 > 0, что для любого целого N > N0
существует отображение ϕ : I → I5 такое, что

• ‖ϕ −ψ‖< ε;
• для каждого k = 1, . . . , 5 функция ϕ𝑘 рационально разделяет

семейство отрезков I𝑗,𝑘 = I𝑗,𝑘(N) с параметром j ∈ Z𝑘(N);
• числа ϕ𝑘(I𝑗,𝑘) попарно различны для различных k ∈ {1, . . . , 5}

и j ∈ Z𝑘(N).

Доказательство пункта (a). В силу равномерной непрерывности
функцииψ, найдётся δ>0 такое, что |ψ(x)−ψ( y)|<ε/2 при |x− y|<δ.
Положим N0 := d5/δe. Рассмотрим любое N > N0. Возьмём кусочно-ли-
нейную функцию ϕ : I → I такую, что

• на каждом отрезке I𝑗,𝑘 значение ϕ(I𝑗,𝑘) рационально и ε
2 -близко

к ψ(l𝑗,𝑘);
• все значения ϕ(I𝑗,𝑘) различны и не лежат в G;
• ϕ линейна на промежутках между отрезками.

5) Напомним, что в данном тексте «функция» означает «непрерывная функ-
ция», а «отображение» означает «непрерывное отображение».
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Поскольку 0∈ I−1,𝑘 и 1∈ Imax 𝑍𝑘,𝑘 для любого k=1, . . . , 5, определение
значений ϕ(0) и ϕ(1) осмысленно.

Теперь ϕ рационально разделяет семейство отрезков I𝑗,𝑘, и её зна-
чения на отрезках не лежат в G. Остаётся показать, что

|ϕ(x)−ψ(x)|< ε для любого x ∈ I. (∗∗)

Для любой точки x ∈ I𝑗,𝑘 из ϕ(x)=ϕ(l𝑗,𝑘) и |x − l𝑗,𝑘|¶ 4/N < δ полу-
чаем

|ϕ(x)−ψ(x)|¶
�

�ϕ(l𝑗,𝑘)−ψ(l𝑗,𝑘)
�

�+
�

�ψ(l𝑗,𝑘)−ψ(x)
�

�< ε2 +
ε
2 = ε.

Для любой точки x, не принадлежащей ни одному отрезку I𝑗,𝑘, вы-
берем j ∈ Z𝑘(N) такое, что x находится между двумя отрезками I𝑗,𝑘
и I𝑗+1,𝑘, т. е. l𝑗,𝑘+4/N < x < l𝑗+1,𝑘. Концы отрезков связаны между собой
очевидным соотношением l𝑗,𝑘 + 5/N = l𝑗+1,𝑘. Тогда найдётся α ∈ (0, 1)
такое, что x = l𝑗+1,𝑘 −α/N . Теперь (∗∗) следует из того, что

|ϕ(x)−ψ(x)|¶α
�

�

�ϕ
�

l𝑗+1,𝑘−
1
N

�

−ψ(x)
�

�

�+ (1−α)
�

�ϕ(l𝑗+1,𝑘)−ψ(x)
�

�<

< αε + (1−α)ε = ε.

Здесь первое неравенство следует из того, что ϕ линейна на промежут-
ке l𝑗+1,𝑘 + [−1/N, 0] (т. е. из ϕ(x) = αϕ(l𝑗+1,𝑘 − 1/N)+ (1− α)ϕ(l𝑗+1,𝑘)).
Второе неравенство доказывается следующим образом. Так как

ϕ
�

l𝑗+1,𝑘 −
1
N

�

= ϕ(l𝑗,𝑘) и |x − l𝑗,𝑘|¶
5
N < δ,

получаем, что
�

�

�ϕ
�

l𝑗+1,𝑘 −
1
N

�

−ψ(x)
�

�

�¶
�

�ϕ(l𝑗,𝑘)−ψ(l𝑗,𝑘)
�

�+
�

�ψ(l𝑗,𝑘)−ψ(x)
�

�< ε2 +
ε
2 = ε.

Так как |x − l𝑗+1,𝑘|¶ 1/N < δ, имеем
�

�ϕ(l𝑗+1,𝑘)−ψ(x)
�

�¶
�

�ϕ(l𝑗+1,𝑘)−ψ(l𝑗+1,𝑘)
�

�+
�

�ψ(l𝑗+1,𝑘)−ψ(x)
�

�< ε2+
ε
2=ε.

Доказательство пункта (b). Выберем N0=max𝑘=1,...,5 N0(ψ𝑘, k), где
N0(ψ𝑘, k) приходят из применения пункта (a) утверждения. Возьмём
любое N > N0. Применим пункт (a) к ψ1, k = 1 и G = ∅. Получим
некоторую функцию ϕ1. Теперь применим пункт (a) к ψ2, k = 2 и G =
= {ϕ1(I𝑗,1)}𝑗∈𝑍1

. Получим функцию ϕ2. Аналогично на k-м шаге приме-
няем пункт (a) к функции ψ𝑘 и множеству G =

⋃ 𝑘−1
𝑠=1{ϕ𝑠(I𝑗𝑠)}𝑗∈𝑍𝑠

. Так
получим функцию ϕ𝑘. После пяти шагов получим требуемое отобра-
жение ϕ := (ϕ1, . . . ,ϕ5).
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Доказательство аппроксимации в лемме 1.5. Если f ≡ 0, то утвер-
ждение тривиально. Поэтому предположим, что ‖ f ‖> 0.

Зафиксируем любое отображение ψ : I → I5 и любое ε > 0. Нужно
указать ϕ ∈ PK( f ), ε-близкое к ψ.

В силу равномерной непрерывности функции f найдётся такое це-
лое N1, что

| f (x, y)− f (x′, y′)|< 1
6‖ f ‖ при |x − x′|< 4

N1
и |y − y′|< 4

N1
.

Применим утверждение 2.2(b) к отображению ψ и числу ε. Полу-
чим число N0. Положим N := max(N0, N1) + 1. Применим утвержде-
ние 2.2(b) к этому числу. Получим отображение ϕ : I → I5.

Для каждого k определим функцию eϕ𝑘 : I2→ [0, 3] формулой

eϕ𝑘(x, y)= ϕ𝑘(x)+
p

2ϕ𝑘( y).

В следующем абзаце мы покажем, что eϕ𝑘 принимает различные посто-
янные значения на различных квадратах, образованных декартовым
произведением отрезков I𝑗,𝑘.

В самом деле, предположим, что для некоторых x1, x2, y1, y2, при-
надлежащих некоторым из этих отрезков,

ϕ𝑘(x1)+
p

2ϕ𝑘( y1)= ϕ𝑘(x2)+
p

2ϕ𝑘( y2).

По определению рациональной разделяемости числа ϕ𝑘(x1), ϕ𝑘(x2),
ϕ𝑘( y1) и ϕ𝑘( y2) рациональны. Тогда ϕ𝑘(x1)=ϕ𝑘(x2) и ϕ𝑘( y1)=ϕ𝑘( y2).
Следовательно, пары x1, x2 и y1, y2 принадлежат одним и тем же от-
резкам. Тогда точки (x1, y1) и (x2, y2) принадлежат одному квадрату.

В следующем абзаце мы покажем, что числа eϕ𝑘(I𝑖,𝑘 × I𝑗,𝑘) попарно
различны для различных троек (i, j, k).

В самом деле, предположим, что eϕ𝑘(I𝑖,𝑘× I𝑗,𝑘)= eϕ𝑛(I𝑝,𝑛× I𝑞,𝑛). Тогда
ϕ𝑘(I𝑖,𝑘)= ϕ𝑛(I𝑝,𝑛). Поэтому k = n и i = p. Аналогично j = q.

Возьмём кусочно-линейную функцию h : [0, 3]→ R такую, что

h( eϕ𝑘(I𝑖,𝑘 × I𝑗,𝑘))= 1
3 f (l𝑖,𝑘, l𝑗,𝑘)

для любых k = 1, . . . , 5 и i, j ∈ Z𝑘. Тогда ‖h‖ ¶ 1
3‖ f ‖. Теперь лемма

следует из того, что для любого z ∈ I2

|Sϕh(z)− f (z)|¶ 1
6‖ f ‖+ 2

3‖ f ‖< 6
7‖ f ‖.

Здесь второе неравенство очевидно. Первое неравенство доказывает-
ся следующим образом. Так как N > N1, получаем, что

| f (z)− f (z′)|< 1
6‖ f ‖
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для любых k=1, . . . , 5, i, j ∈ Z𝑘 и z, z′ ∈ I𝑖𝑘× I𝑗,𝑘. По утверждению 2.1, су-
ществует не менее трёх троек (i𝑠, j𝑠, k𝑠)∈ Z𝑘𝑠

× Z𝑘𝑠
×{1, . . . , 5}, s= 1, 2, 3,

таких, что I𝑖𝑠,𝑘𝑠
× I𝑗𝑠,𝑘𝑠

3 z. Для них

h( eϕ𝑘𝑠
(z))= 1

3 f (l𝑖𝑠,𝑘𝑠
, l𝑗𝑠,𝑘𝑠

).

Эти значения отличаются от 1
3 f (z) не более, чем на 1

18‖ f ‖. Следова-
тельно,

�

�

�

�

3
∑

𝑠=1

h( eϕ𝑘𝑠
(z))− f (z)

�

�

�

�

¶ 1
6‖ f ‖.

Другие два значения h( eϕ𝑘(z)) не превосходят 1
3‖ f ‖ по абсолютной

величине.
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