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Антибиссектрисы:
знакомые — незнакомые

В. М. Журавлёв, П. И. Самовол

§ 1. Введение: постановка задачи

В этой заметке мы хотим предложить читателям поразмыслить над
следующей задачей про антибиссектрисы1).

Задача 1.

(а) Однозначно ли определяется треугольник по длинам своих анти-
биссектрис?

(б) Для любых ли длин антибиссектрис существует треугольник с та-
кими антибиссектрисами?

(в) Можно ли построить треугольник по трём антибиссектрисам
циркулем и линейкой?

Аналогичные задачи для медиан и высот входят в школьные учеб-
ники. Задаче для случая биссектрис около 150 лет, и она регулярно
упоминается в математической литературе [2, 8]:

Для любых ли длин биссектрис существует треугольник с такими
биссектрисами и однозначно ли определяется?

Можно ли построить треугольник по трём биссектрисам цирку-
лем и линейкой?

Для задачи о биссектрисах найдено несколько различных решений,
в том числе и доступных школьникам.

1) Две точки на стороне треугольника, равноотстоящие от середины этой сто-
роны, называются изотомическими (изотомически сопряжёнными) точка-
ми. Аналогично, две прямые, соединяющие вершину треугольника с изо-
томическими точками противоположной стороны, называются изотоми-
ческими прямыми треугольника. Прямые, изотомические с внутренними
или внешними биссектрисами треугольника, называются соответственно
внутренними или внешними антибиссектрисами этого треугольника.
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Для случая симедиан задача также решена, хотя она не так известна,
как задача про биссектрисы (см. [5]):

Однозначно ли определяется треугольник по длинам своих симедиан?
Для любых ли длин симедиан существует треугольник с такими

симедианами?
Можно ли построить треугольник по трём симедианам циркулем

и линейкой?

С решением задачи про симедианы можно ознакомиться в [4, 5].

§ 2. Антибиссектрисы — не такие, как все

Известно, что треугольник однозначно определяется по длинам
трёх своих медиан. То же утверждение верно для высот, биссектрис
и симедиан. Можно ожидать, что это утверждение верно для антибис-
сектрис. Но так ли это?

В «Математическом просвещении» мы уже рассказывали об ан-
тибиссектрисах [3]. Поэтому выберем факты об антибиссектрисах,
которые нам понадобятся, и сформулируем их в виде упражнений. До-
казательства читатель может найти самостоятельно или ознакомиться
с ними в упомянутом источнике.

Используем общепринятые обозначения. Пусть a, b, c — длины сто-
рон треугольника. Через k𝑎, k𝑏, k𝑐 обозначим длины антибиссектрис,
проведённых к сторонам длины a, b, c соответственно.

Упражнение 1. Докажите, что треугольник является равнобедрен-
ным тогда и только тогда, когда две его антибиссектрисы равны.

Упражнение 2. Если a ¾ b ¾ c, то k𝑎 ¶ k𝑏 ¶ k𝑐.

Другими словами, бо́льшая антибиссектриса проведена к меньшей
стороне.

Упражнение 3. Докажите, что квадрат длины антибиссектрисы
можно найти по формуле

k2
𝑎 = b2 + c2 − bc− a2bc

(b+ c)2 . (1)

Оказывается, ответ на пункт (а) задачи 1 — отрицательный. По дли-
нам своих антибиссектрис треугольник не определяется однозначно.

Задача 2. Докажите, что существуют два неконгруэнтных треуголь-
ника, у которых совпадают длины трёх соответствующих антибиссек-
трис.
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Более того, мы найдём два неравных равнобедренных треугольника,
у которых совпадают длины антибиссектрис.

Решение. Рассмотрим равнобедренный треугольник ABC (рис. 1).
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Рис. 1

Пусть BC = AC = a = b, AB = c и a = b ¾ c, тогда k𝑎 = k𝑏 ¶ k𝑐 согласно
упражнению 2. Обозначим ∠ACB = γ и t = sin(γ/2). Тогда c = 2at.

Зафиксируем длину большей антибис-
сектрисы, положив k𝑐 = 1. Будем изменять
угол γ от 0 до π/3, тогда переменная t =
= sin(γ/2) изменяется от 0 до 1/2. (При
γ= 0 имеем t = 0 и получим вырожденный
треугольник.) Длина другой антибиссектри-
сы будет являться функцией от t. Обозна-
чим k𝑎 = k𝑏 = y(t).

Из упражнения 3 находим

1= k2
𝑐 = a2 − c2

4 = a2(1− t2).

Отсюда получаем a2 = 1/(1− t2). Далее,

y2(t)= k2
𝑎 = k2

𝑏 = a2 + c2 − ac− a3c
(a+ c)2 =

= a4 + ac3 + c4

(a+ c)2 = a2 1+ 8t3 + 16t4

(1+ 2t)2 = 1+ 8t3 + 16t4

(1− t2)(1+ 2t)2 .

Тогда

y(t)=
s

1+ 8t3 + 16t4

(1− t2)(1+ 2t)2 .

Нетрудно проверить, что y(0)= 1, y(1/2)= 1. На отрезке 0¶ t ¶ 1/2
функция y(t) имеет локальный минимум. Чтобы его найти, можно ис-
пользовать онлайн-калькулятор https://www.wolframalpha.com/examples/
mathematics/. С его помощью легко нарисовать график функции (рис. 2),
найти её производную, а также найти приближённое значение корня
уравнения.

Получаем

y′(t)= −8t5 − 28t4 − 40t3 − 16t2 − t + 2
(1− t2)2(1+ 2t)3

�

1+ 8t3 + 16t4

(1− t2)(1+ 2t)2

�−1/2
.

Обозначим через 0< t0 < 1/2 корень уравнения

8t5 − 28t4 − 40t3 − 16t2 − t + 2= 0.

Используя онлайн-калькулятор, получим t0 ≈ 0,25129, y(t0)≈ 0,75030.
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Рис. 2

Теперь ясно, что для любого значения антибиссектрис y(t0)< k𝑎 =
= k𝑏 < 1 существуют два равнобедренных треугольника, у которых
длины антибиссектрис совпадают, но углы разные.

§ 3. Существует ли треугольник
с заданными антибиссектрисами?

Известно [2], что для любых положительных чисел l𝑎, l𝑏, l𝑐 суще-
ствует единственный треугольник с биссектрисами, длины которых
равны l𝑎, l𝑏, l𝑐.

Для существования треугольника с длинами медиан, равными трём
наперёд заданным положительным числам m𝑎, m𝑏, m𝑐, необходимо
потребовать, чтобы числа m𝑎, m𝑏, m𝑐 удовлетворяли неравенствам
треугольника:











m𝑎 +m𝑏 >m𝑐,

m𝑏 +m𝑐 >m𝑎,

m𝑐 +m𝑎 >m𝑏.

Ответ в случае высот и симедиан также известен [2], [5].
В этом разделе нас будет интересовать следующий вопрос: для

каких положительных чисел k𝑎, k𝑏, k𝑐 существует треугольник с дли-
нами антибиссектрис k𝑎, k𝑏, k𝑐?

Не теряя общности, можно считать, что k𝑎¶k𝑏¶k𝑐, и положить k𝑐=1.
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Построим двумерную графическую модель. Отметим те точки (x, y)
на координатной плоскости, для которых существует треугольник с ан-
тибиссектрисами, длины которых равны x, y, 1, причём 0< x ¶ y ¶ 1.
Множеству всех допустимых точек (x, y) будет соответствовать неко-
торая область. Попытаемся найти уравнения прямых и кривых, огра-
ничивающих эту область.

Мы не смогли получить явное уравнение одной из частей границы.
Попробуем задать эту кривую параметрически.

В качестве параметров рассмотрим длины сторон треугольника
a, b, c. Используем формулу (1) для квадрата длины антибиссектрисы:



























x2 = k2
𝑎 = b2 + c2 − bc− a2bc

(b+ c)2 ,

y2 = k2
𝑏 = a2 + c2 − ac− b2ac

(a+ c)2 ,

1= k2
𝑐 = a2 + b2 − ab− c2ab

(a+ b)2 .

(2)

Поскольку в нашей модели 0 < x ¶ y ¶ 1, согласно упражнению 2
имеем a ¾ b ¾ c.

С параметрами a, b, c не очень удобно работать, поскольку трудно
определить границы их изменения. Введём два новых параметра, по-
ложив u = b/a и v = c/a. Поскольку a — наибольшая сторона, имеем
0 < v ¶ u ¶ 1. Поскольку a, b, c удовлетворяют неравенству треуголь-
ника, имеем a < b+ c ¶ 2b, следовательно, 1/2< b/a = u ¶ 1.

Разделим обе части каждого из уравнений системы (2) на a2. По-
лучаем



























x2

a2 = u2 + v2 − uv − uv
(u+ v)2 ,

y2

a2 = 1+ v2 − v − u2v
(1+ v)2 ,

1
a2 = 1+ u2 − u− v2u

(1+ u)2 .

Далее,


















x =

√

√u2 + v2 − uv − uv/(u+ v)2

1+ u2 − u− v2u/(1+ u)2 ,

y =

√

√1+ v2 − v − u2v/(1+ v)2

1+ u2 − u− v2u/(1+ u)2 .

(3)
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Рис. 3

Таким образом, при 1/2 < u ¶ 1 и 0 < v ¶ u мы находим коорди-
наты точки (x, y). Тем самым определяется область в квадрате ABCD
(рис. 3).

Одну часть границы области найдём, если возьмём u = v. Тогда
b = c и для 1/2< v = u ¶ 1 имеем параметризацию







x =

√

√ v2 − 1/4
1+ v2 − v − v3/(1+ v)2 ,

y = 1.

Получаем сторону BC квадрата.
Если взять u = 1, то a = b и для 0< v ¶ 1 получаем ещё одну часть

границы с параметризацией

x = y =

√

√1+ v2 − v − v/(1+ v)2

1− v2/4
.

Это отрезок EC, лежащий на диагонали квадрата.
Из второго уравнения системы (3) мы можем получить оценку

снизу на длину средней антибиссектрисы. Поскольку 1/2< u ¶ 1, вы-
полнены неравенства

s

1+ u2 − u− v2u
(1+ u)2 <

p

1+ u2 − u ¶ 1.
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С другой стороны, для 1/2< u ¶ 1 имеем
s

1+ v2 − v − u2v
(1+ v)2 >

s

1+ v2 − v − v
(1+ v)2 .

Функция

f (v)=
s

1+ v2 − v − v
(1+ v)2

на промежутке 0< v ¶ 1 является дифференцируемой и имеет мини-
мум. Решив уравнение f ′(v)= 0, найдём, что min f (v)> 0,72. Тогда

y =

p

1+ v2 − v − u2v/(1+ v)2
p

1+ u2 − u− v2u/(1+ u)2
> 0,72.

Итак, для всех значений параметров 1/2< u¶ 1 и 0< v ¶ u имеем
y > 0, 72. Вспомним, что в нашей модели мы рассматривали треуголь-
ники с точностью до подобия, при этом длина наибольшей антибис-
сектрисы равнялась 1. Следовательно, верно

Предложение. Пусть a, b, c — длины сторон треугольника, где a¾
¾ b ¾ c. Тогда для длин большей антибиссектрисы k𝑐 и средней анти-
биссектрисы k𝑏 выполнено неравенство 0,72k𝑐 ¶ k𝑏.

Неизвестно, можно ли константу 0,72 из предложения улучшить до
константы 0,75030, найденной в § 2 для равнобедренных треугольников.

§ 4. Антибиссектрисы:
построение циркулем и линейкой

Первоначально авторам заметки было неизвестно, можно ли по-
строить треугольник циркулем и линейкой по длинам трёх его анти-
биссектрис. Следующая теорема даёт ответ на этот вопрос.

Теорема. Задача построения треугольника по заданным длинам
его антибиссектрис неразрешима с помощью циркуля и линейки.

Прежде чем излагать доказательство теоремы, напомним, что если
кубический многочлен с рациональными коэффициентами неприво-
дим над полем рациональных чисел (т. е. у него нет рационального
корня), то его корни непостроимы с помощью циркуля и линейки.
В задаче, вероятно сформулированной Брокаром, о невозможности
построения треугольника с помощью циркуля и линейки по длинам
трёх его биссектрис возникает кубический многочлен. Доказательство
невозможности построения треугольника с помощью циркуля и ли-
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нейки по длинам трёх его симедиан также сводится к неприводимости
кубического многочлена.

Что же не так с антибиссектрисами? Дело в том, что мы приходим
к уравнению четвёртой степени. В брошюре [6] находим фразу: «Мож-
но привести пример многочлена четвёртой степени, корни которого
нельзя построить циркулем и линейкой». Это наш случай.

Напомним, что если имеется приведённое уравнение четвёртой
степени: x4 + ax2 + bx + c = 0, то кубическое уравнение относительно
переменной y: y3 − 2ay2 + (a2 − 4c) y + b2 = 0 будет его резольвентой.

Доказательство теоремы. Рассмотрим равнобедренный треуголь-
ник ABC (рис. 1). Пусть BC = AC = a= b, AB= c¶ a, тогда k𝑎 = k𝑏 ¶ k𝑐.
Обозначим ∠ACB = γ и t = sin(γ/2). Тогда c = 2at.

Пусть длины двух антибиссектрис равны k𝑎 = k𝑏 =
p

3/2, а длина
третьей равна k𝑐 = 1 (рис. 1). Тогда

1= k2
𝑐 = a2 − c2

4 = a2(1− t2),

3
4 = k2

𝑎 = k2
𝑏 = a2 + c2 − ac− a3c

(a+ c)2 =
a4 + ac3 + c4

(a+ c)2 = a2 1+ 8t3 + 16t4

(1+ 2t)2 ,

3
4 =

1+ 8t3 + 16t4

(1+ 2t)2(1− t2)
.

Получаем уравнение 4-й степени: 76t4 + 44t3 − 9t2 − 12t + 1= 0.
Если бы мы построили наш равнобедренный треугольник, то мы

также смогли бы построить отрезок длины t = sin(γ/2), т. е. мы могли
бы построить корень уравнения четвёртой степени.

Будем решать уравнение четвёртой степени методом Феррари.
Домножив обе части уравнения на 27 436=22 ·193 и сделав замену

переменных u = 38t, получим уравнение

u4 + 22u3 − 171u2 − 8664u+ 27 436= 0.

Сделаем замену переменных u = x − 11/2, наше уравнение четвёр-
той степени приведётся к каноническому виду

x4 − 705x2

2 − 5452x + 1 074 721
16 = 0.

Теперь найдём резольвенту этого уравнения: получаем

y3 + 705 y2 − 144 424 y + 29 724 304= 0.

Докажем, что у резольвенты нет рациональных решений. Пусть
корнем уравнения будет рациональное число y= p/q, где p, q — целые
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взаимно простые числа, q > 0. Тогда

p3 = q(−705p2 + 144 424pq− 29 724 304q2). (4)

Поскольку p, q — взаимно простые числа, получаем q = 1. Но урав-
нение (4) не имеет решений в целых числах. Следовательно, левая
часть резольвенты — кубический многочлен, неприводимый над Q.
Это означает, что корни исходного многочлена четвёртой степени
непостроимы с помощью циркуля и линейки.

Следовательно, с помощью циркуля и линейки мы не сможем по-
строить треугольник, длины двух антибиссектрис которого равны

p
3/2,

а длина третьей равна 1. Теорема доказана.
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