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Несколько задач о треугольниках Понселе

А. А. Заславский

В «Математическом просвещении» (выпуск 13, с. 179) была опуб-
ликована следующая задача (см. решение: выпуск 21, с. 278–282).

Задача 13.5. Известно, что в любом треугольнике расстояние меж-
ду центрами O и I описанной и вписанной окружностей выражается
через их радиусы R и r с помощью формулы Эйлера: OI2= R2−2Rr. До-
кажите обобщение этой формулы: если в треугольник вписан эллипс
с фокусами F1, F2 и малой осью `, то

R2`2 = (R2 −OF2
1 )(R2 −OF2

2 ). (1)
(А. А. Заславский)

В данной заметке приводятся решения двух других задач, продол-
жающих этот сюжет.

Задача 13.5′ (выпуск 28, с. 242–243). Треугольник вписан в окруж-
ность радиуса R и описан около эллипса с тем же центром и полу-
осями a, b.
(а) Докажите, что R = a+ b.
(б) Найдите расстояние между центром описанной окружности и ор-

тоцентром треугольника. (А. А. Заславский)

Решение. (а) Пусть a> b. Тогда в формуле (1) `=2b и OF2
1 =OF2

2 =
= a2 − b2. Следовательно, a2 = (R − b)2. Поскольку R > b, получаем
искомое равенство.

(б) Ответ. |a− b|.
Будем считать, что R= 1 и описанная окружность треугольника яв-

ляется единичной окружностью комплексной плоскости. Пусть A, B, C,
f1, f2 — комплексные числа, соответствующие вершинам треугольни-
ка и фокусам эллипса. Фокусы изогонально сопряжены относительно
треугольника, поэтому, как заметил Морли, имеет место равенство
(см. решение задачи 13.5 или [1], «Изогонально сопряжённые точки»)

f1 + f2 + f1 f2 ABC = A+ B+ C.
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Но f1 + f2 = 0, значит,

f 2
1 = f 2

2 = − f1 f2, f1,2 = ±
p

−(AB+ BC + CA)

и

OF2
𝑖 =

s

(AB+ BC + CA)(A+ B+ C)
ABC .

С другой стороны, поскольку центру описанной окружности соответ-
ствует 0, ортоцентру H соответствует комплексное число A + B + C.
Так как |A|= |B|= |C|= 1, имеем

OH2 = (A+ B+ C)(A+ B+ C)= (A+ B+ C)
� 1

A +
1
B +

1
C

�

.

Следовательно,

OH =

s

(AB+ BC + CA)(A+ B+ C)
ABC .

Таким образом,

OH =
OF2

𝑖
R = a2 − b2 = |a− b|,

поскольку a+ b = 1 в силу п. (а).

Примечания.
1. Из п. (а) и задачи 42 в [2] вытекает следующее свойство. По-

строим окружность с центром в вершине треугольника, касающуюся
эллипса внешним образом. Тогда общие внешние касательные к этой
окружности и эллипсу параллельны (рис. 1).
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Рис. 1
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2. Согласно теореме Понселе треугольник можно «вращать» между
описанной окружностью и вписанным эллипсом. Пункт (б) показыва-
ет, что при этом вращении ортоцентр треугольника движется по окруж-
ности с центром O. Это утверждение является частным случаем задачи
А. В. Акопяна [3]. Решение этой задачи, найденное А. Скутиным, при-
ведено в [4].

Задача 13.5′′ (выпуск 28, с. 243). Треугольник описан около окруж-
ности радиуса r и вписан в эллипс с тем же центром и полуосями a, b.

(а) Докажите, что 1
r =

1
a +

1
b .

(б) Найдите радиус описанной окружности треугольника.

Решение. (а) При полярном преобразовании относительно впи-
санной окружности эллипс перейдёт в эллипс с тем же центром и полу-
осями r2/a, r2/b, а вершины треугольника в три прямые, касающиеся
этого эллипса и пересекающиеся на окружности. Поэтому искомое
равенство следует из п. (а) предыдущей задачи.

(б) Ответ. a+ b
2 .

Пусть A, B, C — вершины данного треугольника; I — центр его впи-
санной окружности; A′, B′, C′ — точки её касания со сторонами BC,
CA, AB; H ′ — ортоцентр треугольника A′B′C′. Из п. (б) предыдущей
задачи получаем, что IH ′ = r2|a− b|/ab = ab|a− b|/(a+ b)2. Известно,
что IH ′ : OI = r : R (треугольник, образованный вторыми точками
пересечения прямых A′H ′, B′H ′, C′H ′ с окружностью, гомотетичен
треугольнику ABC, а H ′ — центр его вписанной окружности). Кроме
того, по формуле Эйлера OI2=R2−2Rr. Из этих соотношений находим
R = (a+ b)/2, OI = |a− b|/2.

I

O

Рис. 2
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Примечание. Пункт (б) означает, что при вращении треугольни-
ка между описанным эллипсом и вписанной окружностью центр его
описанной окружности движется по окружности с центром I, а её ра-
диус остаётся постоянным (рис. 2). Это равносильно следующему фак-
ту, замеченному Д. Резником: сумма радиусов вневписанных окружно-
стей треугольника не меняется при его вращении (эта сумма равна
r + 4R). Другие наблюдения Д. Резника приведены в [5].
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