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В статье обсуждается вариация на тему задачи о разбиении
фигуры на две конгруэнтные части, которая была предложена в за-
дачнике Математического просвещения как задача 1.5 (выпуск 1),
и дополнена задачей 1.5′ (выпуск 27). Рассматривается гипотеза,
что при разбиении выпуклой центрально-симметричной фигуры
на две конгруэнтные части центр симметрии фигуры всегда лежит
на общей границе двух частей. Основной результат работы состоит
в доказательстве гипотезы для простых, но не обязательно выпук-
лых фигур на плоскости при условии, что фигура разбита на две
части несамопересекающейся кривой.

§ 1. Введение и постановка задачи

Разбиения фигур представляют собой одну из ключевых тем в ком-
бинаторной геометрии. Существует обширная литература, посвящён-
ная разбиениям многоугольников на части, и в этой области было по-
лучено множество изящных результатов. Одной из основных задач яв-
ляется проблема равносоставленности равновеликих фигур. Две фигу-
ры называются равносоставленными, если одну из них можно разбить
на несколько частей и, переложив эти части движениями, сложить
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из них вторую фигуру. Очевидно, что равносоставленность фигур тре-
бует равенства площадей, т. е. их равновеликости. Несложно прове-
рить, что равносоставленность является отношением эквивалентно-
сти. Классическим результатом в этой теме является теорема Бойяи —
Гервина о равносоставленности двух равновеликих многоугольников,
впервые доказанная в начале XIX века Уоллесом [3]. Аналогичное
утверждение для трёхмерных многогранников было сформулирова-
но Гильбертом как его Третья проблема и вскоре было опровергну-
то Дэном в 1901 году с помощью построенного им алгебраического
инварианта, определяемого через длины рёбер и двугранные углы
(а именно, как сумма тензорных произведений этих величин над Q,
см. [6]). Эквивалентность равносоставленности фигур и совпадения
их инвариантов Дэна, т. е. полнота этого инварианта, была доказана
значительно позже Сайдлером.

Другой проблемой, иллюстрирующей сложность этой темы, являет-
ся квадратура круга Тарского — вопрос о равносоставленности круга
и квадрата равной площади. Здесь важную роль играет конкретное
определение разбиения фигур. Если под разбиением понимать гео-
метрическое «разрезание ножницами», при котором границы частей
являются непрерывными кривыми, то ответ будет отрицательным [1].
Однако если разрешить любое теоретико-множественное разбиение
точек на непересекающиеся множества, то в такой формулировке
недавно был получен положительный результат: удалось разбить круг
на конечное число борелевских множеств и переложить их параллель-
ными переносами в квадрат [4].

Примером классической комбинаторной задачи на разбиение много-
угольников является утверждение, что если квадрат разбит на несколь-
ко равновеликих треугольников, то их число обязательно чётно, что
нетривиально доказывается с помощью леммы Шпернера [5].

В данной статье рассматривается разбиение плоской централь-
но-симметричной фигуры на две конгруэнтные части, т. е. части, сов-
мещаемые движением. Под разбиением понимается «геометрическое
разбиение», при котором границы частей представляют собой непре-
рывные спрямляемые кривые: неформально говоря, фигура разреза-
ется на кусочки «ножницами», и каждый получившийся кусочек при-
надлежит одной из частей. Под спрямляемой кривой имеется в виду
кривая конечной длины.

Впервые частный случай задачи, которой посвящена эта статья,
был сформулирован в 1-м выпуске Математического просвещения [9].
В общем виде задача была предложена на заочном конкурсе Турнира
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городов в 1999 году А. Я. Канель-Беловым и C. В. Маркеловым [11]
и в 27-м выпуске Математического просвещения [10]. Эта задача об-
суждалась в двух проектах под руководством А. Я. Канель-Белова [7,8],
в первом из которых были получены основные результаты этой статьи,
а также докладывалась первым автором на семинаре по дискретной
геометрии и теории чисел под руководством Н. П. Долбилина.

Текст данной статьи представляет собой более развёрнутое изло-
жение работы [12].

В настоящей статье мы рассматриваем следующую гипотезу:

Гипотеза 1 (А. Канель-Белов — С. Маркелов). Выпуклая ограничен-
ная центрально-симметричная фигура в R𝑛 разбита на две конгруэнт-
ные части. Тогда центр симметрии фигуры лежит на общей границе
двух частей.

Предложение 1. Гипотеза верна, если фигура — замкнутый шар D𝑛.

Доказательство. Предположим, что существуют две диаметрально
противоположные точки на сфере — границе шара, принадлежащие
одной и той же части разбиения. При движении, переводящем одну
часть в другую, эти две точки также переходят в диаметрально про-
тивоположные, так как это две точки в шаре на расстоянии, равном
диаметру. Следовательно, центр шара при движении остаётся на месте
и лежит на общей границе частей. Наконец, если любые две диамет-
рально противоположные точки сферы принадлежат разным частям,
то можно взять точку на границе частей, которую можно считать
принадлежащей обеим частям, и ей противоположную.

Однако уже для других классических фигур, таких как гиперкуб,
гипероктаэдр или n-мерный симплекс, в произвольной размерности
доказательство гипотезы неизвестно.

Основные результаты данной работы получены для фигур на плос-
кости.
1. Гипотеза доказана, если движение, совмещающее части разбиения,

не является поворотом.
2. Получен пример, показывающий, что условие выпуклости фигуры

в гипотезе нельзя опустить.
3. Основной результат: если фигура имеет простую спрямляемую гра-

ницу и разбита на две связные части простой спрямляемой кривой,
то центр симметрии фигуры лежит на границе частей.

4. Получены некоторые продвижения для общего случая разбиений
на плоскости.
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§ 2. Исследование движений

Рассмотрим ограниченную (не обязательно выпуклую) централь-
но-симметричную фигуру, разбитую на две части. Исследуем, как мо-
жет быть устроено движение, которое совмещает две части разбиения.
Назовём эти части A и B.

Теорема 1. Если движение, которое переводит две части друг в дру-
га, не является поворотом, то утверждение гипотезы верно.

Доказательство (М. Бидва). Согласно теореме Шаля все движения
плоскости можно классифицировать на несколько типов:

1) параллельный перенос;
2) скользящая (осевая) симметрия;
3) поворот.
Рассмотрим первые два по отдельности.
1. Параллельный перенос. Предположим, что некоторая окрест-

ность U (будем считать, что это круг) центра симметрии фигуры цели-
ком лежит в одной из частей разбиения (например, в A). Рассмотрим па-
раллельный перенос T, который переводит A в B (рис. 1). Тогда образ TU
окрестности при действии T лежит в части B. Следовательно, образ TU
при центральной симметрии, т. е. T−1U, лежит в фигуре и при этом при-
надлежит части B, так как её образ при действии T целиком лежит в ча-
сти A. Получаем, что T−2U⊂A и аналогично T2U⊂A. Продолжая эти рас-
суждения, получаем, что T2𝑘U ⊂ A, T2𝑘+1U ⊂ B для всех целых k, и, следо-
вательно, фигура не ограничена, что противоречит условию гипотезы.

2. Осевая (скользящая) симметрия. Ось симметрии удовлетворя-
ет следующему условию: ровно половина площади фигуры находится
по каждую сторону от оси (рис. 2). Несложно заметить, что любая
прямая с таким свойством проходит через центр симметрии фигуры.
Для осевой симметрии это завершает доказательство. Для скользящей
симметрии проводим рассуждение, аналогичное случаю параллельно-
го переноса.

A
B

Рис. 1. Параллельный перенос

A

B

Рис. 2. Скользящая симметрия
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Рис. 3. Пример невыпуклого мно-
гоугольника, для которого не вы-

полнено условие гипотезы

Рис. 4. Контрпример при разби-
ении на 4 части (П. Гузенко)

§ 3. Пример невыпуклого многоугольника,
для которого не выполнена гипотеза

Условие выпуклости в формулировке гипотезы нельзя опустить
(рис. 3).

Заметим, что части в этом примере не являются связными много-
угольниками. Необходимость таких «сложных» частей следует в том
числе из основной теоремы, доказанной ниже.

Кроме того, П. Гузенко придумал контрпример для аналогичной
задачи о разбиении фигуры на 4 конгруэнтные части, в котором центр
симметрии фигуры лежит строго внутри одной из частей (рис. 4).

§ 4. Основной результат

Под многоугольником мы далее понимаем фигуру, ограниченную
одной несамопересекающейся замкнутой ломаной. В частности, в мно-
гоугольнике не может быть «дырок».

Основной результат работы состоит в следующем.

Теорема 2. Центрально-симметричный многоугольник разбит на
две конгруэнтные части несамопересекающейся ломаной. Тогда эта
ломаная проходит через центр симметрии многоугольника.

Отметим, что в теореме 2 выпуклость многоугольника не требуется.
Отметим также, что согласно теореме 1 можно считать, что дви-

жение, которое меняет местами две части разбиения (назовём их A
и B) — это поворот. Далее под «поворотом» понимается именно пово-
рот, который переводит A в B.



222 А. Ю. Садовничий, Ю. С. Маркелов

Доказательство теоремы использует лемму из работы [2].

Лемма 1 [2, лемма 2]. Существует общий участок границы мно-
гоугольника и части A, который при повороте переходит в общий
участок границы многоугольника и части B.

На рис. 5 на левой фигуре утолщёнными линиями отмечены участ-
ки границы части A и части B, лежащие на границе многоугольника,
которые переводятся одна в другую при повороте. Эти участки все-
гда можно продлить в обе стороны до максимальных по включению.
Такие участки выходят из конца ломаной разбиения, как на правой
фигуре с рис. 5. Далее будем рассматривать именно максимальные
по включению участки из леммы 1.

A B A B

Рис. 5. Участок границы из леммы 1 показан утолщёнными линиями

Доказательство теоремы 2. Из равенства периметров частей три-
виальным образом следует, что концы ломаной — центрально-симмет-
ричные точки. Рассмотрим три случая.

Случай 1. Половина границы многоугольника, которая принадле-
жит части A, целиком переходит во вторую половину границы мно-
гоугольника при повороте. Тогда движение, которое действует таким
образом на границу многоугольника, — это в точности центральная
симметрия (рис. 6). Следовательно, при центральной симметрии ло-
маная переходит в себя, а значит, она содержит центр симметрии.

Случай 2. Образ ломаной при повороте пересекается с ломаной
хотя бы по одному ребру. В таком случае рассмотрим конец ломаной
(точка X на рис. 7), который при повороте переходит во внутреннюю
точку ломаной. Угол при точке X на границе многоугольника должен
быть равен 360◦, что, очевидно, невозможно. То, что образ и прообраз
точки X при повороте совпадают, следует из равенства длин тонких
участков границ частей A и B (рис. 7).
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A B

Рис. 6. Ломаная
центрально-симметрична

A B

X

Рис. 7. Сумма углов
при точке X равна 360◦

l1 l2
l

A B

Рис. 8. Толстая часть границы части A переходит в толстую, тонкая
в тонкую. Ломаная l1 отражается и поворачивается до пересечения с l2

Случай 3. Образ ломаной при повороте целиком лежит на границе
многоугольника (следовательно, и прообраз тоже). Обозначим лома-
ную l, прообраз ломаной l1, образ l2 (рис. 8).

Запустим следующий алгоритм: рассмотрим образ l1 при централь-
ной симметрии. Если этот образ пересекается с l2 по отрезку ненуле-
вой длины, то остановимся. Иначе, рассмотрим прообраз получив-
шейся ломаной относительно поворота, снова отразим его относи-
тельно центра симметрии и т. д., пока не получим пересечение с l2.
Это обязательно произойдёт, так как алгоритм не может зациклиться:
прообраз на каждом шаге однозначен, а вернуться в l1 невозможно
по построению.
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Возможны два типа пересечения образа l1 c l2:
• Образ l1 целиком совпал с l2 (рис. 9). Так как этот образ l′1, а так-

же l2, равны ломаной l, получается, что ломаная l равна своему
отражению, т. е. она центрально-симметрична (относительно сере-
дины отрезка с концами в концах ломаной, т. е. центра симметрии
изначального многоугольника). Таким образом, центр симметрии
лежит на ломаной.
• Образ l1 пересекается с l2, но не совпадает. В этом случае угол

многоугольника при конце ломаной, образ которого в l2 лежит
внутри l′1 (рис. 10), равен 360◦, что невозможно.

l1 l2l′1l
A B

Рис. 9. Ломаная центрально-симметрична

l1 l2

l′1

l
A B

Рис. 10. Сумма углов с одной и двумя дужками равна 360◦
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Теорема 2 обобщается на фигуры с простой спрямляемой грани-
цей, разбитые на две части также простой спрямляемой кривой. Ос-
новной технической сложностью при доказательстве теоремы для та-
ких фигур является обобщение понятия угла и суммы углов.

§ 5. Общий случай на плоскости

Рассмотрим теперь общий случай разбиения. Фигуру для простоты
изложения будем считать выпуклым многоугольником. Будем также
считать, что каждая часть разбиения состоит из конечного числа связ-
ных компонент, граница каждой из которых — «достаточно хорошая»
кривая (например, кусочно-гладкая). Исследуем свойства поворота,
переводящего части фигуры (как и раньше, A и B) друг в друга. Обо-
значим центр поворота через O. Рассмотрим следующие случаи.

Случай 1. Центр поворота O лежит строго вне многоугольника.
В таком случае есть ровно одна точка многоугольника, ближайшая
к O. Образ и прообраз этой точки относительно поворота оказывается
вне многоугольника, что невозможно, так как поворот переводит одну
часть в другую.

Случай 2. Точка O лежит на границе многоугольника. Без огра-
ничения общности можем считать, что поворот идёт против часовой
стрелки на угол, меньший 180◦. Рассмотрим образ всего многоуголь-
ника при этом повороте. Рассмотрим первую «слева» (первую про-
тив часовой стрелки относительно центра поворота) точку X пере-
сечения границы многоугольника и границы его образа. Обозначим

O

Φ′
Φ X

Рис. 11. Центр поворота на границе фигуры
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через Φ′ окрестность границы образа многоугольника справа от точ-
ки X (рис. 11). Заметим, что Φ′ лежит вне изначального многоуголь-
ника. Обозначим через Φ прообраз Φ′ относительно поворота. Тогда Φ
лежит вне образа многоугольника при повороте, поэтому Φ не может
принадлежать ни части A, ни части B: и образ, и прообраз Φ относи-
тельно поворота лежит вне многоугольника.

Случай 3. Точка O лежит внутри мно- BA

Рис. 12. Центр поворота
внутри фигуры

гоугольника (рис. 12). Покажем, что угол
поворота в таком случае рационален (в гра-
дусах). Рассмотрим такой круг малого ра-
диуса с центром в точке O, что он целиком
лежит внутри многоугольника и ни одна ду-
га окружности ненулевой длины не лежит
целиком на общей границе частей. Тогда
окружность, ограничивающая этот круг, це-
ликом разбивается на дуги, принадлежа-
щие частям A и B. Рассмотрим наиболь-
шую такую дугу (любую из таких, если их
несколько). При повороте эта дуга целиком
переходит в дугу, принадлежащую части B. При ещё одном повороте
получается дуга, лежащая в части A, так как её прообраз не пересека-
ется с частью A. Повторяя этот процесс конечное число раз, получаем
либо дугу, целиком совпадающую с изначальной, из чего следует раци-
ональность угла поворота, либо дугу, пересекающуюся с изначальной,
что противоречит максимальности длины выбранной дуги.

§ 6. Вопросы для дальнейшего исследования

Из доказательства для плоскости следует более сильное утвержде-
ние, чем сформулированная гипотеза: части всегда совмещаются цен-
тральной симметрией. Вопрос о том, верно ли это в общем случае для
выпуклых фигур, остаётся открытым.

Естественен вопрос о том, каким образом имеющиеся результаты
обобщаются на фигуры больших размерностей, в том числе на гипер-
кубы и гипероктаэдры.

Например, контрпример тривиально обобщается на любую раз-
мерность, демонстрируя, что условие выпуклости в формулировке
гипотезы нельзя опустить.

Теорему 1 можно обобщить на трёхмерное пространство: гипоте-
за аналогично доказывается, если движение является параллельным
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переносом или зеркальной симметрией. К сожалению, уже в трёхмер-
ном пространстве существуют несколько типов движений, для кото-
рых не удаётся применить аналогичные рассуждения.

Другим направлением для обобщения задачи может стать неев-
клидова геометрия: аналогичную гипотезу можно сформулировать
в сферической геометрии и геометрии Лобачевского.

Не исключено, что гипотеза может быть неверна даже на плос-
кости, если части разбиения могут быть несвязными. Теоретически,
было бы проще всего построить пример такого разбиения в теорети-
ко-множественном смысле аналогично решению проблемы Тарского
проблемы квадратуры круга, что однако не будет противоречить сфор-
мулированной гипотезе.

Данная проблема показывает, что даже такой простой сюжет ком-
бинаторной геометрии, как разбиения фигур на две конгруэнтные
части, не изучен полностью.
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