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��� ���"���������� ������ �
 "��
�#� ���5�"5�/ 	� ���
"	���	�� "	�
��,"�	��� ���
�� ���< (�� �����"�5% ����� �
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� +
	� 
�������� �� n ����,����%	�� ��	���	�� 9� "��%	�#5�� �	�����
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j�ij � jadP 9��r� � � � � � �srs:j � Cd
�L� 97:

P
 9M: � 97: ��������

1 � j�j � j�� � � � � � �nj � adjP 9��� � � � � �sj9Cd
�L:

n���

��� ��� n � m� � � � � �ms� �� �
 ����� 	�����	���� ���"��� �����,"�	��
����� � C � aCm� �


�ms��

� � �

.� ����"���	�� 
���� N 	�#"���� ����� ����� x�  � x � X � 
��
f �N�9x log�: ��  � ��� ���

f �N�9z: �
n��X
k�l��

akl9k R l�:Ne�k�l��z �

��

f �N�9x log�: �
n��X
k�l��

akl9k R l�:N�xk9��:xl � P 9�� �� ��:�

�"� P + �	���
��	 � ������ ���������	����� .�� ����

L9P : � n�n��n9�n:N � degP � N R �nX�

P
 ����� B ����
���� 
�� ��� "������
	� $��%5�/ n

f �N�9x log�: � P 9�� �� ��: � 9L9P ::��mm�m�C�degP �

� n���n9�n:N���mm�m��C�N � n���n�mm�m�N �

.�� $��%5�/ n ��� ���������
�� 93:�

4������� ��������% ��	���� f9z: �
Pn��

k��

Pn��
l�� akle

�k�l��z � ������


�� ordz�� f9z: � 6n	��8 � jaklj 	 n��n�

����� � 9T����%:� ��	�� aij �Z� jaij j � A� 
 � 9x�� � � � � xq: �

Li9
: �

qX
j��

aijxj � 1 � i � p� p 	 q�

����� 	�	���� ����
�
�&

Li9
: �  � 1 � i � p



��
��
��� ���������� B �� ����
 9II: ��

����� 
�
������ ��$�
�� 9x�� � � � � xq: �Zq� ��� 
������� maxj jxjj � 1 R

R 9qA:p��q�p��

���������	����� G��������� 	�5� ������� ��� ��	�#	�� ����	��
	�� L9
: �  � �"� L � 9L�� � � � � Lp: + ��	�#	�� ���$��,�	��Zq �Z

p� S��
������� ������ ����,����%	��� 
���� B �$�
	�
�� 
���
 Zq9B: �	�,����
�� ����/ �������� 
 �
 Zq� 
�� j
j � maxj jxjj � B� ���"� L ���$��,���
Z
q9B: � Zp9qBA:� &���� �����	��� � Zq9B: ���	� 9�B R 1:q� ?�#"�� 
	��


�	�� B� "�� �������� ���������� "�� ��
��
	�/ �����	�� 
� � �
Zq9B:�
������/ �"�	 � ��� ,� �$��
 L9
: � L9�:� S�� ����� "������
	�� 
��$�
�����	����% 	�����	���� 9�B R 1:q � 9�qBA R 1:p� -�� 	�����	���� ���
���	����� ��� B � 691R9qA:p��q�p�:��8� ��� ��� ���"� �BR1 � 9qA:p��q�p�
� 9�BR1:q�p � 9qA:p � 99�qABR1:�9�BR1::p� @ ��
����� ��5�	�� 	�5�#
������� $���� ������ 
 � �� "�� �������� j
 � �j � �B � 1 R 9qA:p��q�p��

�

����� �� ��	�� � � ����� ����������	
�� ��	���

�m � bm���
m�� R � � �R b�� R b�� bj �Z� jbj j � B�

'	�� k � l � 
�����������
�� ����� ��	��� 
�  ����	%������ n� �� ���
�	�
��� 
�������
��� t

9k R l�:t � cm���
m�� R � � �R c�� R c�� cj �Z� jcj j � 9B R �:tnt�

���������	����� S�� 	�
��� 
������� 
�� "�� ������� 	������%	��
�� t �����	�����

�t � bt�m���
m�� R � � �R bt��� R bt��� bt�j �Z� jbt�jj � 9B R 1:t�

-�� ���	� ��� t � m� � ����	����

�t�� � bt�m��9bm���
m�� R � � �R b�: R bt�m���

m�� R � � �R bt���

��
������ �"����% ����/�" �� t � t R 1�

�����% �
 ����	����

9k R l�:t �
tX

s��

Cs
t k

t�sls
m��X
j��

bsj�
j

���"���� 
�� ���������	�� ��� �j 	� ������/�"��

tX
s��

Cs
t k

t�sls9B R 1:s � 9k R l9B R 1::t � 9B R �:tnt�

�

K 	�� ��� ������ "�� 
����5�	�� "���
����%���� ������� C��%��	�
"� Q I	�#"���� >� ��,�� �
����%� 
�� � + ����� ����$���
����� 
�����



�� ����������	�
� �� ���
���
���

P	�
� k� �������� ����� ����$���
����� "�� 	��������� ������ k �  �
� ���� �� "���,��� 
�� �k� ���	���	"�	�	�� �� ������ ,� � �� �

>� /���� ��������% 	�	������ ��	����

f9z: �
n��X
k��

n��X
l��

akle
�k�l��z

� ���������	���� akl � Z� ������ 
�� jaklj 	 n��n � f �t�9 : �  �  � t �
� 6n	��8� 1� ��� ���

f �t�9 : �
n��X
k�l��

akl9k R l�:t �
n��X
k�l��

m��X
s��

Bt�k�l�s�
sakl�

	�� 	�"� 	�#�� ����
����		�� ��5�	�� ������� ��	�#	�/ ����	�	�#

n��X
k�l��

Bt�k�l�sakl �  �  � t � 6n	��8� 1�  � s � m� 1� 9A:

��������# �
 p � m6n	��8 ����	�	�# ��	������%	� q � n� 	��
����	�/
akl� .� ����� M

jBt�k�l�sj � 9B R �:tnt 	 n��n
���

9�� ������%
������% ���� 
�� t 	 n	��:� ;�����	� ����� 3� ������� 9A:
����� ����� 	�	������ ����
����		�� ��5�	�� 9akl:� 
�� ��� 
���� akl ��

��"��� 	� ������/�"�� 1R9qn��n
���

:p��q�p� 	 n��n
���n�����n��m�n����� 	 n��n�

-�� 
����5��� "���
����%���� ������� C��%��	"� + I	�#"����

��� ���	��
��� ���	������� �����
�� �� ���	� �
����	��� ��������� � �	����

'�� C�	��/���
 I	����%��	 ��"���� � �	���� 1F M ��"� � C������
��� �	 ���,�� "� 17 ���� 4��� ��� $�� �
������ �������� �
����

'�� C�	��/���
 �
�	% ��	� �$	���,�� ��"������� �����$	����� 4	
�������� ����� ���/�� � 1� ��� �����������%	� ���5�� ���� �����	����
	�# ����������� @ ��
�	�� 	�����%��/ ������� ���%
�� ������� ��
����
��������
����� ����� "�� ���	
��5�/ ���"	�� 5����� ��� 	� 	���
�$����� �	���	�� �����"������%� ������# "�$���� ����� 
��$� ���%�

��� 	�������� � >����� "�� ���"��,�	�� �$��
���	���

@ 1M ��� �	 �����$���� ���� ���� � �����������%	�# ��$���� ;�����	�
�"	�# �
 ����	" 9������� ����"� �������,"��� ,�
	�		�# ���% ��"��
������� 
�������:� �	 ����/�� � >����� � 5���	�"�������	�� ��
���
��� ��������% � >��������# �	���������� �����
� � ��$�# 
�����		��
� 5���%	�# �����"� 9	� �,��	�# $����� + "����# � �� ���"	�� ���



��
��
��� ���������� B �� ����
 9II: �	

�� 	� $���: ������� � ��������� ����� 9�� �$��"�� �=� 
��% "��%5�:�
-�� ������� ������� ��	������������� ���% ��� ��5�	�� 9	�#"�		��
I	����%��	�� �������	� � '�
���� H��	���
�� '�����	����: ���$���
�� .��	���� � ��=�/ ���"�
�
����/� G�5�	�� ���$���� .��	���� �"�����
��� I	����%��	� �
����	�� ����� �����

4��	
�� K	��������� 
� "�� � ������	�# ��"�� I	����%��	 ������
��� � ������	���� (P	������� ���������� � ��/�	��� .������ >CK)�
4	 $�� �
�	���� ?������ ?��������
� '�
�	�� '�
��% H��	���
 �����
��	��� 
�� '�
�	� 9�����"������ ����		��� � 	�������# ���� � �����
��
����� ���������� ����: ������ ����	���� ��	� 
�� � 	��� ���"�� �	�5�
9(� ���� ,� �	���	��� "�		���)� 
�� � '�� C�	��/���
� ��� ����� '� H�:
� ��5�� ���$���� ��	��	����� P ���"� � 	��� ������ �	�# I	����%�
��	� '�
�	 ������	�� ��� ��� �����	�� 	�$��� K��� I	����%��	 ����
$���� ��	��	���� 	� ��5��� ��5�	�� �=� ���5���% ,"��% "� 7 �/ ��"���
���"� �=� ������ .�� ���	�

;��� ����� 
���
����%	�� ��
��%���� I	����%��	 ���$������� �
��
�	�� "��/ ��� + 1F�F � 1FB � @�� �/ �������������

������� � �� ��������� �������� � ( ����� ���

���� 
�����


�  ��	
�	�� ���
� � �	��� 
�������

��
	��� ��,	� 	�#�� 3 ��
�� 	� �����#� ���,���� ���5�	��� ���"���
�� 9���� ������ ����	�
����� 	��������� �$����%� �� ���"���� ��
��5��
���� ����
��% �
 ���# �$�����:� @ ��$��� I	����%��	� ������ ���"�����
������ "������
	� ���"��#� ���"� �������� ������� I	����%��	�� �=�

���� ����������� "�� ����
���%	�# 
� �����
�& �����#� H������ 	��
�
����	�� ���$������	� �� �"��	�$�"% "���
����%���� "�� ����� ���
��� @
1FF7 �� �"�	 �
 	�� 9@�@�K���	���#: ������� 
	���	����� .��� -�"=�5��
����� ������ ������� � �����		�� ���"���� � ���
�� ����
���%	�# 	��
������	�# �����#� -�"�5 �������� 
�� ��� �������� ���$�����

������� � �� ��!�" #������$����" � )� ����& ����
�&  ����%
��

	��� ��������"
�& 	"��� S�� �����	�  � ��
�$�& ���� ��� ���

���%

���������	
�%�

?�#"��� 	� $����� ���� 9��� �����		�: ����#�	�$�"% ���"��# �����
5��� P ��	��� ����
	�� ��
�	�
��� .����$�#�� 	�"��% ��
�	�
�� 	�
����5��� 
��$� �	� (	� ����
���)� !��� ��� ��� �"������ �� 	�5�� 
��
��	���� ���"�
�
������ ?� 5����$��
	�� ��
��� 
���	���� ���"�
��

����� + $��%5�� �����< ���� �� 
��%�
��% ��$U����% � $��%5��� ����
��� ��
�	�
�� �����
��� H 	� ��������"� + ����� ��� 
���	���/ ����
"�
�
����/< ��
�	�� ����� ��������"� ������������ ���/�"����� 
���

��� ���� C�����
� .��	���� �������� � ���� 
�� (	� ��$�� ���"�	%���
����5��) ������� 	� ��	%5� ��=�/ ��
��
	�/ 
���	���/ ���"�
�
����/�



�
 ����������	�
� �� ���
���
���

@ 1F�F ��"� '�����	�� � I	����%��	 "���
��� ������
� .��	����� �
��� ����� ������	�# ��	�����#� 9.���"�� ������"����� � "���
����%����
$�� �$	���,�	 ���$��� 	� ��� �"����% 
������%�:

������� �� *���	����� 
�������
�� N ��
��� ��� ����� 
����

����
�� ��	�� �	�� 	���� 
� ����� ��� N  ��	��% ��	���

@����� �� 	������%	�� 
����� $��%5�� ��� ���	�� 5����� ��,�� $��%
���"������	� � ��"� ����� ��=�/ ������/ 
����V ����# ������ ��������
����" -#����� L������	 C��%"$�/ + 	������# ���������� ���,�
	�
���,��5�# � G����� � ����5�# � >������ 4	 
�"�� ���� ������ � ���%��
�� A�7�1A3�� @ �����	�� ���%�� 9�� B �7�1A3�: -#��� ���
����� 
�� "��
��5�	�� ���# ���$���� "������
	� "���
��%� 
�� ��$�� 
=��	�� 
����
� 3 ���% ����� "��/ ������/�

.����� �"����� � �����"���	�� ���/ ���$��� 9"� ��	�� 	� ��5�		�/
�� ��# "�	%: $�� ��
��%��� I	����%��	�� 9@���
��� � ���� �����	�
$��� ���$������	� �����"���	�� L��"� � '������"�� � ������/ �����
��
� C��%"$�/� "���
������% 9"�� "������
	� $��%5�/ 	�
=��	�/ 
����:
� ���"����,�	��� 
�� ���	� 	�������� "����� 9	� "���
�		�� � �� ��#
"�	%: ������
�� @ 1FBA ��"� P�>�@�	����"�� "���
�� ������
� C��%"�
$�/� "�� "������
	� $��%5�/ 	�
=��	�/ 
�����: ?� ���$�� 
	�
�	�� ����
	� ��� ���� ���"���������� ��$��� 
���� �����# ����	�
�		��� 
����
������/ 9��� $����� 
�� � ������ I	����%��	� 
���� ��������/ ���	��
�����% � 	�����%�� ����	 ����
:� � �����$��
	�# � �
�	% �����	��%	�#
����"� � �����%� �������� �"����% �"��	��% ��� � �	�,����� "����/
���$���� >� ������,�� �$ ���� ����"� 	�,��

@ 1FB1 ��"� I	����%��	 $�� ����	"�����	 
� ���	��� 	� ��� ������
� ��� ���� �����	�# ����/� 4	 ��$���� 	�������� ����� � C����	��	� +
>���� ���������� ���� �����	�� �"� ,�� � ������ � �� ���� ������#
C��%$���� 9I	����%��	 
����	���� �	���� ���"� 	� ���%�� ������ ���
	���	��%	��� ��
��%������� 	� � ���� 
�� (walked barefoot through the
streets of G=ottingen) + ������������ $������ �� ������ C����	��	�� +
��� ������ ��	���	� G�" � �	��� � ����	���: !�� $��� ���"��,�	� 	��
�����% ��	������� "�� ������,	��� 	�������� �
"����%����� 	� �����
	� "�	� $��� ����������%��< � C����	�� ���5�� ��5�����

@ 1FBB ��"� I	����%��	 $�� �
$��	 
��	�����������	"�	��� H��"��
��� 	��� ;;;G�

@ 1FB3 ��"� .�����	�� >���������� ��������
������ �$������ ����
	��� ��5�	�� � �����"�	�� �����# >��������# 5���%	�# �������"� ��
����������� @ ���������� �� �����"�	�� �������"� ��5�� '� C�I	��
���%��	� 4	 $�� �"	�� �
 �	��������� I���%	��� ��������
������
���,�� ��� >CK 9	���"� � '�����	���� � C��%��	"��:� ���"� ,� ����
������� � �����"������� "�� ��
� � ����� �� ��������	%�� 
����� ����



��
��
��� ���������� B �� ����
 9II: ��

��� � �	���������� "�� 5���%	����� P �	��� I	����%��	 $�� �"	�� �

����	�
������ ���/ �����#� 4	 ���
����� � 
���	����� ������ �� �	����
���	�# ���������� �� ������ ������

4"	�� �
 �����/ I	����%��	 ���� ���%���������% � >����� ������
��� ���������� 4	 	������ 
���
����%	�� ��$��� �� �����,�	�� ���
�����# ��������� � ������ 	����
5��� ���$��,�	�� 9���$������		��
�������	�:�

!�� �$ �"	�# ��$��� I	����%��	� 	�"� ���
��% + � ��� ����%� 9	��
����		�# �������	� � '� ;�.�	�����	��:� ������=�		�# �����
������
����"���	�� ��
���	����� -�� ��$��� ���
��� ����	�� 	� ��
��$����
��	������ ���	������ ������������ ;���%� .�	�����	� � I	����%��	�
������	� � ��
����� �����,�	�� � �������� ������"� (������ ��
����
	����) C�����
� � @����	��

'�� C�	��/���
 �
�	% "��,�� � '�����	����� C��%��	"��� C��%��	�
"��� >	���� ������	��� � 	=��� ��� � ��
	���� $��%5��� ���5��$�� 
��
������ ������ � "������	��� ����5�� ����� �	������		�� �	���������
��%	�� 
������� 
������� �������	��� 	�$��"����%	��� �"�/������		��
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���	���� ��"�	�,����� ����� Sn�
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�� F�� � � ��Fn�� ������
S�� ��,"��� x � Sn ����% fi9x: + �������	�� �� ��
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=��	���%� 
���� ����
�$��
�� ��
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 �n�� �����	���
��"�

Pn
i�� aix

i� �"� ai �Z��Z�x ������������� �������������� �RPn� � xk
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�	��� d9A: �	�,����� A
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b � B� ����"� n � A	B� �

����� �� #�� ����% A�B 
 N ����� ��	�� 
�����
	��� ,
������

��
�<

d9A	B: � d9A: R d9B:� d9A: � d9B:�
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��� A �������� $�
����� ������� M "���
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�	% 	��������:
��5�	�� ���$���� @���	��� ��	���		�� 	� ����"� I	����%��	�� ��,	�
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