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9C������� '�	"���	 ����
�� ���� ��"����#�� ����%��� � "�	% ����
��� ���"���������� ������ � "���#� ���5�"5�/ 	� ���"	���	�� "	�
��,"�	��� ����� ���< (�� �����"�5% ����� �
��������� ��� $�"�� ���
5�� ���$���� ���"������ �����D) '�	"���	 ����
��� 
�� ��� �	� � ���%�
@ �����"����� ��"� '�	"���	 $�� �������� �	���������� � >�	/�	�
� ������� ��5��% ���$���� E���� + �������� ��" "����	��� ,�	�� ���
����� ���$����� �� ��,� 	� ����	�������%�� 	� "�����	�����:
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���� ��i� !��� � 	�
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H�4�C��%��	"�� � 1F�F �� � G�4���%��	�� � 1FB �� @ 1FB3 �� C��%�
��	" ����
�� ���	
����%	�� ��5�	��� ?�����%�� ��,� ��5�	�� ��"%��#
���$���� 	�������� ����
�� 	������# ��������� ��I	�#"���

H�����	"� 4������
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�� 4��	
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C��%��	" $�� ������5=�	 ���	��% �
����� � >�,"�	���"	�� ��	�����
�� � 4��� � 1FB� ��"�� ?� �	 	� ����
�� ����5�	�� 	� ���"� ��	�����
��,"� ���������� ������������ � ������������ �����%	��� ���� � ��
��"� �����
���� �����������%� ��	"�"����� ��������/ ����������� 	�
������	�� ��,"�	���"	�/ �����# 	� ��������������%� ?� 	�� 	������
�� ���	�	�� � ���� 
�� ��5�	�� ��"%��# ���$���� C��%$���� ����� $�
�����	"����% 	� ���"������� ��"��% � 1FB7 ��"��

P ������� C��%��	"� Q I	�#"��� ��������� � 
���	����� ���	���	�

"�	�	���% 
���� �
p
� 9��� ���"�������� ��=� '�#$	�� � -#���D: � e�� �

� i��i� � �"� � ��  ��������		�� ����$���
������ 4������� 
�� "� ��/ ���
	������	�� �������� �� ���	���	"�	�	��� 9��� /��� $� �������	��%�
	���D: 
���� eR � � e��

S�������%���� ������� C��%��	"� Q I	�#"��� ��,	� 	�#�� � 618�
638� 678� @��%�� �$��# ����%��� � 	�
�	��/ ��	���#� �"������������/
����$���
����� "������	����%	�� ����	�	���� � �������� ��������
��� ������� C��%��	"� Q I	�#"���� ��� � ������� '�	"���	�� "����	 �
"�$����	�� � 6�8� ?�5� ���,�	�� ���������	� � ����%� H�P�C���
��	�
618 9�"� ������� '�	"���	� ���,� "����	� 	� �/�"	�/ �"��/:�

4$��# ������ "�������%���� ������ S�������� 
�� �� ����$���
��
����� S�� ��,"��� 	������%	��� n � 1 �� �������� 	�	������ ��	����
f � fn ��"�

f9z: �
n��X
k��

n��X
l��

akle
�k�l��z � 91:

������� 	��% �������� ����"�� 9��
	��� ����"�� � 6n	��8: � ��
�� z �  �
.�� ���� ���������	�� ��	���� fn + ����� 
����� ������� (	� ���5�
��� $�����) ������ � ������ n< ������"���� ���	�� jaklj 	 n��n� �"� 
� +
	� �������� �� n ����,����%	�� ��	���	�� 9� "��%	�#5�� �	�����
	�#
����� ����� 
�� 
	� � � �:� ���"� 	� ��$�� ����� jzj � R ��	���� fn $��
���� �/�"���� � 	��� ������ �� ����� ������ ������"	���� ; "����#
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�����	�� "�� 	������%	�/ x � t 	�
�	�� ������"	�# f
�t�
n � ��
�� x log�

���% �	���
��	 � ������ ���������	���� �� ����$���
����/ 
���� �� �

� ��� 4���"� ����"���� ���	�� �	�� 	� jf �t�n 9x log�:j� ���������
����
���	�� ����/� 	� �������% �/�"������ �����"������%	���� 9fn: � 	����

.��"����,��� 
�� "�� ��,"��� n ��	���� fn � ����		��� ���#�����
�� �,� �������	�� .���,��� ��� ����
����� �����	���� ���	���

4$�	�
�� 
��� ordz�a F 9z: ����"�� 	��� ��	���� F � ��
�� z � a�

����� �� ��	�� ��� � � � � �m � �������� 
�� ��
	�� ��	���

gm9z: � a�e
��z R � � �R ame

�mz �

��� 
�!""������ ak � �	� ���� ���� �����

ordz�� gm9z: 	 m�

���������	����� P	"����� �� m� .�����"	��

gm��9z: � 9e��mzgm9z::
�

����� ��"

gm��9z: � b�e
�����m�z R � � �R bm��e

��m����m�z �

.� ���"����,�	�� �	"������ ordz�� gm��9z: 	 m � 1� ����"� ��������
���$����� ����
�	��� �

.���% m�m� � m� + �����	� ����$���
����/ 
���� �� � � �� ��������
����		�� .���,�� X � Bmm�m�R7� T���������� ������	�$�"% 	�
�	��
log �� P ����� 1 ��������� 
�� ordz�� f9z: 	 n�� ����� �$�����

N � min
��x�X

ordz�x log� f9z: 	 n��

����� �� #�� ������ R �   �� ��	������ ����$�% n 	 ���������

�����	���

max
jzj�R

jf �N�9z:j 	 n���	n������	�X�
�N �

���������	����� E�	����

g9z: � f9z:z��n��� �9z � log �:�N � � � � � 9z �X log �:�N

����� ���%�� �����	���� ���$�		���� � ��,�� ������������%�� ���
���"� ����"��=�		�� ����� ��	����� .����	�� � ���# ��	���� ���	���
���������� .���% n ������� 
�� RR 1 	

p
n� ���"�

max
jzj�R��

jg9z:j � max
u�

p
n
jg9u:j�



��
����� ���������� B �� ����
 9II: ��

����"�

M � max
jzj�R��

jf9z:j �

� max
juj�pn

jf9u:j � max
jzj�R���
juj�pn

�����
�
z

u

��n���� � z � log �

u� log �

�N

� � � � �
�
z �X log �

u�X log �

�N
����� �
9�:

.����# ���	�,����% � �����# 
���� 	� ������/�"�� n�n��ne���j�j�n���

9"��% n� + 
���� ��������/ � 91:� n��n + ���/	�� ���	�� "�� �����
�����	��� akl:� � "�� ��$��� � �  �����# ���	�,����% 	� ������/�"��

n���������n����XN�

��� $��%5�/ n� 4���"�

M � n���	n������	XN � 9B:

S�����

f �N�9z: �
N �

��i

Z
j	�zj��

f���d�

�� � z�N��
�

������� "�� ��$��� z c jzj � R �����

jf �N�9z:j � 9N D:M � NNM � n�NM�

� � 9B: ���"��� �����,"�	�� ������ �

P ����� � ��������� 
�� ��� $��%5�/ n �����	�����

jf �N�9x log�:j 	 n���	n����mm�m�N � x �  � � � � � X� 93:

�����% ����	���� ���	�� �	�� 	� f �N�9x log�:� 	������������ � 93:� -��
���	�� ��	���	� 	� ���"����# ������

?����� "��	�# �	���
��	� P ����� ��"���# ��� ���������	����
4$�	�
�� "��	� �	���
��	� P 
��� L9P :�

����� �� ��	�� ��� � � � � �s � ����������	
�� ��	�� 	�� ��& 	����

���	���� m�� � � � � ms� ����� 	���	����� ��
��  �����������  ��

	����� C � C9��� � � � � �s:� ��� ��� ������ �������� P 9x�� � � � � xs: �
�Z6x�� � � � � xs8 ���� P 9��� � � � � �s: �  � ���� �� �����	� jP 9��� � � � � �s:j �
� L��m��


�msC�d� ��� d � L � 	������	���� 	�� �� � ���� �����

���� P 9x�� � � � � xs:�

���������	����� .���% a+ ����� 	������%	�� 
����� 
�� ��� 
����
a��� � � � � a�s ����� ����$���
������ ���"� ����� ����$���
����� �����
���� � � � adP 9��� � � � � �s:� .��"����,��� 
�� � ��  � >�	����%	�#
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�	���
��	 B9x: 
���� � ����� ����� ���������	��� .���%

B9x: � xn R bn��x
n�� R � � �R b� � 9x� ��: � � � � � 9x� �n:�

�"� � � ��� ���"�

j��� � � � � � �nj � jb�j � 1� 9M:

.���% �i�� � � � � �imi + 
����� �����,�		�� � ����$���
����� 
�����
�i 91 � i � s:� C� � amaxi�j91� j�i�jj:� ��,"�� �i �����,�	� � � � �����
��" adP 9��r� � � � � � �srs:� �������

j�ij � jadP 9��r� � � � � � �srs:j � Cd
�L� 97:

P 9M: � 97: ��������

1 � j�j � j�� � � � � � �nj � adjP 9��� � � � � �sj9Cd
�L:

n���

��� ��� n � m� � � � � �ms� �� � ����� 	�����	���� ���"��� �����,"�	��
����� � C � aCm� �


�ms��

� � �

.� ����"���	�� 
���� N 	�#"���� ����� ����� x�  � x � X � 
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'�� C�	��/���
 I	����%��	 ��"���� � �	���� 1F M ��"� � C������
��� �	 ���,�� "� 17 ���� 4��� ��� $�� �
������ �������� �����

'�� C�	��/���
 �
�	% ��	� �$	���,�� ��"������� �����$	����� 4	
�������� ����� ���/�� � 1� ��� �����������%	� ���5�� ���� �����	����
	�# ����������� @ ��
�	�� 	�����%��/ ������� ���%
�� ������� ������
��������
����� ����� "�� ���	
��5�/ ���"	�� 5����� ��� 	� 	���
�$����� �	���	�� �����"������%� ������# "�$���� ����� 
��$� ���%�

��� 	�������� � >����� "�� ���"��,�	�� �$�����	���

@ 1M ��� �	 �����$���� ���� ���� � �����������%	�# ��$���� ;�����	�
�"	�# � ����	" 9������� ����"� �������,"��� ,�	�		�# ���% ��"��
������� 
�������:� �	 ����/�� � >����� � 5���	�"�������	�� �����
��� ��������% � >��������# �	���������� ������ � ��$�# �����		��
� 5���%	�# �����"� 9	� �,��	�# $����� + "����# � �� ���"	�� ���
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�� '�����	����: ���$���
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����/� G�5�	�� ���$���� .��	���� �"�����
��� I	����%��	� �����	�� ����� �����
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�� K	��������� � "�� � ������	�# ��"�� I	����%��	 ������
��� � ������	���� (P	������� ���������� � ��/�	��� .������ >CK)�
4	 $�� �
�	���� ?������ ?��������
� '��	�� '���% H��	���
 �����
��	��� 
�� '��	� 9�����"������ ����		��� � 	�������# ���� � �����
��
����� ���������� ����: ������ ����	���� ��	� 
�� � 	��� ���"�� �	�5�
9(� ���� ,� �	���	��� "�		���)� 
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$���� ��	��	���� 	� ��5��� ��5�	�� �=� ���5���% ,"��% "� 7 �/ ��"���
���"� �=� ������ .�� ���	�
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������ "������
	� ���"��#� ���"� �������� ������� I	����%��	�� �=�
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���
��� ���� C������ .��	���� �������� � ���� 
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@ 1F�F ��"� '�����	�� � I	����%��	 "������ ������� .��	����� �
��� ����� ������	�# ��	�����#� 9.���"�� ������"����� � "�������%����
$�� �$	���,�	 ���$��� 	� ��� �"����% ������%�:
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������ ��	�� �	�� 	���� � ����� ��� N  ��	��% ��	���

@����� �� 	������%	�� 
����� $��%5�� ��� ���	�� 5����� ��,�� $��%
���"������	� � ��"� ����� ��=�/ ������/ 
����V ����# ������ ��������
����" -#����� L������	 C��%"$�/ + 	������# ���������� ���,�	�
���,��5�# � G����� � ����5�# � >������ 4	 �"�� ���� ������ � ���%��
�� A�7�1A3�� @ �����	�� ���%�� 9�� B �7�1A3�: -#��� �������� 
�� "��
��5�	�� ���# ���$���� "������
	� "�����%� 
�� ��$�� 
=��	�� 
����
� 3 ���% ����� "��/ ������/�

.����� �"����� � �����"���	�� ���/ ���$��� 9"� ��	�� 	� ��5�		�/
�� ��# "�	%: $�� ����%��� I	����%��	�� 9@���
��� � ���� �����	�
$��� ���$������	� �����"���	�� L��"� � '������"�� � ������/ �����
��� C��%"$�/� "���������% 9"�� "������
	� $��%5�/ 	�
=��	�/ 
����:
� ���"����,�	��� 
�� ���	� 	�������� "����� 9	� "����		�� � �� ��#
"�	%: �������� @ 1FBA ��"� P�>�@�	����"�� "����� ������� C��%"�
$�/� "�� "������
	� $��%5�/ 	�
=��	�/ 
�����: ?� ���$�� 	�
�	�� ����
	� ��� ���� ���"���������� ��$��� 
���� �����# ����	�
�		��� 
����
������/ 9��� $����� 
�� � ������ I	����%��	� 
���� ��������/ ���	��
�����% � 	�����%�� ����	 ����
:� � �����$��	�# � �
�	% �����	��%	�#
����"� � �����%� �������� �"����% �"��	��% ��� � �	�,����� "����/
���$���� >� ������,�� �$ ���� ����"� 	�,��

@ 1FB1 ��"� I	����%��	 $�� ����	"�����	 � ���	��� 	� ��� ������
� ��� ���� �����	�# ����/� 4	 ��$���� 	�������� ����� � C����	��	� +
>���� ���������� ���� �����	�� �"� ,�� � ������ � �� ���� ������#
C��%$���� 9I	����%��	 ����	���� �	���� ���"� 	� ���%�� ������ ���
	���	��%	��� ����%������� 	� � ���� 
�� (walked barefoot through the
streets of G=ottingen) + ������������ $������ �� ������ C����	��	�� +
��� ������ ��	���	� G�" � �	��� � ����	���: !�� $��� ���"��,�	� 	��
�����% ��	������� "�� ������,	��� 	�������� �"����%����� 	� �����
	� "�	� $��� ����������%��< � C����	�� ���5�� ��5�����

@ 1FBB ��"� I	����%��	 $�� �$��	 
��	�����������	"�	��� H��"��
��� 	��� ;;;G�

@ 1FB3 ��"� .�����	�� >���������� ��������
������ �$������ ����
	��� ��5�	�� � �����"�	�� �����# >��������# 5���%	�# �������"� ��
����������� @ ���������� �� �����"�	�� �������"� ��5�� '� C�I	��
���%��	� 4	 $�� �"	�� � �	��������� I���%	��� ��������
������
���,�� ��� >CK 9	���"� � '�����	���� � C��%��	"��:� ���"� ,� ����
������� � �����"������� "�� ��� � ����� �� ��������	%�� 
����� ����
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����� � 
���	����� ������ �� �	����
���	�# ���������� �� ������ ������

4"	�� � �����/ I	����%��	 ���� ���%���������% � >����� ������
��� ���������� 4	 	������ ���
����%	�� ��$��� �� �����,�	�� ���
�����# ��������� � ������ 	����
5��� ���$��,�	�� 9���$������		��
�������	�:�

!�� �$ �"	�# ��$��� I	����%��	� 	�"� �����% + � ��� ����%� 9	��
����		�# �������	� � '� ;�.�	�����	��:� ������=�		�# �����
������
����"���	�� �����	����� -�� ��$��� ������ ����	�� 	� ����$����
��	������ ���	������ ������������ ;���%� .�	�����	� � I	����%��	�
������	� � ��
����� �����,�	�� � �������� ������"� (������ ������
	����) C�����
� � @����	��

'�� C�	��/���
 �
�	% "��,�� � '�����	����� C��%��	"��� C��%��	�
"��� >	���� ������	��� � 	=��� ��� � ��
	���� $��%5��� ���5��$�� 
��
������ ������ � "������	��� ����5�� ����� �	������		�� �	���������
��%	�� ������� 
������� �������	��� 	�$��"����%	��� �"�/������		��
� �
�	% �$�����%	���

0�	% ��� �$�������% �����
����< �3 ��	��$�� 1FB2 ��"� �	 ����	
��
� ��$�#� �� ��"� ����5��� ������	��� � ��� 	�� "���"����% �������% 	�
��� ����� �������� ���� 5�� '%�� C�	��/���
� � �������� $������ ���
�� �����	�< �	� ��������� 
�� '�� C�	��/���
 ����� � ���� ��	�� ?�@S
�� �����5��5��% ������ ��5�� ����	
��% � ,�	%�� J��% ��,��� ����	�
���������� ���"� ������ � ��"�#� ,������/ �	��% ����"�� "�$������
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P	��� �������� ���� ����� S� ���������% � ��� ������ �� 	�#"����
���� �"	�����	�/ �	����"��� I	����%��	 "����� ���� ������� � "��
���� �������%	�# �����	����< �	�� n������ 	"��� Sn ��	
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n R 1 ������ 9�� ��  �
���� ���
����� ����	����� F�� � � � � Fn��:�
�� �&���	�  ��� ��������% ��� �����

������� I	����%��	� ��������	�	� "����# �������� ������� "����
��� � ���"����� ��"� ���%���� ���������� �� J����� � ;� K���< �	��

�� ���������� f 	"��� Sn � ��
������  ��	���	��� Rn 	
�������

�
������  ��� ��� ����� P	��� �������� 	�#"���� ����� x � Sn�

�� f9x: � f9�x:� 9@�� ���$��,�	�� "��% � "���� ���"���������� 	��
������	����: !�� �"	� �������	�	�� ������������ ������� J������ Q
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K���� ������< � 	���	����� ��+����� ���������� f < Sn � Sn���

.�� ���� ���$��,�	�� f 	�������� 	�
=��	��� ���� f9�x: � �f9x:�
.���,��� ��� ������� ������� � ��������� ����� � ������� J���

���� Q K����� .���% F�� � � � � Fn�� + ���	���� ��"�	�,����� ����� Sn�
�$U�"�	�	�� ������/ ���	� Sn� ?�� 	�"� "�����%� 
�� ��� 	��������
i� 1 � i � nR1� �	�,����� Fi ��"��,�� ���� �	����"��� !��� ����������
��
�� x� ���	�"��,���� ���� �	�,������ Fi� �� ��� ��	�< 	�������� Fi
��"��,�� ���� �	����"�� x� �x� .��"����,��� 
�� F�� � � ��Fn�� ������
S�� ��,"��� x � Sn ����% fi9x: + �������	�� �� ��
�� x "� �	�,��
���� Fi� ���"� fi < S

n � R+ 	�������	�� 	����������%	�� ��	����� �
fi9x: �  ���"� � ���%�� ���"�� ���"� x � Fi� ;�����	� 	�5��� ���"���
��,�	��� ��	���� fi� 1 � i � n R 1� 	��"� 	� �$�������� � 	��% �"	��
�����		�� ������� ��	���� h �

Pn��
i�� fi ���"� ����,����%	�� .���,��

gi � fi�h� 1 � i � n R 1� � G9x: � 9g�9x:� � � � � gn9x::� ���"� G < Sn � R
n +

	�������	�� ���$��,�	��� .����	�� � 	��� ������� J������ Q K�����
	�/�"�� ����� x � Sn� 
�� gi9x: � gi9�x: ��� ��,"�� i � 1� � � � � n� ���
��� gn�� � 1 �Pn

i�� gi� ����� ���,� gn��9x: � gn��9�x:� !��� i �������

�� x � Fi� �� gi9�x: � gi9x: �  � ��� 
�� Fi ��"��,�� ���� �	����"�� x
� �x�

&�� �������� ������� J������ Q K����� �� �# ��,	� ���"��% $����
���%	�� ������ �����%�� ��	���� �����	� ���$��,�	�� ����� � ��$�<

������� &���'��� (	�
�� ��+���� ���������� f < Sn � Sn ����

�� ��+���� 	�� ���
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�� ���������� f < Sn � Sn �+���& 	���
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�������  ��� ��� ����� S�#�������%	�� ���� ���$��,�	�� f 	�
��������� �	����"��� �� ��� ��,	� ���"�����������% � 	�
=��	�� ����
$��,�	��� � ��� 	�������	�# "��������� �����	% ���$��,�	�� 	� ���
	������ S��������� ��,	� ����������% ���< "�� ��,"��� x � Sn ��
��
f9x: � f9�x: ���	����	� "�������� � ��	�� �����	� �� "��� $��%5���
������ ���� �	� 	� �#��� "��������%	� �����������,	�� �������

4$U��	�� �"�� "�������%���� ������� J������� ?�
=��	�� ���$���
,�	�� f < Sn � Sn �����"�� � ���$��,�	�� g < RPn � RP

n� �"� RPn +
��������		�� ��������	�� �������	����� ����
������� � ����� Sn ����
,"������	��� �	����"��� S�� ���$��,�	�� g ����"���	� �����	% �� ���
"��� �� !��� g ���"��� �� ��� �����	% �����"��� � 
=��	���%� 
���� ����
�$���� ��
�� �$���� ����,�	��� !��� Xg��9p: � k � ��
�� p � RP

n

���"���������� ����# �	����"�� x��x 	� ������ �� X9f��9x:�f��9�x:: �
� �k � Xf��9x: � k� ��� 
�� f � g ����� �"�	������ �����	� �� ��"��� ��
?�� 	�"� ����	����%� 
�� g ����� 	�	������ �����	%�

T���	���� ������ � RPn $����� "��/ ������< �$��� ���	���/
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��� ������ ������� ����� 	��� 4���
$��,�	�� g ������"�� 	������������ ������ � 	������������� ��� ��� f
������"�� ������ � �	����"��%	��� ��	���� 	� ����� � ����� ,� ����
���� ����� �$����� ��� ���"���� � ���"������ �����,"�	��< �	�
��
���������� RPn � 	����  ���������� �	���������� 
����� � �	���

��������� ����� ��+���� 	�� ��  � ������ ��

; ��,"�� �������	�� �	����$����� X ��,	� �����% ��� 
�����

 ���	����&  � ������ �� -����	���� ����� ���%�� 9�$�	�
�� ��� 
��
�� A9X:: ���,�� ������ ��������
	�/ ������ �� ��"��� �� � ��	�,��
	�� ������������� ������
�	�� ������� 	�/�"���/�� � �$��� ����,�	���
4��$��,�	�� h < X � Y ��,"� �������	��� �	����$������ ����
��
�� ���������� ����� h� < A9Y : � A9X: � ���������� �""����	�/
����� h� < A9X: � A9Y :� -�� ����������� ��,	� ���"�������% �����
�������		� ��� ����/�" � ����$��� ��� �$��� ������ C���������� h�
� h� ����	� �������#

h�9h�9�: � : � � � h�9: 9� � A9Y :�  � A9X::� 92:

.���% �����% X � RPn � A � A9X:� S�� ��,"��� k �  � � � � � n �������
���%�� �"�	 	�	�����# ����� k����	�/ ������ � RPn� ���"������		�#
��"�	����$����� RP

k � .������ ���%�� A ������� � �n�� �����	���
��"�

Pn
i�� aix

i� �"� ai �Z��Z�x ������������� �������������� �RPn� � xk

������������� ��"�	����$���� RP
n�k �������	���� k� @ 
���	�����

xn�� + ����� ����,	���� RP��

.��"����,��� 
�� h < RPn � RP
n ������"�� 	������������ ������

� 	������������� ���"� h�9xn��: �������� ������� 	�����������# ����
��# h9RP�:� ��� 
�� h�9xn��: � xn��� .���,��  � xn��� � � x � ����
��	�� ������� 92:� .����� 
���% � � h�9: � x � xn�� � xn ����
	� ��
	���� ;��"������%	�� h�9�: � h�9x: ����
	� �� 	��� + �	�
� ����� 
���%
h�9h�9�: � : $��� $� 	�����#� ����� h�9x: ���"���������� ������ �����
���	���� 1� .�����%�� ���� ����� 	�	�����#� "��,	� $��% h�9x: � x�
��� ��� ���%�� A ����,"����� �����	��� x � h� < A � A + ���%���
��# ����������� �� ���� ���������� "��,�	 $��% ��,"�����		��� @

���	����� h�9xn: � xn� ?� xn + ��� ����� ��
��� � �����"	�� ����	����
�	�
���� 
�� h ����� 	�
=��	�� �����	% �� ��"��� ��

(���� ������	���� � ���������� ������ $����� .���% A � B +
"�� �	�,����� 	������%	�/ 
���� 9	������%	�# ��" N $�"�� �
����% 	��

�	������� � �"�	���:� *����& A � B �$�
	� 	�������� �	�,�����
A R B 
���� ��"� a R b� �"� a � A� b � B� ?�� $�"�� �"�$	�� 	�����%
�����# A � B �	�,����� A	B � 9ARB:�A�B� ����
�		�� "�$����	���
� AR B �����	��� �	�,���� A � B� ;��,��� 
�� �	�,����� A ��������
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����	�� 	������%	��� ��"�� ���� k�����	�� ����� A	 � � �	A ��� 	������
��� 	������%	�� k �����"��� � 	������%	�� ��"��� ?�������� ���� A +
�	�,����� ���/ ���"������ �� A + $���� ������%�� A	 A 	 A 	 A � N
�� ������� '����	,�� .���% P + �	�,������ ��������� � ���/ ����
���/ 
���� � �"�	���� *������� �� P $�����V .���,����%	�# ����� 	�
���� ������ $�� ������� ����
�	 I	����%��	��< P ������	� ����	���

G�����,�� �$ ��	��	�# �"�� "�������%�����
;����� ���"��� ���"�� I	����%��	�� ��	����  ����	�� �	�,�����

A 	������%	�/ 
����� S�� ��,"��� n � N ����% A9n: + 
���� �����	���
�	�,����� A 	� ������ 61� n8� ?�����  ����	��� d9A: �	�,����� A
	�,	�� ���	% 
���� ��"� A9n:�n �� ���� n � N� ����� �$����� �����
	���% + ��� 	��$��%5�� � ������ 
�� A9n: � �n ��� ���/ n� I	����%��	
"�������� ���"����# ����%���<

������� �� (	�
�� ����	��� ��������% ��	��  ����������&

 ����	�� ������	� ����	���

-�� ������� 	��%� 	������"����		� �����	��% �� �	�,����� P ����
���/ 
���� � "�$����		�# �"�	���#� ������%�� �	� ����� 	������ �����
	���%� 9&���� �9n: ������/ 
����� 	� ������/�"���/ n� ������ ���
n� logn< ��	�5�	�� �9n: logn�n ��������� � �"�	����: 4"	��� I	����%�
��	 ����	����� 
�� P 	 P ����� ����,����%	�� ����	���%� ����"� ���
������� 
�� P �������� $������ 4������� �������� ������� ��"��,��
�� P 	 P ��� 
=��	�� 
���� 9��� �����	� ������� -#����:�

S���,�� ������� M� 4	� �������� � ���"����/ ���� 1 � ��

����� �� '	�� A�B 
 N � d9A: R d9B: � 1� �� A	B � N�

���������	����� T���������� n � N� !��� n � B� �� n � A	B� !���
n �� B� �� ���������� "�� ��"�	�,����� ������ 61� n8< fa � A < a � ng �
fn � b < b � B� b � ng� 4	� �$��	� ���������%��� ������%�� � ������ �
	�/ 	� ��	%5� n �d9A: �����	���� �� ������ 	� ��	%5� n �d9B: �����	���
� n � d9A: R n � d9B: � n� ;��"������%	�� a � n � b ��� 	�������/ a � A�
b � B� ����"� n � A	B� �

����� �� #�� ����% A�B 
 N ����� ��	�� �����	��� ,������

���<

d9A	B: � d9A: R d9B:� d9A: � d9B:�

���������	����� .���,�� C � A 	 B� � � d9A:� � � d9B:� T�����
������ n � N� ?�� 	�"� ���	��% �	�� 
���� C9n:� .���% a� 	 � � � 	 ar +
��� �����	�� �	�,����� A � ������ 61� n8� �"� r � A9n:� 4����� 61� n8
��$������� 
������ a�� � � � � ar 	� rR1 ������� 9	�������� � 	�/ �����
$��% �������: "��	� l� � a� � 1� l� � a� � a� � 1� � � � � lr�� � n � ar� ���
���� k�# ������ ��"��,�� � �lk 
���� � C< ��� k � 1 ��� 
���� ��"�
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ak�� R b� �"� b � B� b � lk� � ��� k � 1 Q ��� 
���� � B� ������� � l��
4���"� ����
����� ���	��

C9n: � r R � �
k�r��X
k��

lk � r R �9n� r: � 91� �:r R �n � 91� �:�n R �n�

�	�
������ 
�� d9C: � 91� �:�R � � �R � � ��� �

@���"�� ������� M � ���� 1 � �� ?�����	���� ����� � ��,	� �����
�����% � ��"� 1�d9A	B: � 91�d9A::91�d9B::� @ ����� ��"� �	� �������
����	����� 9�� �	"�����: 	� ��$�� 
���� ��������/< 1�d9A�	� � �	Ak: �

�
Qk

i��91� d9Ai::� .���% �����% A + �	�,����� ����,����%	�# ����	��
��� � Ak � A 	 � � � 	 A + ����� k ��������/� ���	�/ A� .��"�"����
	�����	���� ���������� 
�� d9Ak: ��������� � �"�	��� ��� �������	��
k� .���% k ������� 
�� d9Ak: � 1��� P ����� 1 ��������� 
�� A�k � N�
����� �$����� A �������� $������ ������� M "����	��

.�� ������ �� n � N �	�,����� Wn � f1n� �n� � � �g ���/ n���/ ����
��	�# �������� $�����V -�� + ��� 	��������  ������� (������ 4	�
$��� ����,����%	� ��5�	� C��%$����� � 	�
��� ����� G�5�	�� �������%
���%�� ���,	��� ������� M �������� ����
��% "����� ��5�	��< "�����
��
	� ����	����%� 
�� k�����	�� ����� Wn 	 � � � 	 Wn ��� $��%5�/ k
����� ����,����%	�� ����	���%� -����	���	�� 9/��� �
�	% 	��������:
��5�	�� ���$���� @���	��� ��	���		�� 	� ����"� I	����%��	�� ��,	�
	�#�� � �	�,�� L�	
�	� 6M8�

@�� 
�� ��5�� L�	
�	 6M8 � ���� � �����# � 9�������� � �������	��
���:< (4��	%� 1FB1 ��"� '� C�I	����%��	� ���������� � ����/ $���"�/
� '�	"�� � C����	��	�� ���$���� 
�� �	� ����	����� ���"����# �	������
	�# ����< "�� ���/ ��������� ����� �� �"������% ���"����%� 	�����	����

d9A	 B: � d9A: R d9B:� d9A:d9B:

��,	� $��� ���	��% $���� ���%	�� � $���� ������� 	�����	�����<

d9A	 B: � d9A: R d9B:

9��� �������� 
�� d9A:Rd9B: � 1:� ?� "�������%���� ���# ������� ���
�����/ �������/ 	� �"������%� .��$���� ����� ��"	�#� K
�	�� �$������
���"������ �=� 	� ������� S�$��� ������	� �	���#���/ ������������ ���
��,�� ��� "���� �	����% ��5�	��� ���# �"�
�� ?� �	� �������% �
�	%
���"	�# � ����# ��" ��� 	� ��""������% ������� ����/ �����	�/ ������
"�������#� ���%�� � 1F3� ��� 	���	��� � 	�� ��������� ����"�# �������	�
���# ��������� >�		)� S�������%���� ������� '�	"�� QI	����%��	�
��,	� 	�#�� � L�	
�	� 6M8� >� �
�	% �������� 
������� ��	������%��
� ���# ���
����%	�# �	���#� ?� ��	�� "����#	� ��5��� �	���	�� �	��
�� ������ I	����%��	� 6A8� P 	�=� �� �	���� � "�������%���� �������
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