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���������	

�� ���� ��	
� � ���	����� �	���	�������� ��	
�

����� ������	
��	�� ����� ��	�� ����������� �	���� ���� �
�	���	������� �
��� ������� ���� ���	� ��� ���� 
 �	����� 
�������� �����������	 !��" ���� �"����	 #$ % �	���	��&'"

( ����)�� ������	
��	�� ����� ����� �������	��  �������
������� ���	����* ��	��� !������	���*� 	�	�
 ���	��� �	������+
������', �������	�� ����-��	���*� �����* ������������� ���	�
�	
!������	���*� 	�	�
 �	�����	��, .�-��	����	��'  �" �"

����� ��� �	��	�� � ��
�	���� .���� �����	 % ��	�-�
���� �	��+
�	��� /	�� 0	���� /�
��� ����� !��", �	�����, 123'" � � �	���	+

*�	����, � �	������, � ��� ���������, ������ � ����� ����*�,
� 4����, � ����	�� 
�	������ .�����- �	������	" �� ����� .����
���������� �� �� ������ 
	��	��� �	���	����, ��  � ���� �� ��	��+
���	� � �	�������� ������� ��������" �	 ���	���� ��� �� ��	�+
-� �����  ��� ������, �����*� ��
� � ����� 	� ���������� �	 ��+
�, �*� 
	 �	���* 	����	�	�" (����� ��	��������� �� � ��� .�� ,
	����	�� �*�	�� ����* �	 ��
��	��*� ����� !� 5675 ���� ����� ���+
����� �� ��	�-� �	 	�������� ���� 8Good Design9', 	 ����������
������ �� ��	�-� 
	 �	����*� � ��	��-���*� ������ ��������"

�* �	���� ��
�� ����*���� ����� �����	 � �	� �	
*�	��* �����
����	" �*�	���� ��	

a� : a� cosx: b� sin x: � � �: an cosnx : bn sinnx

�	
*�	���� 
������	
���	����� ��������� !������ n'" ;�	
*�	��+
��, ��� ���	� ������*��	� ! �� ������ ������*��	�' ����-� �	 !��� �'
����� �*�� 	����������	�	 � �	����� 
	�	���� ��������� ������+
��������� ������	� � ��� ���)� ��.��-���	� a�� � � � � an,
b�� � � � � bn"

<�� ���������� ����� ������������	��, ��	���	� ��	�� ���+
�-� y = x, y = jxj, y = x� � ��	��	� �������������� 

���������� 	
�������� ���� ��������� ����������� ������� ��������� ��
������  ����� ����

�����������	
� ��
�������� ���� �� ��� �� �������������




	� 	��� �������������� ������ ���

��������, 	����������) .� ����- !��" ��" 5'�

y = 2 sinx� sin 2x:
!

"
sin >x�

#

!
sin ?x:

!

$
sin @x�

#

"
sin Ax:

!

%
sin Bx�

y =
�

!
�
&

�
cos x�

&

'�
cos >x�

y =
��

"
� ? cosx: cos 2x�

&

'
cos >x:

#

&
cos ?x�

&

!$
cos @x

!���	�	�����, ������ � ������ ����	� ���������� ������ ����*, 	 �
���	���* ������ ������*'" C�������� 
	�����, ��� ��� ��������
����-� y = jxj  y = x� � ����������������� ��������� ���������
������ �	�����, ��� � ����	� ����- y = x"

E����*� �����	- ����-� ��	 sin
kx

T
 cos

kx

T
, �	��� �	
*�	+

��*� ��������������� ������	�, ���� ����� 2�T " F�.����
����� �	� �������������	�� �	�� ����������� ����� �	������	����
������ ���	
 ��
� ��������������� 
������	
���	����� ������

����"

<��� �	��, ���	������*� ����� �  ��� ��� �������	�� �� �	�+
������	���� ����	, ���� �	���� 
�	���� ��� �
�" H���������+
��, ����- ����  ������ ���*�	�� ��������� ����*, �	
*�	��*�
��������
��	�����, �" �" ����* ������	���� ���* !� �����+
�	���� �	����*, ��� �	���	���	�� x �	� �����'" F�������� ����� ��+
��������� ����-� ����� �����������	�� �	� ������ ���������
����*, ����*�� ����� ����� �*�	
�� ������)� ���	
��� ���	� ���+
�	 ����� �*�� ������	����	 �	� �������
-� !����	' ���� ���	���+
�� ����"

C
 ��������� ����	 �
� �*, ��������, 
�	���* � 
�)��� ��+
������	-�� .���� �	��	 � ��*�� �� ���������� ��
���" �	 ��
��
�	��	������� ����� ������ ����	, �����*� ������	����� 
 ���� �����
.�������	����* ���� �	
���* �	����" ( ������ ������* ��
�*
����� ������ ��������� ����� ����	 �	
���* -����� �� ��������+
�� �� ��	�����" I	��*� 
 .� ����� ������������� .�������	���+
�*� �����	��� ������������ �	����*, �" �" ����� �	���	���	���� �	�
���� ���	�����	� ����	" C�	�, .��� ��*� .���������	���� ���	
*�	+
�� �	
�������� �	�	�)��� ����	 �	 ���� ���	������ ����*" �
�
�	
���� ��.��-���* .���� �	
������ �����
����� ��������
��	�
���� ���, 	 �	���	�� �	
����  ��������	
��� ����	"

C����� ��.��-���* ����� ����� � �������������� �����+
�	 , ��	�� �����* �������* �	 ��" 5"

I	� �	�� .� ��.��-���*J K	�������� ����� 153, ������� � ��+
��������� ���� 
���� ����
� �	
�	�� ������, ������ � ������)��"
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	� 	��� �������������� ������ ���

F���� ����-� f!x', ���)	� ����� 2�T , ������	����	 ����� �����

f!x' =
#

!
a� :

�X
n��

an cos
nx

T
: bn sin

nx

T
� !5'

H�� �������������� ����-� �*��������� ����������

�TZ

��T

cos
nt

T
sin

mt

T
dt = 7�

�TZ

��T

cos
nt

T
cos

mt

T
dt =

�TZ

��T

sin
nt

T
sin

mt

T
dt = �n�m�T�

!2'

��� �n�n = 5, �n�m = 7 �� n �= m" F�.����, ��� ����	���� �������

�	������� !5' �	 cos
mx

T
� sin

mx

T
 �������� �����������	�� �� ��T

�� �T , #����& �	����� ���
���  �������� ������	 ��� ��.��+
-�����

am =
#

�T

�TZ

��T

f!t' cos
mt

T
dt� bm =

#

�T

�TZ

��T

f!t' sin
mt

T
dt� !>'

L	����, ��� � ��� ������* <����	 eix = cosx : i sinx ����� ��+
������������� ������ ����� �*�� 
	��	� � ������)�� ���

c�ne
�inx : � � �: c��e

�ix : c� : c�e
ix : � � �: cne

inx�

��� ck =
#

!
!ak : ibk', k � 7, c� = a�, ck =

#

!
!ak � ibk', k � 7� F�.����

������* !5'  !>' ����� ������	�� � ����� ������� ��� !���	�	� T = 5'

f!x' =
�X

k���

cke
ikx� ck = !2�'��

�Z

��

f!x'e�ikxdx� !?'

4�� ����� ���	������ ����������� � ��*�� � ��
���, �� �����

	�����, ��� �����	���� #������*��*� ������&, 	 �� �������*� �	���
�����" H�� ���	�� �	� �	
������ ������ �
	������� �������
����	" 4� ����� �������, �����	���� �*�	���� !>' � ������� !5' 
���� ��� ����	���� � ������� T ��

f!x' =
#

�

�Z

�

du

�Z

��

f!t' cosu!x� t' dt =

�Z

�

1a!u' cosxu: b!u' sinxu3 du� !@'

���

a!u' =
#

�

�Z

��

f!t' cosut dt� b!u' =
#

�

�Z

��

f!t' sinut dt�



��� ���������	

M���� ����� �����  ������*����� ������	
��	�� ����� ����	+
����� �����	  ���������� ���	�� �����	�������" ;��	�� �� ���
	+
������ ��	���� .��� ������ � ������ ��N��� ��� ����, ����* �������
�����
��	�� ������	
��	�� ����� !�, �	� ������� �	���	��, �	�+
�������� 	�	�
' ��� ������ ��	������ 
	�	�" H��� � ���, ���
.���������	���*� �	��*�, �����*� ���	�	�*�	���� �	 ���������	 ,
��*��� ������	������� � ��� �������� !�*�� �����, ����� ������'
��������	�������� ����" � .��� ����	� ���������� ��������� ���+
���	
��	�� �����, � �����*� �	���	�� ���	
�� �����" �* �	���� �
���������� ���������� ������	
��	�� �����  ������ ��� ���
� �
��������� ��	�� !�����-' �	��* "

O�� �	��� �������*� 	�	��� ���	 �����J F��������� ����- �
������� 2� ����� �	���	���	�� �	� ����- �	 ��������� ����+
���� �	���	" F���� z = e��i�m" H������*� 	�	����� .��� ���������
����� �	��� ����� zj = e��ij�m, !j = 5� � � � � m', 	 ����������� ����+
- % ���������	� ��������	��������� !y�� y�� � � �', yk = yk�m" �	
����
�����	
�� ��	���������	� ����	 ��������	�������� Py = !y�� � � � � ym'
������)�� !����)� ������, �����������' ��������	���������

cj =
mX
k��

ykz
kj � j = 5� � � � � m� !A'

E��	� �	�	� ��������	��������� ����� �*�� ����� �����	������	 � ��+
��)�� ������* ���	)��� �����

yk =m��
mX
j��

cjz
�kj � !B'

��� cj , j = 5� � � � � m, % ��.��-���* �����, ����������*� �*��"
C�*� ����	�, � ���	� ��������	��������� ���� Py !������� ���+

�� ��������� ��������� � ��� ������*' ������	������� � ��� ���	
�� #.������	��*� �	�����	�& e���ij�m � ��.��-���	� cj " K	������	
!A'  !B' �������� �������*� 	�	���	� ���������� !?'"

F������ �����* ���������� ������	
��	�� ����� �� �	�* 

�	���� m�

�m � �� c� = y� � y�� c� = y� : y�Q

�m � �� c� = y� �
#

!
!y� : y�' : i

p
"

!
!y� � y�'�

c� = y� �
#

!
!y� : y�'� i

p
"

!
!y� � y�'� c� = y� : y� : y�Q

�m � �� c� = y� � y� : i!y� � y�', c� = y� � y� � y� : y�,

c� = y� � y� : i!y� � y�', c� = y� : y� : y� : y�"




	� 	��� �������������� ������ ���

F��������, ���  � ��)�� ����	� cm = y� : y� : � � �: ym"

������ �� H��	���, ��� ��� 	���������)��� ���������� ���	+
�	 yk = !�5'k, 5 � k � m,  ������� m �*������� cm�� = m, ck = 7,
k �= m�2"

������ �� H��	��� ������� ���	)���"
�	�
�����" F��������, ���, �	�  � ����	� ����� �����, #����&

�	����� ���
��� �� �������	�"

����� ��	
	��, ��� ������	 ���	)��� 
	�	�� ������	����� �����+
���	�������� � ��� ����������������� ������	, � �� ����� �	�
������	, ���������)	� ������	
��	�� �����, �	�� ��.��-���* .��+
�� ������	"

�� ���� �������� ��N�� ���� ����� ������� �����	-
������ ���� �	�� ��� ���������* ��)�* �����������" � .��� ���+
�	� ��
��	�� �������	 ���
�� ���� !�" �" ����	)��� �������� �	�+
��	 �	�� ���	
��, ����* ����� �*�� ������
���� � ���*� �	��*�
� ����	������ ���������'" F������� ����-� � ����)�� ������+
�������� �������� �	��� ��	
*�	���� ����
�*� �� ����� .���
�������*"

F���������, ��� 
�	���� y� = f!x�'� � � � � ym = f!xm' ����- f!x',
����� 	�	�������� �*�	���� ��� ������� �� 
������, 
�������� �
��������� .����������  �� �	��*� y�� � � � � ym �	� ��	���� �������
�-���� ��.��-���* ����� ����- f!x'"

O	��� ��	
*�	����, ��� ����-�

Rf !x' = a� : a� cos x: b� sin x: � � �: an cosnx: bn sin nx

 ����� �����	�� ����-� f!x', �	�� ����	 ���� .������	��* �	�+
���� n 
�	������� ������ ��N��	 �	��* m" � .��� ����	� ����	���+
�� 
	������ � �	��� ���������	 ������ ��.��-���* ����� ������
� ������ ��N��	 �	��* "

F�������� 
�	���� ����- yi = f!xi' 
�����* .���������	����
��� � �������* ����	 xi, i = 5� � � � � m, ��.��-���* ����� ����+
- f!x' �����* ������������ �� .��� ��������	��������" S�	�����	�
���	-� ��
��	�� �� �*������ �	 ���������	 , ��� 	�	����+
���� �*�	���� ��� ����- f!x' ���������� � �������� ����	�����
�����*�"

F�.���� � �	�������� �* ����� ��������	���� �� ��.��-���	�
����� ������*��* ����-�, 	 ��.��-���	� ����� ������* �����+
���	���������� Py = !y�� � � � � ym'" <�������	� ���-����	  �*������
���� ������� ��	�������� 
�	����" ;�	 �	
*�	���� ���
��� ��	�

���������	� ����	 !� �'"



��� ���������	

�� �������� ���	��� �� �������

E���� �	���	����� ����, �� ������ ���)�� M =
Qk

j��mj , ��� �+
��	 mj % ���	��� �
	��� �����*�, ����� �*�� ���������*� ���	+

�� �����	�������, ��� 
�����* ���	�� �� ������ .���� ���	 �	 mj ,
j = 5� � � � � k"

<�	 ������	 �*�	 ����*�	 � ������� I�	� � ������ ������ �	+
��� .�*, �� ��*��� �	
*�	�� ��
�!���! 
	��	��! �� ��
�
��� �

	��	��! "��#�"

H�� ���	
	�������	 .��� ������* �	� ����������� �������*� �	��*

 .������	���� ���� ���� !� �	������, 
 ���� ���	����'"

���������� �	���� ���	��� �� ������ ���	 A2	� �	 @"

�* ������ �������*� ����������, ������)��� � .������	���� ��+
�� ����" C ����� �	�� � ����� ������� !�	�����, 1>3'" �	� ��+
��������� �	��� ������)	� ������	, ���	
	�������� ������� ��������
�����	��, �������� � �����	�� � �������"

��	���� ��  ��
� M � m $ ������ ����
�	 �����% &���� ��'	�

�
���
 �	��	 ����� N � n 
���	( �
� NM : nm = 5%

(���������� ������ ��	����� ������� �� ���	��	 " F��������
.�	 ������	 ���� �������� 
�	���� ��� �	�, ������� �� ���	
	����+
����"

��	���� ��  ��
� M =
Qk

j��mj $ ������	�	�	 ������ ������

����
�� ���	�% &���� ��� ����� cj( 7 � cj � mj( ��'	�
��	
 	���

�
�	�	 �	)	�	 ��	���'	! ���
	�� ����	�!

c � cj !mod mj'� j = 5� � � � � k� !6'


���	 �
� 7 � c � M %

�	��������
��	� F����� ����� ���	��� ������������� ������"
F���� c  c� ��	 �	
���* ������ !6', �� ������ ���) M " M���	

c = Qjmj : cj � c� = Q�jmj : cj � j = 5� � � � � k�

O��� c� c� = !Qj � Q�j'mj ������ ��
 ���	��	 �	 ����� mj , 	, 
�	��,

 �	 M =
Qk

j��mj , ��������� ���	 mj �� ���� ��) ��������" (

������ ������*, 7 � c� c� � M , �" �" �M � c� c� � M " F�.���� c� c� = 7"
H�� ���	
	�������	 ��)������	�� ������ �����
��� ������� 5"

F����� Mj =
M

mj

 �	���� �	�� Nj  nj , ��� MjNj :mjnj = 5" F��	+

���, ���

c =
kX

r��

crNrMr mod M !T'




	� 	��� �������������� ������ ���

 ���� ������ �����* !6'" H�����������, ��� �	����� j = 5� � � � � k

c =
kX

r��

crNrMr � cjNjMj !mod mj'�

��������� Mr ������ ��
 ���	��	 �	 mj !�� ��� r �= j'" S �	� �	�
MjNj :mjnj = 5, �� MjNj = 5 !mod mj'  ������ c = cj !mod mj'" <��

	����	�� ���	
	�������� ������*" �

���������� ��F����m� = >,m� = ?,m� = @" �	���� �	��� ����,
�� ������ ���)�� @T, ��� ��� ���	�� �� ����� �	 >, ?  @ �	��* c� = 2,
c� = 5  c� = 2, ��������������"

�� K	
����� ������� 
	��� ���������� ���	 A = !� � �a�a�'� �	 ���+
� ���* k" ;��
�	�� Aj = a
j���k :2a
j���k��: � � �: 2k��ajk��" �	��+
���,

?B = 575555� k = >� A� = 5 : 2 : ?� A� = 5 : ?�

H��	���, ��� ���	�� �� ������ ���	 A �	 2k�5  �	 2k:5 �	�� ��,
�	� � ���� A�:A�: � � �  A��A�: � � � , ��������������" � ����������
�*�� ������

?B � !B : @' � @ !mod B'� ?B � !B� @' � 2 !mod T'�

�� F���� 
	�	�* ���	�� u�� � � � � uk �� ������ ���������� ���	 �	
���	��� �
	��� �����*� ���	 m�� � � � � mk" M� ����, ������� �����
�*�� �����	������� �� ��	����� ������� �� ���	��	 , ����� ���
�	�	��
hu�� � � � � uki � h!u�'m� � � � � � !uk'mk

i" H��	��� ������)� �	������	

	' hu�� � � � � uki � hv�� � � � � vki = hu� � v�� � � � � uk � vki,

�' hu�� � � � � ukihv�� � � � � vki = hu�v�� � � � � ukvki
!
���� ���
������ ���� ����	���� �� ������ M = m� � � � � �mk'"

O�	���� ����� ����	� �������� ������ .� �	��* �������* 
�	� �� ���
	�* � ������	
��	��� �����J ;�	
*�	����, ��� ��	���	�
������	 �� ���	��	 �	�� ������ �*������ �*������ ��.��-�����
�����"

�� ���	�� �	���	�������� ��	
�

H�� ������� �*������ ������	
��	�� ����� �� ������� !A' ���+
�� ���)������ ������	 m� ����	-� ��������  ������	 m� ����	-�
�������" <�� ����� � �	��J 0���� �	�����	�� � �����	 ������
�*������ ��� �����������" F���������� ��� ���� �	 ������	�����
���������� �������� �*����������� 
	��	�� 57�	 ������" H�� �����+
���	�������� �	��* ���* ������	 n = 57� !��� �����, �	�����,



��	 ���������	

��� ����
���� ��������' �����	��, ��� �*������ ������	
��	+
�� ����� 
	��	�� ������	 27 ����" <�� ����� ����� ��� ����� �����+
���	�������� �	��* "

H�� ���� ���� ����������� �����, ������ ��� ����������� �+
���, ���	
�� ������ ������, ���������� ��� ������� ����" F�.����
�* ����� ��	�	���� �������� ����� ��������� ��������, �� ���	+
)	� ���	�� �	 ��������� �������"

I	� ����	��� ���� ��������J �������, �	� �	� ��� ���	��
.�� � �	�	����� ������ ��� ����, ����* �*����� 2> � >B : 2T � >B �*

	���� .�� ���� � ��� !2>:2T' �>B" M���	 ������ ��� �������� �	�
����	����� �*������ ����"

���	�����*� ��	���� ��� 
	�����, ��� ����� 
 ���� zkj , j� k =
= 5� � � � � m, �������)��� � !A', � �������������� ����	�	��" C�����+

��� .��� �	�� ��� ����, ����* ����	��� ���� ��������" I�	���	�
������	 �� ���	��	 ����� � .��� ��)�������� ������"

F���������, ��� ���� m 
	��*�	���� � ��� m = m�m�, ��� m� 
m� % �
	��� �����*� ���	"

F���� k�  k� % ���	�� �� ������ �����	 k, �������)����� � !A',
�	 m�  m�, ��������������" S�	������ ������� !T', ���� k �����
������	��� � ��� k = k�M�m� : k�M�m�, ��� M�  M� ��������+
�*� ���	
�� ������������ 
 ���������� m�M� :m�M� � 5 !mod m',
7 � M��M� � m"

M����� ������	�� ������	
��	�� �����, �" �" ����� � ��	��� �	+
�� !A', �	� ������� ����� �� �����	� k�  k�, ������	�)� 
�	����
�� 7 �� m� � 5  m� � 5, ��������������" F���� �	��� j� % ���	��� ��
������ M�j �	 m�, 	 j� % ���	��� �� ������ M�j �	 m�"

L	����, ��� j = m�j� : m�j� !mod m'" H�� ���	
	�������	 ����	+
����� ����������	�� �	������	 M�j = m�p: j�, M�j = m�q : j�, ����+
����*� �	 m�  m� ��������������" L���� p  q �����-	�����*� -��*�
���	"

H	���, ������ ���
�	���� 	 = zM�m
�
� , 
 = zM�m

�
�  
	����, ���

zm�m� = 5" 4�� ������ �*���� ��)� ������� 
 ���������� ����*
�� ������ j�, �� �������� ������)� ��
����	�

cj��j� =
m���X
k���

	j�k�
m���X
k���


j�k�U!k�� k�'� !57'

��� cj��j� = cj�m��j�m� , U!k�� k�' = yk�M�m��k�M�m� "
L	����, ��� ������ ��� m� ����� 	j�k�  m� ����� 
j�k� , �����*�

 �	����� � �	��� ���������	" F�.���� ��� �*������ ����� �������+
��� ����* �� ������� !57' ��������� �*������ m� ��������, 	 ���




	� 	��� �������������� ������ ��


�*������ ��� m� �������� ���� �� k� = 7� � � � � m� � 5 ���������
�*������ m = m�m� ��������" F���� .���� ���	���� ������� .�
��������� ����* �	 m� ����� 	

j�k� , �	� ��� ����� ��������� m�m ����+
����" ��� ���	���*� ����	- � ������� !57' �������� ��������"

C�	�, ��� ���� m �� �������� �����*�, �* ����� �*����� ���+
���	
��	�� ����� 
	 � m��� ����������" 4�� �* ������ �	
�����
m�  m� �	 ���
������ �
	��� �����* ����, ���� �������� ��+
��	���� �)� �����" K	
�������, �������*� �������� ��
��	�� 
+
	
������	 �*������ ��.��-����� aj , ��  ����� ����������, 
	��	+
��	� ����������� ��������� ������������� �����"

F������������ ��	��� ���������	- ������� ������)� ��+
�����" F���� m = m� � m� = > � B" $���, ��� 5 � B : 5T � > = A? � 5
!mod 25'" F�.���� M� = 5, M� = 5T" F�����	�� � ����� ��������	+
��������� ���� a�� � � � � a�� � ��� �	��-* a!k�� k�'� � ������ !k�� k�',
k� = 7, 5, 2, k� = 7, 5� � � � � A, ��	�� .������ � ������� k = Bk�:
:5@k� !mod 25', ��������� 5T � > � 5@ !mod 25'" F����	�� �	���	�����
������� �	 � ����

7 5@ T > 56 52 A
B 5 5A 57 ? 5T 5>
5? 6 2 5B 55 @ 27�

� ������ !k�� k�', k� = 7� 5� 2, k� = 7� 5� � � � � A, �* ����� �	��-* ���+
� .������ � ������� j� � 5Tj � j !mod >', j� � j !mod B'" F����	��
�	���	����� ������� �	 �* ����

7 > A T 5> 5@ 56
B 57 5> 5A 5T 5 ?
5? 5B 27 2 @ 6 55�

� ��������������, ���	��*� �*�� 	������, �	
*�	��*� 	���+
����� V��	 W M��	�	, �*� ����*� !5TA7WA>' 	�������� �*������ �*+
������ ���������� ������	
��	�� �����,  ��� ������� ��*���
����*�	���� I�� W M��� !5TA@'" F���	 .���� � ���, ��� 	������
I�� W M��� �*� ����� �	
����	����	�  �����
��� ����� �������
����� ����������� ��.��-�����"

� 
	������� ����� 	������ I�� W M���" F� ������	��* 
m�  m� !
���� m�  m� ����� ���� ��)� �����*� �������' ������

��(�� m ) !n ���� ������� ���������� ��������� ���
�������� �����* ��+
�����,��� O-m logm. ���/����* ����� ���/� ���������� 
������ ���
���+
������ ������ 0
 ��� �������� � �� ���������� � ������ 
����� ���/���� ��+
��� �/� �������� � ������ 1���2� 3������� �������������� �� 456� 5 " ��
7� !� 6�8 6��* #'%%* 9�9�* :���;�2/�* <�����2/� (������� � ������ �������+
������� ��������� 6�8 6��* #'%'�  ����� ����



��� ���������	

�����* j�� j�� k�� k� � ����)�� ���������� j = m�j�: j�, k = m�k�:k�,
��� j�� k� = 7� 5� � � � � m��5  j�� k� = 7� 5� � � � � m��5" F��� ��� � �������	+
�� �� k�� k� � !A' �	� ��, �	�  � ������ 
 ���	��* �*�� 	��������,
������ �	�������

aj � aj��j� =
m���X
k���

zjk�
m���X
k���


k�j�yk��k� �

��� 
 = zm� , yk� �k� = ym�k��k� , aj = am�j��j� " F�������� �� 	������	 

0F� ����� �����	�� � ���	 1?3, 1@3, 1A3, 1B3, 163"

�� ��	������ ����	� ����

F����� ���������� ������	
��	�� ����� ����������� ����)	��+
�� �	 �������*� ����	�, ����	 �	��*� ���	
��� �� ��������	���������
����, 	 �������*� �	��� y!k� l', 5 � k � K, 5 � l � L" F�����	
��	+
�� ����� .���� �	���	 !�	��-*' ���	
��� ���*� �	���, .������*
�������� ���� ������)� ��

V !j�m' =
KX
k��

LX
l��

zkj� zlm� y!k� l'� !55'

��� z� = e��i�K , z� = e��i�L�
H�������� ������	
��	�� ����� % .�� �� ������ �	���	�����	�

	����	�-�, ��� ����
�� �� ���� ����	��* 
	�	�	 , �����	� ���	+
����� 
���	����" F�� �������	�	� �* ����	�� ��������� �	��+
-�, .������* ������� �����	�� ������� ������ ������	� � ����� �
���	����*� ������	�	� !kh� lh', ��� h % �	
��� .������	���� ����+
� !�	
������' 
���	����" <�	 �����	� ������ 
���	���� ������
���������������	 �� 	�	�
� ������	�� ����� ���� L���  ���� 
��	���, ����	��* 
 ������	"

F�����	
��	�� ����� ��
������ 
�	������� ����	��� ���������
�����	-, ������� ���� ���� �����
��	�� ��� �����	������� 
�+
��	����" ;�*��� ����	����� 
	������ ��� ��������� ����* �	���+
�� !��.��-����� �����', ����* ������
���� 
���	���� � ����+
����� ��������� �� ����) ���	����� ������	
��	�� �����

Ry!k� l' =
#

m�

�jX
j��

�mX
m��

z�kj� z�lm� V !j�m'�

X����	 �	� y ��	
*�	�� �	 ��, ��� Ry!k� l' ������ ����
������ ����	+
�	�� � y!k� l' � ����	�, ����	 Rj � K� Rm� L"

;�	
*�	����, ��� �� ���� ��	������ ���	-� �������� �	+
��� 	�������	- �������� ����	�����  ������, �	�� ����	 K, L 
�	+




	� 	��� �������������� ������ ���

������� ������, ��� Rj, Rm" � �	������ �����	 ������ �����
��	��
������	
��	�� ����� ��� ��	�� �����	- �� �������	� ����*
������� ����� ����" �������
����� ��	�
���	���� �������, ����+
���	�	�, ��� ������� �����	������ � ����� ����� ������-��	��� �*+
���� ������� ����*" F��������� �	���, ��� ���	 ����* �	��	 p �
��������� �	��	����  q � ��������������� � ���� �	��	����, .��
�
�	�	��, ���

y!k� l' = A cos
!�k

p
cos
!�l

q
�

��� A % 	������	 ����*" E���� ��������, ��� V !j�m' = A, ���

j =
K

p
� m =

L

q
,  ���� �� ��� ���	���* ����	� !��� �������* �* ����+

������, ���
K

p
�
L

q
% -��*� ���	'" M	�� ���	
��, ��� �����	�������

.���� 
���	���� ����	����� 
�	�� ������ �� ���	 !p� q� V !
K

p
�
L

q
''"

� ����	� ���
�������� �	���	 y!k� l' ����	�*�	�� ������ � �����+
� 
�	����� k  l � ����� !55' ������ � ����� ���	������� 
���	��+
��, ��� ������	�	�����" <�� ������ ������������ ��������, ���������
������	���	��*� ������	- ��*��� �*
�	�* �����   ��	���� ��
���	����� ������ � �������� �	�����	 
���	����"

S����	���� �������	���� K��	�� 0�	������ �����
��	� ������+
��� ������	
��	�� ����� ��� 	�	�
	 �������� �	������ �	 ����� +
���� (���-	 �� �	��	������������ �	��*�" F��������*� � �	��*
��������� 	������� �*� �*���� �-����* ���-	���	� �S(S, ����+
�*� �����
��	�  ��� ���������� ��
��	����� 	�����	����, ���+
�	�� ��	��� � ����* �����	 "

!� "��	���� #�$�%�$����&� ��	�

S������* �*������ �*������ ������������ ������	
��	�� ��+
��� ��������	� �������	����� � ������* B7+ ����� !��", �	�����,
1T3 � ����	� �������� n = p'" � 5T66 ���� ������ C���� V������ !��
������ ���	
��	�� � I	��	��, E��	,  ������ �	���	�� � (XS' ��+
���	� ���*� ����� �*������ �*������ ������������ ������	
��	��
����� !1573'" �* ������ ��� ��� � ����	� ���������� �	���	 �	��* 
n � n" <��� �	��� ����� ��������� ��������� �	 ��� �������
Z
�  �	���	���	�� �	� �������*� �������*� ���" ����� V������	

������� �*������ N ��������* ������	
��	�� �����, ��� N �	���
���	������ ���� ���

Lm�r = f!k� l' � km: lr � 7 !mod n'g�



��� ���������	

����*�	�) ��	��	�

Tn = f!k� l' � k = 7� � � � � n� 5� l = 7� � � � � n� 5g�

F�������*� m, r, ���������)� #���&, ������	�� 
�	���� 7� 5� � � � ,
n � 5"

(���� ���� 
	��	�� � �	�*��	 ������, ��� � ��������������
�	��	� #���& Lm�r �	 !k� l'+�������� ������	����� 
 ���� ���������
�	�	������* ��� km: lr = 7� km: lr = n, km: lr = 2n� � � �

Y��������� #�� ����*�	�� ��	��	�& �
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