
���

��� ��������	
�� �����	�

���������

�� ��������

�� ����� ��	����
����� 	���
�

 ������� ������	������ ������
���� �������	

lim
x��

sin x
x

� ���

� ��	��� ������	����� ������� �  	�

lim
x��

�� ! x�

�
x � �"�

#	��� ������	����� ������ ������	���� �� 	���$� 	��% �	� �� ��&��
�	���	% �� 
 	��% �	� �'� ���
�
�� �  	� ������
	�� �������� ��	
�
� ( "�)�*"* � � � ���������� 	�$ � ���	� +,��� -����� ��../��0�)�% $�	��
�� 
��1��� ��'��
2�����3 4	� $����	�� �����'� ������	�����'� ����
����% 	�% $�$ 
����	��% �� ����� ������� �� ��� �	
����� ��� ���
 x
��������	� � ��������3 5  	� ����
	% �	� 
 �� ������ � ���'
� �� ���
��� ������	������ �
���� � ����������� ��	
�� � �� � �	�����
�
��
�� ��1� �$��,���	
 $ �� �
���	��% ���� 
 	� ,� ��� ���6 �$��,�
���	� �� ���1��,��
�� ����1
��3 7	� ���
�
�� ��	�������� � �����
6
	�$�	�6 �����'� ������ 5�6
���� �"*) 8 "�" �� �3 3�% �� �� ��
1�
,�����

������
�
��
�

( 9��:" � � � % �������� 5�6
�����% ���'�� ����� ��	�������

�������������� �� 	�����	
 �������
�% �	� � ( 9��:�. � � ��% �� '����
�� �,� � 	��% �	� � ��'������ ���������� � 5�6
���� � �'� �1�
���6
���
����
�6 ���&��� 
 �1;����3 �7	
 ���
����
� �����	�����	 ��1�
���	�	
� ����������'� 
�	�'������'� 
��
����
�3�

<�$ 
����
	�� ���
�
�� �����'� ������	�����'� �������% ���


����
	� �'���� ����	�1% 	3 �3 ���
����	
 	���
���% $�$ ��1�	 ���
��� '����
	� 2
�
$
 
 ��$�	���� ��	���	
$
= >��
% ����
���% �'�� �

������	
��	� e ���� �����	� ������� � ���� �� �
��
	� �	������� ����� 	� ����	�
���
��
	�� ����� �� ��� ���	  
��! ���
�"���# ��$��%��
		�& � ���' ��# �
%
��� �� ��	��
	( ����)���
� ���� *�+++++++�������� # ���	) ���%�� % ���$ ��e# 	�
	� �
�	�� ��$� , ����� ����

�����������	
� ��
�������� ���� �� ��� �� �������������



��� ���������


������	�� � '������6% 	� � ( �*/x��% '�� x � ���
����� ���� �'��% 

	�'��

lim
���

sin�
�

(
�

�-*
lim
x��

sin x
x

(
�

�-*
� �9�

>��
 ,�% ���1&�% � ��$�	���� ����	�1� � ( kx% '�� k � ���	�����
����,
	����� $� 22
�
��	% 	�

lim
���

sin�
�

(
�
k
� �:�

?��������� �����	��	�	�
� ��,�� �9� 
 �:� 1�����	�� � '���� �
	�	��
��% 	����� �����&��� 	������ ��
��	������	
 �������3 -� �1;�����	��
��� 	��% �	�% 
������ �'���� ����	�1% �� ������,��� ��
	�	� �
���
2��$�
� �'�� $�$ '����	�
���$� 2
'��� �����
�
�� �	 ��1��� ����
�	�1�3 @�$��� 	���
�
� �  �����	���� '����	�

% '�� �
��� ��	��'�
�'�� � ������'������ 	���'����
$� ���������	�� $�$ �	�����
� ���	�
��	�	���&�'� $�	�	� $ '
��	����� ����� 
 	� ,� ��� ���6 	�$
6 	���
�'����
$�� � ������ �'��� � �� ���1��,��
�� ����1
��3 A���$� �	�
�����
� �
���� $ ������ �'�� �
���� ������% ��$� �� ��1��� �'����
����	�13 # ��	���	
���$�� ����
��% � �	�
�
� �	  �����	���� '�����
	�

% �
��� ������	�
���	�� $�$ 2��$�
� �
�����'� ��'����	� � ���
�
���� ���� �'��3 B	�����	��� ��$���	����	�� ��&��	�����
� �����'�
������	�����'� ������� �
 �'� ������	�� ��
�
��� �������� �� '�����
	�
���$�� ��������	�� sin x � x � tg x% ��������
��� 
����� �  	��
����	�1�3 @�� �����%  	� ��$���	����	�� ��,���	�� � ���	�	���� ���,�
��� ����	

 ��
�� �$��,���	
��3 �A	��	
�% �	� �1&�� ����	
� ��
��
$�
��% �� ��&��	��% �	���
	�� $ 
�	�'�������� 
��
����
��3 A$����
���	��% 
��� �$��
�'� � 	� ����	
� �1��,���	�� ������ ��
���
	 $ ���
���� ���'��� ��$���	����	��% 6�	� 
 1���� ��
�����% �� 1����  ������
	������ � 	�� ������% �	� ��� �� ���
�
	 �	 ����	
� ��
�� $�
��3
C'���� ����	�1 �  	�� ��$���	����	�� ��	��	�� ���
��������% ���
�
�
�� ������� ���
�
	 �	 ��1��� ����	�1� ���3 �:��3 -�  	�� ��	
 ���
��
��,�� �������
	� $�$ 	�	 ����	�1% ��� $�	���'� ����� ������	����
�� ������ ����� ��
�
��3 5 	�'�� 
 �
��� � ��,�� ������
��� ���
������% � 
�����% $�$ ��������� ���
����� ���� �����'� �'��3 >��

	����� �������
	� ��
�� �$��,���	
 �1����� �1����� �
�
 ��
���
	�
$  	��� ������ �1&�� ���������
� ��
�� $�
�� 
 ���	��	�	���&��
2������ 
�	�'������'� 
��
����
�� 	�% $������% ��
�� �$��,���	
 ���
�
��� R �$�,�	�� ����� "�R 
% ���1&�% ��
�� ��'
 �$��,���	
 � ����
	������� �'��� x ���
�� �$�,�	�� ����� l ( xR3 # $������� ���	�%
�� ��
6��
� $ �1���� 2������ ��� ���
���� ���� �'��D x ( l�R3

��� � �
���
	�# ����$.�/�� 
� ��$  ���%�� % 	
��
	0 	
� �(1�� � 
 )# ��2
	
���. 3�
�$ ��/ ��	$ � 4	���� � 
 / 
 
 �)025��%�



	
� ������������ ������� ���

# ���	���	
% ���
��% ����������� ����% �$������	�� �1����� ���
��
���% 	3 �3 �'���% ��� $�	���'� ��
�� ���	��	�	���&� ��'
 �$��,���	

����� ���
���3

#���  	�	 ���� ����
���	�� �
,� 
% 1���� 	�'�% �$��
�'��� ���6��
�������	�����	�� �� �	��� ������	����� ������% 	�����% ��  $�
���
���	��� �
	���
�% ��������� � ���
�
��

l�a� ( lim
x��

ax � �
x

�a � ��� �.�

#  	�� $��	�$�	� �
��� e ���������	�� $�$ 	� ������
� a% ��� $�	����
'� l�a� ( �3 A$������	��% �	� ���
�
�� a��l�a� �� ���
�
	 �	 a 
 �����
e3 7	� ��'$� ������	 
� �.�% ���
 
����	��% �	� l�a� �( /% ����$� ��$��
��	����	�� ��������'� ��������	�� �� ������ 	�
�
�����3 # ��$�����
�
�� ������	�
���� ��$���	������ 2��$�
� ez $�����$���'� ����������
'� z% � ������	�	� ��'� ���
�6��
	 ��	��	������ �1;��
���
� �����'� 

�	���'� ������	�����'� �������3

	� 
������ � ������� �������

E���� '����
	�% �	� 2��$�
� f % �������� �� ��$�	���� 
�	������
�/� 	� ��&��	����� ��
% ���������	� 	���
����% ���
 ��� ������	�����	
��������	��

f�
x� � 
f�x� �/ � x � 	� / � 
 � ��� �0�

+�� �������
� '����	�
���$�'� ������ ��������	�� �0� ������	�
� �
����$��	
 � ��$��	����
 $����
��	��
 �xF y� ���,��	�� Ef 	�6 	���$%
��� $�	���6 y � f�x�3 A�� �������	�� ����������� 2��$�

 f 3 -����
����	�� �0� ��������	��% ���
 
 	���$� ���
 ��� ����1�������
� ����1
�
�xF y� �� �
xF
y� �/ � 
 � �� �	�1��,��	 ���'��2
$ � ��1� �	3 �3 ���

�xF y� � Ef % 	� �
xF
y� � Ef ��
 ���6 / � 
 � ��3

+�� ��� $���� 2��$�
% ����
���&
6�� �$��
�'�% ��,�� ��	���% �	�

���	 ���	�

�������� �	
� �� ��������� �������
� �/� 	� ������ f ����������
	� 	���
����� �� ��� x� / ��������� f�x��x 	������	� � ����������
�����
� �
� � ���

��	�
��������� ���	� / � t � x � 	3 ����'�� � �0� 
 ( t�x �����
����

f6t7

t
�

f6x7

x
� �)�


 	��1����� �	���,���
� ��	�$��	 
� 	������ � ������� ����	����
2��$�

3



��� ���������

��������� �� >��
 f�x� ������ 	�$,� 
 ��
 x ( / 
 ���������� �
 	� 	��$�% 	� �0� � ������� ��
 
 � / ���	 f�/� � /3 >��
 ��
  	��
f�/� � /% 	� f�x��x � �� ��
 x � /3 A���$� f�x��x ��,�	 �	���
	���
$ �� 
 � ������ f�/� ( /3

������� f�x� ( �px ���������	� 	���
����� f�/� ( /� �� f�x��x�
� ���

��������� �� G� �)�% � ���� �������% ������	 ��������	��

f6t7
t
�

f6x7� f6t7
x� t

�/ � t � x � 	�� �*�

$�	���� 	�$,� 1���	 ������� � ���������3

# ��
��,��
�6 �������&� 	������ $ ���� ������	������ ������
��� �� 1���� ��	�����
��	� ��������	�� �0�% ��������� ��$�	���� 1����
�
����� ����	���% � 
�����% � ����$���	��3

?��$�
� f �� ��$�	���� �����,�	$� I ��&��	����� ��
 �������	��
�����
��% ���
 ��������	�� ��������	��

f���� 
�x� ! 
x�� � ��� 
�f�x�� ! 
f�x�� �/ � 
 � �� �H�

��
 ���6 x�� x� � I 3 @�$���% ����
���% 2��$�
� f�x� ( ax� ! bx ! c ��

��1�6 a � /% b% c �� ���	���	
% ��1�� �
����� 2��$�
� ����$���3

B���� ���6 ����$��6 2��$�
 ����$��3 # ���	���	
% ����� ��1�
����$�� 
 ��1� �
���� 2��$�

 ����$��3
�	
� ������ f �����
� �� I/� 	J � f�/� ( /� �� ��� ���������	�

	���
���� �� �/� 	�% 
1� �0� ������	 
� �H� ��
 x� ( /% �� ( x3 @�$
�
�1�����% ������� � 	���	�������� �����
� f�x��x ����� �
� �����
��
������ f ������ ��� f�/� ( /3

K����	�
���$
 ����� ����$���	
 2��$�

 f ���	�
	 � ����$���	

�� ���'��2
$� Ef 3 �-�����
�% �	� ���,��	�� M � ����$��	
 �������	��
�����
��% ���
 ��� $�,�� ���� 	���$ A% B 
� M �	����$ AB ���
$��
��
�����,
	 M�3

B�����&�� ������,��
� ��&��	����� �1��'���	 ������$� ����$���	

$��$��	��6 2��$�
3

������ �	
� �������	��� �H� ����
����	� ��� 
 (
�
�
� �� ��

f
�
x� 8 x�

�

�
�

f6x�7 8 f6x�7

�
�x�� x� � I�� ��/�

� �	
� ������ f ����������� �� ��� �����
��

��	�
��������� -�������	�� ��/� �������	% �	� ��� ��1�6 ���6
	���$ A% B 
� ���'��2
$� Ef �����
�� C �	���$� AB 	�$,� ��
������
,
	 Ef 3 ���	����  	� �����,���
�% ��������% �	� �����
�� C�% C� �	�
���$�� AC 
 CB ��
�����,�	 Ef 
 	3 �3 ���������� 	�$
� ��	�� 	��$




	
� ������������ ������� ���

C�C�� C�� � � � ���������������
���� ����� �	���$� AB� �������'��	��
�� �	���$� AB ����� ���	��% 	3 �3 � ��1� 1�
���	
 �	 ��1� 	��$
 �	����
$� ��	� ���
�������
�������� 	��$�3 �� �����������	
 2��$�

 f ���
	��$
 �	���$� AB ��
�����,�	 Ef 3 +��	�
	�����% ���
 ��$�	���� 	��$�
�	���$� AB �� ��,
	 � Ef % 	� � �� ��������	�� ��������	�� y � f�x�3
@�'�� ��� ��������	�� 
 �� ���6 ���	�	���� 1�
�$
6 	��$�6% 	3 �3 ��

	�$,� �� ��,�	 � Ef 3

�� ������ ������������ �����

E���� ������	�
��	� sin x $�$ 2��$�
� �
�����'� ������
� �'�� ��

$�$����
1��� ��1������ ����	�1�3 4
������ ������
� �����'� �'�� �1��
����
� ����� d3

A���
���% ��
 x�� x� � I/� dJ

sin
x� 8 x�

�
(

sin x� 8 sin x�

� cos x� � x�
�

�
sin x� 8 sin x�

�
� ����

L� �
�
�% �	� 2��$�
� � sin x �� I/� dJ ������	�����	 ��������	�� ��/�3
�� ����� ��� �$�,�	�� ����$��% ���
 �� ��$�,�� �� �����������	�3
@�'�� �	���	 ��
���
�� 
 	������ � ������� f�x��x3 @�� �����% ��
��	����
� ��&��	�����
� �����'� ������	�����'� �������% ���
 	���$�
������ 
�$���
	� �����,���	� �	������
� sin x�x $ !� ��
 x � /3
�C����
� x � / ����&��	�����% 	�$ $�$ sin x�x � ��	��� 2��$�
��3

��  ����� sin x ����������3 +��	�
	�����%

sin�x! h�� sin x ( " sin
h

�
cos
�
x!

h

�

�
� ��"�

�� 	��� ���	�	���� ��$���	�% �	�

lim
t��

�sin t� ( / ��9�

������������	� � �����3 ��
  	��% ����
���% ��,�� �'���
�
	��� ����
���
��
 t � /3 -�% $�$ �
��� 
� 	�'� ,� ��������	�� ��"�% sin t �����
�	�� ������	��&� 2��$�
� ��
 / � t � d3 �� 	��� ��&��	���	 � (
( lim

t���
�sin t� � /3 G� 2������ ������
� �	�,� �$��
�'M�% ���
����� �

�
��

sin "t ( " sin t
p

�� sin� t ��:�

��
 t� !/ ��������

� ( "�
p

�� �� ��.�


% ���
 � �( /% 	� "
p
�� �� ( �% �	$��� � (

p
�
�

� ���	
�����
�3



��� ���������

1� !�������� sin x�x ����������3 +��	�
	�����% � �
�� �*�% ��
���
�����'� $ 2��$�

 � sin �% 
����

sin6t8 �x7� sin t
�x

�
sin t
t

�
/ � t � d� / � x �

d � t

�

�
�

�	$���
sin x
x

cos�t! x� �
sin t
t
�

-�

cos�t! x� � cos
t8 d

�

% �������	�����%

sin x
x
�

sin t

t cos t8 d
�

�
/ � x �

d � t

�

�
�

"���	�������� ������� ��������
����� �����
� ��������3

�� ������ ������������ �����

<�$ �,� '����
���� �� ������

% �� ������	�
� ������ � ��&��	���
���

 �������

l�a� ( lim
x��

ax � �
x

��0�

��
 a � �3 ��������� �����
� ���$���$� ����&��	 �������
 ����
�% ��
���� �� ��1� ����&��	�����3

-�������	�� ��,�� �����
� '����	�
���$
� 
 �����
� ��
2��	
���
�$
�

p
uv �

u8 v

�
�u� v � /� ��)�

��
 ����	����$� u ( ax� % v ( ax� ������&��	�� �

a
x��x�

� �
ax� 8 ax�

�
� ��*�

�� �����  	� �����	 ����$���	� 2��$�

 ax ��% ����
	% 
 2��$�

 ax���
�� ��� ��&��	����� ��
% ���
 �,� 
����	��% �	�  	� 2��$�
� ������
�����3 -� 	�'�� 
 ��&��	�����
� ������� l�a� 1���	 �1��������% 
1�% ���
�����6% �ax � ���x � / ��
 x � / �	�$ �	� �	������
� $ �� 
�$�������

% ����	���6% ���
 x � /% �$�,�� x ( �t% t � /% 	�

lim
x���

ax � �
x

( lim
t���

a�t
at � �

t
( l�a�� ��H�

+�� ��$���	����	�� �����������	
 2��$�

 ax ����	
�% �	�

ax�h � ax ( ax�ah � �� �"/�



	
� ������������ ������� ���

���3 ��"��3 �� 	��� ���	�	���� ��$���	�% �	�

lim
h��

ah ( � �"��

������������	� � ����% ��3 ��9��3 ��
  	�� ��,�� ��
	�	� h � /% 	�$ $�$
a�h ( �ah���3

G� 2������ �"/� �
���% �	� 2��$�
� ax � ������	��&��3 �� 	���
��&��	���	  ( lim

h���
ah � �3 G� 2������ ������
�

a�h ( �ah�� �""�

������	 � (  % 	3 �3  ( �3

+�$�,��% �	� l�a� � / ��
 ���6 a � �3 B  	� ����� ��
���
� �����
����	�� �*� $ f�x� ( ax � � 
 ��	�� �����
� t �� x% � x �� x! h �h � /�3
�����
�

ax � �
x

�
ax�h � ax

h
�x � /� h � /� �"9�

A	����

ah � �
h

�
�� a�x

x
�x � /� h � /�� �":�

�	� ��
 h� !/ ���	

l�a� �
�� a�x

x
� /� �".�

>��
 	����� �����
	� � ��0� x �� x�l�a�% 	� �����
	��

lim
x��

ex � �
x

( �� �"0�

'��

e ( a��l�a�� �")�

-� ����� ��'���% ��������� 	�$
� ��	�� �
��� e ���
�
	 �	 a3 # ���
�	�
	������	
 ,� ��� ���	�����3 +�� ��$���	����	�� ����	
�% �	� �"0�
�������	% �	� l�e� ( �3 -�% � ���'� �	�����% 
� ���	�����
�

6ab7x � �
x

(
ax � �

x
bx !

bx � �
x

�"*�

��
 x� / ������	

l�ab� ( l�a� ! l�b� � l�a� �a� b � ��� �"H�

	3 �3 2��$�
� l � ������	��&��3 �� 	��� $�,��� ���� ������
� ��� ��
�
�
���	 �
�� � ���� 	��$�3 # ���	���	
% ������
� � ��� ��
�
���	 �
��
� ���� 	��$�% �  	� 	��$� 
 ��	� e3

@����� ��,�� ���
��
	� l�a�3 N�'��
2�
��� �")� �� �������
� e ����
�	��	�	���&
� ��'��
2�� �������	�� ������
����� 
 �1�������	��



��	 ���������

����� �ln��% �������� � ( ln a�l�a�% �	$���

l�a� ( ln a� �9/�

�B  	� 	��$
 ����
� ������	�� �"H� �	����
	�� ���������� ����	���%
�� � ����� $��	�$�	� �9/� ��'
���$
 ������	 �� �"H��3 @�$
� �1�����%
�$����	�����

lim
x��

ax � �
x

( ln a� �9��

L� ��$����
  	� ��
 a � �% �� ��'$� �
��	�% �	�  	� ����� 
 ��
 / � a �
� �3

B������ 	����� � �"0� ������ ���������D ex� � ( t3 C����
� x� / 

t� /  $�
�����	��3 �� 	��� �"0� ��,�� �����
��	� � �
��

lim
x��

t

ln6� 8 t7
( ��

�	$���

lim
t��

ln�� ! t���t ( �


% �������	�����%

lim
t��

�� ! t���t ( e� �9"�

	3 �3 �� �����
�
 �	��� ������	����� ������3
C���	�� ������$��	�% �	� ���  $������	� ax �a � /� �������	�� 
�

�	�����	�� ex �$��
�'��%

ax ( ex lna� �99�

	3 �3 ��1�� �������
� e ��,�� ������	�
��	� $�$ 2��$�
� ����	�1� 
��
�����
�% �� �,� �� �'���% � ��'��
2��� �
���3 O�����	�����% �	�  	���
	�,� ��,�� ��
��	� '����	�
���$
 �����% �� � �����
������ '�����
	�

 N�1�����$�'� ��	$��	� 
� � "/�6 '���6 ������'� ��$��3

A	��	
� �&�% �	� ������	�� �9�� ��,�� �����
��	� � �
��

lim
x��

ekx� �
x

( k� �9:�

�����'
���� �:�3

��  !"�������� � ������#��� ��#��#��

4
	�	��� �,� ���� '��1�$�� �����'
� ��,�� ����� ������	������
�
 ��������
3 -�	 �
 ����� ����� ����
= ������ �����% ���	�
	�����%
��	�% ��� 1��� ��	�������� G�'����� E������
 ��00)8�):*� 
 ������ ���
��� � ��	���	
$� ����� 7���� ��)/)8�)*9�3 C�	�����
���	�� ��� ������
�	���

eix ( cosx! i sinx� �9.�



	
� ������������ ������� ��


$�	���� 2�������� ���,�� ������	�
��	��� $�$ ������
����  $�������
	� eix3 7	� ���������
� �$������	�� � ����� �	����
 ��	
�
��������

 �������1������3 +��	�
	�����% ������	�
�% ��
�
��� �9.�% �����
,��
�

eix � �
x

(
cos x� �

x
! i

sin x
x

( �x

�

�
sin x

�
x
�

��

! i
sin x
x

� �90�

C�	������ x $ ���� 
 
�������� ����� ������	����� ������% ��������

lim
x��

eix � �
x

( i� �9)�

O������ ����� x �� kx � ��1�� ��&��	������ k �( /% ��������

lim
x��

eikx� �
x

( ik� �9*�

P�����	�� �9:� �$������� ������ �� 	���$� ��� ��&��	�����6% �� 
 ���
��
��6 ������
 k M

>�	��	������ ��������
�� 
���,����'� 6��� ����
 �����	�� �������
	���
�  $������	� ez � ��1�� $�����$���� z ( x ! iy3 7$�	�����
���
	������ ���,��
�

ex��x� ( ex�ex� �9H�

�� ������	�
������ �
	���
�% �� ���,�� ��
��	� �� ������
���#% �	�

ez ( ex�iy ( ex�cosx! i sin y�� �:/�

������  	�'� 	������ ���,��
� ��,�	 1�	� ��$����� ��� ��1�6 $���
���$���6 ��$���	���3 @�� �����% ���
�6��
	 �1;��
���
� ���6 ���&��
�	�����6� 	����� ���,��
�D ���  $������	� 
 ��� 	�
'�����	�
���$
6
2��$�
3� G 	����� �� ���,�� �����
	� ��1�% ��6�����	�� �
 ������	��
�"0� � $�����$��� ����$��	
% 	3 �3 ����� �
% �	�

lim
z��

ez � �
z

( �=

�A��������
� ������� � $�����$���� ����
�� 2�������� 	�$�� ,�% $�$ �
��&��	�������3 A	��	 �	����
	����% ��� ��$���	����	�� ��,�� 
������
����	� �1� ������	�����6 �������3 L� ������	������ �
	�	��� �����	�
 	� �� ���6 ��	���63

#  	�� ���$	� �� ����	��� ������
 $ ������� ����� ���$���$
6 ��,�
��6 ��	���	
���$
6 	���
D $�����$���'� ����
��% ����$�
���� '���
��	�

% 	���

 '���� 
 	3 �3% ��  	� �,�% $�$ '����
	��% another story
����'�� 
�	��
��3


